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前 言

离散数学是理工科高等院校计算机专业必修的、重要的专业基础课，其研究目标是离散
量的结构与相互间的关系，充分体现了计算机科学的离散性特点，离散数学中的综合、分析、
归纳、演绎、递推等方法在计算机科学理论的研究与实用技术的开发中都有着广泛的应用。
离散数学的主要内容由集合论、代数结构、图论、数理逻辑等四部分组成。离散数学不

仅为后续课程，如数据结构、操作系统、数据库原理、人工智能等课程作必要的理论准备，而
且其课程内容中所提供的一些把科学理论应用于实践的范例，可以培养学生逐步增强如何实
施 “科学理论——技术——生产力”转化的观念和方法，提高学生在知识经济时代中的适应
能力，可以这样说，离散数学在培养和提高学生的创新思维、创新能力和综合素质方面有其
独特的作用。
本书作者充分考虑到离散数学所特有的 “内容涉及广泛，抽象理论多”的特点，对于书

中抽象内容的叙述都作了精心安排，运用大量的说明性例子，有层次地剖析抽象理论的内涵，
使抽象的理论转化为直观的叙述，深入浅出，易教易学，使本书成为具有较强适用性的教材。
本书不仅可以作为理工科高等院校计算机专业本科生的教材，也适合于各类函授大学、职

工业余大学、成人教育中计算机专业本科生的教学用书。
本书由上海大学叶秀明教授和北京工业大学邵学才教授编写。北京工业大学沈彤英副教

授、邓光克副教授和蒋强荣副教授详细地审阅了书稿的全部内容并提出了有益的建议，使本
书增色不少。在编写过程中得到亲友张锡恩、张绍昆和张静的悉心帮助，在此作者表示诚挚
的谢意。
最后，作者对于在本书编辑过程中付出辛勤劳动并提出不少建议的机械工业出版社何文

军先生和桂林先生表示深切的谢意。

编 者
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第 １章 集 合

集合论是现代数学的基础，集合论几乎与现代数学的各个分支都有密切联系，并且也渗透
到各个科技领域。集合论的内容是极其丰富的，本章主要介绍朴素集合论的基本内容，包括：什
么是集合以及有关子集、空集、全集、补集、幂集等概念；集合的基本运算和集合代数的有关公
式，在组合计数中有着广泛应用的包含排斥原理等。

 集合的基本概念

集合就是具有某种特点的对象的聚合，其中每一个对象称为这个集合的元素。例如，北京
工业大学学生的全体可以构成一个集合，而北京工业大学的每一个学生就是这个集合中的一
个元素。又如正整数的全体可以构成一个集合，而每一个正整数就是这个集合中的元素。通常
用大写的英文字母：爛，爜，爞，…等来代表集合，用小写的英文字母：牃，牄，牅，…等来代表集合中的
元素。如果 牃是集合 爛中的元素，称 牃属于 爛，并记作

牃∈爛
如果 牃不是集合 爛中的元素，称 牃不属于 爛，并记作

牃爛
 集合的表示方法
集合有多种表示方法，这里介绍常用的两种方法。
（一）列举法
这种表示方法是把集合中的所有元素一一列举出来，元素间用逗号分开，并用花括号把它

们括起来。如集合 爛含有 ５个元素，它们分别是 ２，４，６，８，１０。用列举法可把集合 爛表示成

爛＝ ｛２，４，６，８，１０｝
又如

爜＝ ｛牃，牉，牏，牗，牣｝
这就表明集合 爜有 ５个元素，它们分别是 牃，牉，牏，牗，牣。
易见，４∈爛，牃∈爜，但 ５爛，牄爜。
（二）特征法
集合的另一种表示方法是特征法，它是以某个小写的英文字母来统一表示该集合的元素，

并指出这类元素的共同特征。如

爞＝ ｛牨燏牨是不大于 １０的偶数，牨＞ ０｝
花括号内的符号“燏”读作“系指”，花括号内的逗号读作“并且”。因此集合 爞中的元素是一

些不大于 １０的偶数，并且大于 ０。或者简单地说，爞是由不大于 １０的正偶数组成。实际上，集
合爞的元素就是：２，４，６，８，１０。可见集合爞和列举法中所提到的集合爛的元素是完全相同的。
又如

爟＝ ｛牨燏牨是英文字母，牨是元音｝
易见，爟中元素就是：牃，牉，牏，牗，牣。它和列举法中所提到的集合 爜的元素是完全相同的。



当两个集合 牀和 牁有相同的元素时，称这两个集合相等，记作 牀＝牁。容易看到，上面提
到的集合 爛，爜，爞，爟中，有 爛＝爞和 爜＝爟。
一般地讲，用列举法来表示集合时，往往显得冗长而繁复，但当我们对集合的某些特征作

抽象的讨论时，列举法能使问题显得直观和容易理解。
 子集
如果集合 爛中每一个元素又都是集合 爜中的元素，则称 爛是 爜的子集，也可以说 爛含在

爜中，或 爜含有 爛，这种关系写作

爛 爜或 爜 爛
如果爛不是爜的子集，也就是说在爛中至少有一个元素不属于爜，则称爜不包含爛，记作

爜 爛或 爛 爜
例如，在集合 爛＝｛１，３，４，５｝和集合 爜＝｛１，２，５｝，集合 爞＝｛１，５｝中，爞是 爛的子集，即 爛

爞；爞又是 爜的子集，即 爜爞，但 爜不是 爛的子集，因为元素 ２∈爜而 ２爛，所以 爛爜；同
理 爛也不是 爜的子集，因为元素 ３∈爛而 ３爜，所以 爜爛。
由集合间的包含关系，容易得到：
定理  集合 爛和集合 爜相等的充分必要条件是，爛爜且 爜爛。
这一结论在证明两个集合相等时，往往是一种有效而简便的方法。
如果 爛是 爜的子集，但 爛和 爜不相等，也就是说在 爜中总有一些元素不属于 爛，则称 爛

是 爜的真子集，记作 爜爛，如集合 爛＝｛１，２，｝，爜＝｛１，２，３｝，那么 爛是 爜的真子集。
不含有任何元素的集合称为空集，记作 犗。
由空集的定义可知，空集是一切集合的子集。
在实际工作中，我们所研究的对象总是限制在一定的范围内，比如我们要研究北京市大学

生的学习情况时，研究对象可以是清华大学的学生，也可以是北京工业大学的学生，但研究的
对象总是限制在北京市大学生这个范围内。在这种情况下，我们称“北京市大学生的全体”组成
的集合为全集。又如在初等数论中，研究的对象是整数，在这种情况下，全体整数组成的集合是
全集，全集通常用 爺表示。
请注意，全集的概念和研究对象所处的范围密切相关的，不同的情况就有不同的全集，例

如，当我们研究人口问题时，全世界所有的人就构成了全集；当我们研究中国妇女的生活状况
时，全中国所有妇女就构成了全集；甚至当研究的对象仅限制在一个较小的范围时，如仅研究
北京工业大学计算机科学系学生的学习情况时，北京工业大学计算机科学系的全体学生就是
全集。总之，全集是和研究对象密切相关的。一般地讲，当我们的讨论总是限制在某个集合的
子集时，这个集合就是全集。
与全集有密切关系的集合是补集。
设 爛是集合，且爛爺，由属于全集爺但不属于爛的所有元素组成的集合称为爛的补集，

记作 爛
－
或～爛。例如

爺＝ ｛牨燏牨是上海大学的学生｝
爛＝ ｛牨燏牨是上海大学的女学生｝

则 爛的补集

爛
－

＝ ｛牨燏牨是上海大学的男学生｝





又如

爺＝ ｛牨燏牨是实数｝
爛＝ ｛牨燏牨是有理数｝

则 爛的补集

爛
－

＝ ｛牨燏牨是无理数｝
 幂集
集合中的元素是可以多种多样的，因此一个集合作为另一个集合的元素是完全可以的，例

如集合 爛＝｛牃，牄，｛牅，牆｝｝，这表明集合 爛含有 ３个元素：牃，牄，｛牅，牆｝，这里集合｛牅，牆｝就成为集合

爛的一个元素了。
一般地讲，从属关系“∈”是元素和集合之间的关系；包含“”则是集合和集合之间的关

系，但也存在着这样的情况：集合 爛含在集合 爜中，集合 爛又属于集合 爜，如

爛＝ ｛牃，牄｝
爜＝ ｛牃，牄，｛牃，牄｝｝

这里就有 爛既是 爜的子集，又是 爜的元素，即有 爛爜和 爛∈爜同时成立。
下面介绍有着广泛用途的集合——幂集。
定义 １１１ 设 爛是集合，由 爛的所有子集作为元素而构成的集合称为 爛的幂集，记作

爮（爛）。
例如集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爛的子集有｛牃｝，｛牄｝，｛牅｝，｛牃，牄｝｛牃，牅｝｛牄，牅｝等，另外由于空集 犗是

一切集合的子集，所以 犗也是 爛的子集，而 爛的本身也是 爛的子集，由此可得 爛的幂集

爮（爛）＝ ｛犗，｛牃｝，｛牄｝，｛牅｝，｛牃，牄｝，｛牃，牅｝，｛牄，牅｝，｛牃，牄，牅｝｝
又如

爛＝ ｛１，２，３，４｝
则 爛的幂集

爮（爛）＝ ｛犗，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝，
｛２，３｝，｛２，４｝｛３，４｝，｛１，２，３｝，｛１，３，４｝，｛１，２，４｝，｛２，３，４｝｛１，２，３，４｝｝

当一个集合中的元素个数为有限时，该集合称为有限集；集合中的元素的个数为无限时，
该集合称为无限集。有限集 爛中元素的个数称为集合 爛的基，记作燏爛燏，如 爛＝｛牃，牄，牅｝，则

燏爛燏＝３。
现在讨论有限集 爛的基与其幂集 爮（爛）的基的关系，由上面提到的两个幂集的实例可以

看到，当 爛＝｛牃，牄，牅｝时，即燏爛燏＝３时，其幂集的基燏爮（爛）燏＝８＝２３；当 爛＝｛１，２，３，４｝时，即

燏爛燏＝４时，其幂集的基燏爮（爛）燏＝１６＝２４。在一般情况下有：
定理  爛是有限集，燏爛燏＝牕，则 爛的幂集 爮（爛）的基为 ２牕。
证明 由排列组合的知识可知：

燏爮（爛）燏＝ 爞０
牕＋ 爞１

牕＋ … ＋ 爞牕－１
牕 ＋ 爞牕

牕

又由二项式定理可知：

（牃＋ 牄）牕＝ 爞０
牕燈牃牕＋ 爞１

牕燈牃牕－１燈牄＋ … ＋ 爞牕－１
牕 牃燈牄牕－１＋ 爞牕

牕牄牕

特别取 牃＝牄＝１，则有

（１＋ １）牕＝ 爞０
牕＋ 爞１

牕＋ … ＋ 爞牕－１
牕 ＋ 爞牕

牕
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由此可得

燏爮（爛）燏＝ ２牕

习 题

１用列举法表示下列集合。

（１）小于 ２０的素数集合

（２）｛牨燏牨是正整数，牨２＜５０｝

（３）｛牨燏牨２－５牨＋６＝０｝

（４）｛牨燏牨是正整数，牨＋１＝３｝

２用特征法表示下列集合。

（１）｛１，３，５，７，…，９９｝

（２）｛５，１０，１５，…，１００｝

（３）｛１，４，９，１６，２５｝

３设 爛、爜、爞是集合，确定下列命题是否正确，说明理由。

（１）如果 爛∈爜与 爜爞，则 爛爞。

（２）如果 爛∈爜与 爜爞，则 爛∈爞。

（３）如果 爛爜与 爜∈爞，则 爛∈爞。

（４）如果 爛爜与 爜∈爞，则 爛爞。

４确定下列命题是否正确？

（１）犗犗
（２）犗∈犗
（３）犗｛犗｝

（４）犗∈｛犗｝

５设 爛，爜，爞是集合

（１）如果 爛爜且 爜爞，是否一定有 爛爞？

（２）如果 爛∈爜且 爜爞，是否一定有 爛爞？

（３）如果 爛爜且 爜爞，是否一定有 爛爞？

６求下列集合的幂集

（１）｛牃，牄，牅，牆｝

（２）｛牃，牄，｛牃，牄｝｝

（３）犗
（４）｛犗｝

（５）｛犗｛犗｝｝

 集合的运算

本节介绍 ４种常用的集合运算及有关公式。
（一）集合的并运算
定义 １２１ 两个集合 爛，爜的并记作 爛∪爜，它也是一个集合，由所有属于 爛或者 爜的

元素合并在一起而构成的，即

爛∪ 爜＝ ｛牨燏牨∈ 爛或 牨∈ 爜｝
例如

爛＝ ｛牃，牄，牅｝
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爜＝ ｛牄，牅，牆，牉｝
则

爛∪ 爜＝ ｛牃，牄，牅，牆，牉｝
又如

爛＝ ｛１，２，３｝
爜＝ ｛１，３，５，７｝

则

爛∪ 爜＝ ｛１，２，３，５，７｝
集合的运算可以用文氏图形象地表示，在图 １２１中，矩形表示全集 爺，两个圆分别表示

集合 爛和 爜，阴影部分就是 爛∪爜。

图 １２１

由集合并运算的定义可知，并运算具有以下性质：
１爛∪爜＝爜∪爛
２爛∪（爜∪爞）＝（爛∪爜）∪爞
３爛∪爛＝爛
４爛∪犗＝爛
５爛∪爺＝爺
（二）集合的交运算
定义 １２２ 两个集合 爛和 爜的交记作 爛∩爜，它也

是一个集合，由属于 爛，爜两集合的所有共同元素构成，即

爛∩ 爜＝ ｛牨燏牨∈ 爛且 牨∈ 爜｝
例如

爛＝ ｛牃，牄，牅｝
爜＝ ｛牃，牄，牆，牊｝

则

爛∩ 爜＝ ｛牃，牄｝
又如

爛＝ ｛１，２，３，４｝
爜＝ ｛１，３，５，７｝

则

爛∩ 爜＝ ｛１，３｝
如果集合 爛∩爜＝犗，也就是说 爛和 爜没有共同元素，则称 爛、爜不相交。例如

爛＝｛１，２，３｝
爜＝｛４，５，６｝

则 爛∩爜＝犗，即 爛、爜不相交。
集合的交运算的文氏图表示见图 １２２，图中阴影部分就是 爛∩爜。
由集合交运算的定义可知，交运算具有以下性质：
１爛∩爜＝爜∩爛
２爛∩（爜∩爞）＝（爛∩爜）∩爞
３爛∩爛＝爛





图 １２２

４爛∩犗＝犗
５爛∩爺＝爛
定理  设 爛、爜、爞为 ３个集合，则下列分配律成

立。
爛∩ （爜∪ 爞）＝ （爛∩ 爜）∪ （爛∩ 爞）
爛∪ （爜∩ 爞）＝ （爛∪ 爜）∩ （爛∪ 爞）

证明 只证第一等式，第二等式的证明是类似的。证明
的方法是这样的，先证

爛∩ （爜∪ 爞） （爛∩ 爜）∪ （爛∩ 爞）
再证

爛∩ （爜∪ 爞） （爛∩ 爜）∪ （爛∩ 爞）
从而证得

爛∩ （爜∪ 爞）＝ （爛∩ 爜）∪ （爛∩ 爞）
为了证明 爛∩（爜∪爞）（爛∩爜）∪（爛∩爞），也即要证明 爛∩（爜∪爞）是（爛∩爜）∪（爛∩爞）

的子集，所以只需证明：对于任意的 牨∈爛∩（爜∪爞），都有 牨∈（爛∩爜）∪（爛∩爞）。
对于任意的 牨∈爛∩（爜∪爞），即有 牨∈爛且 牨∈爜∪爞，也即 牨∈爛且 牨∈爜，或者 牨∈爛且

牨∈爞，这就表明 牨∈爛∩爜或者 牨∈爛∩爞，所以有 牨∈（爛∩爜）∪（爛∩爞），由此可得 爛∩（爜∪
爞）（爛∩爜）∪（爛∩爞）。
再证 爛∩（爜∪爞）（爛∩爜）∪（爛∩爞）
对于任意的 牨∈（爛∩爜）∪（爛∩爞），则 牨∈爛∩爜或者 牨∈爛∩爞；即 牨∈爛且 牨∈爜，或者 牨

∈爛且 牨∈爞；也即 牨∈爛且 牨∈爜∪爞；所以有：牨∈爛∩（爜∪爞），从而得到 爛∩（爜∪爞）（爛∩
爜）∪（爛∩爞）。
综合上述结果就证得 爛∩（爜∪爞）＝（爛∩爜）∪（爛∩爞）。
由集合的并与交运算的定义可知，当 爛爜时，爛∪爜＝爛，爛∩爜＝爜；显然 爛∪爜爛，爛∩

爜爛，所以有下列定理：
定理  设 爛、爜为集合，则

爛∪ （爛∩ 爜）＝ 爛
爛∩ （爛∪ 爜）＝ 爛

定理  设 爛、爜为集合，则

爛∪ 爜＝ 爛∩ 爜
爛∩ 爜＝ 爛∪ 爜

这两个定理的证明与定理 １２１的证明方法类似，请读者自己证明。
定理 １２２称为吸收律，定理 １２３称为摩根律，它们在集合的运算中有着广泛的用途。
（三）集合的减运算
定义 １２３ 由属于集合 爛但不属于集合 爜的那些元素构成的集合称为 爛减 爜的差，记

作 爛－爜。即

爛－ 爜＝ ｛牨燏牨∈ 爛，牨 爜｝
例如

爛＝ ｛牃，牄，牅｝
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爜＝ ｛牃，牄｝
则

爛－ 爜＝ ｛牅｝
又如

爛＝ ｛牃，牄，牅，牆｝
爜＝ ｛牃，牄，牉，牊｝

则

爛－ 爜＝ ｛牅，牆｝
再如

爛＝ ｛牃，牄，牅｝
爜＝ ｛牉，牊｝

则

爛－ 爜＝ ｛牃，牄，牅｝

图 １２３

集合的减运算的文氏图表示见图 １２３。
由减运算的定义可知，爛的补集就是全集减 爛的差，即

爛＝爺－爛
集合的减运算有以下性质：
１爛－爛＝犗
２爛－犗＝爛
３爛－爺＝犗
４爛－爜＝爛∩爜
性质 １，２，３是显然成立的，性质 ４也可由减运算的定义直接得证。
定理  设 爛、爜、爞为集合，则

爛∩ （爜－ 爞）＝ （爛∩ 爜）－ （爛∩ 爞）
证明 利用性质 ４，右式

（爛∩ 爜）－ （爛∩ 爞）＝ （爛∩ 爜）∩ （爛∩ 爞）

＝ （爛∩ 爜）∩ （爛∪ 爞）

＝ （爛∩ 爜∩ 爛）∪ （爛∩ 爜∩ 爞）
＝ 犗∪ （爛∩ （爜－ 爞））
＝ 爛∩ （爜－ 爞）

图 １２４

（四）集合的对称差
定义 １２４ 集合 爛和 爜的对称差记作 爛爜，它是

个集合，其元素或属于 爛，或属于 爜，但不能既属于 爛又属
于 爜。即

爛 爜＝ （爛∪ 爜）－ （爛∩ 爜）
例如

爛＝ ｛牃，牄，牅，牆｝
爜＝ ｛牃，牅，牉，牊，牋｝





则

爛 爜＝ ｛牄，牆，牉，牊，牋｝
集合对称差的文氏图表示见图 １２４。
由对称差的定义易得下列性质：
１爛爛＝犗
２爛犗＝爛
３爛爺＝爛
４爛爜＝爜爛
５（爛爜）爞＝爛（爜爞）
６爛爜＝（爛－爜）∪（爜－爛）

习 题

１设 爤＋是所有正整数组成的集合，爛、爜、爞是 爤＋的子集，且

爛＝｛牏燏牏２＜５０｝

爜＝｛牏燏牏能整除 ３０｝

爞＝｛１，３，５，７｝
求下列集合：

（１）爛∪爞
（２）爛∪（爜∩爞）

（３）爞－（爛∩爜）

（４）（爜∩爞）－（爛∪爜）

（５）爜∩爞
（６）爛爞
２给定正整数集合 爤＋的子集：

爛＝｛牨燏牨＜１２｝

爜＝｛牨燏牨≤８｝

爞＝｛牨燏牨＝２牑，牑∈爤＋｝

爟＝｛牨燏牨＝３牑，牑∈爤＋｝
试用 爛、爜、爞、爟表示下列集合：

（１）｛２，４，６，８｝

（２）｛１，３，５，７｝

（３）｛３，６，９｝

（４）｛１０｝

（５）｛牨燏牨是大于 １２的奇数｝

３设 爛、爜是任意集合，将 爛∪爜表示为不相交集合的并。

４设集合 爛≠犗，如果 爛∪爜＝爛∪爞，且 爛∩爜＝爛∩爞，证明 爜＝爞
５设 爛、爜、爞是集合，求下列各式成立的充分必要条件。

（１）（爛－爜）∪（爛－爞）＝爛
（２）（爛－爜）∪（爛－爞）＝犗
（３）（爛－爜）∩（爛－爞）＝犗
６如果 爛爜＝犗，证明 爛＝爜。

７证明下列各等式：
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（１）爛∩（爜－爛）＝犗

（２）爛∪（爜－爛）＝爛∪爜

（３）爛－（爜∪爞）＝（爛－爜）∩（爛－爞）

（４）爛∪（爛∩爜）＝爛∪爜

（５）爛∩（爛∪爜）＝爛∩爜

８如果 爛爜＝爛爞，证明 爜＝爞。

 包含排斥原理

本节讨论有限集元素的计数问题。我们已经知道，有限集爛中元素的个数称为爛的基，记
作燏爛燏。当有限集 爛，爜不相交时，即 爛和 爜没有公共元素时，显然有燏爛∪爜燏＝燏爛燏＋燏爜燏，在
一般情况下，有下列定理，该定理也称为包含排斥原理。
定理  设 爛、爜是有限集，则

燏爛∪ 爜燏＝ 燏爛燏＋ 燏爜燏－ 燏爛∩ 爜燏
证明 因为 爛∪爜＝爛∪（爜－爛），这里有限集 爛和 爜－爛是不相交的，所以有

燏爛∪ 爜燏＝ 燏爛燏＋ 燏爜－ 爛燏
又由于有限集 爜＝（爜－爛）∪（爛∩爜），且 爜－爛和 爛∩爜是不相交的，所以有

燏爜燏＝ 燏爜－ 爛燏＋ 燏爛∩ 爜燏
或

燏爜－ 爛燏＝ 燏爜燏－ 燏爛∩ 爜燏
由此可得

燏爛∪ 爜燏＝ 燏爛燏＋ 燏爜燏－ 燏爛∩ 爜燏
对于 ３个有限集的并的元素计数公式为

燏爛∪ 爜∪ 爞燏＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爛∩ 爜燏
－ 燏爛∩ 爞燏－ 燏爜∩ 爞燏＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏

这是因为

燏爛∪ 爜∪ 爞燏＝燏爛∪ （爜∪ 爞）燏
＝燏爛燏＋ 燏爜∪ 爞燏－ 燏爛∩ （爜∪ 爞）燏
＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爜∩ 爞燏－ 燏（爛∩ 爜）∪ （爛∩ 爞）燏
＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爜∩ 爞燏－ （燏爛∩ 爜燏

＋ 燏爛∩ 爞燏－ 燏爛∩ 爜∩ 爛∩ 爞燏）
＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爜∩ 爞燏－ 燏爛∩ 爜燏－ 燏爛∩ 爞燏

＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏
同理，还可得到 ４个有限集并的元素计数公式：

燏爛∪ 爜∪ 爞∪ 爟燏＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏＋ 燏爟燏－ 燏爛∩ 爜燏－ 燏爛∩ 爞燏
－ 燏爛∩ 爟燏－ 燏爜∩ 爞燏－ 燏爜∩ 爟燏－ 燏爞∩ 爟燏
＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏＋ 燏爛∩ 爜∩ 爟燏＋ 燏爛∩ 爞∩ 爟燏
＋ 燏爜∩ 爞∩ 爟燏－ 燏爛∩ 爜∩ 爞∩ 爟燏

用归纳法可以得到一般情况下包含排斥原理的推论：
推论：设 爛１，爛２，…爛牕为有限集合，则
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燏爛１∪ 爛２∪ … ∪ 爛牕燏＝∑
牕

牏＝１
燏爛牏燏－ ∑

１≤牏＜牐≤牕
燏爛牏∩ 爛牐燏

＋ ∑
１≤牏＜牐＜牑≤牕

燏爛牏∩ 爛牐∩ 爛牑燏

＋ … ＋ （－ １）牕－１燏爛１∩ 爛２∩ … ∩ 爛牕燏
例  在 ２０个大学生中，有 １０人戴眼镜，有 ８个人爱吃口香糖，有 ６人既戴眼镜又爱吃

口香糖，问不戴眼镜又不爱吃口香糖的人数是多少？
解 设爛是戴眼镜大学生的集合

爜是爱吃口香糖大学生的集合
由题意可知：燏爛燏＝１０，燏爜燏＝８，燏爛∩爜燏＝６。由包含排斥原理可得：

燏爛∪ 爜燏＝ 燏爛燏＋ 燏爜燏－ 燏爛∩ 爜燏
＝ １０＋ ８－ ６＝ １２

而不戴眼镜又不爱吃口香糖的大学生数为 ２０－燏爛∪爜燏＝８。
例  对 １００名大学生进行调查的结果是：３４人爱好音乐，２４人爱好美术，４８人爱好体

育；１３人既爱好音乐又爱好体育，１４人既爱好音乐又爱好美术，１５人既爱好美术又爱好体育；
有 ２５人这三种爱好都没有，问这三种爱好都有的大学生人数是多少？
解 设爛是爱好音乐的大学生的集合

爜是爱好美术的大学生的集合

爞是爱好体育的大学生的集合
由题意可知：

燏爛燏＝３４ 燏爜燏＝２４ 燏爞燏＝４８
燏爛∩爜燏＝１４ 燏爛∩爞燏＝１３ 燏爜∩爞燏＝１５
燏爛∪爜∪爞燏＝１００－２５＝７５

由包含排斥原理可知：
燏爛∪ 爜∪ 爞燏＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爛∩ 爜燏－ 燏爛∩ 爞燏

－ 燏爜∩ 爞燏＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏
７５＝３４＋ ２４＋ ４８－ １４－ １３－ １５＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏

∴燏爛∩ 爜∩ 爞燏＝ １１
这三种爱好都有的大学生人数是 １１。
例  某班有学生 ６０人，其中有 ３８人学习 ＰＡＳＣＡＬ语言，有 １６人学习 Ｃ语言，有 ２１

人学习 ＣＯＢＯＬ语言；有 ３个人这 ３种语言都学习，有 ２个人这 ３种语言都不学习，问仅学习
两门语言的学生数是多少？
解 设爛为学习 ＰＡＳＣＡＬ语言的学生的集合

爜为学习 Ｃ语言的学生的集合

爞为学习 ＣＯＢＯＬ语言的学生的集合
由题意可知：

燏爛燏＝３８ 燏爜燏＝１６ 燏爞燏＝２１
燏爛∩爜∩爞燏＝３ 燏爛∪爜∪爞燏＝６０－２＝５８

由包含排斥原理可知：





燏爛∪ 爜∪ 爞燏＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爛∩ 爜燏
－ 燏爛∩ 爞燏－ 燏爜∩ 爞燏＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏

５８＝３８＋ １６＋ ２１－ 燏爛∩ 爜燏－ 燏爛∩ 爞燏－ 燏爜∩ 爞燏＋ ３
由此可得：

燏爛∩ 爜燏＋ 燏爛∩ 爞燏＋ 燏爜∩ 爞燏＝ ２０
请注意，仅学习两门语言的人数不是 ２０，因为 爛∩爜爛∩爜∩爞，所以仅学习 ＰＡＳＣＡＬ语

言和 Ｃ语言的学生数应是燏爛∩爜燏－燏爛∩爜∩爞燏＝燏爛∩爜燏－３。同样理由，仅学习 ＰＡＳＣＡＬ
语言和 ＣＯＢＯＬ语言的学生数是燏爛∩爞燏－燏爛∩爜∩爞燏＝燏爛∩爞燏－３；仅学习 Ｃ语言和

ＣＯＢＯＬ语言的学生数是燏爜∩爞燏－燏爛∩爜∩爞燏＝燏爜∩爞燏－３。所以仅学习两门语言的学生人
数应是：

燏爛∩ 爜燏＋ 燏爛∩ 爞燏＋ 燏爜∩ 爞燏－ ３燏爛∩ 爜∩ 爞燏＝ ２０－ ９＝ １１
例  ７５个儿童到公园游乐场，他们在那里可以骑旋转木马、坐滑行铁道、乘宇宙飞船，

已知其中有 ２０人这三种东西都乘坐过，其中 ５５人至少乘坐过其中的两种，若每样乘坐一次的
费用是 ５元，公园游乐场总共收入 ７００元。试确定有多少儿童没有乘坐过其中的任何一种。
解 设爛是骑旋转木马儿童的集合

爜是乘坐滑行铁道儿童的集合

爞是乘坐宇宙飞船儿童的集合
由题意可知：

燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏＝ ７００÷ ５＝ １４０
仅乘坐过其中两种的儿童数为 ５５－２０＝３５，由例 １３的分析可知，３５＝燏爛∩爜燏＋燏爛∩爞燏

＋燏爜∩爞燏－３燏爛∩爜∩爞燏，所以燏爛∩爜燏＋燏爛∩爞燏＋燏爜∩爞燏＝９５，而

燏爛∪ 爜∪ 爞燏＝燏爛燏＋ 燏爜燏＋ 燏爞燏－ 燏爛∩ 爜燏－ 燏爛∩ 爞燏
－ 燏爜∩ 爞燏＋ 燏爛∩ 爜∩ 爞燏

＝１４０－ ９５＋ ２０＝ ６５
所以没有乘坐过任何一种玩具的儿童数为 ７５－６５＝１０人。
例  求 １到 ２５０间能被 ２，３，５，７中任何一个整除的整数的个数。
解 设 爛表示 １到 ２５０间能被 ２整除的整数集合，爜表示 １到 ２５０间能被 ３整除的整数

集合，爞表示 １到 ２５０间能被 ５整除的整数集合，爟表示 １到 ２５０间能被 ７整除的整数集合。
用［牨］表示对 牨作取整运算，如［４７］＝４。
由题意可知：

燏爛燏＝ ２５０［ ］２ ＝１２５

燏爜燏＝ ２５０［ ］３ ＝８３

燏爞燏＝ ２５０［ ］５ ＝５０

燏爟燏＝ ２５０［ ］７ ＝３５

燏爛∩爜燏＝ ２５０［ ］２×３＝４１

燏爛∩爞燏＝ ２５０［ ］２×５＝２５
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燏爛∩爟燏＝ ２５０［ ］２×７＝１７

燏爜∩爞燏＝ ２５０［ ］３×５＝１６

燏爜∩爟燏＝ ２５０［ ］３×７＝１１

燏爞∩爟燏＝ ２５０［ ］５×７＝７

燏爛∩爜∩爞燏＝ ２５０［ ］２×３×５＝８

燏爛∩爜∩爟燏＝ ２５０［ ］２×３×７＝５

燏爛∩爞∩爟燏＝ ２５０［ ］２×５×７＝３

燏爜∩爞∩爟燏＝ ２５０［ ］３×５×７＝２

燏爛∩爜∩爞∩爟燏＝ ２５０［ ］２×３×５×７＝１

于是可得

燏爛∪ 爜∪ 爞∪ 爟燏＝１２５＋ ８３＋ ５０＋ ３５－ ４１－ ２５－ １７－ １６
－ １１－ ７＋ ８＋ ５＋ ３＋ ２－ １＝ １９３

习 题

１在 １到 ２００的正整数中

（１）能被 ２或 ３整除的数有多少个？

（２）能被 ２和 ３同时整除的数有多少个？

２某班有学生 ３０人，选学英、日、俄三种外语。学英语者 １８人，学日语者 １５人，学俄语者 １１人；兼学英、
日语者 ９人，兼学英、俄语者 ６人，三种外语都学者 ４人，问三种外语都不学的有多少人？

３７０名学生参加体育比赛，短跑得奖者 ３６人，弹跳得奖者 ２９人，投掷得奖者 ３６人；三项都得奖者为 ６
人，仅得 ２项奖的有 ２４人。问一项奖都没有得到的有多少人？

４调查 ３０个大学生，其中 １８人阅读甲杂志，１５人阅读乙杂志，１５人阅读丙杂志；９人阅读甲与乙两种杂

志，９人阅读甲与丙两种杂志，９人阅读乙与丙两种杂志；３人阅读甲、乙、丙三种杂志。问仅阅读 １种杂志的学

生人数是多少？

５某班有学生 ７０人，其中选学 ＰＡＳＣＡＬ语言的有 ３０人，选学 Ｃ语言的有 ３６人，选学 ＦＯＲＴＲＡＮ语言

的有 ２９人；选学 ＰＡＳＣＡＬ和 Ｃ语言的有 １２人；三门语言都选学的有 ５人；仅选学 Ｃ语言的有 ７人，仅选学

ＦＯＲＴＲＡＮ语言的有 １５人。问：

（１）仅选学 ＰＡＳＣＡＬ语言的人数是多少？

（２）仅选学两门语言的人数是多少？

（３）这三门语言都不选学的人数是多少？

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写入空格内。

１设 爛，爜是集合

（１）如果 爛＝｛１｝，爜＝｛１，｛１，２｝｝，则 。

（２）如果 爛＝犗，爜＝｛犗｝，则 。
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（３）如果 爛＝｛牃｝，爜＝｛犗，牃，｛犗｝｝，则 。

（４）如果 爛＝｛犗｝，爜＝｛犗，｛犗｝｝，则 。
供选择项：

爛 爛∈爜且 爛爜 爞 爛∈爜但 爛爜

爜 爛爜但 爛爜 爟 爛爜且 爛爜
２若集合 爛的基燏爛燏＝１０，则其幂集的基燏爮（爛）燏＝ 。
供选择项：

爛 １００ 爜 ９９ 爞 １０００

爟 １０２４ 爠 ５１２

３设 爤为整数集合，爛＝｛牨燏牨２＜３０，牨∈爤｝，爜＝｛牨燏牨是素数，牨＜２０｝，爞＝｛１，３，５｝。

（１）（爛∩爜）∪爞＝

（２）（爜－爛）∪爞＝

（３）（爞－爛）∩（爜－爛）＝

（４）（爜∩爞）－爛＝
供选择项：

爛 ｛１，２，３，５｝ 爜 犗 爞 ｛０｝

爟 ｛１，３，５，７，１１，１３，１７，１９｝ 爠 ｛１，３，５，７｝

爡 ｛７，１１，１３，１７，１９｝

４设全集 爺＝｛１，２，３，…２０｝，爛、爜、爞是其子集，且 爛＝｛牨 槡燏 牨＜４｝，爜＝｛牨燏牨２－６牨－７＝０｝，爞＝｛牨燏牨２

＜１００｝。

（１）（爛－爜）∩爞＝

（２）爛∩爜∩爞＝

（３）（爛∩爜）－爞＝
供选择项：

爛 ｛１６，１７，１８，１９，２０｝ 爜 ｛１，２，３，４，５，６｝

爞 ｛１０，１１，１２，１３，１４，１５｝ 爟 ｛１，２，３，４，５，６，７｝

爠 ｛７，１０，１１，１２，１３，１４，１５｝ 爡 ｛１，２，３，４，５，６，８，９｝

５设集合 爛＝｛牨 槡燏 牨＜３，牨∈爤｝，爜＝｛牨燏牨＝２牑，牑∈爤｝，爞＝｛１，２，３，４，５｝。

（１）爛爞＝

（２）（爛爜）∩爞＝

（３）爜爜＝

（４）爛（爞－爜）＝
供选择项：

爛 ｛１，３，５｝ 爜 ｛２，４，６｝

爞 ｛０，６，７，８｝ 爟 ｛０，２，４，６，７，８｝

爠 犗 爡 ｛６，７，８｝

６某班有学生 ５０人，有 ２６人在第一次考试中得到优，有 ２１人在第二次考试中得到优，有 １７人两次考试

都没有得到优，那么两次考试都得到优的学生人数是 。
供选择项：

爛 １０ 爜 １４ 爞 １２ 爟 １３ 爠 １１

７某校有足球队员 ３８人，篮球队员 １５人，排球队员 ２０人，三队队员总数为 ５８人，且其中只有 ３人同时

参加 ３个球队，那么仅仅参加两种球队的队员人数是 。
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供选择项目：

爛 ８ 爜 ９ 爞 １２ 爟 １５ 爠 １８

８确定以下各式：

（１）犗∩｛犗｝＝

（２）｛犗，｛犗｝｝－犗＝

（３）｛犗，｛犗｝｝－｛犗｝＝
供选择项：

爛 犗 爜 ｛犗｝ 爞 ｛犗，｛犗｝｝ 爟 ｛｛犗｝｝
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第 ２章 二 元 关 系

在日常生活中，我们已经熟悉“关系”这个词的含义了，如父子关系，夫妻关系，兄弟关系
等。为了用数学的方法来研究这些关系，我们将从集合论的观点来描述这些关系。
首先将研究的对象置于一个集合中，如集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，其中 牃，牄，牅，牆，牉是 ５个人，

是我们考察的对象，其中牃是牄的父亲，牅是牆的父亲，牅又是牉的父亲。现在将这 ５个人中所有
符合父子关系的两个人用有序对：（牃，牄），（牅，牆），（牅，牉）来表示，而 爲则是以这些有序对作为元
素构成的集合，即

爲＝ ｛（牃，牄），（牅，牆），（牅，牉）｝
那么集合爲就能完整地描述了在牃，牄，牅，牆，牉中的父子关系。我们称爲为集合爛上的一个关系

（父子关系）。当然，在集合 爛上还存在着其它类型的关系。由于有序对仅由 爛中两个元素组
成，所以这种关系称为二元关系，用同样方法还可以定义 牕元关系，由于本书只讨论二元关系，
所以有关 牕元关系的内容不再详述，以后我们所提到的关系都是指二元关系。
请注意两点：第一，从数学的角度来看，关系是一个集合，是以有序对为其元素的集合；第

二，在书写有序对时，有序对中的两个元素的顺序是重要的，不可随意安排。如上面提到的关系

爲是描述父子关系的，因为 牃是 牄的父亲，所以有序对（牃，牄）属于 爲，而有序对（牄，牃）就不属于

爲，它是子父关系。所以除去特殊情况外，有序对（牃，牄）和（牄，牃）是不相同的。
在一般情况下，还需要研究两个集合中的元素间的关系。如 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爜＝｛牨，牪，牫｝，

假设爛中元素牃，牄，牅，牆分别表示４位大学生；爜中元素牨，牪，牫分别表示３种不同的专业；如果

牃，牄是 牨专业的学生，牅是 牪专业的学生，牆是 牫专业的学生，那么有序对：（牃，牨），（牄，牨），（牅，
牪），（牆，牫）就表示了这 ４位大学生和所选修专业的关系。由这些有序对作为元素所构成的集合

爲，即

爲＝ ｛（牃，牨），（牄，牨），（牅，牪），（牆，牫）｝
称 爲为 爛到 爜的二元关系。
易见，在 爛到 爜的二元关系中，其有序对如（牃，牨）的第一个元素 牃应属于 爛，第二个元素

牨应属于 爜。

 二元关系及其表示方法

为了更深入地讨论二元关系，下面引进一个新概念：两个集合的笛卡儿乘积。
 集合的笛卡儿乘积
定义 ２１１ 设 爛和 爜是两个集合，爛到 爜的笛卡儿乘积用 爛×爜表示，它是所有形状

如（牃，牄）的有序对为元素的集合，其中 牃∈爛，牄∈爜。
例如 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛牨，牪｝，爛到 爜的笛卡儿乘积

爛× 爜＝ ｛（牃，牨），（牃，牪），（牄，牨），（牄，牪），（牅，牨），（牅，牪）｝
同样，爜到 爛的笛卡儿乘积

爜× 爛＝ ｛（牨，牃），（牪，牃），（牨，牄），（牪，牄），（牨，牅），（牪，牅）｝



特别当 爛＝爜时，爛×爛称为集合 爛上的笛卡儿乘积，也可简写作 爛２。
例如 爛＝｛１，２，３｝，爛上的笛卡儿乘积为

爛× 爛＝ ｛（１，１），（１，２），（１，３），（２，１），（２，２），（２，３），（３，１），（３，２），（３，３）｝
显然，当燏爛燏＝牕时，燏爜燏＝牔时，燏爛×爜燏＝牕×牔，燏爛×爛燏＝牕２，燏爜×爜燏＝牔２。
易见，爛到 爜的二元关系就是笛卡儿乘积 爛×爜的一个子集；而 爛上的二元关系则是笛

卡儿乘积 爛×爛的一个子集。
 二元关系的定义
在本章的开始，已经叙述了有关“关系”的基本概念，为了对关系进行一般的讨论，这里就

不再强调指明关系的具体含义，如它是父子关系，朋友关系等等。而是抽象地把关系作为集合
的笛卡儿乘积的子集来进行讨论。下面给出 爛到 爜的二元关系的一般定义。
定义 ２１２ 设 爛和 爜是两个集合，爲是笛卡儿乘积 爛×爜的子集，则称 爲为 爛到 爜的

一个二元关系。
例如 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４｝，爜＝｛牄１，牄２，牄３｝，爲＝｛（牃１，牄１），（牃２，牄１），（牃４，牄３）｝，那么 爲就是一个

爛到 爜的二元关系。对于 爲中的元素（牃１，牄１），即（牃１，牄１）∈爲，也可写作：牃１爲牄１，并称 牃１，牄１以 爲
相关。对于不属于 爲的有序对，如（牃２，牄２）爲，也可写作：牃２牄２，并称 牃２，牄２不以 爲相关。
现在给出 爛上二元关系的一般定义。
定义 ２１３ 设 爛是集合，爲是笛卡儿乘积 爛×爛的子集，则称 爲为 爛上的一个二元关

系。
例如 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牃）｝，那么 爲是 爛上的一个二元关系。
定义 ２１４ 设 爲是 爛到 爜的二元关系，由（牨，牪）∈爲的所有 牨组成的集合称为 爲的前

域，记作 ｄｏｍ爲；使（牨，牪）∈爲的所有 牪组成的集合称为 爲的值域，记作 ｒａｎ爲。
例  设 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爜＝｛牨，牪，牫｝，爛到 爜的二元关系 爲＝｛（牃，牨），（牄，牪），（牅，

牨）｝，求 爲的前域和值域。
解 由于 爛中元素仅有 牃，牄，牅与 爜中元素以 爲相关，所以前域 ｄｏｍ爲＝｛牃，牄，牅｝；又因为

爛中元素仅与 爜中的 牨，牪以 爲相关，所以值域 ｒａｎ爲＝｛牨，牪｝。
例  设 爛＝｛１，２，３，４｝，爲是 爛上的二元关系，当 牃，牄∈爛且 牃＜牄时，（牃，牄）∈爲，求 爲

和它的前域和值域。
解 爲＝｛（１，２），（１，３），（１，４），（２，３），（２，４），（３，４）｝由于 爛上的二元关系就是 爛到 爛的

二元关系，所以前域 ｄｏｍ爲＝｛１，２，３｝，值域 ｒａｎ爲＝｛２，３，４｝。
对于任意集合，空集总是它的子集，另外，这个集合的本身也是它的子集，常称这两种子

集为平凡子集。
今后，我们把笛卡儿乘积 爛×爜的两个平凡子集：空集和 爛×爜本身称为 爛到 爜的空

关系和全域关系。
例如集合 爛＝｛１，３，５｝，对于 爛中任意元素 牃，牄，当 牃＋牄是偶数时，（牃，牄）∈爲。显然，由于

爛中元素都是奇数，两个奇数之和必为偶数，所以有

爲＝ ｛（１，１），（１，３），（１，５），（３，１），（３，３），（３，５），（５，１），（５，３），（５，５）｝
由此可见 爲是全域关系。
又设 爲是 爛上的二元关系，对于 爛中任意元素 牃，牄，当 牃＋牄是奇数时，（牃，牄）∈爲，显然

爲是 爛上的空关系。
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定义 ２１５ 设 爤爛是 爛上的二元关系且满足 爤爛＝｛（牃，牃）燏牃∈爛｝，则称 爤爛为 爛上的恒等
关系。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，则 爤爛＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅）｝。
下面再举几个实例以加深对二元关系的理解。
例  爛＝｛１，２，３，４，５，６，７｝，爲是 爛上的二元关系，对于 爛中元素 牃，牄，当它们被 ３除

后余数相同，则（牃，牄）∈爲（爲也称为模 ３同余关系）。求 爲。
解 爲＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），（５，５），（６，６），（７，７），（１，４），（４，１），（１，７），（７，１），

（４，７），（７，４），（２，５），（５，２），（３，６），（６，３）｝。
例  爛＝｛２，４，６，８｝，爲是 爛上的二元关系，对于 爛中元素 牃、牄，当 牃能整除 牄时，（牃，

牄）∈爲，求 爲。
解 爲＝｛（２，２），（４，４），（６，６），（８，８），（２，４），（２，６），（２，８），（４，８）｝。
例  爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，其中 牃，牄，牅，牆，牉分别表示 ５位大学生；牃，牄，牅都是 ２０岁，牆和 牉

都是 ２４岁。爲是 爛上的同年龄关系，即对于 牨、牪∈爛，当 牨，牪年龄相同时，（牨，牪）∈爲，求 爲。
解 爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅），（牆，牆），（牉，牉），（牃，牄），（牄，牃），（牃，牅），（牅，牃），（牄，牅），（牅，牄），（牆，

牉），（牉，牆）｝
 关系的三种表示方法
当二元关系中的元素（有序对）较多时，关系的书写将是冗长的，下面给出的三种关系的表

示方法，不仅使关系的表示简化而且使关系的表示更形象、更直观，便于对关系作深入的讨论。
（一）表格法
设集合 爛＝｛牃１，牃２，…牃牕｝，爜＝｛牄１，牄２…牄牔｝，易知 爛×爜中元素的个数燏爛×爜燏＝燏爛燏×燏爜燏

＝牕×牔。先画出一个 牕行 牔列的表格，用 爛中的元素 牃１，牃２，…，牃牕顺序标注在竖列的左方，用

爜中的元素 牄１，牄２，…，牄牔顺序标注在横行的上方，第 牏行第 牐列的方格表示有序对（牃牏，牄牐），显然

牕×牔个方格恰好表示了 爛×爜中的 牕×牔个有序对。由于 爛到 爜的二元关系 爲是 爛×爜的
子集，所以当 牃牘和 牄牋以 爲相关时，在表格的相应方格上填“”，这就是关系的表格表示。例如

爛＝ ｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５，牃６｝
爜＝ ｛牄１，牄２，牄３，牄４，牄５｝
爲＝ ｛（牃１，牄１），（牃１，牄２），（牃２，牄３），（牃３，牄３），（牃４，牄２），（牃５，牄４），（牃６，牄５）｝

则 爲的表格表示为表 ２１１所示。
表 

牄１ 牄２ 牄３ 牄４ 牄５

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

牃６

 











又如
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爛＝ ｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５，牃６｝
爲＝ ｛（牃１，牃２），（牃２，牃３），（牃３，牃４），（牃４，牃５），（牃５，牃６），（牃６，牃１），（牃６，牃３）｝

则 爲的表格表示为表 ２１２所示。
表 

牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５ 牃６

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

牃６











 

例  设集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，集合中的元素分别代表 ７个人，其中 牃，牄，牅是上海
人；牆和 牉是北京人；牊和 牋是天津人。爲是 爛上的同乡关系，求 爲和 爲的表格表示。
解 爛上的同乡关系 爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅），（牆，牆），（牉，牉），（牊，牊），（牋，牋），（牃，牄），（牄，

牃），（牃，牅），（牅，牃），（牄，牅），（牅，牄），（牆，牉），（牉，牆），（牊，牋），（牋，牊）｝，爲的表格表示见表 ２１３所示。

表 

牃 牄 牅 牆 牉 牊 牋

牃

牄

牅

牆

牉

牊

牋

  

  

  

 

 

 

 

（二）矩阵表示法
由关系的表格表示，很容易转化为关系的矩阵表示。
设集合 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，爜＝｛牄１，牄２，…牄牔｝，先写出一个 牕×牔矩阵（爞牏牐），用 爛中元素顺

序标注在矩阵竖列的左方；用 爜中的元素顺序标注在矩阵横行的上方。如果 牃牏和 牄牐以 爲相

关，就让矩阵中的第 牏行第 牐列元素 爞牏牐取值为 １，否则取值为 ０。例如

爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝
爜＝｛牄１，牄２，牄３，牄４｝
爲＝｛（牃１，牄１），（牃２，牄３），（牃２，牄４），（牃３，牄４），（牃４，牄４），（牃５，牄１），（牃５，牄２）｝

爲的矩阵表示为：
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牄１ 牄２ 牄３ 牄４

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

１ ０ ０ ０

０ ０ １ １

０ ０ ０ １

０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗１ １ ０ ０
这样的矩阵，通常也称为对应于 爲的关系矩阵。
当 爲为 爛上的二元关系时，如果 爛中有 牕个元素 牃１，牃２，…牃牕，则对应于 爲的关系矩阵应

是 牕阶方阵（牃牏牐），方阵中的元素 牃牏牐满足：

牃牏牐＝
１ 当（牃牏，牃牐）∈ 爲时

０ 当（牃牏，牃牐） 爲
烅
烄

烆 时

例如

爛＝ ｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝
爲＝ ｛（牃１，牃１），（牃１，牃２），（牃３，牃５），（牃４，牃５）｝

则对应于 爲的关系矩阵为：
牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

１ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０
例  爛＝｛１，２，３，４，５，６｝，爲是 爛上的整除关系，即仅当 牃整除 牄时，（牃，牄）∈爲。求 爲

和 爲的关系矩阵。
解 爲＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），（５，５），（６，６），（１，２），（１，３），（１，４），（１，５），（１，６），

（２，４），（２，６），（３，６）｝。
爲的矩阵表示为：

１ ２ ３ ４ ５ ６

１

２

３

４

５

６

１ １ １ １ １ １

０ １ ０ １ ０ １

０ ０ １ ０ ０ １

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０ １
例  爛＝｛１，３，５，７，９｝，爲是爛上的小于等于关系，即当牃≤牄时，（牃，牄）∈爲。求爲的表

格表示和矩阵表示。
解 爲的表格表示见表 ２１４。
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表 

１ ３ ５ ７ ９

１

３

５

７

９

    

   

  

 



爲的矩阵表示为：
１ ３ ５ ７ ９

１
３
５
７
９

１ １ １ １ １
０ １ １ １ １
０ ０ １ １ １
０ ０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ １
（三）图形表示法
设 爲是 爛到 爜的二元关系，爲的图形表示法是在平面上用 牕个点分别表示 爛中的元素

牃１，牃２，…，牃牕；另外再在平面上画出 牔个点分别表示 爜中元素 牄１，牄２，…，牄牔，当（牃牏，牄牐）∈爲时，则
从点 牃牏至 牄牐画一条有向边，其箭头指向 牄牐，否则就没有边联结。例如

爛＝ ｛牃１，牃２，牃３，牃４｝
爜＝ ｛牄１，牄２，牄３｝

爲＝｛（牃１，牄１），（牃２，牄３），（牃３，牄３），（牃４，牄２）｝
则 爲的图形表示为图 ２１１所示。

图 ２１１ 图 ２１２

当 爲为 爛上的二元关系时，其图形表示也可以在平面上仅画 牕个点，有向边的规定不变。
例如

爛＝ ｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝
爲＝ ｛（牃１，牃１），（牃１，牃２），（牃２，牃５），（牃４，牃３），（牃５，牃１），（牃４，牃２），（牃４，牃５）｝
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则 爲的图形表示为图 ２１２所示。
关系 爲的图形表示也称为 爲的关系图。

习 题

１设集合 爛＝｛牃，牄｝，爜＝｛牨，牪｝，求笛卡尔乘积 爛×爜，爜×爛，爛×爛，爜×爜。

２设集合 爛＝｛１，２｝，求 爛×爮（爛）。

３设集合 爛＝｛１，２，３｝，爜＝｛１，３，５｝，爞＝｛牃，牄｝，求（爛∩爜）×爞和（爛×爞）∩（爜×爞）

４证明（爛∩爜）×爞＝（爛×爞）∩（爜×爞）

５证明（爛∪爜）×爞＝（爛×爞）∪（爜×爞）

６设 爛＝｛牃，牄｝，爜＝｛牨，牪｝，列出所有从 爛到 爜的二元关系。

７在一个有 牕个元素的集合上，可以有多少种不同的二元关系。

８设 爛＝｛１，２，３，４，５｝，爲是 爛上的二元关系，当 牨，牪∈爛且 牨和 牪都是素数时，（牨，牪）∈爲，求 爲。

９设 爛＝｛１，２，３｝，爜＝｛２＋牏，４＋３牏，５＋４牏，２＋７牏｝，如果 爛中元素恰好是 爜中元素的实部，则认为它们是

相关的，求相应的二元关系 爲。

１０设 爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９｝，爲是 爛上的模 ４同余关系，即当 牃，牄∈爛且 牃和 牄被 ４除后余数相同

时，则（牃，牄）∈爲，求 爲。

１１设 爛＝｛１，２，３，４，６，８｝，爲是 爛上的整除关系，爳是 爛上的小于等于关系，求 爲∪爳和 爲∩爳。

１２设集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爜＝｛１，２，３｝，爲是 爛到 爜的二元关系，爲＝｛（牃，１），（牃，２），（牄，２），（牅，３），（牆，

１），（牆，３）｝，写出 爲的表格表示，关系矩阵和关系图。

１３设集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅），（牆，牆），（牉，牉），（牃，牄），（牄，

牃），（牅，牆），（牆，牉），（牅，牉），（牆，牅），（牉，牅）｝，写出 爲的表格表示，关系矩阵和关系图。

１４设集合 爛＝｛１，２，３，４，６，８｝，爲是 爛上的小于关系，写出 爲的表格表示，矩阵表示和关系图。

１５设集合 爛＝｛－３，－２，－１，０，１，２，３｝，对于 爛中元素 牃、牄，当 牃×牄＞０时，（牃，牄）∈爲，写出 爲的表格表

示，矩阵表示和关系图。

 关系的基本类型

本节将介绍具有某种性质的基本的二元关系。
（一）自反的二元关系
定义 ２２１ 爲是 爛上的二元关系，如果对于 爛中每一个元素 牃，都有（牃，牃）∈爲，则称 爲

为自反的二元关系。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，爛上的二元关系 爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅），（牃，牄）｝，则 爲是自反的二元

关系。
又如，爛＝｛１，２，３｝，爲是 爛上的整除关系。显然 爲是自反的二元关系，因为（１，１），（２，２），

（３，３）都属于 爲。
请注意，在二元关系自反性的定义中，要求对于 爛中的

·
每

·
一

·
个元素 牃，都有（牃，牃）∈爲。所

以当 爛＝｛牃，牄，牅｝时，若 爲＝｛（牃，牃），（牄，牄）｝，则 爲不是自反的，因为 爞∈爛，但（牅，牅）爲。又如，
爛＝｛１，２，３｝，爲是 爛上的二元关系，当 牃，牄∈爛，且 牃和 牄都是素数时，（牃，牄）∈爲，易知 爲＝
｛（２，２），（３，３），（２，３），（３，２）｝，这里的 爲也不是自反的二元关系，因为 １∈爛，但（１，１）爲。

（二）反自反的二元关系
定义 ２２２ 爲是 爛上的二元关系，如果对于 爛中每一个元素 牃，都有（牃，牃）爲，则称 爲

为反自反的二元关系。
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例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牃）｝，那末 爲是反自反的二元关系，因为对于 爛
中 ３个元素 牃，牄，牅都有（牃，牃）爲，（牄，牄）爲，（牅，牅）爲。
又如，爛＝｛１，２，３｝，爲是爛上的小于关系，即当牃＜牄时，（牃，牄）∈爲。易见爲是爛上的反自

反的二元关系。
要注意的是，反自反的二元关系不一定就是非自反的二元关系。因为在关系的反自反性定

义中，同样要求对于 爛中的
·
每

·
一

·
个元素 牃，都（牃，牃）爲。因此存在着这样的二元关系，它既不

是自反的、也不是反自反的。例如 爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄）｝，那么 爲不是自反的（因为

（牄，牄），（牅，牅）都不属于 爲），爲也不是反自反的（因为（牃，牃）∈爲）。
（三）对称的二元关系
定义 ２２３ 爲是 爛上的二元关系，

·
每

·
当（牃，牄）∈爲时，就一定有（牄，牃）∈爲，则称 爲为对

称的二元关系。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牅），（牅，牃）｝；这里 爲是对称的二元关系。
又如，爛＝｛１，２，３，４，５｝，对于 爛中元素 牃和 牄，如果 牃，牄被 ３除后余数相同，则（牃，牄）∈爲

（爲是模 ３同余关系），易见 爲是对称的二元关系。
请注意，在关系的对称性的定义中，要求

·
每

·
当（牃，牄）∈爲时，就一定有（牄，牃）∈爲；所以对于

爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牃），（牃，牅），（牅，牃），（牄，牅）｝，爲不是对称的二元关系，因为虽
然有（牃，牄）和（牄，牃）属于 爲，（牃，牅）和（牅，牃）属于 爲，但（牄，牅）∈爲而（牅，牄）爲。

（四）反对称的二元关系
定义 ２２４ 爲是 爛上的二元关系，每当有（牃，牄）∈爲和又有（牄，牃）∈爲时，必有 牃＝牄，则

称 爲为反对称的二元关系。
为了便于理解，反对称的定义也可改写如下：
爲是爛上的二元关系，当牃≠牄时，如果（牃，牄）∈爲，则必有（牄，牃）爲，称爲为反对称的二元

关系。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牅）｝，则 爲是反对称的二元关系。
又如，爛＝｛１，２，３｝，爲是 爛上的小于关系，即 牃＜牄，（牃，牄）∈爲。易知 爲＝｛（１，２），（１，３），

（２，３）｝，所以 爲是反对称的二元关系。
再如，爛是一些整数组成的集合，如果 牃整除 牄，则（牃，牄）∈爲，易知整除关系 爲是反对称

的。
还要注意，由关系的对称性和反对称性的定义可知，“对称的”和“反对称的”这两个概念并

非相互对立、相互排斥的。存在着既不是对称的又不是反对称的二元关系。也存在着既是对称
的又是反对称的二元关系。例如：

爛＝｛牃，牄，牅｝
爲＝｛（牃，牄），（牄，牃），（牃，牅）｝

显然，爲不是对称的二元关系，因为（牃，牅）∈爲，而（牅，牃）爲；爲也不是反对称的二元关系，
因为（牃，牄）∈爲且（牄，牃）∈爲。
又如

爛＝｛牃，牄，牅｝
爲＝｛（牃，牃）｝

这里的 爲既是对称的又是反对称的二元关系。
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（五）可传递的二元关系
定义 ２２５ 爲是 爛上的二元关系，每当有（牃，牄）∈爲和（牄，牅）∈爲时，必有（牃，牅）∈爲，则

称 爲为可传递的二元关系。
例如，整除关系是可传递的，因为每当（牃，牄）∈爲和（牄，牅）∈爲时，即 牃能整除 牄和 牄能整除

牅时，显然 牃能整除 牅，所以必有（牃，牅）∈爲。
又如，小于关系是可传递的，每当（牃，牄）∈爲和（牄，牅）∈爲时（牃＜牄和 牄＜牅），必有（牃，牅）∈爲

（牃＜牅）。
上面介绍了 ５种不同类型的二元关系，其中自反的、反自反的、对称的、反对称的二元关系

可以从它们的关系矩阵（或表格表示）的不同特征加以区别。
当二元关系 爲的关系矩阵中，对角线上的元素都是 １，则 爲是自反的二元关系。
当二元关系 爲的关系矩阵中，对角线上的元素都是 ０，则 爲是反自反的二元关系。
当二元关系 爲的关系矩阵是对称的，则 爲是对称的二元关系。
当二元关系爲的关系矩阵中，以对角线对称的元素不能同时为 １，则爲是反对称的二元关

系。
但是传递的二元关系不易从关系矩阵中直接判断，而判断一个二元关系是否是可传递的，

往往需要做很繁复的工作，下面介绍两种使用比较方便的传递性的判定方法。
（六）可传递的判定方法

１可传递的判定方法一
这种方法主要是利用二元关系 爲的关系矩阵 爛爲和关系矩阵的平方 爛２

爲之间的关系来判

定二元关系是否可传递。
设集合 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，爲是 爛上的二元关系，其关系矩阵

爛爲＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

… … … …
牃牕１ 牃牕２ … 牃

烒

烓

烖

烗牕牕
其中

牃牏牐＝
１ 当（牃牏，牃牐）∈ 爲时

０ 当（牃牏，牃牐） 爲
烅
烄

烆 时

令

爜＝ 爛２
爲＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

… … … …
牃牕１ 牃牕２ … 牃

烒

烓

烖

烗牕牕

×

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

… … … …
牃牕１ 牃牕２ … 牃

烒

烓

烖

烗牕牕

＝

牄１１ 牄１２ … 牄１牕
牄２１ 牄２２ … 牄２牕
… … … …
牄牕１ 牄牕２ … 牄

烒

烓

烖

烗牕牕
现在我们来分析一下二元关系 爲的关系矩阵中的元素与关系矩阵的平方 爜＝爛２

爲中的元

素之间的关系。
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由矩阵的乘法运算规则可知

牄牏牐＝∑
牕

牑＝１
牃牏牑燈牃牑牐

＝牃牏１燈牃１牐＋ 牃牏２燈牃２牐＋ … ＋ 牃牏牕燈牃牕牐

由于关系矩阵 爛爲中的元素 牃牏牐的取值仅为 ０或 １。所以 牄牏牐的表达式中各项 牃牏１·牃１牐，牃牏２·

图 ２２１

牃２牐，…，牃牏牕·牃牕牐的取值也是 ０或 １。如果 牄牏牐的表达式中有某
一项 牃牏牘·牃牘牐＝１，这表明有以下两个结果：一是 牄牏牐的值将大
于等于 １。二是必有 牃牏牘＝１且 牃牘牐＝１，也即必有（牃牏，牃牘）∈爲
和（牃牘，牃牑）∈爲，由传递性的定义可知，如果 爲是 爛上的传
递关系，必须有（牃牏，牃牐）∈爲。综上所述，当 爲是 爛上的传递
关系时，如果矩阵 爜＝爛２

爲中的元素 牄牏牐≥１时，必须有 牃牏牐＝
１，反之亦然。
为了能更直观地理解上述的分析过程，下面以具体例

子说明之。
例如，设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爛上的二元关系 爲＝

｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃１，牃４），（牃１，牃５），（牃２，牃３），（牃２，牃４），（牃３，牃５），（牃４，牃３），（牃４，牃５）｝，图 ２２１是 爲
的关系图。
易知，爲的关系矩阵

爛爲＝

０ １ １ １ １
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０

爜＝ 爛２
爲＝

０ １ １ １ １
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０

×

０ １ １ １ １
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０

＝

０ ０ ２ １ ２
０ ０ １ ０ ２
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０
现分析 爜＝爛２

爲中非零元素的取值过程，如观察非零元素 牄１３，由于

牄１３＝ 牃１１燈牃１３＋ 牃１２燈牃２３＋ 牃１３燈牃３３＋ 牃１４燈牃４３＋ 牃１５燈牃５３

＝ ０× １＋ １× １＋ １× ０＋ １× １＋ １× ０＝ ２
由此可见，牄１３之所以取值为２是因为有牃１２＝１且牃２３＝１以及牃１４＝１且牃４３＝１。这也说明了

当 牄１３＝２时，有（牃１，牃２）∈爲和（牃２，牃３）∈爲以及（牃１，牃４）∈爲和（牃４，牃３）∈爲（请参阅图 ２２１）。因
此，如果 爲是传递关系，那么这两对有序对的存在都要求有（牃１，牃３）∈爲，即有 牃１３＝１。
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以上事实表明，当爲是传递关系时，如果爛２
爲中的元素牄１３≥１，则必须有爛爲中的元素牃１３＝

１。
同样对于 爜中其它非零元素 牄１４，牄１５，牄２３，牄２５，牄４３的存在就要求 爛爲中相应元素 牃１４，牃１５，牃２３，

牃２５，牃４３的值都为 １，只有这样，爲才是传递关系，但检查结果有：牄２５＝２而 牃２５＝０，所以 爲不是传
递关系。
由于关系矩阵中的元素取值仅为 ０或 １，为了计算方便，现将矩阵的乘法运算改为矩阵的

布尔乘运算，即把矩阵中的元素进行乘法和加法运算时改为进行布尔乘和布尔加运算。布尔乘
和布尔加运算遵循以下规则：０×０＝０，０×１＝１×０＝０，１×１＝１；０＋０＝０，０＋１＝１＋０＝１，１＋
１＝１。矩阵 爛和 爜的布尔乘记作 爛爜。经这样约定后，可得下面关于可传递的判定定理。
定理  设集合 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，爲是 爛上的二元关系，爲的关系矩阵为 爛爲＝

［牃牏牐］，令 爜＝爛爲爛爲＝［牄牏牐］，则 爲是 爛上的传递关系的充分必要条件是：当 牄牏牐＝１时，必须 牃牏牐

＝１。
例  爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爲＝｛（牃，牄），（牃，牅），（牄，牅），（牆，牅），（牉，牆），（牉，牅）｝，试判断 爲是否

是传递关系。
解 先写出 爲的关系矩阵

爛爲＝

０ １ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ ０

爜＝ 爛爲燐爛爲＝

０ １ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ ０

燐

０ １ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ ０

＝

０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０ ０
由于 爜中仅有两个元素 牄１３和 牄５３取值为 １，而 爛爲中的相应两个元素 牃１３和 牃５３取值也为 １，

所以 爲是传递关系。
例  设集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲＝｛（牃１，牃３），（牃１，牃４），（牃２，牃２），（牃２，牃５），（牃４，牃２），

（牃４，牃４），（牃５，牃５）｝，试判断 爲是否是可传递的二元关系。
解 先写出 爲的关系矩阵

爛爲＝

０ ０ １ １ ０
０ １ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ １
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爜＝ 爛爲燈爛爲＝

０ ０ １ １ ０
０ １ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ １

燐

０ ０ １ １ ０
０ １ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ １

＝

０ １ ０ １ ０
０ １ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ １
比较 爜和 爛爲中的元素可知，有 牄１２＝１而 牃１２＝０，（尚有 牄４５＝１而 牃４５＝０），所以 爲不是传

递关系。
由于我们采用了布尔乘和布尔加运算，因此求 牄牏牐＝牃牏１·牃１牐＋牃牏２·牃２牐＋…＋牃牏牕·牃牕牐的过

程，就是把元素牃牏１和牃１牐，牃牏２和牃２牐，…，牃牏牕和牃牕牐进行比较的过程，当其中某一对元素都为 １时，就
有牄牏牐＝１；当每一对元素不都为 １时，就有 牄牏牐＝０。基于这个特点，求 爜＝爛爲爛爲的过程可以化

简。
例  设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５，牃６｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃１，

牃４），（牃２，牃３），（牃２，牃４，），（牃３，牃４），（牃１，牃６），（牃５，牃４），（牃６，牃２），（牃６，牃３），（牃６，牃４）｝，试判断 爲是否是
可传递的二元关系。
解 先写出 爲的关系矩阵 爛爲，并将其转置矩 爛爲写在 爛爲的下面

爛爲＝

０ １ １ １ ０ １
０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ １ １ １ ０ ０

爛爲＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ １
１ １ ０ ０ ０ １
１ １ １ ０ １ １
０ ０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ ０ ０ ０ ０ ０
当求 爜＝爛爲爛爲中的元素 牄牏牐时，只要将 爛爲中的第 牏行元素与 爛爲中的第 牐行元素逐个

进行比较，当某一对元素都为 １时，就有 牄牏牐＝１，否则 牄牏牐＝０。例如求 牄１２时，将 爛爲中的第 １行元
素和 爛爲中的第 ２行元素逐个比较，为阅读方便，现将这两行元素摘录如下：

爛爲中的第 １行： ０１１１０１

爛爲中的第 ２行： １００００１
然后将同列元素逐个比较，由于第 ６列中，两个元素都为 １，所以可得 牄１２＝１。又如求 牄３４时，应
把 爛爲中的第 ３行元素与 爛爲中的第 ４行元素逐个比较：
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爛爲中的第 ３行： ０００１００

爛爲中的第 ４行： １１１０１１
将同列元素比较可得 牄３４＝０，运用此方法易得

爛爲爛爲＝

０ １ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ ０ ０
比较 爛爲和 爛爲爛爲可知，在 爛爲爛爲中有 ６个非零元素，而在 爛爲的相应元素中，都取值为 １，
所以 爲是传递关系。
实际上，在判断二元关系 爲是否是传递关系时，不必求出 爛２

爲的每一个元素，只需求出 爛爲

中的零元素 牃牏牐＝０所对应的 爛２
爲中的元素 牄牏牐的值，因为当 牃牏牐＝０而 牄牏牐＝１时，说明 爲不是传递

关系；若对于所有的 牃牏牐＝０，都有 牄牏牐＝０，则说明 爲是传递关系。
例  爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲＝｛（牃１，牃１），（牃１，牃５），（牃２，牃１），（牃２，牃２），（牃２，牃３），（牃３，牃３），

（牃３，牃５），（牃３，牃４），（牃４，牃１），（牃４，牃２），（牃４，牃３），（牃４，牃５），（牃５，牃１），（牃５，牃４）｝，试判断 爲是否可传
递。
解 先写出 爲的关系矩阵及其转置矩阵

爛爲＝

１ ０ ０ ０ １
１ １ １ ０ ０
０ ０ １ １ １
１ １ １ ０ １

烒

烓

烖

烗１ ０ ０ １ ０

爛爲＝

１ １ ０ １ １
０ １ ０ １ ０
０ １ １ １ ０
０ ０ １ ０ １

烒

烓

烖

烗１ ０ １ １ ０
考察 爛爲中的零元素 牃１２，牃１３，牃１４，牃２４，牃２５，牃３１，牃３２，牃４４，牃５２，牃５３，牃５５。
对于 牃１２＝０，应将 爛爲中第 １行与 爛爲中的第 ２行元素作比较，比较结果可知 牄１２＝０。
对于 牃１３＝０，应将 爛爲中第 １行与 爛爲中的第 ３行元素作比较，比较结果可知 牄１３＝０。
对于 牃１４＝０，应将 爛爲中第一行与 爛爲中的第 ４行作比较，比较结果可知 牄１４＝１。由此可

得，爲不是传递关系。
下面再介绍一种传递性的判定方法，这种方法比较直观。
２可传递的判定方法二
一般地讲，判断二元关系 爲是否是传递关系，最基本的方法是“列举法”，就是把二元关系

中所有满足（牃牏，牃牑）∈爲和（牃牑，牃牐）∈爲的有序对找出来，然后再考察是否存在有序对（牃牏，牃牐）∈
爲），从而去判定二元关系 爲是否是可传递的。
可传递的判定方法二就是把这种列举法转化为矩阵的“变换”，使是否可传递的判定变得
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较为方便和直观。
设集合 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，爲是 爛上的二元关系，其关系矩阵为：

爛爲＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

… …
牃牕１ 牃牕２ … 牃

烒

烓

烖

烗牕牕
现考察爛爲中的非零元素。设爛爲中第牏行第牐列元素牃牏牐＝１，即有（牃牏，牃牐）∈爲；于是去考察

爛爲中第 牐行的所有元素：牃牐１，牃牐２，…，牃牐牕，如果其中有 牃牐牑＝１，这就说明二元关系 爲中存在着

（牃牏，牃牐）∈爲和（牃牐，牃牑）∈爲，所以如果 牃牏牑＝０，即（牃牏，牃牑）爲，这立即表明 爲不是传递关系。如果

牃牏牑＝１，则应继续考察第牐行中其它非零元素，以同样方法分析之。所以当牃牏牐＝１时，可以将第牏
行元素与第 牐行对应元素逐个进行比较：

牃牏１，牃牏２，…，牃牏牕

牃牐１，牃牐２，…，牃牐牕

如果存在着第 牐行中某个元素为 １，而第 牏行的对应（同列）元素为 ０，则 爲不是传递关系，
否则应继续观察第 牐行中其它非零元素，以同样方法分析之，直到考察完第 牐行中所有非零元
素。
对于 爛爲中其它非零元素，以同样方法分析之，直到考察完 爛爲中所有非零元素。
例如，集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃２，牃３），

（牃３，牃２），（牃３，牃４），（牃５，牃２）｝。易知 爲的关系矩阵

爛爲＝

０ １ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ １ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ １ ０ ０ ０
逐行考察 爛爲中的非零元素。先考察第 １行的非零元素 牃１２和 牃１３。
对于 牃１２，应将第 １行元素与第 ２行元素作比较：
第 １行元素：０１１００
第 ２行元素：００１００
易见，在第 ２行元素中仅有一个非零元素 牃２３＝１，而与其同列的第 １行对应元素 牃１３＝１；

这表明 牃１２＝１时，有 牃２３＝１和 牃１３＝１，即（牃１，牃２）∈爲，（牃２，牃３）∈爲时，有（牃１，牃３）∈爲。所以可继
续考察第 １行中另一个非零元素 牃１３

对于 牃１３，应将第 １行元素与第 ３行元素作比较：
第 １行元素：０１１００
第 ３行元素：０１０１０
易见，在第 ３行元素中有 ２个非零元素，牃３２和 牃３４，而与其同列的第 １行对应元素分别为

牃１２和 牃１４，其中 牃１２＝１但 牃１４＝０，这表明当 牃１３＝１时，有 牃３４＝１但 牃１４＝０，即有（牃１，牃３）∈爲，（牃３，

牃４）∈爲，但（牃１，牃４）爲，所以 爲不是传递关系。
上面叙述的方法，还只是列举法的一种简单“移植”，下面作进一步讨论。
当 牃牏牐＝１时，需将第 牏行元素与第 牐行元素作比较，这种比较的过程也可以转化为：先将
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这两行元素作布尔加：
牃牏１＋ 牃牐１，牃牏２＋ 牃牐２，…，牃牏牕＋ 牃牐牕

再与第 牏行同列元素作比较，如果它们是不相同的，例如有 牃牏牑和 牃牏牑＋牃牏牑不同，这只有一种可
能，即 牃牏牑＝０，牃牏牑＋牃牐牑＝１，这也表明了 牃牏牑＝０而 牃牐牑＝１，所以 爲不是传递关系，如果它们是相同
的，即对于任意 牑（牑＝１，２，…，牕），牃牏牑＝牃牏牑＋牃牐牑，这表明当 牃牏牑＝１时，必有 牃牏牑＝１。
综上所述，可得到可传递的判定方法二：对于关系矩阵 爛爲中的每一个非零元素 牃牏牐＝１，作

如下操作：将 爛爲中第 牐行元素加（布尔加）到第 牏行元素上去，如果操作后，矩阵有变化，则 爲
不是传递关系，否则 爲是传递关系。
例  爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃２，牃２），

（牃３，牃３），（牃４，牃１，），（牃４，牃２），（牃４，牃３），（牃５，牃１），（牃５，牃２），（牃５，牃３），（牃５，牃４），（牃５，牃５）｝，试判断 爲是
否是传递关系。
解 先写出 爲的关系矩阵

爛爲＝

０ １ １ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ １ １ １ １
考察 爛爲中非零元素：
对于 牃１２＝１，将第 ２行元素加（布尔加，以后不再说明）到第 １行上去，操作后的矩阵与 爛爲

相同。
对于 牃１３＝１，将第 ３行元素加到第 １行上去，操作后的矩阵与 爛爲相同。
对于 牃２２＝１，将第 ２行元素加到第 ２行上去，操作后的矩阵与 爛爲相同。
对于 牃３３＝１，将第 ３行元素加到第 ３行上去，操作后的矩阵与 爛爲相同。
对于 牃４１＝１，将第 １行元素加到第 ４行上去，操作后的矩阵与 爛爲相同。
对于 牃４２＝１，牃４３＝１，牃５１＝１，牃５２＝１，牃５３＝１，牃５４＝１，牃５５＝１，读者可以自己验证，经相应的操

作后的矩阵与 爛爲相同，所以 爲是传递关系。
例  爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４｝，爲＝｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃２，牃３），（牃３，牃１），（牃３，牃４，），（牃４，牃２），

（牃４，牃３）｝，判断 爲是否是传递关系。
解 先写出 爲的关系矩阵

爛爲＝

０ １ １ ０
０ ０ １ ０
１ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ １ １ ０
考察 爛爲中的非零元素：
对于 牃１２＝１，将第 ２行元素加到第 １行上去，操作后的矩阵与 爛爲相同。
对于 牃１３＝１，将第 ３行元素加到第 １行上去，易见操作后的矩阵为：

爛爲＝

１ １ １ １
０ ０ １ ０
１ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ １ １ ０
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显然与 爛爲不相同，所以 爲不是传递关系。
上面介绍了两种可传递的判定方法，当关系矩阵中的零元素较少时，使用第一种方法是方

便的，当关系矩阵中的非零元素较少时，则可采用第二种方法，这两种方法的优点是便于计算
机实现。

习 题

１设集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牃，牄），（牃，牅），（牅，牃）｝，问：爲是哪种类型

的关系？

２如果 爲是 爛上的反自反关系且又是可传递关系，证明 爲是 爛上的反对称关系。

３设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃１，牃２），（牃１，牃３），（牃２，牃３），（牃４，牃３），（牃４，牃２），（牃５，

牃１），（牃５，牃２），（牃５，牃３），（牃５，牃４）｝，问：爲是传递关系吗？

４设 爛＝｛牃，牄，牅｝，举例说明在 爛上存在着既是对称的又是反对称的二元关系；这样的二元关系有多少

种？

５设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，其关系矩阵

爛爲＝

１ １ １ ０ ０

１ ０ １ １ １

０ ０ ０ ０ １

１ １ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ ０ １ ０ １
试说明 爲不是传递关系。

６设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，其关系矩阵为：

爛爲＝

０ １ ０ ０ １

０ １ ０ ０ １

１ １ １ ０ １

１ １ １ １ １

烒

烓

烖

烗０ １ ０ ０ １
试判断 爲是否是传递关系。

７设 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲是 爛上的二元关系，其关系矩阵为：

爛爲＝

０ １ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０ １

０ １ １ ０ ０ １

１ ０ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗１ １ １ ０ １ １
试判断 爲是否是传递关系。

８若 爲１，爲２都是 爛上的传递关系，问：爲１∩爲２和 爲１∪爲２是 爛上的传递关系吗？说明理由。

 等价关系和划分

等价关系是一种常见的，重要的二元关系。
 等价关系
定义 ２３１ 爲是非空集合 爛上的二元关系，如果 爲是自反的、对称的、传递的，则称 爲
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为 爛上的等价关系。
例如，设 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，其中 牃，牄，牅，牆，牉分别表示 ５位大学生，并且 牃，牄，牅都姓张，牆和

牉都姓李。如果同姓的大学生认为是相关的，那么这种同姓关系 爲是等价关系。因为每一个大
学生都是和自己同姓的，所以满足自反性；另外当（牃，牄）∈爲时，即 牃，牄是同姓的，显然有 牄，牃
也是同姓的，即（牄，牃）∈爲，所以满足对称性；最后，当（牃，牄）∈爲且（牄，牅）∈爲时，即 牃和 牄同姓
且 牄和牅同姓，显见牃和牅同姓，即（牃，牅）∈爲，所以爲是可传递的，由此可得同姓关系爲是等价
关系。
又如，设集合 爛的情况同上所述，其中大学生 牃和 牅同住一房间，大学生 牄，牆，牉同住另一

房间。如果同住一房间的大学生认为是相关的，容易看到这种同房间关系是满足自反的、对称
的、可传递的二元关系，所以同房间关系也是等价关系。
再如，设集合 爛的情况同上所述，其中大学生 牃，牉都是 ２０岁，大学生 牄，牅，牆都是 ２４岁，如

果年龄相同的大学生认为是相关的，易见，这种同年龄关系是满足自反的、对称的、可传递的二
元关系，所以同年龄关系也是等价关系。
由上述 ３个例子可以看到，那种同姓、同房间、同年龄等关系都是等价关系，由此，我们可

以领悟到等价关系所具有的重要特征。如果抽象地讨论，我们对集合 爛中的元素按照某种特
性分成几个组（如可以按年龄分组，同龄人在同一组内；或按姓氏分组，同姓人在同一组内等）；
并且定义在同一组内的元素是相关的，而不在同一组内的元素是不相关的，那么由此产生的二
元关系必然是等价关系。由此可见：
等价关系实际上是

·
同

·
组关系

还可以利用表格和关系矩阵来进一步了解等价关系的特征。
为了叙述方便，我们将上述 ３个例子的内容综合如下：
设 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，其中 牃，牄，牅，牆，牉分别表示 ５位大学生，并且

① 牃，牄，牅都姓张，牆和 牉都姓李。
② 牃和 牅同住一房间，牄，牆，牉同住另一房间。
③ 牃，牉都是 ２０岁，牄，牅，牆都是 ２４岁。
我们先画出①所示的等价关系的表格表示（见表 ２３１）：

表 

牃 牄 牅 牆 牉

牃

牄

牅

牆

牉

  

  

  

 

 

和它的关系矩阵：
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牃 牄 牅 牆 牉
牃
牄
牅
牆
牉

１ １ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １ １

易见，在描述等价关系的表格中，带有“”的格子形成了若干个正方形，而在关系矩阵中，
则有一些小方阵，其元素都是 １，其它元素都是 ０。
对于②所示的等价关系，如果将集合 爛中元素的排列顺序改写为 爛＝｛牃，牅，牄，牆，牉｝，也就

是说，将相关的元素排在一起，所画的表和关系矩阵也能显示上述特点。下面是②所示的等价
关系的表格表示（见表 ２３２）：

表 

牃 牅 牄 牉 牆

牃

牅

牄

牉

牆

 

 

  

  

  

它的关系矩阵为：
牃 牅 牄 牆 牉

牃
牅
牄
牆
牉

１ １ ０ ０ ０
１ １ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ １

对于③所示的等价关系，如果将集合 爛中元素的顺序改写成：爛＝｛牃，牉，牄，牅，牆｝，那么所画
的表格表示（见表 ２３３）：

表 

牃 牉 牄 牅 牆

牃

牉

牄

牅

牆

 

 

  

  

  
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它的关系矩阵：
牃 牉 牄 牅 牆

牃
牉
牄
牅
牆

１ １ ０ ０ ０
１ １ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １ １

例  设集合 爛＝｛１，２，３，４，５，６｝，如果 爛中元素 牃，牄被 ４除后余数相同，则认为 牃，牄
是相关的（即模 ４同余关系）。试说明此关系是等价关系，并用表格和关系矩阵来描述这个等价
关系。
解 设 爛上的模 ４同余关系为爲。由于相同数被 ４除后，余数自然是相等的，所以爲是自

反的。爲的对称性是显然的。对于（牃，牄）∈爲，也可表示为 牃－牄＝４牑（牑是整数），所以当（牃，牄）∈

爲和（牄，牅）∈爲时，即 牃－牄＝４牑和 牄－牅＝４牑，那么 牃－牅＝（牃－牄）＋（牄－牅）＝４牑＋４牑＝４（牑＋

牑），可见（牃，牅）∈爲，爲是满足传递性的。综上所述，爲是 爛上的等价关系。
将集合 爛中元素的排列顺序写成：爛＝｛１，５，２，６，３，４｝，等价关系 爲的表格表示，见表 ２

２４。 表 

１ ５ ２ ６ ３ ４

１

５

２

６

３

４

 

 

 

 





它的关系矩阵：
１ ５ ２ ６ ３ ４

１
５
２
６
３
４

１ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０ １

例  爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，将 爛中元素分成 ３个组：牃，牄，牅是一组；牆，牉是一组；牊，牋
是一组。在爛上定义二元关系爲，当爛中元素在同一组内时，认为是相关的。试说明爲是等价
关系，并写出它的表格表示与关系矩阵。
解 由于每一个元素必然与其自身同在一个组内，所以二元关系 爲是自反的；当（牨，牪）∈

爲时，表明元素 牨，牪在同一组内，显然有（牪，牨）∈爲，所以二元关系 爲是对称的；当（牨，牪）∈爲
并且（牪，牫）∈爲时，这表明牨和牪在同一组内，并且牪和牫在同一组内，所以牨和牫也在同一组
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内，即有（牨，牫）∈爲，由此可见，爲是可传递的。综上所述，爲是 爛上的等价关系。其表格表示见
表 ２３５。

表 

牃 牄 牅 牆 牉 牊 牋

牃

牄

牅

牆

牉

牊

牋

  

  

  

 

 

 

 

它的关系矩阵为：
牃 牄 牅 牆 牉 牊 牋

牃
牄
牅
牆
牉
牊
牋

１ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０ ０ １ １

以上两个例子，不仅使我们进一步了解了集合 爛上的等价关系实际上是一种“同组”关
系，而且也引发我们作深入一步的思考，即当集合 爛确定一种“分组”形式后，也就确定了一种

爛上的等价关系（只要将同一组内的元素认作是相关的）；反之，当确定一个 爛上的等价关系
后，也能确定 爛上的一种“分组”形式（只要将相关元素合成一组）。为了详细地讨论这个问题，
下面介绍等价类和划分这两个概念。
 等价类
定义 ２３２ 设 爲是非空集合 爛上的等价关系，牃是 爛中的任意元素，由 爛中所有与 牃

相关的元素组成的集合，称为 牃关于 爲的等价类，记作［牃］爲。
例如，爛＝｛１，２，３，４，５，６，７｝，爲是 爛上的模 ３同余关系。显然 爲是 爛上的等价关系，爛中

各元素关于 爲的等价类分别是：
［１］爲＝｛１，４，７｝
［２］爲＝｛２，５｝
［３］爲＝｛３，６｝
［４］爲＝｛１，４，７｝
［５］爲＝｛２，５｝
［６］爲＝｛３，６｝
［７］爲＝｛１，４，７｝
容易看到，相关元素的等价类是相同的，所以不同的等价类仅有 ３个，它们是［１］爲，［２］爲





和［３］爲。
例  爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，其中 牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋分别表示 ７位大学生，且 牃，牄都是

２０岁；牅，牆都是 ２２岁；牉，牊都是 ２４岁；牋是 ２５岁。爲是爛上的同年龄关系，写出爛中各元素关
于 爲的等价类。
解 爛中各元素关于 爲的等价类分别是：
［牃］爲＝｛牃，牄｝
［牄］爲＝｛牃，牄｝
［牅］爲＝｛牅，牆｝
［牆］爲＝｛牅，牆｝
［牉］爲＝｛牉，牊｝
［牊］爲＝｛牉，牊｝
［牋］爲＝｛牋｝
定义 ２３３ 爲是非空集合，爛上的等价关系，由关于 爲的所有不同的等价类作为元素的

集合称为 爛关于 爲的商集，记作 爛燉爲。
例如，爛＝｛１，３，５，７，９｝，爲是 爛上的模 ４同余关系。易知

［１］爲＝［５］爲＝［９］爲＝｛１，５，９｝
［３］爲＝［７］爲＝｛３，７｝

所以 爛关于 爲的商集

爛燉爲＝｛｛１，５，９｝，｛３，７｝｝
又如，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋，牎｝，爛上的等价关系 爲如表 ２３６所示。

表 

牃 牄 牅 牆 牉 牊 牋 牎

牃

牄

牅

牆

牉

牊

牋

牎

 

 

   

   

   

   





由 爲的表格表示可知，爛中各元素关于 爲的等价类共有 ８个，其中仅有 ４个是不相同的，
分别是：｛牃，牄｝，｛牅，牆，牉，牊｝，｛牋｝，｛牎｝，所以 爛关于 爲的商集

爛燉爲＝｛｛牃，牄｝，｛牅，牆，牉，牊｝，｛牋｝，｛牎｝｝。
商集在抽象代数的研究中有重要作用，但这里我们仅将商集和集合的划分联系在一起讨

论。
 集合的划分
定义 ２３４ 设 爛是集合，爛１、爛２、…、爛牕是 爛的子集，如果

爛１∪ 爛２∪ … ∪ 爛牕＝ 爛
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且 爛牏∩ 爛牐＝ 犗 （牏≠ 牐，牏、牐＝ １，２，…，牕）
则以 爛１，爛２，…，爛牕作为元素构成的集合 爳＝｛爛１，爛２，…，爛牕｝称为集合 爛的划分，每一个子集

爛牏称为块。
例如

爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊｝，而

爳１＝｛｛牃，牄｝，｛牅，牆｝，｛牉，牊｝｝
爳２＝｛｛牃，牄，牆｝，｛牅，牉，牊｝｝
爳３＝｛｛牃，牅，牊｝，｛牄，牆｝，｛牉｝｝

则 爳１，爳２，爳３都是 爛的划分。在划分 爳１中，｛牃，牄｝，｛牅，牆｝，｛牉，牊｝是块。在划分 爳２中，｛牃，牄，牆｝和

｛牅，牉，牊｝是块。在划分 爳３中，｛牃，牅，牊｝，｛牄，牆｝和｛牉｝是块。
易见，如果 爲是 爛上的等价关系，则 爛关于 爲的商集 爛燉爲是 爛上的一个划分，等价类就

是块。
通过上述讨论，很显然地存在着下述定理。
定理  非空集合 爛的一个划分能确定 爛上的一个等价关系；反之，确定了 爛上的

一个等价关系也能确定 爛上的一个划分。
例如，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爛的划分 爳＝｛｛牃｝，｛牄，牅，牆，牉｝｝，那么它所确定的 爛上的等价关

系，其表格表示如表 ２３７所示。
表 

牃 牄 牅 牆 牉

牃

牄

牅

牆

牉



   

   

   

   

又如，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爲是 爛上的等价关系，其表格表示如表 ２３８所示。

表 

牃 牄 牅 牆 牉

牃

牄

牅

牆

牉

 

 



 

 

则由 爲所确定的划分

爳＝ ｛｛牃，牄｝，｛牅｝，｛牆，牉｝｝
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习 题

１设 爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝，爲是 爛上的模 ４同余关系，证明 爲是等价关系，写出 爲的表格表示。

２设 爤是整数集合，当 牃×牄≥０时，（牃，牄）∈爲，证明 爲是等价关系。

３爲是 爛上的自反关系，且当（牃，牄）∈爲和（牃，牅）∈爲时，必有（牄，牅）∈爲，证明 爲是等价关系。

４爲是 爛上的自反关系，且当（牃，牄）∈爲和（牄，牅）∈爲时，必有（牅，牃）∈爲，证明 爲是等价关系。

５集合 爛＝｛２，４，６，８，１０，１２，１４，１６｝，爲是 爛上的模 ３同余关系，写出 爲的所有不同的等价类。

６爛是具有 ４个元素的集合，问：在 爛上可以有多少种不同的等价关系？

７设 爲１和 爲２是 爛上的等价关系，确定下列各式，哪些是等价关系？

（１）爛×爛－爲１∪爲２

（２）爲２－爲１

（３）爲１∩爲２

（４）爲１∪爲２

８集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，划分 爳＝｛｛牃，牅，牉｝，｛牄，牆｝，｛牊，牋｝｝，求划分 爳所对应的等价关系 爲的表格

表示。

９集合 爛＝｛１，２，３，４，５｝，求下列等价关系所对应的划分。

（１）爲是 爛上的全域关系（即 爲＝爛×爛）。

（２）爲是 爛上的相等关系（即 爲＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），（５，５）｝。

（３）爲是 爛上模 ２同余关系。

 相容关系和覆盖

 相容关系
定义 ２４１ 设 爲是非空集合 爛上的二元关系，如果 爲是自反的、对称的、则称 爲为 爛

上的相容关系。
显然，等价关系是一种特殊的相容关系，即具有传递性的相容关系。
在人际关系中，朋友关系是相容关系，但它不是等价关系，因为它满足自反性、对称性但不

满足可传递性。
又如，设爛是由一些英文单词为元素组成的集合，爛＝｛牄牗牪，牜牗牗牠，牅牃牠，牄牉牉牜，牃牕牆｝，爲是爛上

的二元关系，其定义为：当两个单词至少有一个字母相同时，则认为是相关的。
显然，爲是自反的、对称的，所以 爲是相容关系。但 爲不是等价关系，因为 爲不是可传递

的，如（牄牗牪，牜牗牗牠）∈爲（它们都有字母 ｏ），（牜牗牗牠，牅牃牠）∈爲（它们都有字母 ｔ），而（牄牗牪，牅牃牠）爲。
为了方便地讨论相容关系，采用关系的图形表示是有利的。图 ２４１是上面所述单词集合

上相容关系的图形表示。
在相容关系的图形表示中，每个结点都有自回路且每两个相关结点间的有向边都是成对

出现的。为了简化图形，今后关于相容关系的图形表示中，不画自回路，并用单线来替代两条来
回的有向边。图 ２４２就是上面所述单词集合上相容关系的简化图形。
定义 ２４２ 设 爲是非空集合 爛上的相容关系，爜是 爛的子集，如果在 爜中任意两个元

素都是相关的，则称 爜为由相容关系 爲产生的相容类。
例如，设 爛＝｛１３４，３４５，２７５，３４７，３４８，１２９｝，爲是 爛上的二元关系，其定义为：当 牃、牄∈爛。

且 牃和 牄中至少有一个数码相同时，则（牃，牄）∈爲。容易验证 爲是相容关系，爛的子集：
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图 ２４１ 图 ２４２

｛１３４，３４７，３４８｝
｛２７５，３４５｝
｛１３４，１２９｝

都是相容类。
对于前两个相容类，都能添加新的元素组成新的相容类。如在相容类｛１３４，３４７，３４８｝中添

加新的元素 ３４５，可组成新的相容类：
｛１３４，３４７，３４８，３４５｝

在相容类｛２７５，３４５｝中添加新的元素 ３４７，可组成新的相容类：
｛２７５，３４５，３４７｝
但对于第 ３个相容类｛１３４，１２９｝，添加任意一个新元素就不再组成相容类，称这样的相容

类为最大相容类。

图 ２４３

对于最大相容类还可以这样认识：爲是 爛上的相容关系，
爜是相容类，在差集 爛－爜中没有一个元素能和 爜中所有元
素都是相关的，则称 爜为最大相容类。
在上述例子中，若令 爜为第 ３个相容类：｛１３４，１２９｝，则 爛

－爜＝｛１３４，３４５，２７５，３４７，３４８，１２９｝－｛１３４，１２９｝＝｛３４５，２７５，
３４７，３４８｝，在 爛－爜中，没有一个元素和 １３４，１２９都是相关的，
所以｛１３４，１２９｝是最大相容类。
利用相容关系的图形表示来确定相容类和最大相容类是

方便的。
图 ２４３是上述例子的图形表示。
在图中，完全多边形的顶点集合，就是相容类。所谓完全多边形是指每个顶点都与其它顶

点有边联结的多边形。例如三角形是完全多边形，一个四边形加上两条对角线也是完全多边
形，图 ２４４给出了 ４个顶点、５个顶点和 ６个顶点的完全多边形的图形（在图论中，称这样的
图形为完全图）。
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图 ２４４

现在再来观察图 ２４３，由于 １３４，３４８，３４７是三角形的顶点，所以｛１３４，３４８，３４７｝是相容
类；同理｛３４５，２７５，３４７｝也是相容类；｛１３４，３４５，３４７，３４８｝也是相容类。
由此可见，图中最大的完全多边形的顶点集合就是最大相容类。这里的“最大”是这样的含

意：如果一个完全多边形，在添加图中任何其它顶点后，就不再成为完全多边形，则称此完全多
边形为最大完全多边形。如有顶点 １３４，３４５，３４７，３４８构成的完全多边形是最大完全多边形；由
顶点 ３４５，２７５，３４７构成的完全多边形也是最大完全多边形。
注意，在相容关系的图形表示中，一个孤立点（和其它点都没有边相联的点）以及不是完全

多边形的边的两个顶点的连线，其顶点也是最大相容类。
由此可知，在图 ２４３中，有 ４个最大相容类，它们是：｛１２９，１３４｝，｛１２９，２７５｝，｛３４５，２７５，

３４７｝，｛１３４，３４５，３４７，３４８｝。
例  设给定的相容关系图形表示如图 ２４５所示，写出所有的最大相容类

图 ２４５ 图 ２４６

解 由图可知，牄、牅、牆、牊、牎是最大完全多边形的顶点，所以｛牄，牅，牆，牊，牎｝是最大相容类。牆，
牉，牊也是最大完全多边形的顶点，所以｛牆，牉，牊｝也是最大相容类。另外孤立点 牋，牃和 牄的连线
也是最大完全多边形。
由此可知，图中所示的相容关系，其最大相容类共有 ４个：｛牋｝，｛牃，牄｝，｛牆，牉，牊｝，｛牄，牅，牆，

牊，牎｝。
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例  设给定的相容关系图形表示如图 ２４６所示，写出所有的最大相容类。
解 由图可知，牃、牄、牅、牊和 牃、牅、牆、牉，都是最大完全多边形的顶点，所以最大相容类为：｛牃，

牄，牅，牊｝，｛牃，牅，牆，牉｝。
在介绍等价关系时，我们曾引入了集合划分的概念，并讨论了等价关系与划分的联系。类

似地，这里将引进集合覆盖的概念，并讨论相容关系和覆盖之间的关系。
 覆盖
定义 ２４３ 设 爛是集合，爛１、爛２、…、爛牕都是它的非空子集，令 爳＝｛爛１，爛２，…，爛牕｝，如果

爛１∪爛２∪…∪爛牕＝爛，则称 爳为集合 爛的覆盖。
例如，爛＝｛１，２，３，４，５｝，爳＝｛｛１，２｝，｛２，３，４｝，｛１，３，５｝｝，则 爳是 爛的覆盖。
定义 ２４４ 爳＝｛爛１，爛２，…，爛牕｝是 爛的覆盖，且对于 爳中任意元素 爛牏，不存在 爳中其它

元素 爛牐，使得 爛牏是 爛牐的子集，则称 爳为 爛的完全覆盖。
例如，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝

爳１＝｛｛牃｝，｛牄，牅，牆｝，｛牆，牉｝｝

爳２＝｛｛牃，牄｝，｛牃，牄，牅｝，｛牅，牆，牉｝｝
其中 爳１是 爛的覆盖且又是完全覆盖，爳２是 爛的覆盖，但不是完全覆盖，因为 爳２中的元素

｛牃，牄｝是 爳２中另一元素｛牃，牄，牅｝的子集。
下面将进一步讨论相容关系和覆盖之间的关系。
如果 爲是 爛上的相容关系，对于 爛中任意元素 牃，集合｛牃｝是一个相容类，并且可以对此

集合不断地添加新的元素，直到使它成为最大相容类。因此，爛中的每一个元素都将是某一个
最大相容类的元素。由此可见，相容关系 爲产生的所有最大相容类构成的集合是 爛的一个覆
盖；又由最大相容类的定义可知，一个最大相容类决不是另一个最大相容类的子集。所以由最
大相容类构成的集合是 爛的一个完全覆盖。
由此可得如下结论：
爲是爛上的相容关系，爲能确定一个爛上的完全覆盖；反之，当给定集合爛的一个完全覆

盖时，它能确定 爛上的一个相容关系 爲，并使 爲产生的最大相容类构成的集合就是这个完全
覆盖。
例  爛＝｛１，２，３，４，５，６｝，爲为 爛上的相容关系，其图形表示如图 ２４７所示，求 爲所

确定的完全覆盖。
解 由图可知，爲产生的最大相容类为：｛１，２，６｝，｛１，４，５｝，｛３，６｝。所以 爲所确定的完全

覆盖 爳＝｛｛１，２，６｝，｛１，４，５｝，｛３，６｝｝。

图 ２４７ 图 ２４８
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例  爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，爛的完全覆盖 爳＝｛｛牃，牄｝，｛牄，牅，牊，牋｝，｛牅，牆，牉｝｝，写出 爳
所确定的相容关系 爲。
解 由 爳容易得到相容关系 爲的图形表示（见图 ２４８），所以 爳所确定的相容关系

爲＝｛（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅），（牆，牆），（牉，牉），（牊，牊），（牋，牋），（牃，牄），（牄，牃），（牄，牅），（牅，牄），（牄，牊），
（牊，牄），（牄，牋），（牋，牄），（牅，牊），（牊，牅），（牅，牋），（牋，牅），（牊，牋），（牋，牊），（牅，牆），（牆，牅），（牅，牉），（牉，牅），
（牆，牉），（牉，牆）｝。

习 题

１集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５，牃６｝，爲是 爛上的相容关系，其关系矩阵为

爛爲＝

１ ０ ０ １ １ １

０ １ １ ０ １ ０

０ １ １ ０ １ ０

１ ０ ０ １ ０ ０

１ １ １ ０ １ ０

烒

烓

烖

烗１ ０ ０ ０ ０ １
求 爲的所有最大相容类。

２集合 爛＝｛１１１，１２２，３４１，４５６，７９５，８９３｝，当 牃，牄∈爛，且 牃，牄至少有一个数码相同时，（牃，牄）∈爲，试画出

爲的关系图，并写出 爲的所有最大相容类。

３集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，完全覆盖 爳＝｛｛牃，牄，牅，牆｝，｛牅，牆，牉｝，｛牆，牉，牊｝，｛牊，牋｝｝，求 爳所对应的相容

关系。

 偏序关系

序关系的研究是现代数学的重要内容，本节主要介绍偏序关系和全序关系。
定义２５１ 爲是非空集合爛上的二元关系，如果爲是自反的，反对称的，可传递的。则称

爲是 爛上的偏序关系，或半序关系。
例如，爤＋是正整数全体组成的集合，爲是 爤＋上的小于等于关系，即当 牃≤牄时，（牃，牄）∈爲。

容易验证 爲是自反的，反对称的，可传递的二元关系，所以 爲是 爤＋上的偏序关系。
又如，设爲是 爤＋上的整除关系，即当牃能整除牄时，（牃，牄）∈爲，可以验证爲是爤＋上的偏序

关系。
为了方便地讨论偏序关系，我们对偏序关系的图形表示作适当简化。
例如，爛＝｛１，２，３，４，６，１２｝，爲是 爛上的整除关系。易知，爲＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，

４），（６，６），（１２，１２），（１，２），（１，３），（１，４），（１，６），（１，１２），（２，４），（２，６），（２，１２），（３，６），（３，１２），
（４，１２），（６，１２）｝。爲的图形表示见图 ２５１。
由于偏序关系是自反的，关系图中每个结点都有自回路，为了简化图形，以后在偏序关系

的图形表示中不再画出各结点的自回路；又由于偏序关系是可传递的，当（牃，牄）∈爲，（牄，牅）∈爲
时，必有（牃，牅）∈爲，所以 牃到 牅的有向边可以省略。经这样约定后，图 ２５１可简化为图 ２５２。
如果将图中各结点放在适当位置，使图中各有向边的箭头都是朝上的，那么可以把图中各边的
箭头也省略。图 ２５３就是简化后的最后图形。偏序关系的这种图形表示称为偏序关系的哈斯
图表示。
例  爛＝｛２，３，４，６，８，１２，２４｝，爲是 爛上的整除关系，试画出 爲的哈斯图。
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图 ２５１ 图 ２５２ 图 ２５３

解 爲的哈斯图表示为图 ２５４。
为了能更快、更有效地画出偏序关系的哈斯图，下面先介绍“盖住”的概念。

图 ２５４

定义 ２５２ 设 爲是非空集合 爛上的偏序关系，牃和 牄是 爛中
两个不同的元素，如果（牃，牄）∈爲，且在爛中没有其它元素爞，使得（牃，
牅）∈爲和（牅，牄）∈爲，则称元素 牄盖住元素 牃。
在例 ２２２中，元素 ６盖住 ２，但元素 ８并不盖住 ２，虽然有（２，８）

∈爲，但爛中存在元素 ４，使得（２，４）∈爲，（４，８）∈爲，所以 ８不盖住 ２。
这里把例 １中所有“盖住”的情况罗列如下：４盖住 ２，６盖住 ２，６盖住

３，８盖住 ４，１２盖住 ４，１２盖住 ６，２４盖住 ８，２４盖住 １２。
又如，爛＝｛１，２，３，４，５，６，１０｝，爲是 爛上的整除关系，那么有：２

盖住 １，３盖住 １，５盖住 １，４盖住 ２，６盖住 ２，６盖住 ３，１０盖住 ５，１０
盖住 ２。
利用元素间的盖住关系，能较方便地画出偏序关系的哈斯图。
作图原则是：当（牃，牄）∈爲时，代表 牄的结点应画在代表 牃的结

点上面；当 牄盖住 牃时，牃点与 牄点之间用直线段连接。
例  爛＝｛１，２，３，４，５，６，８，１０，１２，１６，２４｝，爲是 爛上的整除关系。试画出 爲的哈斯

图。
解 利用哈斯图的作图原则，应把元素 １画在最低层；第二层元素是 ２，３，５；第三层元素

是 ４，６，１０；第四层元素是 ８，１２；第五层元素是 １６，２４。然后把有盖住关系的元素，用直线段连
接，即得 爲的哈斯图，见图 ２５５。
例  爛＝｛１，２，３，４，１２，３６｝，爲是 爛上的整除关系。画出 爲的哈斯图。
解 把元素 １画在最低层；元素 ２和 ３都盖住 １，把元素 ２和 ３画在第二层；元素 ４盖住

２，把它画在第三层；元素 １２既盖住 ３又盖住 ４，所以应画在第四层；元素 ３６盖住 １２，画在第五
层，然后把有盖住关系的元素，用直线段连接，即得 爲的哈斯图，见图 ２７６。
一个集合 爛以及在 爛上的一个偏序关系 爲合在一起称为偏序集，并用（爛，爲）表示，也可

用（爛，）表示；当（牃，牄）∈爲时，也可写成 牃牄。
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图 ２５５ 图 ２５６

定义 ２５３ 设（爛，）是偏序集，爜是 爛的非空子集，如果 爜中任意两个元素都是有关
系的，则称子集 爜为链。
定义 ２５４ 设（爛，）是偏序集，爜是 爛的非空子集，如果 爜中任意两个元素都是没有

关系的，则称子集 爜为反链。
例如，爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝，爲是爛上的整除关系。子集｛１，２，４，８｝，｛１，６｝，｛１，３，

９｝等都是链；子集｛２，３，５｝，｛３，７，８，１０｝，｛３，５，７｝等都是反链。
定义 ２５５ 在偏序集（爛，）中，如果 爛是链，则称（爛，）是全序集，偏序关系称为全

序关系。
易知，在全序集中，任意两个元素都是有关系的。
例如，在正整数集合中，小于等于关系是全序关系，（爤＋，≤）是全序集。
又如，爛＝｛１，２，４，８，１６｝，是 爛上的整除关系。易知（爛，）是全序集，并且对于 爛中元

素有：
１ ２ ４ ８ １６

其哈斯图为图 ２５７所示。
下面将讨论偏序集中的特殊元素。
定义２５６ 设（爛，）是偏序集，如果爛中存在元素牃，使得爛中没有其它元素牨，满足牃

牨，则称 牃为 爛的极大元。
定义 ２５７ 设（爛，）是偏序集，如果 爛中存在元素 牃，使得 爛中没有其它元素 牨，满足

牨牃，则称 牃为 爛的极小元。
例如，设（爛，）为偏序集，其中 爛＝｛１，２，３，４，６，８，１２，２４｝，为整除关系。其哈斯图表示

为图 ２５８。
那么 １是 爛的极小元，２４是 爛的极大元。
又如，爛＝｛１，２，３，４，５，６，１０，１２｝，是整除关系。其哈斯图表示为图 ２５９。
那么 爛中的极小元为 １；极大元为 １０和 １２。由此可见，极大元不是唯一的；同样，偏序集

中的极小元也不是唯一的，如果令 爛＝｛２，３，４，５，６，１０，１２｝，为整除关系，那么 爛中的极小
元为 ２，３，５；极大元为 １０，１２。
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图 ２５７ 图 ２５８ 图 ２５９

定义 ２５８ 设（爛，）为偏序集，如果 爛中存在元素 牃，使得对于 爛中任何元素 牨，都有

牨牃，则称 牃为 爛的最大元。
定义２５９ 设（爛，）为偏序集，如果爛中存在元素牃，使得对于爛中任何元素牨，都有牃

牨，则称 牃为 爛的最小元。
注意，爛中最大（小）元和极大（小）元的不同之处是：最大（小）元必须与 爛中任何元素都

是
·
有

·
关

·
系的（或称可比较的），而极大（小）元没有此要求。
例如，在图 ２５８所示的偏序集（爛，）中，爛的最小元是 １；最大元是 ２４。
又如，在图 ２５９所示的偏序集（爛，）中，爛的最小元是 １；但 爛没有最大元。
再如，爛＝｛２，３，４，６｝，为整除关系，则 爛中没有最大元和最小元，而 ２和 ３都是 爛的极

小元；４和 ６都是 爛的极大元。
由极大（小）元和最大（小）元的定义可知：
（１）在偏序集中，如果存在着最大（小）元，则最大（小）元必是极大（小）元，且最大（小）元是

唯一的。
（２）在偏序集中，存在着唯一的极大（小）元，则这个极大（小）元是最大（小）元。

图 ２５１０

在很多情况下，需要讨论偏序集的子集的极大（小）元和最大

（小）元，下面给出有关定义。
定义 ２５１０ 设（爛，）是偏序集，爜是 爛的子集，如果在子集

爜中存在元素 牄，使得子集 爜中没有其它元素 牨满足 牄牨，则称 牄为
子集 爜的极大元。同理，如果在子集 爜中存在元素 牄，使得子集 爜中
没有其它元素 牨满足 牨牄，则称 牄为子集 爜的极小元。
定义 ２５１１ 设（爛，）是偏序集，爜是 爛的子集，如果在子集

爜中存在着元素 牄，使得对于子集 爜中任何元素 牨，都有 牨牄，则称 牄
是子集 爜的最大元。同理，如果在子集 爜中存在着元素 牄，使得对于
子集中任何元素 牨，都有 牄牨，则称 牄为子集 爜的最小元。
例  设 爛＝｛２，３，４，６，８，１２，１６，２４｝，为整除关系。求子集｛２，４，６，１２｝，｛６，８，１２，

２４｝，｛３，６，１２，１６｝的极大元，极小元，最大元，最小元（如果存在的话）。
解 先画出（爛，）的哈斯图（见图 ２５１０）
在子集｛２，４，６，１２｝中，极大元为 １２，极小元为 ２；最大元为 １２，最小元为 ２。
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在子集｛６，８，１２，２４｝中，极大元为 ２４，极小元为 ６和 ８；最大元为 ２４，但没有最小元。
在子集｛３，６，１２，１６｝中，极大元为 １２和 １６，而且 １６又是极小元，３也是极小元，这个子集

没有最大元和最小元。
定义 ２５１２ 设（爛，）为偏序集，爜为爛的子集，如果在爛中存在元素牃，使得对于子集

爜中任何元素 牨，都有 牨牃，则称 牃为子集 爜的上界。同理，如果在 爛中存在元素 牃，使得对于
子集 爜中任何元素 牨，都有 牃牨，则称 牃为子集 爜的下界。
例  设 爛＝｛１，２，３，５，６，１０，１２，３０，６０｝，为整除关系。求子集｛２，５，６，１０｝，｛２，３，６，

１２｝，｛１，２，５，１２｝，｛５，１０，３０｝的上界和下界。
解 在子集｛２，５，６，１０｝中，上界为 ３０和 ６０；下界为 １。
在子集｛２，３，６，１２｝中，上界为 １２和 ６０；下界为 １。
在子集｛１，２，５，１２｝中，上界为 ６０；下界为 １。
在子集｛５，１０，３０｝中，上界为 ３０，６０；下界为 １和 ５。
例  设偏序集（爛，）的哈斯图如图 ２５１１所示，求子集｛牃，牄，牅，牆，牉｝和｛牆，牋，牊，牏｝的

上界和下界。
解 子集｛牃，牄，牅，牆，牉｝的上界为 牋，牏，牐；但这个子集没有下界。
子集｛牆，牋，牊，牏｝的上界为 牏和 牐，下界为 牆，牃和 牄。
定义 ２５１３ 设（爛，）为偏序集，爜是 爛的子集，牃是子集 爜的上界，如果对于 爜的任

何上界 牨，都有 牃牨，则称 牃为子集 爜的最小上界（或称上确界），记作 ｓｕｐ（爜）＝牃。同理，牄是
子集 爜的下界，如果对于 爜的任何下界 牪，都有 牪牄，则称 牄为子集 爜的最大下界（或称下确
界），记作 ｉｎｆ（爜）＝牄。
例如，在图 ２５１１所示的偏序集中，子集｛牆，牉，牊，牋｝的上确界为 牏，下确界为 牄。在子集｛牃，

牄，牅，牆，牉，牊｝的上确界为 牏，但没有下确界。
例  设 爛＝｛１，２，３，４，６，７，１２，１４，２８｝，为整除关系。画出（爛，）的哈斯图，并写出

子集｛２，４，６，１４｝，｛２，３，１２，２８｝的上确界和下确界。
解 （爛，）的哈斯图如图 ２５１２所示。
子集｛２，４，６，１４｝的下确界为 ２，但没有上确界。

图 ２５１１ 图 ２５１２ 图 ２５１３
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子集｛２，３，１２，２８｝的下确界为 １，但没有上确界。
例  偏序集（爛，）的哈斯图如图 ２５１３所示，子集 爜＝｛牅，牉｝，写出 爜的上确界和下

确界。
解 子集 爜＝｛牅，牉｝，仅有一个下界 牆，所以 牆是下确界；但 爜＝｛牅，牉｝有 ３个上界；牃，牄，牊；

而 牄和 牊是不可比的（牄和 牊不相关），所以 爜＝｛牅，牉｝没有上确界。

习 题

１（爛，爲）是偏序集，爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１５，１８，２４｝，爲是 爛上整除关系，试画出 爲的哈斯图。

２（爛，爲）是偏序集，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，图 ２５１４是 爲的关系图，试将关系图改画成哈斯图。

图 ２５１４ 图 ２５１５

３（爛，爲）是偏序集，图 ２５１５是 爲的哈斯图表示，试写出 爲的关系矩阵。

图 ２５１６

４（爛，爲）是偏序集，爛＝｛１，２，３，４，５，６，８，１２，２４｝，爲是 爛上的整除关系，试写出 爛中的极大元和极小元。

５图 ２５１６牃、牄、牅分别是偏序关系的哈斯图，试指出各个图中的极大元和极小元，并指出哪个图中有最
大元或最小元。

６（爛，爲）是偏序集，爛＝｛１，２，３，４，６，８，１２，２４，３６｝，爲是 爛上的整除关系。子集 爜＝｛２，４，６，１２，３６｝，写出

爜的极大元和极小元；最大元和最小元。
７（爛，爲）是偏序集，爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，１４，２８｝，爲是 爛上整除关系，子集 爜＝｛３，４，５，７，１４｝，写
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图 ２５１７ 图 ２５１８ 图 ２５１９

出 爜的上界和下界（如果有的话）。

８偏序集（爛，爲）的哈斯图表示如图 ２５１７所示，求 爜＝｛牉，牊，牋｝，写出 爜的所有上界和下界。

９偏序集（爛，爲）的哈斯图表示如图 ２５１８所示，求 爜＝｛牃，牅，牆｝，写出 爜的上确界和下确界。

１０证明在图 ２５１９中，任意两点构成的子集都有上确界和下确界。

 复合关系和逆关系

定义 ２６１ 爲是 爛到 爜的二元关系，爳是 爜到 爞的二元关系，爲和 爳的复合记作 爲
爳，它是一个 爛到 爞的二元关系，当（牃，牄）∈爲，且（牄，牅）∈爳时，（牃，牅）∈爲爳。
例如 爛＝｛牃１，牃２，牃３｝，爜＝｛牄１，牄２，牄３，牄４｝，爞＝｛牅１，牅２，牅３｝；爲是 爛到 爜的二元关系，爳是 爜到

爞的二元关系，且

爲＝ ｛（牃１，牄１），（牃２，牄２），（牃３，牄２），（牃３，牄４）｝
爳＝ ｛（牄１，牅１），（牄１，牅２），（牄２，牅３），（牄３，牅２）｝

则 爲和 爳的复合

爲燐爳＝ ｛（牃１，牅１），（牃１，牅２），（牃２，牅３），（牃３，牅３）｝。
利用二元关系的图形表示，能方便地得到关系的复合。图２６１是上述二元关系爲和爳的

图形表示。在图中，两条相连的有向边，其第一条有向边的始点和第二条有向边的终点组成的
有序对就是复合关系 爲爳的元素。
下面介绍复合关系的矩阵表示。
设 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，爜＝｛牄１，牄２，…，牄牔｝，爞＝｛牅１，牅２，…，牅牘｝。爲是 爛到 爜的二元关系，其

关系矩阵

爩爲＝

牨１１ 牨１２ … 牨１牔

牨２１ 牨２２ … 牨２牔

… …
牨牕１ 牨牕２ … 牨

烒

烓

烖

烗牕牔

其中





图 ２６１

牨牏牐＝
１ 当（牃牏，牄牐）∈ 爲
０ 当（牃牏，牄牐

烅
烄

烆 ） 爲

爳是 爜到 爞的二元关系，其关系矩阵

爩牞＝

牪１１ 牪１２ … 牪１牘

牪２１ 牪２２ … 牪２牘

… …
牪牔１ 牪牔２ … 牪

烒

烓

烖

烗牔牘

其中

牪牏牐＝
１ 当（牄牏，牅牐）∈ 爲
０ 当（牄牏，牅牐

烅
烄

烆 ） 爲
令

爩（爲爳）＝爩爲·爩爳＝

牫１１ 牫１２ … 牫１牘

牫２１ 牫２２ … 牫２牘

… …
牫牕１ 牫牕２ … 牫

烒

烓

烖

烗牕牘

由矩阵的乘法运算规则可知

牫牏牐＝ ∑
牔

牑＝１
牨牏牑牪牑牐

＝ 牨牏１燈牪１牐＋ 牨牏２牪２牐＋ … ＋ 牨牏牔 燈牪牔牐

对于上述表达式中的某一项 牨牏牑·牪牑牐，由于 牨牏牑和 牪牑牐的取值仅为 ０或 １，所以只有当 牨牏牑＝１，且

牪牑牐＝１时，才有 牨牏牑·牪牑牐＝１，也即当（牃牏，牄牑）∈爲且（牄牑，牅牐）∈爳时，牫牏牐≠０，如果将 牫牏牐的表达式中的

加法改为布尔加（即 ０＋０＝０，１＋０＝０＋１＝１，１＋１＝１），当 牨牏牑＝１且 牪牑牐＝１时，牫牏牐＝１；这说明
了［牫牏牐］牕×牘就是复合关系 爲爳的关系矩阵 爩爲爳，因此只要将矩阵的乘积 爩爲·爩爳改为矩阵的

布尔乘积 爩爲爩爳，可得
定理  爲是爛到爜的二元关系，爳是爜到爞的二元关系，复合关系爲爳是爛到爞

的二元关系；它们的关系矩阵分别为 爩爲，爩爳和 爩爲爳，则 爩爲爳＝爩爲爩爳

例  爛＝｛１，２，３｝，爜＝｛牃，牄，牅，牆｝，爞＝｛牨，牪，牫｝，爲是 爛到 爜的二元关系，爲＝｛（１，
牃），（１，牄），（２，牄），（３，牅）｝，爳是 爜到 爞的二元关系，爳＝｛（牃，牨），（牄，牨），（牄，牪），（牄，牫）｝，求 爲爳
的关系矩阵。
解 令 爲和 爳的关系矩阵分别为：

牃 牄 牅 牆

爩爲＝
１
２
３

１ １ ０ ０
０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０
牨 牪 牫

爩爳＝

牃
牄
牅
牆

１ ０ ０
１ １ １
０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０
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则

爩爲爳＝爩爲爩爳＝
１ １ ０ ０
０ １ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０


１ ０ ０
１ １ １
０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０
牨 牪 牫

＝
１
２
３

１ １ １
１ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０

例  爛＝｛１，２，３，４｝，爲，爳，爴是 爛上的二元关系，其中 爲＝｛（１，１），（１，２），（２，３），（４，
３）｝，爳＝｛（１，１），（２，１），（２，４），（３，４），（３，３）｝，爴＝｛（２，１），（１，２），（３，４），（４，４）｝；利用关系矩
阵求 爲爳，爳爴，（爲爳）爴和 爲（爳爴）。
解 易知

爩爲＝

１ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０

爩爳＝

１ ０ ０ ０
１ ０ ０ １
０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０

爩爴＝

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １

爩爲燐爳＝ 爩爲燐爩爳＝

１ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０

燐

１ ０ ０ ０
１ ０ ０ １
０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０

＝

１ ０ ０ １
０ ０ １ １
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １

爩爳燐爴 ＝ 爩爳燐爩爴 ＝

１ ０ ０ ０
１ ０ ０ １
０ ０ １ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０

燐

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １

＝

０ １ ０ ０
０ １ ０ １
０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０

爩（爲燐爳）燐爴 ＝ 爩（爲燐爳）燐爩爴 ＝

１ ０ ０ １
０ ０ １ １
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ １

燐

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １

＝

０ １ ０ １
０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １

爩爲燐（爳燐爴）＝ 爩爲燐爩（爳燐爴）＝

１ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ １ ０

燐

０ １ ０ ０
０ １ ０ １
０ ０ ０ １

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ ０

＝

０ １ ０ １
０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗０ ０ ０ １
由此可得 爲爳＝｛（１，１），（１，４），（２，３），（２，４），（４，３），（４，４）｝，爳爴＝｛（１，２），（２，２），（２，

４），（３，４）｝，（爲爳）爴＝｛（１，２），（１，４），（２，４），（４，４）｝，爲（爳爴）＝｛（１，２），（１，４），（２，４），
（４，４）｝。
二元关系的复合可产生一个新的二元关系，因此二元关系的复合也是二元关系的一种运

算。由例 ２求得的结果可知，（爲爳）爴＝爲（爳爴），在一般情况下，容易证明上述等式仍
然成立，所以二元关系的复合满足结合律。
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由于二元关系的复合满足结合律，所以二元关系的幂是有意义的；以 爲本身组成的复合

关系可以写成：爲爲，爲爲爲，…，
牔烉烇 烋

爲爲…爲，分别记作爲２，爲３，…，爲牔。容易证明，爲牏爲牐

＝爲牏＋牐。
下面介绍二元关系的逆关系。
定义 ２６２ 爲是 爛到 爜的二元关系，若将 爲中的每一个有序对内的元素顺序互换，所

得到的 爜到 爛的二元关系称为 爲的逆关系，记作 爲
～
。

例如 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爜＝｛牨，牪，牫｝，爲是 爛到 爜的二元关系，爲＝｛（牃，牨），（牄，牨），（牅，牪），

（牆，牫）｝，则 爲的逆关系 爲
～
＝｛（牨，牃），（牨，牄），（牪，牅），（牫，牆）｝，它是 爜到 爛的二元关系。

又如，设 爲是正整数集合 爤＋上的“小于等于”关系；则 爲的逆关系 爲
～
是 爤＋上的“大于等于”

关系。
由逆关系的定义可知：

若关系 爲的关系矩阵为 爩爲，则 爩爲的转置矩阵 爩爴
爲就是 爲

～
的关系矩阵。

若将 爲的关系图中每条有向边的箭头方向颠倒，就得到逆关系 爲
～
的关系图。

由逆关系的定义还可得到下列定理。
定理  爲和 爳是 爛到 爜的二元关系，则下列各式成立。

１爲
≈
＝爲

２爲∪槇爳＝槇爲∪槇爳

３爲∩槇爳＝槇爲∩槇爳
又由矩阵运算规则可知：

（爛× 爜）爴 ＝ 爜爴 × 爛爴

上述等式中，若将矩阵的乘法改为矩阵的布尔乘，等式仍然成立。由此可得

定理  设 爲是 爛到 爜的二元关系，爳是 爜到 爞的二元关系，则爲槇爳＝槇爳槇爲
对于一些特殊的二元关系，有如下结论。

１爲是 爛上的自反关系，则 槇爲也是自反关系。

２爲是 爛上的对称关系，则 爲＝槇爲。

３爲是 爛上的反对称关系，则 爲∪槇爲是对称关系。

４爲是 爛上的传递关系，则 槇爲也是传递关系。

习 题

１集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３｝，爜＝｛牄１，牄２，牄３，牄４｝，爞＝｛牅１，牅２，牅３，牅４｝；爲是 爛到 爜的二元关系，爲＝｛（牃１，牄２），（牃１，

牄３），（牃２，牄１），（牃２，牄４），（牃３，牄３）｝；爳是 爜到 爞的二元关系 爳＝｛（牄１，牅１），（牄１，牅２），（牄２，牅３），（牄３，牅４），（牄４，牅４）｝。求复合

关系 爲爳。

２集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４｝，爲和 爳是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃１，牃１），（牃１，牃２），（牃３，牃３），（牃３，牃４）｝，爳＝｛（牃１，

牃２），（牃２，牃２），（牃１，牃３），（牃４，牃４）｝，求复合关系 爲爳，爳爲，爲２和 爳２。

３爲和 爳是 爛上的二元关系，说明以下命题的正确与否。
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（１）如果 爲和 爳是自反的，则 爲爳也是自反的；

（２）如果 爲和 爳是反自反的，则 爲爳也是反自反的；

（３）如果 爲和 爳是对称的，则 爲爳也是对称的；

（４）如果 爲和 爳是反对称的，则 爲爳也是反对称的；

（５）如果 爲和 爳是传递的，则 爲爳也是传递的。

４爲是 爛上的二元关系，证明：

（１）如果 爲是自反的，则 爲２也是自反的；

（２）如果 爲是对称的，则 爲２也是对称的；

（３）如果 爲是传递的，则 爲２也是传递的；

５设 爲是 爛上的等价关系，证明 爲２＝爲。

６设 爲是 爛上的二元关系，槇爲是其逆关系，证明：

（１）如果 爲是自反的，则 槇爲也是自反的；

（２）如果 爲是对称的，则 槇爲也是对称的；

（３）如果 爲是传递的，则 槇爲也是传递的；

（４）如果 爲是反自反的，则 槇爲也是反自反的；

（５）如果 爲是反对称的，则 槇爲也是反对称的。

 关系的闭包运算

对给定的二元关系，适当地加上一些有序对，使其成为具有某种特性的二元关系，这就是
关系的闭包运算。
定义 ２７１ 爲是 爛上的二元关系，爲的自反（对称或传递）闭包 爲也是 爛上的二元关

系，且满足：
１爲是自反的（对称的或传递的）
２爲爲
３对任何自反的（对称的或传递的）二元关系 爲＂，如果 爲＂爲则必有 爲＂爲。
爲的自反、对称和传递闭包分别记为 牜（爲），爳（爲），牠（爲）。由闭包的定义可知，爲的自反（对

称，传递）闭包是含有 爲并且具有自反（对称，传递）性质的“最小”的关系。
如果 爲已是自反的二元关系，显然有：爲＝牜（爲）。同样，当 爲是对称的二元关系时，爲＝爳

（爲）；当 爲是传递的二元关系时，爲＝牠（爲），且反之亦然。
求 爲的自反闭包是简单的。
设 爲是爛上的二元关系，牨∈爛，将所有（牨，牨）爲的有序对加到爲上去，使其扩充成自反

的二元关系，扩充后的自反关系就是 爲的自反闭包 牜（爲）。
例如，爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爲＝｛（牃，牃），（牄，牆），（牅，牅）｝。爲的自反闭包牜（爲）＝｛（牃，牃），（牄，牆），（牅，

牅），（牄，牄），（牆，牆）｝。
如果令 爤爛＝｛（牨，牨）燏牨是 爛中的任意元素｝，常称 爤爛为 爛上的相等关系。显然有
定理  爲是 爛上的二元关系，则 爲的自反闭包 牜（爲）＝爲∪爤爛。
求 爲的对称闭包也是简单的。
每当（牃，牄）∈爲，而（牄，牃）爲时，将有序对（牄，牃）加到 爲上去，使其扩充成对称的二元关

系，扩充后的对称关系就是 爲的对称闭包 爳（爲）。
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例如 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牃），（牄，牅），（牆，牉）｝。爲的对称闭包 爳（爲）＝
｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牃），（牄，牅），（牅，牄），（牆，牉），（牉，牆）｝。
由逆关系的定义可知

定理  爲是 爛上的二元关系，爲是其逆关系，则 爲的对称闭包 爳（爲）＝爲∪爲。
但是求关系 爲的传递闭包却不是简单的，下面将作较详细的讨论。
设 爲是 爛上的二元关系，每当（牃，牄）∈爲和（牄，牅）∈爲而（牃，牅）爲时，将有序对（牃，牅）加到

爲上使其扩充成 爲１，称 爲１为 爲的传递扩张，爲１如果是传递关系，则 爲１就是 爲的传递闭包；但
在一般情况下 爲１不一定是传递关系。
例如 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爲＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牆）｝，应在 爲上加有序对（牃，牅）和（牄，牆）扩充成

爲１＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牆），（牃，牅），（牄，牆）｝，由于（牃，牅）∈爲１和（牅，牆）∈爲１而（牃，牆）爲１，所以 爲１

不是传递关系。
因此当 爲的传递扩张 爲１不是传递关系时，尚需求 爲１的传递扩张 爲２，如果 爲２是传递关

系，则 爲２是 爲的传递闭包，如果 爲２不是传递关系，则需再求 爲２的传递扩张 爲３，…。如果 爛是
有限集，爲经过有限次扩张后，定能得到 爲的传递闭包。
例  爛＝｛牃，牄，牅｝，爲＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牃）｝。求 爲的传递闭包。
解 （牃，牄）∈爲，（牄，牅）∈爲而（牃，牅）爲
（牄，牅）∈爲，（牅，牃）∈爲而（牄，牃）爲
（牅，牃）∈爲，（牃，牄）∈爲而（牅，牄）爲
所以 爲１＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牃），（牃，牅），（牄，牃），（牅，牄）｝。又由于

（牃，牄）∈爲１，（牄，牃）∈爲１而（牃，牃）爲１；
（牄，牃）∈爲１，（牃，牄）∈爲１而（牄，牄）爲１；
（牅，牃）∈爲１，（牃，牅）∈爲１而（牅，牅）爲１。
所以 爲２＝｛（牃，牄），（牄，牅），（牅，牃），（牃，牅），（牄，牃），（牅，牄），（牃，牃），（牄，牄），（牅，牅）｝
由于 爲２已是全域关系，所以 爲２是 爲的传递闭包。
在介绍关系的传递性判定定理时，曾经分析过关系 爲的关系矩阵 爛爲和关系矩阵的平方

爛２
爲之间的关系，由此不难看到 爲的传递扩张 爲１的关系矩阵

爛爲１＝ 爛爲＋ 爛２
爲

（以上运算都系布尔运算，以下同）。而 爲１的传递扩张 爲２的关系矩阵

爛爲２＝ 爛爲１＋ 爛２
爲１

＝ 爛爲＋ 爛２
爲＋ （爛爲＋ 爛２

爲）２

＝ 爛爲＋ 爛２
爲＋ 爛３

爲＋ 爛４
爲

＝ 爛爲＋ 爛爲２＋ 爛爲３＋ 爛爲４

所以有

爲２＝ 爲∪ 爲２∪ 爲３∪ 爲４

当 爛为有限集时，爲经过有限次传递扩张后即可得到 爲的传递闭包 牠（爲）。所以有

牠（爲）＝ 爲∪ 爲２∪ … ∪ 爲牑

在一般情况下，还可证明 牑≤牕（其中 牕＝燏爛燏）。所以上式也可改写为

牠（爲）＝ 爲∪ 爲２∪ … ∪ 爲牕
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然而使用上述公式去寻求 爲的传递闭包，显然是繁琐的，为此 Ｗａｒｓｈａｌｌ在 １９６２年提出了
求传递闭包的有效算法。读者可以通过 ２２中介绍的判定关系传递性的第二种方法和传递扩
张的定义不难证明该算法的正确性。现将该算法介绍如下：

（１）置新矩阵 爩∶＝爛爲

（２）置 牐∶＝１
（３）对所有 牏，如果 爩［牏，牐］＝１，则对 牑＝１，２，…，牕，置

爩［牏，牑］∶ ＝ 爩［牏，牑］＋ 爩［牐，牑］
（４）牐∶＝牐＋１
（５）如果 牐≤牕，则转到步骤（３），否则停止。
例  爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲＝｛（牃１，牃２），（牃２，牃３），（牃３，牃３），（牃３，牃４），（牃５，牃１），（牃５，

牃４）｝，求 爲的传递闭包。
解 先写出 爲的关系矩阵

爩∶＝爛爲＝

０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ ０ ０ １ ０
先考察第 １列，其中仅有 牔５１＝１，于是应将第 １行与第 ５行对应元素作布尔加，结果仍记

在第 ５行上，也即将第 １行元素加到第 ５行上去，得

爩＝

０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ １ ０ １ ０
考察第 ２列元素，现有 牔１２＝１和 牔５２＝１，于是应将第 ２行元素分别加到第 １行和第 ５行

上去，得

爩＝

０ １ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ １ １ １ ０
考察第 ３列元素，现有 牔１３＝１，牔２３＝１，牔３３＝１，牔５３＝１，于是应将第 ３行元素分别加到第 １

行，第 ２行，第 ３行，第 ５行上去，得

爩＝

０ １ １ １ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ １ １ １ ０
考察第 ４列元素，现有 牔１４＝１，牔２４＝１，牔３４＝１，牔５４＝１，于是应将第 ４行元素加到第 １行，
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第 ２行，第 ３行，第 ５行上去，得

爩＝

０ １ １ １ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０

烒

烓

烖

烗１ １ １ １ ０
在第 ５列中没有元素为 １，所以上述矩阵即为 爲的传递闭包 牠（爲）的关系矩阵。

习 题

１集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牄，牅），（牅，牄），（牃，牆）｝，求 爲的自反闭包和对称闭包。

２集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爲＝｛（牃，牄），（牄，牃），（牄，牅），（牅，牆）｝，求 爲的传递闭包。

３集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４，牃５｝，爲＝｛（牃１，牃１），（牃１，牃２），（牃１，牃４），（牃２，牃１），（牃３，牃１），（牃３，牃３），（牃４，牃３），（牃５，牃１），

（牃５，牃３）｝，求 爲的传递闭包。

４集合 爛＝｛牃１，牃２，牃３，牃４｝，爲＝｛（牃１，牃２），（牃２，牃３），（牃３，牃４）｝，求 牜（爳（爲）），爳（牜（爲）），牠（爳（爲）），爳（牠（爲）），牜
（牠（爲）），牠（牜（爲））。

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写在空格内。

１设集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爲是 爛上的二元关系，爲＝｛（牃，牃），（牃，牄），（牃，牅），（牅，牃）｝，那么 爲是 。
供选择项：

爛 自反的 爜 反自反的 爞 对称的

爟 反对称的 爠 可传递的 爡 不可传递的。

２设集合 爛仅含有 ３个元素，那么

（１）在 爛上可定义 种不同的二元关系。

（２）在 爛上可定义 种不同的自反关系。

（３）在 爛上可定义 种不同的反自反关系。

（４）在 爛上可定义 种不同的对称关系。

（５）在 爛上可定义 种不同的反对称关系。
供选择项：

爛 ６４ 爜 ５１２ 爞 ８１ 爟 ２１６

爠 ７２ 爡 １２８ 爢 ２５６ 爣 １０２４

３如果 爲１和 爲２是 爛上的对称关系，对于下列观点：

（１）爲１∪爲２是对称的。

（２）爲１∩爲２是对称的。

（３）爲１爲２是对称的。
其中 是正确的。
供选择项：

爛 （１）和（２） 爜 （２）和（３） 爞 （１）和（３）

爟 只有（１） 爠 只有（２） 爡 只有（３）

４如果 爲１和 爲２是 爛上的反对称关系，对于下列观点：

（１）爲１∪爲２是反对称的。

（２）爲１∩爲２是反对称的。
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（３）爲１爲２是反对称的。
其中 是正确的。
供选择项：

爛 （１）和（２） 爜 （２）和（３） 爞 （３）和（１） 爟 （１），（２）和（３）

爠 只有（１） 爡 只有（２） 爢 只有（３）

５如果 爲１和 爲２是 爛上的传递关系，对于下列观点：

（１）爲１∪爲２是传递关系。

（２）爲１∩爲２是传递关系。

（３）爲１爲２是传递关系。

（４）爲２
１是传递关系。

供选择项：

爛 （２）和（４） 爜 只有（２） 爞 （２）和（３）

爟 （２），（３）和（４） 爠 （１）和（２） 爡 只有（３）

爢 （１），（２），（３）和（４） 爣 只有（４）

６集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝，爛上的一个划分 犮＝｛｛牃，牄｝，｛牅，牆，牉｝，｛牊，牋｝｝，那么 犮所对应的等价关系

爲应有 个有序对。
供选择项：

爛 １５ 爜 １６ 爞 １７ 爟 １８

爠 １４ 爡 ４９ 爢 ５１２

７爛＝｛２，３，４，５，６，８，１０，１２，２４｝，爲是 爛上的整除关系，那么 爛的极大元是 ；极小元是

。
供选择项：

爛 ２和 ３ 爜 ２，３和 ５ 爞 １０和 ２４

爟 １０，１２，２４ 爠 ２４ 爡 １ 爢 ５，２４

８爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，１１，１２｝，爲是 爛上的整除关系。子集 爜＝｛２，４，６｝，那么 爜的最大元是

；爜的最小元是 ；爜的上界是 ；爜的下界是 。
供选择项：

爛 ６ 爜 ２ 爞 不存在 爟 １２，１０

爠 ８，１２ 爡 １２ 爢 １，２ 爣 １，２，３

９爛＝｛１，２，３，４，５，６，８，１０，２４，３６｝，爲是 爛上的整除关系。子集 爜＝｛１，２，３，４｝，那么 爜的上界是

；爜的下界是 ；爜的上确界是 ；爜的下确界是 。
供选择项：

爛 不存在 爜 ３６ 爞 ２４ 爟 ２４和 ３６

爠 １ 爡 １和 ２ 爢 １０，２４，３６ 爣 ６

１０设 爲１和 爲２是 爛上的相容关系，那么对于下列观点：

（１）爲１∪爲２是相容关系。

（２）爲１∩爲２是相容关系。

（３）爲１爲２是相容关系。
其中 是正确的。
供选择项：

爛 只有（１） 爜 只有（２） 爞 只有（３） 爟 （１）和（２）

爠 （１）和（３） 爡（２）和（３） 爢 （１），（２）和（３）

１１爲是 爛上的二元关系，那么对于下列观点：
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（１）当 爲是自反关系时，爲的传递闭包也是自反关系。

（２）当 爲是反自反关系时，爲的传递闭包也是反自反关系。
其中 是正确的。
供选择项：

爛 （１）和（２） 爜 只有（１） 爞 只有（２） 爟 都不

１２爲是 爛上的二元关系，那么对于下列观点：

（１）当 爲是对称关系时，爲的传递闭包也是对称关系。

（２）当 爲是反对称关系时，爲的传递闭包也是反对称关系。
其中 是正确的。
供选择项：

爛 （１）和（２） 爜 只有（１） 爞 只有（２） 爟 都不
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第 ３章 函 数

函数是数学中最基本的概念之一，在高等数学中，函数的定义域和值域都是在实数集合上
讨论的。本章将函数的概念予以推广，把函数看作是一种特殊的关系，函数的定义域和值域可
以是各类集合。

 函数的定义

函数也称映射，它表明了两个集合的元素之间的对应关系。
定义 ３１１ 爛和 爜是集合，牊是 爛到 爜的二元关系，如果 牊满足：对于 爛中的每一个元

素 牃，存在着 爜中的一个元素且仅一个元素 牄，使（牃，牄）∈牊，则称 牊为 爛到 爜的函数。常把（牃，
牄）∈牊，记作 牊（牃）＝牄，并称 牃为自变元或原象，牄为对应于 牃的函数值或映象。集合 爛称为函
数 牊的定义域，由所有映象组成的集合称为函数 牊的值域。
从函数的定义可知，函数是一种特殊的二元关系，其特殊之处在于：
（１）函数的定义域是集合 爛而不能是 爛的某一个真子集。
（２）对于 牃∈爛，只能有 爜中的一个元素 牄与之相关，即不能有 牊（牃）＝牄；又有 牊（牃）＝牅（牄≠

牅）。
例如集合爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛犜，犝，犞，犽｝，牊＝｛（牃，犝），（牄，犞），（牅，犜）｝，则牊是爛到爜的函数，

且 牊（牃）＝犝，牊（牄）＝犞，牊（牅）＝犜。
又如集合 爛＝｛牄１，牄２，牄３｝，其中 牄１，牄２，牄３表示 ３个球，爜＝｛牜，牋，牥｝，其中 牜表示红色，牋表

示绿色，牥表示白色，令 牊＝｛（牄１，牜），（牄２，牜），（牄３，牋）｝。则 牊是 爛到 爜的函数，且 牊（牄１）＝牜，牊
（牄２）＝牜，牊（牄３）＝牋；函数 牊表明了第一、二个球是红色的、第三个球是绿色的。
例  判别下列二元关系中哪个能构成函数。
（１）爛＝｛１，２，３｝，爜＝｛４，５，６｝，当 牃∈爛，牄∈爜，且 牃＜牄时，（牃，牄）∈牊。
解 显然 牊不是 爛到 爜的函数，如对于元素 １∈爛，有（１，４）∈牊，（１，５）∈牊，（１，６）∈牊，这

表明 爛中元素 １与 爜中 ３个元素有关系，所以 牊不是 爛到 爜的函数。
（２）设 爫是自然数集合，牊是 爫到 爫的二元关系，对于 牃，牄∈爫，当 牃＋牄＝１０时，（牃，牄）∈

牊。
解 因为 爫中仅有 ０，１，２，…，１０与 爫中元素相关，所以 牊不是 爫到 爫的函数。
（３）爛＝｛２，３，５｝，爜＝｛０，１｝，对于 牃∈爛，当 牃为素数时，（牃，０）∈牊。
解 牊是 爛到 爜的函数，且 牊（２）＝牊（３）＝牊（５）＝０。
例  集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛牨，牪｝，牊是 爛到 爜的二元关系，牊的关系图分别为：
图 ３１１（牃），（牄），（牅）。试指出哪个二元关系可构成函数。
解 在图３１１中，图牄所表示的二元关系可构成函数，而图牃所表示的二元关系，由于爛

中元素 牃，有（牃，牨）∈牊和（牃，牪）∈牊，所以 牊不是函数；图 牅所表示的二元关系，由于 爛中元素

爞与 爜中元素无关，所以也不是函数。
下面讨论有关函数的计数问题。



图 ３１１

例  设 爛，爜是集合，且燏爛燏＝３，燏爜燏＝２，问 爛到 爜可以定义多少种不同的函数。
解 显然每一个爛到爜的函数，仅含有 ３个有序对，另外爜中两个元素中，任意一个都可

作为其映象，故可定义 ２３＝８个不同的函数。
一般地讲，当 爛，爜为有限集合时，且燏爛燏＝牕，燏爜燏＝牔，则 爛到 爜可定义 牔牕个不同的函

数。以后常用 爜爛来表示以所有 爛到 爜的函数作为元素构成的集合。
例如 爛＝｛牃，牄｝，爜＝｛牨，牪｝，爛到 爜共有 ４个不同的函数，即

牊１＝ ｛（牃，牨），（牄，牨）｝
牊２＝ ｛（牃，牨），（牄，牪）｝
牊３＝ ｛（牃，牪），（牄，牨）｝
牊４＝ ｛（牃，牪），（牄，牪）｝

则 爜爛＝ ｛牊１，牊２，牊３，牊４｝。

习 题

１集合 爛＝｛牨，牪，牫｝，爜＝｛１，２，３｝，试说明下列 爛到 爜的二元关系中，哪些能构成函数

（１）｛（牨，１），（牨，２），（牪，１），（牫，３）｝

（２）｛（牨，１），（牪，１），（牫，１）｝

（３）｛（牨，２），（牪，３）｝

（４）｛（牨，３），（牪，２），（牫，３），（牪，３）｝

（５）｛（牨，２），（牪，１），（牪，２）｝

２设集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，请回答下列问题

（１）爛到 爛可定义多少种不同的函数

（２）爛×爛到 爛可定义多少种不同的函数

３设集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛０，１｝，请写出所有 爛到 爜的函数和所有 爜到 爛的函数。

 特殊函数

定义 ３２１ 设 爛，爜是集合，牊是 爛到 爜的函数，对于 爛中任意两个元素 牨１，牨２，当 牨１≠
牨２时，都有 牊（牨１）≠牊（牨２），则称 牊为 爛到 爜的单射函数。
单射函数要求不同的自变元，其函数值也不相同。
在图 ３２１中，图 ａ所示的函数 牊是单射函数，图 ｂ中所示的函数 牋不是单射函数。
定义 ３２２ 设 爛，爜是集合，牊是 爛到 爜的函数，如果函数的值域恰好是 爜，则称 牊为 爛
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到 爜的满射函数。

图 ３２１ 图 ３２２

图 ３２２中，图 ａ所示的函数 牊是满射函数，图 ｂ中所示的函数 牋不是满射函数。
定义 ３２３ 设 爛，爜是集合，牊是 爛到 爜的函数，如果 牊既是单射函数又是满射函数，则

称 牊为 爛到 爜的双射函数。双射函数也称为一一对应函数。
图 ３２３ａ中所示的函数 牊为双射函数，图 ｂ中所示的函数 牋不是双射函数。

图 ３２３

易知，当 爛和 爜是有限集合时，如果 牊是 爛到 爜的单射函数，必须有燏爛燏≤燏爜燏；如果 牊
是 爛到 爜的满射函数，必须有燏爛燏≥燏爜燏；如果 牊是 爛到 爜的双射函数，必须有燏爛燏＝燏爜燏。
例  判定下列函数是单射函数、满射函数还是双射函数。
（１）集合爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛１，２，３，４｝，牊是爛到爜的函数，且牊（牃）＝１，牊（牄）＝２，牊（牅）＝４。
解 牊是 爛到 爜的单射函数。
（２）设 爤＋是正整数集合，爠＋是正偶数集合，牊是 爤＋到 爠＋的函数，且对于任意的正整数 牕

都有 牊（牕）＝２牕。
解 牊是 爤＋到 爠＋的双射函数。
（３）设 爤是整数集合，爜＝｛０，１｝，牊是 爤到 爜的函数，对于任意的整数 牏，当 牏为偶数时，牊

（牏）＝０；当 牏为奇数时，牊（牏）＝１。
解 牊是 爤到 爜的满射函数。
（４）设 爤是整数集合，爫是自然数集合，牊是 爤到 爫的函数，对于任意的整数 牏，牊（牏）＝牏２。
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解 牊不是 爤到 爫的双射函数，也不是 爤到 爫的单射函数，也不是 爤到 爫的满射函数。

习 题

１下列函数，哪些是单射函数，哪些是满射函数，哪些是双射函数？

爛 牊：爫→爫，牊（牕）＝２牕

爜 牊：爤→爤，牊（牏）＝燏牏燏

爞 牊：爛→爜，爛＝｛０，１，２｝，爜＝｛０，１，２，３，４｝，牊（牃）＝牃２

爟 牊：爤→｛０，１｝，牊（牏）＝
０ 牏＝０｛１ 牏≠０

爠 牊：爲→爲，牊（牜）＝牜＋１

２集合 爛具有 ３个元素，集合 爜具有 ４个元素，问 爛到 爜可以定义多少种不同的单射函数？

３集合 爛具有 ４个元素，集合 爜具有 ３个元素，问 爛到 爜可以定义多少种不同的满射函数？

４集合 爛和 爜都有 ４个元素，问 爛到 爜可以定义多少种不同的双射函数？

 复合函数和逆函数

在第 ２章中已介绍了二元关系的合成，由于函数是一种特殊的二元关系，因此函数的合成
方法应与关系的合成方法是一致的。但这里有一点尚需说明，当函数 牊和 牋看作是二元关系
时，经合成后无疑是一个二元关系，但它是否能构成函数呢？回答是肯定的，函数经合成后，仍
然是函数，下面用具体例子说明之。
例如，设 牊是 爛到 爜的函数，牋是 爜到 爞的函数，它们所确定的对应关系，如图 ３３１所

示。

图 ３３１

如果将函数 牊看作是 爛到 爜的二元关系，将函数 牋
看作是 爜到 爞的二元关系，合成后的关系记为 爲，它是

爛到 爞的二元关系，由图 ３３１可知，爲＝｛（牃１，牅２），（牃２，
牅２），（牃３，牅１）｝，由此可见，爲是爛到爞的函数。一般情况，
请读者自行证明。
经合成后所得的函数称为合成函数或复合函数。复

合函数在记法上与合成关系的记法稍有不同。
定义 ３３１ 设牊是爛到爜的函数，牋是爜到爞的

函数，牊和牋合成后的函数称为复合函数，记作牋牊，它
是 爛到 爞的函数。当 牃∈爛，牄∈爜，牅∈爞，且 牊（牃）＝牄，
牋（牄）＝牅时，牋牊（牃）＝爞。
请读者注意，当牊和牋看作是二元关系时，合成后的关系应记作牊牋，但当牊和牋看作是

函数时，合成后的复合函数应记作 牋牊。
复合函数之所以采用这样的记法，是为了便于函数进行“复合运算”，这样的记法使得

牋燐牊（牨）＝ 牋（牊（牨））
例  设集合 爛＝｛牨，牪，牫｝，爜＝｛牃，牄，牅，牆｝，爞＝｛１，２，３｝；牊是 爛到 爜的函数，牋是 爜到

爞的函数，其中

牊（牨）＝牄 牊（牪）＝牅 牊（牫）＝牅
牋（牃）＝１ 牋（牄）＝２ 牋（牅）＝１ 牋（牆）＝３
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求复合函数 牋牊。
解 易知 牋牊是 爛到 爞的函数，且

牋燐牊（牨）＝ 牋（牊（牨））＝ 牋（牄）＝ ２
牋燐牊（牪）＝ 牋（牊（牪））＝ 牋（牅）＝ １
牋燐牊（牫）＝ 牋（牊（牫））＝ 牋（牅）＝ １

例  设集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，牊１，牊２，牊３，牊４，牊５，牊６是 爛到 爛的函数，其中

牊１（牃）＝牃 牊１（牄）＝牄 牊１（牅）＝牅

牊２（牃）＝牃 牊２（牄）＝牅 牊２（牅）＝牄

牊３（牃）＝牄 牊３（牄）＝牃 牊３（牅）＝牅

牊４（牃）＝牄 牊４（牄）＝牅 牊４（牅）＝牃

牊５（牃）＝牅 牊５（牄）＝牃 牊５（牅）＝牄

牊６（牃）＝牅 牊６（牄）＝牄 牊６（牅）＝牃
试证：牊３牊４＝牊２，牊４牊５＝牊１，牊５牊６＝牊３。
证明 ∵牊３牊４（牃）＝牊３（牊４（牃））＝牊３（牄）＝牃；牊３牊４（牄）＝牊３（牊４（牄））＝牊３（牅）＝牅；牊３牊４（牅）

＝牊３（牊４（牅））＝ 牊３（牃）＝牄。∴牊３牊４＝牊２。同样，牊４牊５（牃）＝牊４（牊５（牃））＝牊４（牅）＝牃；牊４牊５（牄）＝

牊４（牊５（牄））＝牊４（牃）＝牄；牊４牊５（牅）＝牊４（牊５（牅））＝牊４（牄）＝牅。即 牊４牊５＝牊１。最后对于 牊５牊６（牃）

＝ 牊５（牊６（牃））＝牊５（牅）＝牄；牊５牊６（牄）＝牊５（牊６（牄））＝牊５（牄）＝牃；牊５牊６（牅）＝牊５（牊６（牅））＝牊５（牃）＝

牅。即 牊５牊６＝牊３，证毕。
在第二章中，我们曾介绍二元关系的合成可以看作是一种运算，且这种运算满足结合律。

同样，对于函数的复合运算也满足结合律，即 牊１，牊２，牊３都是 爛到 爛的函数，则

（牊１燐牊２）燐牊３＝ 牊１燐（牊２燐牊３）
例如 爲是实数集，牊，牋，牎是 爲到 爲的函数，其中 牊（牨）＝１＋牨，牋（牨）＝１＋牨２，牎（牨）＝１＋

牨３，易知

牊燐牋（牨）＝ 牊（１＋ 牨２）＝ ２＋ 牨２

（牊燐牋）燐牎（牨）＝ （牊燐牋）（１＋ 牨３）＝ ２＋ （１＋ 牨３）２

另外

牋燐牎（牨）＝ 牋（１＋ 牨３）＝ １＋ （１＋ 牨３）２

牊燐（牋燐牎）（牨）＝ 牊（１＋ （１＋ 牨３）２）＝ ２＋ （１＋ 牨３）２

所以

（牊燐牋）燐牎＝ 牊燐（牋燐牎）
函数的复合运算满足结合律，但不满足交换律，在上述例子中

牊燐牋（牨）＝ 牊（１＋ 牨２）＝ ２＋ 牨２

牋燐牊（牨）＝ 牋（１＋ 牨）＝ １＋ （１＋ 牨）２

所以

牊燐牋≠ 牋燐牊
对于特殊函数的复合运算有如下定理。
定理  设 爛，爜，爞是集合，牊是 爛到 爜的函数，牋是 爜到 爞的函数，如果

（１）牊和 牋都是单射函数，则 牋牊也是单射函数。
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（２）牊和 牋都是满射函数，则 牋牊也是满射函数。
（３）牊和 牋都是双射函数，则 牋牊也是双射函数。
证明 （１）因为 牊是 爛到 爜的单射函数，所以当 牨１，牨２∈爛，牨１≠牨２时，牊（牨１）≠牊（牨２），又

因为 牋是 爜到 爞的单射函数，所以 牋（牊（牨１））≠牋（牊（牨２））；即当 牨１≠牨２时，牋牊（牨１）≠牋牊
（牨２），由此可见，复合函数 牋牊是单射函数。

（２），（３）请读者自行证明。
下面介绍逆函数。

对于二元关系 爲，只要颠倒 爲的所有有序对，就能得到逆关系 槇爲；但对于函数 牊，颠倒 牊的

所有有序对时，得到的逆关系 牊
～
却不一定是函数。显然，只有当 牊为双射函数时，其逆关系 牊

～
才

是函数。易证

定理  设 牊是 爛到 爜的双射函数，则 牊的逆关系 牊
～
是 爜到 爛的双射函数。

定义 ３３２ 设 牊是 爛到 爜的双射函数，其逆关系 牊
～
称为 牊的逆函数，并记作 牊－１。

例如，设 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛１，２，３｝，牊是 爛到 爜的双射函数，且

牊（牃）＝ １，牊（牄）＝ ３，牊（牅）＝ ２
即

牊＝ ｛（牃，１）， （牄，３）， （牅，２）｝
其逆函数

牊－１＝ ｛（１，牃），（３，牄），（２，牅）｝
即

牊－１（１）＝ 牃，牊－１（２）＝ 牅，牊－１（３）＝ 牄。
作为本章的最后一部分内容，我们介绍著名的“鸽洞原理”，这个原理虽然简单却有着广泛

的应用。
如果某人营造了 牕个鸽洞，养了多于 牕只鸽子，则必有一个鸽洞住有 ２只或 ２只以上的鸽

子。这就是鸽洞原理。用数学语言来描述这个原理，即：
爛，爜是有限集合，牊是爛到爜的函数，如果燏爛燏＞燏爜燏，则爛中至少有两个元素，其函数值

相等。
更一般的情况是：当鸽洞为 牕个，鸽子数大于 牕×牔只时，必有一个鸽洞住有 牔＋１个或多

于 牔＋１个鸽子。即：
爛，爜是有限集合，牊是 爛到 爜的函数，如果燏爛燏＞牕×牔，燏爜燏＝牕，则在 爛中至少有 牔＋１

个元素，其函数值相等。
例如，有 ３个鸽洞，１３只鸽子，则必有一个鸽洞，住有 ５个或 ５个以上鸽子。
例  任意 牕＋１个正整数，其中必有两个数之差被 牕整除。
解 由于任意正整数被 牕除后，其余数只能是 ０，１，…，牕－１共 牕种，所以在 牕＋１个正整

数中，必有两个数被 牕除后余数相同，这两个数之差必能被 牕整除。
例  某人步行 １０小时，共走 ４５公里，已知他第一小时走了 ６公里，最后一小时只走了

２公里，证明必有连续的两小时，在这两小时内至少走了 １０公里。
证明 设第 牏小时走了 牃牏公里，连续两小时所走里程为：牃１＋牃２，牃２＋牃３，…，牃９＋牃１０，共有 ９

种；因为（牃１＋牃２）＋（牃２＋牃３）＋…＋（牃９＋牃１０）＝２×４５－６－２＝８２，所以必有连续两小时所走里
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程大于等于 １０。
例  在 １～１００的正整数中，任取 ５１个正整数，其中必存在两个数，一个数是另一个数

的倍数。
解 显然，对于任意的偶数，必存在一个奇数，使得：偶数＝奇数×２牑。
现构造以下 ５０个集合：
爛１＝｛１，１×２，１×２２，１×２３，１×２４，１×２５，１×２６｝

爛３＝｛３，３×２，３×２２，３×２３，３×２４，３×２５｝

爛５＝｛５，５×２，５×２２，５×２３，５×２４｝

爛７＝｛７，７×２，７×２２，７×２３｝

爛９＝｛９，９×２，９×２２，９×２３｝

爛１１＝｛１１，１１×２，１１×２２，１１×２３｝

爛１３＝｛１３，１３×２，１３×２２｝
……
爛４９＝｛４９，４９×２｝

爛５１＝｛５１｝

爛５３＝｛５３｝
……
爛９９＝｛９９｝

容易验证，这 ５０个集合中元素的总和共 １００个，恰好是 １～１００的所有正整数；且在含有 ２个
或 ２个以上元素的集合 爛１，爛３，…，爛４９中，同一集合中的任意两个正整数必是：一个数是另一
个数的倍数。因此，在 １～１００的正整数中任取 ５１个正整数，其中至少有两个数属于同一集合，
所以这两个数中有一个数是另一个数的倍数。
例  在平面上有 ６个点，其任意两点都用一条边相连，所得的图称为完全图（见图 ３

３２）。现在在每条边上涂色，可随意涂红色或黑色。证明在这个完全图中，必存在一个三角形，
其三条边的颜色相同。

图 ３３２ 图 ３３３

证明 设平面上 ６个点为牤１，牤２，牤３，牤４，牤５，牤６。为了便于叙述，先画出与点牤１相连的 ５条边

（见图 ３３３）。由于这 ５条边已分别涂上红或黑两种颜色，由鸽洞原理可知，其中必有 ３条边有
相同的颜色，不妨设边 牤１牤３，边 牤１牤４和边 牤１牤６有相同颜色——红色，见图 ３３３，图中虚线边表
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示红色边，实线边表示黑色边。
现在考察边 牤３牤４，如果边 牤３牤４是红色边，则三角形 牤１牤３牤４的三条边颜色相同（都是红色

的），问题得解；如果边牤３牤４是黑色边，见图３３４。再考察边牤４牤６，如果边牤４牤６是红色边，则三角
形 牤１牤４牤６的三条边颜色相同（都是红色的），问题得解；如果边 牤４牤６是黑色边，见图 ３３５。再考
察边 牤３牤６，如果边 牤３牤６是红色边，则三角形 牤１牤３牤６的三条边颜色相同（都是红色的），问题得解；
如果边 牤３牤６是黑色边，则三角形 牤３牤４牤６的三条边都是黑色边，问题得解。见图 ３３６。

图 ３３４ 图 ３３５ 图 ３３６

习 题

１设集合 爛＝｛牃，牄｝，牊１，牊２，牊３，牊４是 爛到 爛的函数，其中

牊１（牃）＝牃，牊１（牄）＝牄

牊２（牃）＝牄，牊２（牄）＝牃

牊３（牃）＝牃，牊３（牄）＝牃

牊４（牃）＝牄，牊４（牄）＝牄
证明 牊２牊３＝牊４，牊３牊２＝牊３，牊１牊４＝牊４。

２在开区间（０，１）上定义函数

牊１（牨）＝牨，牊２（牨）＝ １
牨

牊３（牨）＝１－牨，牊４（牨）＝ １
１－牨

牊５（牨）＝牨－１
牨 ，牊６（牨）＝ 牨

牨－１
证明 牊２牊３＝牊４，牊３牊４＝牊６，牊４牊５＝牊１，牊５牊６＝牊２。

３一个轮盘赌转盘的圆周分为 ３６段，将 １，２，３，…，３６，任意地标在每一段上，使每一段仅有一个数字，证

明一定存在连续的三段，它们的数字之和至少是 ５６。

４设 牃１，牃２，…，牃牕是任意的 牕个正整数，证明，存在 牏和 牑（牏≥０，牑≥１），使得 牃牏＋１＋牃牏＋２＋…＋牃牏＋牑能被 牕
整除。

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写在空格内。

１设 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛１，２，３｝，爲１，爲２，爲３是 爛到 爜的二元关系，且 爲１＝｛（牃，１），（牄，２），（牅，２）｝，爲２＝
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｛（牃，１），（牃，２）｝，爲３＝｛（牃，１），（牄，１），（牅，１）｝，那么在这三个二元关系中， 可定义为 爛到 爜的函数。
供选择项：

爛 爲１和 爲２ 爜 只有 爲１ 爞 只有 爲３ 爟 爲１和 爲２

爠 爲２和 爲２ 爡 只有 爲２ 爢 爲１、爲２和 爲３

２设 爛＝｛１，２，３｝，爲１，爲２，爲３是 爛上的二元关系，且 爲１＝｛（１，２），（１，３），（１，１）｝，爲２＝｛（１，１），（２，２），（３，

３）｝，爲３＝｛（１，１），（２，３），（３，２）｝，那么这三个二元关系中的逆关系 可定义为 爛到 爛的函数。
供选择项：

爛 爲－１
１ ，爲－１

２ 和 爲－１
３ 爜 只有 爲－１

１ 爞 只有 爲－１
２ 爟 只有 爲－１

３

爠 只有 爲－１
１ 和 爲－１

２ 爡 只有 爲－１
２ 和 爲－１

３ 爢 只有 爲－１
１ 和 爲－１

３

３设 爛＝｛１，２，３｝，牊，牋，牎是 爛到 爛的函数，其中 牊（１）＝牊（２）＝牊（３）＝１；牋（１）＝１，牋（２）＝３，牋（３）＝２；

牎（１）＝３，牎（２）＝牎（３）＝１，那么 是单射函数； 是满射函数； 是双射函数。
供选择项：

爛 牊 爜 牋 爞 牎 爟 牊和 牋

爠 牊和 牎 爡 牋和 牎 爞 牊、牋和 牎。

４设 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，爜＝｛０，１｝，那么可定义 种不同的 爛到 爜的函数；可定义 种不同

的 爛到 爜的满射函数。
供选择项：

爛 １０ 爜 ８ 爞 ３２ 爟 ２５

爠 ２３ 爡 ３０ 爢 ６４ 爣 １６

５设 爛＝｛牃，牄｝，爜＝｛０，１，２｝，那么可以定义 种不同的 爛到 爜的单射函数。
供选择项：

爛 ５ 爜 ６ 爞 ８ 爟 ９

６设 爫是自然数集合，牊和 牋是 爫到 爫的函数，且 牊（牕）＝２牕＋１，牋（牕）＝牕２，那么复合函数 牊牊（牕）＝

，牋牋（牕）＝ ，牊牋（牕）＝ ，牋牊（牕）＝ 。
供选择项：

爛 牕３ 爜 牕４ 爞 ４牕＋３ 爟 ４牕＋２

爠 ２牕２＋１ 爡 （２牕＋１）２ 爠 ４牕＋１

７设 牊是 爛到 爜的函数，牋是 爜到 爞的函数，复合函数 牋牊是 爛到 爞的函数；如果 牋牊是满射函数，
那么 必是满射函数；如果 牋牊是单射函数，那么 必是单射函数。
供选择项：

爛 牊 爜 牋 爞 牊和 牋 爟 以上选择都不是。
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第 ４章 代 数 结 构

本章主要介绍抽象代数中、半群、群、环、域和格等基本概念。它们在计算机科学中有着广
泛的应用。

 代数系统

由集合和集合上的一个或若干个二元运算构成的系统，称为代数系统。例如，若 爲是实数
集合，则（爲，＋），（爲，×），（爲，＋，×）等是代数系统。
普通的加、减、乘、除是大家熟悉的二元运算。下面将给出集合上二元运算的一般定义。实

际上，所谓二元运算就是让集合 爛上的任意两个元素对应于一个结果，不同的对应方式就得
到不同的二元运算，因此，可以用函数来定义二元运算。
定义 ４１１ 设 爛和 爜是集合，牊是 爛×爛到 爜的函数，则称 牊为 爛上的二元运算，当 牊

（（牃牏，牃牐））＝牄牑时（（牃牏，牃牐）∈爛×爛，牄牑∈爜），记作

牃牏牊牃牐＝ 牄牑
或

牃牏牃牐＝ 牄牑
例  集合 爛＝｛１，２，３｝，爛上的二元运算定义为：牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），试写出 爛中任意

两个元素的运算结果。
解 由二元运算的定义可知：

１１＝１ １２＝２ １３＝３
２１＝２ ２２＝２ ２３＝３
３１＝３ ３２＝３ ３３＝３

例  集合 爛＝｛０，１，２，３｝，爛上的二元运算定义为：

牃牄＝
牃＋牄｛牃＋牄－４

当 牃＋牄＜４时
当 牃＋牄≥４时

试写出 爛中任意两个元素的运算结果。
解 ００＝０ ０１＝１ ０２＝２ ０３＝３

１０＝１ １１＝２ １２＝３ １３＝０
２０＝２ ２１＝３ ２２＝０ ２３＝１
３０＝３ ３１＝０ ３２＝１ ３３＝２

例 ４３中的二元运算称为“模 ４加法”，专门记作４，而集合｛０，１，２，３｝也专门记作 爫４。
一般地讲，对于正整数 牑，记 爫牑＝｛０，１，…，牑－１｝，模 牑的加法牑定义为：

牃牑牄＝
牃＋牄｛牃＋牄－牑

当 牃＋牄＜牑时
当 牃＋牄≥牑时

例如，爫７＝｛０，１，２，３，４，５，６｝，对于二元运算模 ７加法７，有 ２７３＝５，１７６＝０，３７６＝
２等。如果把 ０，１，２，…，６分别看作是星期日，星期 １，星期 ２，…，星期 ６。那么 ３７６＝２，表明



星期 ３再过 ６天后是星期 ２。这是模 牑加法实际意义的一种解释。
例  爛＝｛０，１，２，３｝，爛上的二元运算定义为：

牃牄＝
牃×牄
牃×牄被 ４｛ 除后的余数

牃×牄＜４
牃×牄≥４

试写出 爛中任意两个元素的运算结果。
解 ００＝０ ０１＝０ ０２＝０ ０３＝０

１０＝０ １１＝１ １２＝２ １３＝３
２０＝０ ２１＝２ ２２＝０ ２３＝２
３０＝０ ３１＝３ ３２＝２ ３３＝１

例 ４３中的二元运算称为“模 ４乘法”，专门记作４。
一般地讲，对于正整数 牑，模 牑乘法牑定义为：

牃牑牄＝
牃×牄
牃×牄被 牑｛ 除后的余数

当 牃×牄＜牑时
当 牃×牄≥牑时

例如，爫７＝｛０，１，２，３，４，５，６｝，对于二元运算模 ７乘法７，有 ２７３＝６，２７６＝５，４７５＝
６，６７６＝１等。
模 牑加法和模 牑乘法是代数系统中重要的两种二元运算。
在有限集合 爛上表示二元运算，使用运算表是方便的，并利于对二元运算进行相应的讨

论。
如果集合 爛有 牕个元素，可先画出一个 牕×牕的表格，在表格的上方和表格的左侧分别写

上 爛中的元素，表中的相应位置则写上运算的结果，这样的表格就是运算表。
例如，爛＝｛１，２，３，４｝，二元运算定义为 牃牄＝牃＋牃×牄，那么的运算表如表 ４１１所

示。
表 

 １ ２ ３ ４
１
２
３
４

２ ３ ４ ５
４ ６ ８ １０
６ ９ １２ １５
８ １２ １６ ２０

又如，爫７＝｛０，１，２，３，４，５，６｝，对于模 ７乘法，其运算表如表 ４１２所示。
表 

７ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

０

１

２

３

４

５

６

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ２ ３ ４ ５ ６

０ ２ ４ ６ １ ３ ５

０ ３ ６ ２ ５ １ ４

０ ４ １ ５ ２ ６ ３

０ ５ ３ １ ６ ４ ２

０ ６ ５ ４ ３ ２ １

特别当有限集上的二元运算不易用表达式表示时，可以用运算表来定义二元运算。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，二元运算的定义如表 ４１３所示。
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表 

 牃 牄 牅

牃

牄

牅

牃 牃 牄

牄 牅 牅

牃 牅 牄

显然，这个二元运算的运算规则很难用表达式简单地表示。
对于集合上的二元运算有了初步了解后，下面给出代数系统的明确定义。
定义 ４１２ 一个非空集合 爛连同若干个定义在该集合上的二元运算１，２，…，牑所

组成的系统称为代数系统，记作（爛，１，２，…，牑）。
例如，（爫牑，牑），（爫牑，牑），（爫牑，牑，牑）等都是代数系统。

习 题

１集合 爛＝｛１，２，３，４｝，是 爛上的二元运算，定义为：牃牄＝牃·牄－牄，试写出的运算表。

２（爫５，５）是代数系统，其中 爫５＝｛０，１，２，３，４｝，运算５是模 ５加法，试写出５的运算表。

３设 爛＝｛１，２，３，４，５｝，爛上二元运算定义为 牃牄＝ｍｉｎ（牃，牄），写出的运算表。

４（爫３，３）是代数系统，其中 爫３＝｛０，１，２｝，运算３是模 ３乘法，试写出３的运算表，并求（２３２）３２
和 ２３（２３２）的值。

５（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛牃，牄，牅，牆，牉｝，运算由表 ４１４所确定。
表 

 牃 牄 牅 牆 牉

牃

牄

牅

牆

牉

牃 牃 牃 牃 牃

牄 牄 牄 牅 牄

牅 牄 牅 牄 牆

牆 牆 牉 牉 牉

牉 牉 牆 牆 牆

求（牄牅）牆和 牄（牅牆）。

 特殊运算和特殊元素

本节将讨论一些特殊的二元运算和特殊的元素，由此可进一步讨论一些特殊的代数系统。
定义 ４２１ 设是集合 爛上的二元运算，如果对于 爛中任意元素 牃和 牄，都有

牃牄＝牅∈爛
则称二元运算对于集合 爛是封闭的。
例如，任意两个整数相加或相乘后，其运算结果仍然是整数，所以普通加法和乘法，对于整

数集是封闭的。
同样，普通加法和乘法运算，对于有理数集和实数集都是封闭的。
又如，在代数系统（爫牑，牑）和（爫牑，牑）中，运算牑和牑对于 爫牑都是封闭的。
再如，（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛１，２，３，４｝，二元运算定义为：牃牄＝牃。显然，对

于 爛是封闭的。但对于普通加法运算，由于 ２＋３＝５爛，所以普通加法对于有限集 爛不是封
闭的。
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定义 ４２２ 设（爛，）是代数系统，如果对于 爛中任意元素 牃、牄，都有

牃牄＝牄牃
则称为可交换运算。
例如，在实数集中，普通加法和乘法运算都是可交换运算。容易验证，模 牑加法牑和模 牑

乘法牑也都是可交换运算。
定义 ４２３ 设（爛，）是代数系统，如果对于 爛中任意元素 牃、牄、牅，都有

（牃牄）牅＝牃（牄牅）
则称运算为可结合运算。
易见，在实数集上，普通加法和乘法都是可结合运算。
例  在代数系统（爫牑，牑）中，证明模 牑加法是可结合运算。
证明 由模 牑加法的定义可知

牃牑牄＝
牃＋牄｛牃＋牄－牑

牃＋牄＜牑
牃＋牄≥牑

为了使证明过程简单化，首先把模 牑加法牑的“分段”表示形式改写为单一的表达式：

牃牑牄＝牃＋牄－牑牃＋牄［ ］牑
其中方括号表示取整运算，即对于任何实数 牨，〔牨〕表示 牨的整数部分，如〔１４〕＝１，〔０８〕＝０，

〔１〕＝１等。所以当牃，牄∈爫牑时，若牃＋牄＜牑，则 牃＋牄〔 〕牑 ＝０，牃牑牄＝牃＋牄－牑牃＋牄〔 〕牑 ＝牃＋牄；若牃

＋牄≥牑，则 牃＋牄〔 〕牑 ＝１，牃牑牄＝牃＋牄－牑牃＋牄〔 〕牑 ＝牃＋牄－牑。于是

（牃牑牄）牑牅＝ 牃＋牄－牑牃＋牄〔 〕槏 槕牑 牑牅

＝牃＋牄－牑牃＋牄〔 〕牑 ＋牅－牑牃＋牄－牑牃＋牄〔 〕牑 ＋牅烒

烓

烖

烗牑

＝牃＋牄＋牅－牑牃＋牄〔 〕牑 －牑牃＋牄＋牅
牑 － 牃＋牄〔 〕〔 〕牑

由于 牃＋牄〔 〕牑
恒为非负整数，所以

（牃牑牄）牑牅＝牃＋牄＋牅－牑牃＋牄〔 〕牑 ＋牑牃＋牄〔 〕牑 －牑牃＋牄＋牅〔 〕牑

＝牃＋牄＋牅－牑牃＋牄＋牅〔 〕牑
同样，对于

牃牑（牄牑牅）＝牃牑 牄＋牅－牑牄＋牅〔 〕槏 槕牑

＝牃＋牄＋牅－牑牄＋牅〔 〕牑 －牑牃＋牄＋牅－牑牄＋牅〔 〕牑
烒

烓

烖

烗牑

＝牃＋牄＋牅－牑牃＋牄＋牅〔 〕牑
所以

（牃牑牄）牑牅＝牃牑（牄牑牅）
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由此可见，模 牑加法是可结合运算。
如果将模 牑乘法

牃牑牄＝
牃×牄 牃×牄＜牑
牃×牄被 牑除后的余数｛ 牃×牄≥牑

改写成单一表达式：

牃牑牄＝牃×牄－牑牃×牄〔 〕牑
同样可得

（牃牑牄）牑牅＝牃牑（牄牑牅）

＝牃×牄×牅－牑牃×牄×牅〔 〕牑
所以模 牑乘法也是可结合运算。
当代数系统（爛，）中的运算是可结合运算（或称满足结合律）时，圆括号内的优先运算作

用已没有意义，常将圆括号省略，如

（牃牄）牅＝牃（牄牅）
＝牃牄牅

特别对于相同元素的运算

（牃牃）牃＝牃（牃牃）
＝牃牃牃

可把 牃牃牃记作 牃３。由此可见，当是可结合运算时，爛中元素 牃的幂是有意义的。可令

牃牕＝牃牃…
烐烏 烑

牃

牕个
显然，当 牏、牐为正整数时，有

牃牏牃牐＝ 牃牏＋牐

（牃牏）牐＝ 牃牏×牐

定义 ４２４ 设（爛，，○）为含有两种运算的代数系统，如果满足

牃○（牄牅）＝（牃○牄）（牃○牅）
（牄牅）○牃＝（牄○牃）（牅○牃）

则称运算○对于运算是可分配的。
例如，爲是实数集，在代数系统（爲，＋，×）中，×对于＋是可分配的。
又如，在集合的运算中，交运算∩对于并运算 Ｕ是可分配的，且并运算对于交运算也是可

分配的。
下面介绍代数系统中常用的一些特殊元素。
定义 ４２５ 设（爛，）是代数系统，牃∈爛，如果 牃牃＝牃，则称 牃为（爛，）的等幂元。
例如，在（爲，＋）中，０是仅有的等幂元；在（爲，×）中，０和 １是等幂元。
又如，在（爫爲，牑）中，０是仅有的等幂元，而在（爫牑，牑）中，可能有多个等幂元，如对于

（爫６，６），０，１，３，４都是等幂元。
再如，爛＝｛１，２，３，４｝，二元运算定义为：牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），则（爛，）中每一个元素都是

等幂元。
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定理  设（爛，）是代数系统，牃是 爛中的等幂元，如果是可结合运算，则对于任
意正整数 牕，都有 牃牕＝牃。
证明 由于 牃是等幂元，所以

牃牃＝牃
等式两边各以 牃运算之，得

牃牃牃＝牃牃
＝牃

所以 牃３＝牃，同样再以 牃运算于等式两边得

牃牃牃牃＝牃牃
＝牃

所以 牃４＝牃，…，由此可得 牃牕＝牃。
定义 ４２６ 设（爛，）是代数系统，如果 爛中存在元素 牉牓，使得对于 爛中任意元素 牃，都

有

牉牓牃＝牃
则称 牉牓为（爛，）的左幺元。如果 爛中存在元素 牉牜，使得对于 爛中任意元素 牃，都有

牃牉牜＝牃
则称 牉牜为（爛，）的右幺元。如果 爛中存在元素 牉，它既是左幺元又是右幺元，则称 牉为幺元。
显然，对于 爛中任意元素 牃，都有

牉牃＝牃牉＝牃
在（爲，＋）中，０是幺元；在（爲，×）中，１是幺元。
在（爫牑，牑）中，０是幺元；在（爫牑，牑）中，１是幺元。
对于代数系统（爛，），其中 爛＝｛１，２，３，４｝，定义为 牃牄＝牃，则 爛中每一个元素都是

右幺元，但 爛中没有左幺元。易见，如果把 爛上的二元运算定义为 牃牄＝牄，则 爛中每一个
元素都是左幺元，但 爛中没有右幺元。
例  爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，爛上的二元运算的定义由运算表（见表 ４２１）所示，写出（爛，

）的左幺元和右幺元。
表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牃 牄 牅

牃 牄 牅 牆

牄 牄 牅 牅

牅 牆 牃 牄

解 由的运算表可知，牄是左幺元，但（爛，）中没有右幺元。
定理  设（爛，）是代数系统，如果 爛中既有左幺元 牉牓，又有右幺元 牉牜，则 牉牓＝牉牜＝牉，

且 爛中幺元是唯一的。
证明 因为 牉牓是左幺元，所以对于 爛中任意元素 牃都有

牉牓牃＝牃
若取 牃＝牉牜，则有
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牉牓牉牜＝牉牜
又因为 牉牜是右幺元，所以对于 爛中任意元素 牃都有

牃牉牜＝牃
若取 牃＝牉牓，则有

牉牓牉牜＝牉牓
由此可得：

牉牓＝牉牜＝牉
再证幺元的唯一性。设 爛中另有幺元 牉′，则应有

牉′牉＝牉
又由于 牉也是幺元，所以有

牉′牉＝牉′
由此可得 牉＝牉′，所以 爛中幺元是唯一的。
定义 ４２７ 设（爛，）是代数系统，且存在着幺元 牉。如果对于 爛中某一元素 牃，存在着 牄

∈爛，使得 牄牃＝牉，则称 牄为 牃的左逆元。如果存在着 牄∈爛，使得 牃牄＝牉，则称 牄为 牃的右逆
元。当元素 牄既是 牃的左逆元，又是 牃的右逆元，则称 牄是 牃的逆元，记作 牄＝牃－１。
显然，如果 牄是 牃的逆元，那么 牃也是 牄的逆元，称为 牃和 牄互逆。幺元的逆元是自身。
一般地讲，一个元素可以仅有左逆元而没有右逆元，或者仅有右逆元而没有左逆元，甚至

一个元素可以有左逆元又有右逆元，但左逆元和右逆元是不相等的。
例如，爛＝｛牃，牄，牅，牆，牋｝，运算由表 ４２２所示。

表 

 牃 牄 牅 牆 牋

牃

牄

牅

牆

牋

牃 牄 牅 牆 牋

牄 牅 牃 牆 牄

牅 牄 牆 牆 牅

牆 牃 牄 牅 牆

牋 牄 牅 牅 牅

易知，牃是（爛，）的幺元，其中 牋既没有左逆元也没有右逆元；牆有右逆元 牄（牆牄＝牃）但

牆没有左逆元；牅有左逆元 牄（牄牅＝牃）但 牅没有右逆元；牄既有左逆元 牆，又有右逆元 牅，但 牄的
左、右逆元不相等。
如果二元运算是可结合运算，则有以下结论。
定理  设（爛，）是代数系统，牉是其幺元，如果是可结合运算，且 爛中每一个元

素都有左（右）逆元，则 爛中元素的左（右）逆元就是逆元，且逆元是唯一的。
证明 在 爛中任取一个元素 牃，由于 爛中每一个元素都有左逆元，不妨设 牃的左逆元为

牄，因此有

牄牃＝ 牉
（牄牃）牄＝ 牉牄＝ 牄

又因为 牄也有左逆元，不妨设 牄的左逆元为 牅，因此有

牅牄＝ 牉
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牅（（牄牃）牄）＝ 牉
由于运算是可结合运算，因此有

（牅牄）（牃牄）＝ 牉
牉（牃牄）＝ 牉

牃牄＝ 牉
由此可得 牄也是 牃的右逆元，所以 牄是 牃的逆元。下面再证逆元的唯一性。
如果 牃有两个逆元 牄和 牅，则

牄＝ 牄牉
＝ 牄（牃牅）
＝ （牄牃）牅
＝ 牉牅
＝ 牅

由此可见，牃的逆元是唯一的。
易见，代数系统（爲，＋）中，０是幺元，爲中的元素 牃的逆元是－牃；在（爲，×）中，１是幺元，

元素 ０没有逆元，其它元素 牃的逆元是 １
牃。

例  写出代数系统（爫６，６）和（爫６，６）中各个元素的逆元（如果存在着逆元）。
解 在代数系统（爫６，６）中，０是幺元，所以 ０的逆元是 ０，又由于

３６３＝ ０
２６４＝ ０
１６５＝ ０

所以 ３的逆元是 ３，２和 ４互为逆元，１和 ５互为逆元。
在代数系统（爫６，６）中，１是幺元，１的逆元是 １，５的逆元是 ５，其它元素都没有逆元。
例  写出代数系统（爫７，７）中各个元素的逆元（如果存在着逆元）。
解 在代数系统（爫７，７）中，１是幺元，１的逆元是 １，０没有逆元，由于

２７４＝ １
３７５＝ １
６７６＝ １

所以 ２和 ４互为逆元，３和 ５互为逆元，６的逆元是 ６。
例  设 爛＝｛２，４，６，８，１０｝，运算定义为 牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），求（爛，）的幺元和各元

素的逆元（如果存在逆元）。
解 在（爛，）中，２是幺元，２的逆元是 ２，其它元素都没有逆元。
定义 ４２８ 设（爛，）是代数系统，如果 爛中存在着元素 犤，使得对于 爛中任意元素 牃，

都有

牃犤＝ 犤牃＝ 犤
则称 犤为（爛，）的零元。
例如，在（爫牑，牑）中，０是零元。在（爲，×）中，０是零元。但（爫牑，牑）和（爲，＋）中没有零元。
在例 ４８中，１０是（爛，）的零元。
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习 题

１设（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，是可结合运算，且 牄＝牃２，牅＝牄２，牆＝牅２，证明是可交换

运算。

２（爛，）是代数系统，爛是有限集，那么

（１）当运算对于 爛是封闭运算时，其运算表有何特点？

（２）当运算是可交换运算时，其运算表有何特点？

３写出（爫４，４）的所有等幂元。

４写出（爫５，５）的幺元和各元素的逆元。

５写出（爫５，５）中的幺元和各元素的逆元（如果存在逆元）。

６爤＋是所有正整数构成的集合，爤＋上的二元运算定义为：牃牄＝牋牅牆（牃，牄），其中 牋牅牆（牃，牄）表示 牃和 牄
的最大公约数。写出代数系统（爤＋，）的等幂元，幺元，零元（如果存在的话）。

７设（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，运算由表 ４２３所确定。请指出（爛，）中的等幂元，幺

元，零元，各元素的逆元（如果存在的话）。
表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牃 牃 牃

牃 牄 牅 牆

牃 牅 牅 牄

牃 牆 牄 牅

８当 牑为什么数时，（爫牑，牑）中，除 ０以外，每个元素都有逆元。

９请构造一个代数系统，除幺元外，每个元素都没有逆元。

１０设（爫牑，牑，牑）是代数系统，证明牑对于牑是可分配的。

 同构

设（爛，）为代数系统，其中集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，运算的定义由表 ４３１ａ所示。由于集
合 爛；集合中的元素牃，牄，牅，牆；运算都是我们给出的名称而已。如果把集合爛改称为爜；把集
合中的元素改称为 犜，犝，犞，犽；把运算改称为○；并把的运算表中的元素相应改为 犜，犝，犞，
犽；得到○的运算表（见表 ４３１ｂ）。易见，代数系统（爛，）和代数系统（爜，○）在“本质上是一
致”的，只不过用了不同的名称而已，我们称这样两个代数系统是同构的。

表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牄 牅 牆

牄 牅 牆 牃

牅 牆 牃 牄

牆 牃 牄 牅

ａ）

○ 犜 犝 犞 犽

犜

犝

犞

犽

犜 犝 犞 犽

犝 犞 犽 犜

犞 犽 犜 犝

犽 犜 犝 犞

ｂ）

由此可见，代数系统（爛，）和（爜，○）是同构的，必须：集合 爛和 爜之间能建立一一对应
关系，并且这种对应关系能保持在运算中。
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由于函数就是体现集合间的对应关系，下面将用函数来描述代数系统的同构。
还是以上面提到的两个代数系统为例来分析同构的内在含义。
设 牊是 爛到 爜的双射函数，且有 牊（牃）＝犜，牊（牄）＝犝，牊（牅）＝犞，牊（牆）＝犽，即 牊建立的 爛到

爜的一一对应关系如下：
牊

爛 爜
→牃 犜
→牄 犝
→牅 犞
→牆 犽

为了使运算也保持这种对应关系，还需要有：
牃 →牄 犜○犝
牄 →牅 犝○犞
牅 →牆 犞○犽

……
也即：

牊（牃牄）＝犜○犝
牊（牄牅）＝犝○犞
牊（牅牆）＝犞○犽

……
或写成：

牊（牃牄）＝牊（牃）○牊（牄）
牊（牄牅）＝牊（牄）○牊（牅）
牊（牅牆）＝牊（牅）○牊（牆）

……
由以上分析可得：
定义 ４３１ 设（爛，）和（爜，○）是代数系统，如果存在着 爛到 爜的双射函数 牊，使得对

于 爛中任意元素 牃和 牄，都有

牊（牃牄）＝ 牊（牃）○牊（牄）
则称（爜，○）同构于（爛，）；称 牊为（爛，）到（爜，○）的同构映射；（爜，○）是（爛，）的同构象；
或称（爛，）和（爜，○）同构。
例  设（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，的运算表见表 ４３２ａ所示，证明代

数系统（爛，）与（爫４，４）同构，并写出其同构映射。
解 为了方便阅读，把（爫４，４）的运算表列出（见表 ４３２ｂ）。
令 牊是 爛到 爜的双射函数，且有

牊（牃）＝０
牊（牄）＝１
牊（牅）＝２
牊（牆）＝３
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表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牄 牅 牆

牄 牅 牆 牃

牅 牆 牃 牄

牆 牃 牄 牅

ａ）

４ ０ １ ２ ３

０

１

２

３

０ １ ２ ３

１ ２ ３ ０

２ ３ ０ １

３ ０ １ ２

ｂ）

容易验证，对于 爛中任意元素 牨和 牪，都有

牊（牨牪）＝牊（牨）４牊（牪）
由此可得，牊是（爛，）到（爫４，４）的同构映射，（爛，）和（爫４，４）同构。
例  设 爠＋是全体正偶数组成的集合，爤＋是全体正整数组成的集合，证明代数系统

（爠＋，＋）同构于（爤＋，＋）。
解 令 牊是 爤＋到 爠＋的函数，且有 牊（牕）＝２牕。易知，牊是 爤＋到 爠＋的双射函数。由于

牊（牕＋ 牔）＝ ２（牕＋ 牔）
＝ ２牕＋ ２牔
＝ 牊（牕）＋ 牊（牔）

所以 牊是（爤＋，＋）到（爠＋，＋）的同构映射，（爠＋，＋）同构于（爤＋，＋）。
例  设（爛，）和（爜，○）是代数系统，其中 爛＝｛牃，牄，牅｝，爜＝｛牨，牪，牫｝，和○的运算

表为表 ４３３ａ，ｂ所示。证明（爛，）和（爜，○）同构。

表 

 牃 牄 牅

牃

牄

牅

牃 牄 牅

牄 牅 牅

牃 牃 牄

ａ）

○ 牨 牪 牫

牨

牪

牫

牨 牪 牫

牨 牫 牨

牫 牪 牪

ｂ）

○ 牨 牫 牪

牨

牫

牪

牨 牫 牪

牫 牪 牪

牨 牨 牫

ｃ）

解 为了便于观察，首先把（爜，○）运算表的上方和左侧的元素顺序 牨，牪，牫改为 牨，牫，牪。
于是得到表 ４３３ｃ，它仍然是（爜，○）的运算表。比较表 ４３３ａ和表 ４３３ｃ可知，只要把表 ４３
３ｃ中的 牨，牫，牪，依次改为 牃，牄，牅；○改为，就得到表 ４３３ａ。由此可令

牊（牃）＝牨
牊（牄）＝牫
牊（牅）＝牪

则 牊是（爛，）到（爜，○）的同构映射；（爛，）与（爜，○）同构。
当两个代数系统同构时，由于它们“在本质上是一致的”，所以常把它们看作是相同的代数

系统。

习 题

１集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，的运算表如表 ４３４所示，证明（爛，）与（爫３，３）同构。
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表 

 牃 牄 牅

牃

牄

牅

牃 牄 牅

牄 牅 牃

牅 牃 牄

２代数系统（爛，），爛＝｛０，１，２，３｝，的运算表如表 ４３５所示。爜＝｛牃，牄｝，证明（爛，）与（爮（爜），Ｕ）同

构。其中 爮（爜）是 爜的幂集，Ｕ是集合的并运算。
表 

 ０ １ ２ ３

０

１

２

３

０ １ ２ ３

１ １ ３ ３

２ ３ ２ ３

３ ３ ３ ３

３如果把同构的代数系统看作是相同的，那么具有两个元素的代数系统（运算是封闭的）可以有多少种？

４集合 爛＝｛牉，牃，牄，牅｝，和○的运算表如表 ４３６ａ和 ｂ所示。证明（爛，）与（爛，○）同构。
表 

 牉 牃 牄 牅

牉

牃

牄

牅

牉 牃 牄 牅

牃 牄 牅 牉

牄 牅 牉 牃

牅 牉 牃 牄

ａ）

○ 牉 牃 牄 牅

牉

牃

牄

牅

牉 牃 牄 牅

牃 牅 牉 牄

牄 牉 牅 牃

牅 牄 牃 牉

ｂ）

 半群

本节介绍一种特殊的代数系统——半群，它在形式语言、自动机理论中都有具体的应用。
定义 ４４１ 设（爛，）是代数系统，其中 爛是非空集合，是 爛上的二元运算，且满足

（１）运算对于 爛是封闭的

（２）运算是可结合运算
则称（爛，）为半群。
例如，代数系统（爫牑，牑）和（爫牑，牑），由于运算牑和牑在 爫牑上是封闭的，且满足结合

律，所以（爫牑，牑）和（爫牑，牑）都是半群。
又如，集合爛＝｛１，２，３，４，５｝，二元运算定义为：牃牄＝ｍａｘ（牃，牄）。易见运算对于爛是

封闭的且满足结合律，所以（爛，）是半群。
容易验证，对于普通加法和乘法，（爤，＋），（爤，×），（爲，＋），（爲，×）都是半群。
例  （爤，）是代数系统，其中 爤是整数集合，运算定义为：牃牄＝牃＋牄－牃牄，证明

（爤，）是半群。
证明 因为当牃，牄为整数时，牃＋牄－牃牄也是整数，所以对于爤是封闭的。另外，对于任意

的整数 牃，牄，牅
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（牃牄）牅＝ （牃＋ 牄－ 牃牄）牅
＝ 牃＋ 牄－ 牃牄＋ 牅－ （牃＋ 牄－ 牃牄）牅
＝ 牃＋ 牄＋ 牅－ 牃牄－ 牃牅－ 牄牅＋ 牃牄牅

牃（牄牅）＝ 牃（牄＋ 牅－ 牄牅）
＝ 牃＋ 牄＋ 牅－ 牄牅－ 牃（牄＋ 牅－ 牄牅）
＝ 牃＋ 牄＋ 牅－ 牃牄－ 牃牅－ 牄牅＋ 牃牄牅

所以

（牃牄）牅＝ 牃（牄牅）
即是可结合运算，由此可得（爤，）是半群。
例  （爛，）是半群，对于爛中任意两个不同的元素牨和牪都有牨牪＝燋牪牨。证明爛

中每一个元素都是等幂元。
证明 由题意可知，当 牨＝燋牪时，必有 牨牪＝燋牪牨，也就是说当 牨牪＝牪牨时，必有 牨＝

牪。
在 爛中任取元素 牃，由于是可结合运算，所以

（牃牃）牃＝ 牃（牃牃）
由此可得：牃牃＝牃，即 牃为等幂元。
定义 ４４２ 设（爛，）是半群，爜是 爛的子集，且（爜，）也是半群，则称（爜，）为（爛，

）的子半群。
例如，（爫６，６）是半群，令 爫６的子集 爛＝｛０，２，４｝，由于运算６在 爛上是封闭的，且是 爛

上的可结合运算。所以（爛，）６是（爫６，６）的子半群。
由子半群的定义易得下列定理。
定理  设（爛，）是半群，爜是 爛的子集，如果对于 爜是封闭的，则（爜，）是（爛，

）的子半群。
下面介绍关于有限半群的重要定理。
定理  设（爛，）是半群，爛是有限集合，则（爛，）中必存在等幂元。
证明 因为 爛是有限集，不妨设 爛中元素的个数为 牕，在 爛中任取一个元素 牃，考察以下

牕＋１个元素

牃１，牃２，…，牃牕＋１

由运算的封闭性可知，这 牕＋１个元素都属于 爛，而燏爛燏＝牕，所以有鸽洞原理可知，这 牕＋１
个元素中至少有两个元素相同，不妨设为

牃牏＝ 牃牏＋牑 （１≤ 牑≤ 牕－ １）
下面将分三种情况讨论

（１）当 牏＝牑时，则

牃牏＝ 牃牏＋牏＝ 牃牏牃牏

所以 牃牏就是等幂元。
（２）当 牏＜牑时，即 牑－牏＞０

牃牏＝ 牃牏＋牑＝ 牃牏牃牑
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同时以 牃牑－牏从左运算于等式两边，得

牃牑－牏牃牏＝ 牃牑－牏牃牏牃牑

牃牑＝ 牃牑牃牑

所以 牃牑就是等幂元。
例如，当 牏＝２，牑＝５时，即

牃２＝ 牃２牃５

牃３牃２＝ 牃３牃２牃５

牃５＝ 牃５牃５

可得 牃５是等幂元。
（３）当 牏＞牑时，即

牃牏＝ 牃牏牃牑

同时以 牃牑从右边运算于等式两边，得

牃牏牃牑＝ 牃牏牃２牑

由此可得

牃牏＝ 牃牏牃２牑

同样，以 牃牑从右边运算于上式两边，得

牃牏牃牑＝ 牃牏牃３牑

牃牏＝ 牃牏牃３牑

……
由此可见，对于任意的正整数 牘，都有

牃牏＝ 牃牏牃牘牑

取适当大的 牘，使得 牘牑＞牏，即 牘牑－牏＞０，从而有

牃牘牑－牏牃牏＝ 牃牘牑－牏牃牏牃牘牑

牃牘牑＝ 牃牘牑牃牘牑

所以 牃牘牑就是等幂元。
例如，当 牏＝７，牑＝３时，即

牃７＝ 牃７牃３

同时以 牃３运算于等式两边，得

牃７牃３＝ 牃７牃３牃３

牃７＝ 牃７牃６

再以 牃３运算于上式两边得

牃７牃３＝ 牃７牃６牃３

牃７＝ 牃７牃９

此时，由于 ９＞７，所以用 牃９－７＝牃２运算于上式两边，得

牃２牃７＝ 牃２牃７牃９

牃９＝ 牃９牃９

所以 牃９就是等幂元。
由此证明了有限半群中必存在等幂元。
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例  （爛，）是半群，其中 爛＝｛牃，牄，牅｝，且有 牃牃＝牄，牄牄＝牅，证明

（１）是可交换运算

（２）牅牅＝牅
证明 因为 牄＝牃２，牅＝牄牄＝牃４，所以

牃牄＝ 牃牃２＝ 牃３＝ 牃２牃＝ 牄牃
牃牅＝ 牃牃４＝ 牃５＝ 牃４牃＝ 牅牃
牄牅＝ 牃２牃４＝ 牃６＝ 牃４牃２＝ 牅牄

由此可见，是可交换运算，（１）得证。
由于（爛，）是有限半群，所以 爛中必存在等幂元，但因为 牃２＝牄，牄２＝牅，所以 牃和 牄都不是

等幂元，由此可见 牅必是等幂元，即 牅牅＝牅，（２）得证。
定义 ４４３ 设（爛，）是代数系统，且满足：
（１）二元运算对于 爛是封闭的

（２）是可结合运算

（３）（爛，）中含有幺元
则称（爛，）为独异点。
显然，独异点就是含幺元的半群。
例如，（爤，＋），（爲，＋）都是半群且都含有幺元 ０，所以（爤，＋），（爲，＋）都是独异点。
又如，（爤，×），（爲，×）都是半群且都含有幺元 １，所以（爤，×），（爲，×）都是独异点。
再如，（爫牑，牑），（爫牑，牑），也都是独异点，因为（爫牑，牑），（爫牑，牑）都是半群，０是（爫牑，

牑）的幺元，１是（爫牑，牑）的幺元，所以都是含幺元半群。
当然，并非所有半群都含有幺元，例如，爛＝｛１，２，３，４｝，运算定义为：牃牄＝牄，容易验证

对于 爛是封闭的，且是可结合运算，所以（爛，）是半群，但 爛中不存在幺元。
定义 ４４４ （爛，）是独异点，爜是 爛的子集，如果 爜是独异点。且 爛中幺元也属于 爜，

则称（爜，）为（爛，）的子独异点。
显然，独异点和子独异点必须有相同的幺元。
例如，爛＝ ｛１，２，３，４，５｝，运算定义为：牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），易知元素 １是 （爛，

）的幺元，所以 （爛，）是独异点。取 爛的子集 爜＝ ｛１，３，５｝，显然 （爜，）是独异
点，其中 １是 （爜，）的幺元，由此，（爜，）是 （爛，）的子独异点。另外，若取 爛的
子集 爞＝ ｛２，４｝，易知 （爞，）为独异点，但其幺元为 ２，所以 （爞，）不是 （爛，）的
子独异点。

习 题

１爤是由所有整数组成的集合，对于下列运算，哪些代数系统（爤，）是半群？

（爛）牃牄＝牃牄

（爜）牃牄＝牃

（爞）牃牄＝牃＋牃牄

（爟）牃牄＝ｍａｘ（牃，牄）

２写出（爫８，８）的所有子半群。

３写出（爫１０，１０）的所有等幂元。
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４（爛，）是半群，其中 爛＝｛牃，牄｝，且 牃牃＝牄，证明

（１）是可交换运算

（２）牄牄＝牄
５集合 爛＝｛０，２，４｝，说明对于模 ６乘法６，（爛，６）是独异点，但（爛，６）不是（爫６，６）的子独异点。

６爤是整数集合，运算定义为：牃牄＝牃＋牄＋牃牄，证明（爤，）是独异点。

７（爛，）是半群，对于 爛中任意两个不同的元素 牃和 牄都有 牃牄＝燋牄牃，证明 牃牄牃＝牃。

 群的定义和性质

群是极为重要的代数系统，它有着广泛的应用，并已有深入的研究。
定义 ４５１ 设（爢，）是代数系统，且满足

（１）运算对于 爢是封闭的

（２）运算是可结合运算

（３）爢中含有幺元

（４）爢中每一个元素都存在逆元
则称（爢，）为群。
例如，（爲，＋）是群，其中 ０是幺元，实数 牃的逆元是－牃。但（爲，×）不是群，因为对于普通

乘法，０的逆元不存在；如果在实数集中“去掉”０，则（爲－｛０｝，×）是群，其中 １是幺元，牃的逆
元是 １燉牃。
又如，（爫牑，牑）是群，其中 ０是幺元，０的逆元是 ０，牏≠０，牏∈爫牑，牏的逆元是 牑－牏。但

（爫牑，牑）不是群，显然，对于运算牑，０没有逆元，甚至在 爫牑中去掉 ０后，（爫牑－ ｛０｝，
牑）在一般情况下仍然不是群。如在 （爫６－ ｛０｝，６）中，由于 ２６３＝０爫６－ ｛０｝，所
以运算６对于 爫６－ ｛０｝不是封闭的，由此可见 （爫６－ ｛０｝，６）不是群。只有当 牑为素
数时，（爫牑－ ｛０｝，牑）才是群。例如，当 牑＝７时，爫７－ ｛０｝＝ ｛１，２，３，４，５，６｝，容
易验证运算７对于 爫７－ ｛０｝是封闭的，１是幺元，１的逆元是 １，６的逆元是 ６，２和 ４互
逆，３和 ５互逆。所以 （爫７－ ｛０｝，７）是群。
定义 ４５２ 群 （爢，）中，如果 爢是有限集合，则称 （爢，）为有限群，爢中元素

的个数称为该有限群的阶数；如果 爢是无限集合，则称 （爢，）为无限群。
例如，（爫６，６）是 ６阶群，（爲，＋）是无限群。
定义 ４５３ 设（爢，）是群，如果对于 爢是可交换运算，则称（爢，）为可交换群或称

阿贝尔群。
例如，群（爲，＋），（爫牑，牑），（爲－｛０｝，×），（爫牘－｛０｝，牘）都是阿贝尔群（其中 牘是素

数）。
又如，爢是由所有 ２阶满秩实数方阵作为元素构成的集合，对于矩阵的乘法×，容易验证，

（爢，×）是群，其中 １ ０槏 槕０ １
是幺元，每一个 ２阶满秩实数方阵的逆阵是其逆元。由于矩阵的乘法

不满足交换律，所以（爢，×）不是阿贝尔群。
下面介绍群的基本性质。
定理  群中的幺元是唯一的等幂元。
证明 设（爢，）是群，牃∈爢，且牃是等幂元。即：牃牃＝牃。由于爢中每一个元素都有逆元，

设 牃的逆元为 牃－１，则
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牃－１牃牃＝ 牃－１牃
牉牃＝ 牉

牃＝ 牉
由此可见，群中等幂元必是幺元，由幺元的唯一性可知，群的等幂元是唯一的。
显然，在独异点中除幺元外还可以有多个等幂元，如在独异点（爫６，６）中，除幺元 １外，尚

有 ０，３，４都是等幂元。
定理  设（爢，）是群，牃∈爢，如果对于 爢 

中某一个元素 牄有 牃牄＝牄（或 牄牃＝牄），
则 牃是（爢，）的幺元。
证明 由于 牃牄＝牄，以 牄－１从右运算于上式两边得

牃牄牄－１＝ 牄牄－１

牃牉＝ 牉
牃＝ 牉

上述定理表明，当（爢，）是群时，要验证元素 牃是否是幺元，只需对 爢中某一个元素 牄，考
察是否有 牃牄＝牄成立即可。
而对于一般的代数系统（爛，），要验证元素 牃是否是幺元，由幺元的定义可知，必须考察

对 爛 
中每一个元素 牨，是否都有 牃牨＝牨牃＝牨成立。仅仅对 爛中某一个元素 牄，有 牃牄＝牄，

牃不一定是幺元。如 爛＝｛１，２，３，４，５｝，运算定义为：牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），易见有 ３５＝５，显然元
素 ３不是（爛，）的幺元。
定理 设（爢，）是群，对于爢中任意元素牃，牄，牅，如果成立着牃牄＝牃牅或牄牃＝

牅牃，则必有 牄＝牅。
证明 设 牃牄＝牃牅，以 牃－１从左运算于等式两边

牃－１牃牄＝ 牃－１牃牅
牉牄＝ 牉牅

牄＝ 牅
当 牄牃＝牅牃时，同样可证得 牄＝牅。
上述定理表明群中的运算满足消去律。
在一般的代数系统中，运算不一定满足消去律。如在独异点（爫６，６）中，２６１＝２６４，但

１≠４，可见 ６不满足消去律。
定理  （爢，）是群，对于 爢中任意元素 牃和 牄，都有（牃牄）－１＝牄－１牃－１。
证明 因为（牃牄）（牄－１牃－１）＝牃（牄牄－１）牃－１＝牃牉牃－１＝牃牃－１＝牉，所以 牄－１

牃－１是 牃牄的逆元，即（牃牄）－１＝牄－１牃－１。
推论 （爢，）是群，对于 爢中任意元素 牃，有：（牃－１）牕＝（牃牕）－１，并将（牃－１）牕记作 牃－牕。
定理  设（爢，）是有限群，则在的运算表中，每一行（或每一列）的元素都是不相

同的。
证明 设 爢＝ ｛牃１，牃２，…，牃牕｝，运算表中的第 牏行元素为：牃牏牃１，牃牏牃２，…，牃牏牃牕。

如果其中有两个元素相同，不妨设 牃牏牃牐和 牃牏牃牘相同 （牑≠牘），即 牃牏牃牑＝牃牏牃牘，由于群
中的运算满足消去律，所以 牃牑＝牃牘，这和 牃牑，牃牘是不同元素的假设矛盾。由此得证。
由群的运算表的特点可知，在同构意义下 ２阶群和 ３阶群各有一种，它们的运算表见表 ４

５１和表 ４５２。
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表 

 牉 牃

牉

牃

牉 牃

牃 牉

表 

 牉 牃 牄
牉
牃
牄

牉 牃 牄
牃 牄 牉
牄 牉 牃

对于 ４阶群，由群的运算表的特点可推出应有两种不同构的 ４阶群，其运算表：见表 ４５３
和表 ４５４。

表 

 牉 牃 牄 牅

牉

牃

牄

牅

牉 牃 牄 牅

牃 牄 牅 牉

牄 牅 牉 牃

牅 牉 牃 牄

表 

 牉 牃 牄 牅

牉

牃

牄

牅

牉 牃 牄 牅

牃 牉 牅 牄

牄 牅 牉 牃

牅 牄 牃 牉

以后我们还将证明 ５阶群在同构意义下仅有一种，其运算表：见表 ４５５
表 

 牉 牃 牄 牅 牆

牉

牃

牄

牅

牆

牉 牃 牄 牅 牆

牃 牄 牅 牆 牉

牄 牅 牆 牉 牃

牅 牆 牉 牃 牄

牆 牉 牃 牄 牅

可以证明 ６阶群在同构意义下仅有两种（证明过程比较冗长，这里不再介绍，但请记住这
个结论），其运算表见表 ４５６和表 ４５７。

表 

 牉 牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５

牉

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

牉 牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５

牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５ 牉

牃２ 牃３ 牃４ 牃５ 牉 牃１

牃３ 牃４ 牃５ 牉 牃１ 牃２

牃４ 牃５ 牉 牃１ 牃２ 牃３

牃５ 牉 牃１ 牃２ 牃３ 牃４

表 

 牉 牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５

牉

牃１

牃２

牃３

牃４

牃５

牉 牃１ 牃２ 牃３ 牃４ 牃５

牃１ 牉 牃３ 牃２ 牃５ 牃４

牃２ 牃４ 牉 牃５ 牃１ 牃３

牃３ 牃５ 牃１ 牃４ 牉 牃２

牃４ 牃２ 牃５ 牉 牃３ 牃１

牃５ 牃３ 牃４ 牃１ 牃２ 牉

以上介绍了 ２～６阶群的简单情况，以后还将对它们作进一步的讨论。

习 题

１集合 爛＝｛１，２，３，４｝，对于下列运算，哪些代数系统（爛，）是群？

（爛）牃牄＝牃＋牄

（爜）是模 ５乘法

（爞）牃牄＝牃牄

２集合 爛＝｛牃，牄，牅，牆｝，表 ４５８和表 ４５９，表 ４５１０所确定的运算，哪些代数系统（爛，）是群？
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（爛） 表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牄 牅 牆

牄 牅 牆 牃

牅 牆 牃 牃

牆 牃 牄 牄

（爜） 表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牄 牃 牆 牅

牃 牄 牅 牆

牆 牅 牄 牃

牅 牆 牃 牄

（爞） 表 

 牃 牄 牅 牆

牃

牄

牅

牆

牃 牄 牅 牆

牄 牃 牆 牅

牅 牃 牄 牆

牆 牃 牄 牅

３证明（爤，＋）是群。

４证明群中不存在零元。

５设（爢，）是群，如果对于 爢中任意元素 牃，牄都有（牃牄）－１＝牃－１牄－１，证明（爢，）是阿贝尔群。

６设（爢，）是群，如果对于 爢中任意元素 牃，牄都有（牃牄）２＝牃２牄２，证明（爢，）是阿贝尔群。

７设（爢，）是群，如果对于爢中任意元素牃，牄都有（牃牄）３＝牃３牄３和（牃牄）５＝牃５牄５，证明（爢，）是阿

贝尔群。

８（爢，）是 ３阶群，爢＝｛牉，牃，牄｝，其中 牉是幺元，证明 牃３＝牄３＝牉。

９证明群（爫４，４）和（爫５－｛０｝，５）同构。

１０设（爢，）是偶数阶群，证明在 爢中必存在非幺元 牃，使得 牃牃＝牉。

１１设（爢，）是群，牉是幺元，如果对于 爢中任意元素 牃，都有 牃牃＝牉，证明（爢，）是阿贝尔群。

１２（爛，）是代数系统，其中 爛＝ １ ０槏 槕０ １ ，
１ ０槏 槕０ －１ ，

－１ ０槏 槕０ １ ，
－１ ０槏 槕｛ ｝０ －１

，运算为矩阵的乘法，

证明（爛，）是群。

 子群

定义 ４６１ 设（爢，）是群，爳是 爢的非空子集，如果（爳，）也构成群，则称（爳，）为

（爢，）的子群。
显然，由于｛牉｝和 爢都是 爢的子集，所以（｛牉｝，）和（爢，）也是（爢，）的子群，这两个子

群称为平凡子群。
例如，爫６＝｛０，１，２，３，４，５｝，运算６是模 ６加法，（爫６，６）是群。取 爢的子集 爳＝｛０，２，

４｝，容易验证运算６对于 爳是封闭的；在 爳中，运算的结合律是“继承”的；爳中有幺元 ０，元素

２和 ４互为逆元；由此可见（爳，）构成群，所以（爳，）是（爢，）的子群。
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由子群的定义可知，如果 爳是群 爢的子集，考察（爳，）是否是群（爢，）的子群，应当验
证：

（１）对于 爳是否封闭

（２）群 爢中的幺元 牉是否属于 爳
（３）爳中的任意元素 牃，其逆元 牃－１是否属于 爳。
当群 爢的子集 爳为有限集合时，验证（爳，）为（爢，）的子群的方法要简单些。
定理  设（爢，）是群，爳是 爢的有限子集，如果运算对于 爳是封闭的，则（爳，）

是群（爢，）的子群。
证明 因为 爳是有限集合，所以不妨设 爳中有 牕个元素。在 爳中任取一个元素 牃，考察 牃，

牃２，…，牃牕＋１；由于运算对于 爳是封闭的，所以这 牕＋１个元素都属于 爳，再由鸽洞原理可知，这

牕＋１个元素中至少有两个元素相同，不妨设为

牃牏＝ 牃牏＋牑

即

牃牏＝ 牃牏牃牑

由定理 ４５２可知，牃牑是幺元。
下面再证 爳中的元素 牃的逆元属于 爳。
如果 牑＝１，则 牃为幺元，牃的逆元为其自身，所以 牃－１∈爳。
如果 牑＞１，由

牃牑＝ 牉
牃牃牑－１＝ 牉

所以 牃牑－１是 牃的逆元，而 牃牑－１∈爳，因此 牃的逆元 牃－１∈爳，由此可见（爳，）是（爢，）的子群。
例  求群（爫１２，１２）的所有非平凡子群。
解 爫１２＝｛０，１，２，…，１１｝，取 爫１２的子集 爳１＝｛０，６｝，容易验证运算１２对于 爳１是封闭的，

所以（爳１；１２）是（爫１２，１２）的 ２阶子群；同样取 爫１２的子集 爳２＝｛０，４，８｝，爳３＝｛０，３，６，９｝，爳４＝
｛０，２，４，６，８，１０｝；验证后可知１２对于 爳２，爳３，爳４是封闭的，所以（爳２，１２），（爳３，１２）和（爳４，
１２）分别是（爫１２，１２）的 ３阶，４阶，６阶子群。
例  求群（爫７－｛０｝，７）的所有非平凡子群。
解 爫７－｛０｝＝｛１，２，３，４，５，６｝，取其子集 爳１＝｛１，６｝，爳２＝｛１，２，４｝；容易验证７对于 爳１

和 爳２都是封闭的，所以（爳１，７）和（爳２，７）都是（爫７－｛０｝，７）的子群。
以后将证明在群（爫１２，１２），（爫７－｛０｝，７）中，除例 ４１５和例 ４１６所解得的非平凡子群

外，没有其它非平凡子群。
下面给出一个适用范围较广的确定子群的方法。
定理  设（爢，）是群，爳是 爢的非空子集，如果对于 爳中任意元素 牃和 牄，都有 牃

牄－１属于 爳，则（爳，）是（爢，）的子群。
证明 首先证明（爢，）的幺元 牉已属于 爳，由定理给出的条件可知，当 牃∈爳时，应有 牃

牃－１∈爳，所以 牉∈爳。
其次证明（爳，）中的每一个元素的逆元属于 爳。
对于 牃∈爳，由于 牉∈爳，所以 牉牃－１∈爳，由此可知 牃－１∈爳。
现再证明对于 爳是封闭的，对于 牃，牄∈爳，应有 牄－１∈爳，所以 牃（牄－１）－１∈爳，即 牃牄∈
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爳，由此可见对于 爳是封闭的。从而可得（爳，）是（爢，）的子群。
例 设爢是所有满秩的２阶实数方阵为元素构成的集合，运算×是矩阵乘法，爳是所

有满秩的二阶对角实数方阵构成的集合，证明（爳，）是（爢，）的子群。
证明 在 爳中任取两个元素

牨＝
牃 ０槏 槕０ 牄，牪＝

牅 ０槏 槕０ 牆
易知

牪－１＝

１
牅 ０

０ １

烄

烆

烌

烎牆

牨×牪－１＝

牃
牅 ０

０ 牄

烄

烆

烌

烎牆
显然 牨×牪－１是满秩的 ２阶对角方阵，即 牨×牪－１∈爳，由定理 ４６２可知，（爳，）是（爢，）的子
群。
我们已经熟悉了群的阶数的定义，现在介绍群中元素的阶数的定义，以后还将指明这两者

之间的联系。
定义 ４６２ 设（爢，）是群，牃是 爢中的元素，如果存在着正整数 牕，使得 牃牕＝牉，则称元素

牃为有限阶元素，满足上述条件的最小正整数 牕称为元素 牃的阶数；如果不存在这样的正整数

牕，则称 牃为无限阶元素。
显然，幺元 牉的阶数为 １。
例如，在群（爫６，６）中，０是幺元，对于元素 ２，因为 ２３＝０，２６＝０，２９＝０，…，所以元素 ２的

阶数为 ３。对于元素 ３，因为 ３２＝０，３４＝０，３６＝０，…，所以元素 ３的阶数为 ２。
例  求群（爫５－｛０｝，５）中各元素的阶数。
解 爫５－｛０｝＝｛１，２，３，４｝，其中 １是幺元，１的阶数为 １；对于元素 ２，因为 ２１＝２，２２＝４，２３

＝３，２４＝１，所以元素 ２的阶数是 ４；对于元素 ３，因为 ３１＝３，３２＝４，３３＝２，３４＝１，所以元素 ３的

阶数是 ４；对于元素 ４，因为 ４１＝４，４２＝１，所以元素 ４的阶数为 ２。
例  设 爢＝｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝，运算是按位加——不作进位的

二进制加法，如

１ ０ １ ０ ０ １
１ １ １ １ ０ １

０ １ ０ １ ０ ０
容易验证（爢，）是群，求 爢中各元素的阶数。
解 易知元素 ０００是么元，其阶数为 １。爢中其它元素牃都有牃牃＝０００，所以爢中非幺元

的阶数都是 ２。
易见，在群（爲，＋）中，除幺元 ０是 １阶元素外，其它元素都是无限阶元素。
定理  设（爢，）是 牕阶群，牃是 爢中的元素，其阶数为 牑，则 牑≤牕。
证明 考察以下 牕＋１个元素：牃，牃２，…，牃牕＋１。因为 爢是 牕阶群，即燏爢燏＝牕，由鸽洞原理可
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知，上述 牕＋１个元素中，至少有两个元素相同，不妨设为

牃牏＝ 牃牏＋牐 （１≤ 牐≤ 牕）
或 牃牏＝ 牃牏牃牐

由定理 ４５２可知，牃牐＝牉（１≤牐≤牕）。又由元素的阶数的定义可知，牃的阶数为牑，应有牑≤
牐，所以 牑≤牕。
定理 设（爢，）是群，牃∈爢，且其阶数为牑，令爳＝｛牃，牃２，…，牃牑｝，则（爳，）是群（爢，

）的子群。
证明 只需证运算对于 爳是封闭的。因为 牑是元素 牃的阶数，所以 牃牑＝牉。在 爳中任取

两个元素 牃牏和 牃牐，当 牏＋牐≤牑时，牃牏牃牐＝牃牏＋牐∈爳；当 牏＋牐＞牑时，牃牏牃牐＝牃牏＋牐－牑＋牑＝牃牏＋牐－牑牃牑

＝牃牏＋牐－牑∈爳，由此可见，对于 爳是封闭的，所以（爳，）是（爢，）的子群。
例如，在群（爫１２，１２）中，元素 ２的阶数为 ６，令 爳＝｛２，２２，２３，２４，２５，２６｝＝｛２，４，６，８，１０，

０｝，则（爳，１２）是（爫１２，１２）的６阶子群；同样，元素３的阶数为４，令爳′＝｛３，３２，３３，３４｝＝｛３，６，
９，０｝，则（爳′，１２）是（爫１２，１２）的 ４阶子群。
又如，在群（爫１１－｛０｝，１１）中，元素 ５的阶数为 ５，令 爳＝｛５，５２，５３，５４，５５｝＝｛５，３，４，９，１｝，

则（爳，１１）是（爫１１－｛０｝，１１）的 ５阶子群。
例  证明偶数阶群必有 ２阶子群。
证明 设（爢，）是偶数阶群，不妨设燏爢燏＝２牕，由于 爢中幺元 牉的逆元是其自身，所以其

它 ２牕－１个元素中，至少有一个元素 牃，其逆元也是自身，即有 牃牃＝牉，由此可见 牃是 ２阶元
素，令 爳＝｛牃，牃２｝＝｛牃，牉｝，则（爳，）是（爢，）的 ２阶子群。

习 题

１下列集合 爳是 爫１２的子集，对于运算１２，哪些代数系统（爳，１２）是群（爫１２，１２）的子群？

（爛）爳＝｛０，牄｝

（爜）爳＝｛０，３，６，９｝

（爞）爳＝｛０，４，６，８｝

（爟）爳＝｛０，２，４，８｝。

２求群（爫１１－｛０｝，１１）的 ２阶子群。

３设 爠是所有偶数组成的集合，证明（爠，＋）是（爤，＋）的子群。

４设（爣，）和（爦，）都是群（爢，）的子群，证明（爣∩爦，）也是（爢，）的子群。

５设 爢＝｛０００，００１，１００，１０１｝，运算是按位加，求群（爢，）中各元素的阶数。

６求群（爫７，７）中各元素的阶数。

７求群（爫１３－｛０｝，１３）中各元素的阶数。

８设（爢，）是有限群，牃，牄∈爢，证明

（１）牃和 牃１有相同的阶数

（２）牃牄和 牄牃有相同的阶数

９设（爢，）是有限群，证明群 爢中阶数大于 ２的元素个数是偶数。

１０设（爢，）是 牕阶群，且对于 爢中任意元素 牃，都有 牃牃＝牉；当 牕＞４时，群 爢必有 ４阶子群。

 循环群

循环群是比较常见也比较简单的群。
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定义 ４７１ 设（爢，）是有限群，如果 爢中存在着元素 牃，使得 爢中任意元素 牋都能表示
成 牃的幂的形式，即

牋＝ 牃牑 （牑是正整数）
则称 牃为群 爢的生成元，具有生成元的群称为循环群。
例  证明群（爫６，６）是循环群。
证明 考察 爫６中元素 １，因为

１１＝ １
１２＝ １６１＝ ２

１３＝ １６１６１＝ ３

１４＝ １６１６１６１＝ ４

１５＝ １６１６１６１６１＝ ５

１６＝ １６１６１６１６１６１＝ ０
由此可见元素 １是群（爫６，６）的生成元，所以（爫６，６）是循环群。
例  证明群（爫７－｛０｝，７）是循环群。
证明 考察 爫７－｛０｝中元素 ３，因为

３１＝３ ３２＝２
３３＝６ ３４＝４
３５＝５ ３６＝１

所以 爫７｛０｝中所有元素都能表示成元素 ３的幂的形式，由此可见 ３是（爫７－｛０｝，７）的生成
元，（爫７－｛０｝，７）是循环群。
读者还可验证元素 ５也是（爫７－｛０｝，７）的生成元，所以循环群中的生成元不是唯一的。
例  设 爢＝｛００，０１，１０，１１｝，运算是按位加，证明群（爢，）不是循环群。
证明 因为 爢中共有 ４个元素，除幺元 ００外，其它 ３个元素的阶数均为 ２，所以这 ３个元

素的幂只能表示自身和幺元，如（０１）１＝０１，（０１）２＝００，（０１）３＝０１，（０１）４＝００，…，由此可见 爢
中不存在生成元，（爢，）不是循环群。
定理  设（爢，）是 牕阶循环群，牃是生成元，则生成元 牃的阶数也是 牕。
证明 用反证法，设生成元 牃的阶数为 牑，且 牑≠牕，由定理 ４６３可知，牑＜牕，由于 牃牑＝牉，

牃牑＋１＝牃牑牃＝牃，牃牑＋２＝牃牑牃２＝牃２，…，所以 牃的幂仅能表示 爢中 牑个元素：牃，牃２，…，牃牑，而不能
表示 爢中所有元素，这与 牃为生成元的假设矛盾。
另外，也可证明当某元素的阶数与群的阶数相同时，此元素就是生成元，请读者自行证明

之。
定理  设（爢，）是 牕阶循环群，牃是生成元，则 爢＝｛牃，牃２，…，牃牕｝。
证明 因为燏爢燏＝牕，由的封闭性可知 牃，牃２，…，牃牕∈爢，所以只需证明 牃，牃２，…，牃牕是各不

相同的。
用反证法，如果在 牃，牃２，…，牃牕中有两个元素是相同的，不妨设为 牃牏＝牃牏＋牑＝牃牏牃牑，其中 牑

是小于 牕的正整数，由定理 ４６２可知，牃牑＝牉，这和 牃是生成元，其阶数为 牕的假设矛盾。定理
得证。
定理  牑阶循环群同构于（爫牑，牑）。
证明 设（爢，）是 牑阶循环群，牃是生成元，由定理 ４７２可知 爢＝｛牃，牃２，…，牃牑｝，其中 牃牑
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＝牉；令牊是爢到爫牑的双射函数，使得牊（牉）＝０，牊（牃）＝１，牊（牃２）＝２，…，牊（牃牑－１）＝牑－１。于是牊

（牃牏牃牐）＝牊（牃牏＋牐），当 牏＋牐＜牑时，牊（牃牏＋牐）＝牏＋牐；当 牏＋牐≥牑时，牃牏＋牐＝牃牏＋牐－牑＋牑＝牃牏＋牐－牑牃牑＝

牃牏＋牐－牑，牊（牃牏＋牐）＝牏＋牐－牑，由此可得

牊（牃牏牃牐）＝ 牊（牃牏＋牐）＝ 牏牑牐

＝ 牊（牃牏）牑牊（牃牐）
所以 牊是 爢到 爫牑的同构映射，（爢，）同构于（爫牑，牑）。
上述定理表明，研究有限循环群只需研究（爫牑，牑）即可。例如，由于（爫牑，牑）是阿贝尔群，

所以可得

定理  循环群必是阿贝尔群。
例  证明（爫１３－｛０｝，１３）同构于（爫１２，１２），并写出同构映射。
证明 在群（爫１３－｛０｝，１３）中，考察元素 ２，因为 ２１＝２，２２＝４，２３＝８，２４＝３，２５＝６，２６＝

１２，２７＝１１，２８＝９，２９＝５，２１０＝１０，２１１＝７，２１２＝１；所以 ２是群（爫１３－｛０｝，１３）的生成元，（爫１３－

｛０｝，１３）是 １２阶循环群，由定理 ４７３可知，（爫１３－｛０｝，１３）同构于（爫１２，１２）。
由于元素 ２是（爫１３－｛０｝，１３）的生成元，所以 爫１３－｛０｝＝｛２１，２２，…，２１２｝，其中 ２１２＝１，令

牊是 爫１３－｛０｝到 爫１２的双射函数，且 牊（１）＝０，牊（２）＝１，牊（２２）＝２，…，牊（２１１）＝１１，则 牊是（爫１３

－｛０｝，１３）到（爫１２，１２）的同构映射。
例  求（爫１３－｛０｝，１３）的 ２阶，３阶、４阶、６阶子群。
解 求（爫１２，１２）的各阶子群比较简单，取 爫１２的子集

爳１＝ ｛０，６｝
爳２＝ ｛０，４，８｝
爳３＝ ｛０，３，６，９｝
爳４＝ ｛０，２，４，６，８，１０｝

易知（爳１，１２），（爳２，１２），（爳３，１２），（爳４，１２），分别是（爫１２，１２）的 ２阶，３阶，４阶，６阶子群。
现利用（爫１３－｛０｝，１３）和（爫１２，１２）同构的特点来求（爫１３－｛０｝，１３）的各阶子群。
由于 爫１３－｛０｝＝｛２，２２，…，２１２＝１｝，取 爫１３－｛０｝的子集

爣１＝ ｛２０，２６｝＝ ｛１，１２｝

爣２＝ ｛２０，２４，２８｝＝ ｛１，３，９｝

爣３＝ ｛２０，２３，２６，２９｝＝ ｛１，８，１２，５｝

爣４＝ ｛２０，２２，２４，２６，２８，２１０｝＝ ｛１，４，３，１２，９，１０｝
由此可求得（爫１３－｛０｝，１３）的 ２阶子群（爣１，１３）；３阶子群（爣２，１３）；４阶子群（爣３，

１３）；６阶子群（爣４，１３）。
下面介绍无限循环群。
定义 ４７２ 设（爢，）是无限群，如果 爢中存在着元素 牃，使得 爢中任意元素 牋都能表示

成 牃的幂的形式，即

牋＝ 牃牑 （牑是整数）
则称 牃为群 爢的生成元，具有生成元的无限群称为无限循环群。
例如 （爤，＋）是无限循环群，其中元素 １是生成元，对于任意整数 牏，都有 牏＝１牏。
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习 题

１设（爢，）是群，其中 爢＝｛牉，牃，牄，牅｝，运算见表 ４７１，问（爢，）是循环群吗？若是，指出它的生成元。
表 

 牉 牃 牄 牅
牉
牃
牄
牅

牉 牃 牄 牅
牃 牅 牉 牄
牄 牉 牅 牃
牅 牄 牃 牉

２证明 ３阶群必是循环群

３写出循环群（爫７，７）的所有生成元。

４利用定理 ４７２证明循环群必是阿贝尔群。

５求（爫１１－｛０｝，１１）的 ２阶和 ５阶子群（利用（爫１１－｛０｝，１１）同构于（爫１０，１０））。

 置换群

置换群是一类重要的群，它在组合数学，编码理论和有限群理论中有着广泛的应用。
首先介绍什么是置换，置换是有限集合上双射函数的一种描述形式。如 爛＝｛牃，牄，牅｝，牊是

爛到 爛的双射函数，且 牊（牃）＝牃，牊（牄）＝牅，牊（牅）＝牄，

→

→
→

即

牃

牄

牅牅

牄

牃

爛爛

牊

也可以将函数 牊所确定的对应关系形象地记为：

牊＝ 牃 牄 牅槏 槕牃 牅 牄
这种表示形式称为 爛上的置换。
可以看出，集合 爛＝｛牃，牄，牅｝，爛上有 ６种不同的置换，当 爛是具有 牕个元素的集合时，爛

上有 牕！个不同的置换。
下面介绍置换的两种合成运算。
先介绍置换的右合成运算。它是很自然地由函数的合成（复合）而引入的。
设 爛＝｛牃，牄，牅｝，牊１和 牊２是 爛上的置换，其中

牊１＝
牃 牄 牅槏 槕牄 牃 牅

牊２＝
牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄

考察复合函数 牊１牊２，易知 牊１牊２（牃）＝牊１（牅）＝牅，牊１牊２（牄）＝牊１（牃）＝牄，牊１牊２（牅）＝
牊１（牄）＝牃，所以

牊１燐牊２＝
牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃
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由此可定义两个置换的右合成运算。
牃 牄 牅槏 槕牄 牃 牅燐 牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄＝ 牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃

这种运算是先考虑右边置换所确定的对应关系：牃→牅，牄→牃，牅→牄；然后再考虑左边置换的
对应关系：牅→牅，牃→牄，牄→牃；合成后得：牃→牅，牄→牄，牅→牃。
例如

牃 牄 牅槏 槕牃 牅 牄燐 牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃＝ 牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃
牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄燐 牃 牄 牅槏 槕牃 牅 牄＝ 牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃

由于函数也可以看作是特殊的二元关系，所以可以将二元关系的合成作为置换的合成运
算，这就是置换的左合成运算。
例如，爛＝｛１，２，３，４｝，牊１和 牊２是 爛上的置换，其中

牊１＝
１ ２ ３ ４槏 槕２ ３ ４ １

牊２＝
１ ２ ３ ４槏 槕３ ４ １ ２

如果将 牊１和 牊２看作是二元关系，即 牊１＝｛（１，２），（２，３），（３，４），（４，１）｝，牊２＝｛（１，３），（２，４），
（３，１），（４，２）｝，关系的合成记作，则 牊１牊２＝｛（１，４）（２，１），（３，２），（４，３）｝，或写作

１ ２ ３ ４槏 槕２ ３ ４ １ １ ２ ３ ４槏 槕３ ４ １ ２＝ １ ２ ３ ４槏 槕４ １ ２ ３
置换的左合成运算是先考虑左边置换的对应关系 牊１：１→２，２→３，３→４，４→１；然后考虑右

边置换的对应关系 牊２：２→４，３→１，４→２，１→３；合成后得：１→４，２→１，３→２，４→３。
又如

１ ２ ３ ４槏 槕４ ３ １ ２ １ ２ ３ ４槏 槕３ １ ２ ４＝ １ ２ ３ ４槏 槕４ ２ ３ １
１ ２ ３ ４槏 槕４ ３ ２ １ １ ２ ３ ４槏 槕３ １ ４ ２＝ １ ２ ３ ４槏 槕２ ４ １ ３

为了阅读方便，我们以后提到的置换的合成运算都是指左合成运算。
容易看到，具有牕个元素的有限集上所有的置换构成的集合爳牕，对于合成运算，（爳牕，）

构成群。
例如，爛＝｛牃，牄，牅｝，爛上有 ６个不同的置换：

牊１＝
牃 牄 牅槏 槕牃 牄 牅 牊２＝

牃 牄 牅槏 槕牃 牅 牄

牊３＝
牃 牄 牅槏 槕牄 牃 牅 牊４＝

牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃

牊５＝
牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄 牊６＝

牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃
令 爳３＝｛牊１，牊２，牊３，牊４，牊５，牊６｝，容易验证合成运算对于 爳３是封闭的，满足结合律；其中

牊１是幺元；牊１，牊２，牊３，牊６的逆元都是其自身，牊４和 牊５互为逆元，所以（爳３，）是群。
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还容易验证，群（爳３，）不是可交换群，如

牊３牊４＝
牃 牄 牅槏 槕牄 牃 牅 牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃＝ 牃 牄 牅槏 槕牅 牄 牃＝ 牊６

牊４牊３＝
牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃 牃 牄 牅槏 槕牄 牃 牅＝ 牃 牄 牅槏 槕牃 牅 牄＝ 牊２

所以有 牊３牊４≠牊４牊３

显然，（爳３，）中的幺元 牊１是 １阶元素，牊２，牊３，牊６的逆元是其自身，所以 牊２，牊３，牊６都是 ２
阶元素，而

牊３
４＝

牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃 牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃 牃 牄 牅槏 槕牄 牅 牃

＝ 牃 牄 牅槏 槕牃 牄 牅＝ 牊１

牊３
５＝

牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄 牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄 牃 牄 牅槏 槕牅 牃 牄

＝ 牃 牄 牅槏 槕牃 牄 牅＝ 牊１

所以 牊４和 牊５都是 ３阶元素。
表 ４８１是（爳３，）的运算表

表 

 牊１ 牊２ 牊３ 牊４ 牊５ 牊６

牊１

牊２

牊３

牊４

牊５

牊６

牊１ 牊２ 牊３ 牊４ 牊５ 牊６

牊２ 牊１ 牊４ 牊３ 牊６ 牊５

牊３ 牊５ 牊１ 牊６ 牊２ 牊４

牊４ 牊６ 牊２ 牊５ 牊１ 牊３

牊５ 牊３ 牊６ 牊１ 牊４ 牊２

牊６ 牊４ 牊５ 牊２ 牊３ 牊１

在同构意义下，６阶群只有两个，一个是 ６阶循环群（爫６，６），另一个就是群（爳３，）。
一般地讲，对于有限集上的置换及其合成运算所构成的群有以下明确的定义。
定义 ４８１ 设 爛是具有 牕个元素的有限集，由 爛上所有不同的置换构成的集合记作

爳牕，是置换的合成运算，则群（爳牕，）称为 牕次对称群，（爳牕，）的子群称为 牕次置换群。
例如，上面提到的群（爳３，）是 ３次对称群；令 爣＝｛牊１，牊２｝，则（爣，）是 ３次置换群。
又如，爢＝｛牃１，牃２，牃３，牃４｝，其中

牃１＝
１ ２ ３ ４槏 槕１ ２ ３ ４ 牃２＝

１ ２ ３ ４槏 槕２ １ ４ ３

牃３＝
１ ２ ３ ４槏 槕３ ４ １ ２ 牃４＝

１ ２ ３ ４槏 槕４ ３ ２ １
容易验证（爢，）是群，这是一个 ４次置换群。
对于置换群有如下重要定理。
定理  每一个 牕阶有限群同构于一个 牕次置换群。
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证明从略，下面将通过实例来说明如何构造一个置换群与已知有限群同构。
例如，对于群（爫４，４），其运算表如表 ４８２所示。

表 

４ ０ １ ２ ３
０
１
２
３

０ １ ２ ３
１ ２ ３ ０
２ ３ ０ １
３ ０ １ ２

现在取 爛＝｛０，１，２，３｝，将表 ４８２所示的运算表中各列元素构成 爛上的 ４种置换：

牃０＝
０ １ ２ ３槏 槕０ １ ２ ３ 牃１＝

０ １ ２ ３槏 槕１ ２ ３ ０

牃２＝
０ １ ２ ３槏 槕２ ３ ０ １ 牃３＝

０ １ ２ ３槏 槕３ ０ １ ２
令 爣＝｛牃０，牃１，牃２，牃３｝，并写出置换合成运算的运算表（见表 ４８３）。

表 

 牃０ 牃１ 牃２ 牃３

牃０

牃１

牃２

牃３

牃０ 牃１ 牃２ 牃３

牃１ 牃２ 牃３ 牃０

牃２ 牃３ 牃０ 牃１

牃３ 牃０ 牃１ 牃２

由４和的运算表易知，（爫４，４）同构于（爣，）。
定理 ４８１表明，研究有限群只需研究置换群即可，但置换群的结构是极其复杂的，因此

往往仍要采用别的途径来研究有限群。

习 题

１爛＝｛１，２，３，４｝，爛上的 ４个置换分别为

牃１＝
１ ２ ３ ４槏 槕１ ２ ３ ４ 牃２＝

１ ２ ３ ４槏 槕２ ３ ４ １

牃３＝
１ ２ ３ ４槏 槕３ ４ １ ２ 牃４＝

１ ２ ３ ４槏 槕４ １ ２ ３
请写出这 ４个置换关于置换的合成运算的运算表。

２写出 ４次对称群（爳４，）中所有以自身为逆元的元素。

３试在 ６次对称群（爳６，）中找出一个 ６阶循环子群。

４构造一个 ５次置换群，使其与（爫５，５）同构。

５构造一个 ６次置换群，使其与 ３次对称群（爳３，）同构。

 陪集和拉格朗日定理

本节将介绍关于有限群的一些重要结论。
定义 ４９１ 设（爢，）是有限群，（爣，）是其子群，且 爣＝｛牎１，牎２，…，牎牕｝，对于 爢中任

意元素 牋，集合｛牋牎１，牋牎２，…，牋牎牕｝称为 牋关于子群（爣，）的左陪集，记作 牋爣；同样，
集合｛牎１牋，牎２牋，…，牎牕牋｝称为牋关于子群（爣，）的右陪集，记作爣牋。如果左陪集和右
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陪集相等，可简称为陪集。
例  写出群（爫１２，１２）中各元素关于子群（｛０，４，８｝，１２）的陪集。
解 令 爣＝｛０，４，８｝，爫１２中各元素关于（爣，１２）的陪集为：

０１２爣＝ ｛０１２０，０１２４，０１２８｝
＝ ｛０，４，８｝

１１２爣＝ ｛１１２０，１１２４，１１２８｝
＝ ｛１，５，９｝

２１２爣＝ ｛２１２０，２１２４，２１２８｝
＝ ｛２，６，１０｝

３１２爣＝ ｛３１２０，３１２４，３１２８｝
＝ ｛３，７，１１｝

４１２爣＝ ８１２爣 ＝ ｛０，４，８｝
５１２爣＝ ９１２爣 ＝ ｛１，５，９｝
６１２爣＝ １０１２爣 ＝ ｛２，６，１０｝
７１２爣＝ １１１２爣 ＝ ｛３，７，１１｝

由陪集的定义可得

引理  设（爢，）是有限群，（爣，）是其子群，牎牏是 爣 中任意元素，则 牎牏爣＝爣牎牏＝
爣。
证明 设 爣＝｛牎１，牎２，…，牎牕｝，牎牏爣＝｛牎牏牎１，牎牏牎２，…，牎牏牎牕｝，由于运算对于 爣 是

封闭的，所以 牎牏牎１，牎牏牎２，…，牎牏牎牕都属于 爣；又由于（爣，）是群，满足消去律，所以 牎牏
牎１，牎牏牎２，…，牎牏牎牕都是不相同的，由此可得 牎牏爣＝爣，同理可证 爣牎牏＝爣。
如在例 １中，爣＝｛０，４，８｝，爣 中的元素关于 爣 的陪集：０１２爣＝４１２爣＝８１２爣＝爣。
由于运算满足结合律，易得
引理  设（爢，）是有限群，（爣，）是其子群，对于 牃∈爢和 牎∈爣 成立着（牃牎）爣＝

牃爣。
引理  设（爢，）是有限群，（爣，）是其子群，牃，牄∈爢，则 牃爣 和 牄爣 或为相等或为

不相交。
证明 只需证明当 牃爣 和 牄爣 有公共元素 牆时，必有 牃爣＝牄爣。
令 爣＝｛牎１，牎２，…，牎牕｝，由于牆是牃爣 和牄爣 的公共元素，所以爣 中存在元素牎牏和牎牐，

使得 牆＝牃牎牏和 牆＝牄牎牐，由此得 牃牎牏＝牄牎牐，牃牎牏牎牐
－１＝牄牎牐牎－１

牐 ，牃牎牏牎－１
牐 ＝牄，由

于运算对于爣 的封闭性可知，牎牏牎－１
牐 ∈爣，不妨设牎牏牎－１

牐 ＝牎牑∈爣，于是牄爣＝（牃牎牑）爣
＝牃爣（由引理 ２）。
定理 （拉格朗日定理） 设（爢，）是有限群，（爣，）是其子群，如果燏爢燏＝牔，燏爣燏

＝牕，则 牕整除 牔。
证明 由于群中的运算满足消去律，所以对于 爢中任意元素 牃，左陪集 牃爣 中的元素 牃

牎牏≠牃牎牐（牎牏，牎牐∈爣，牎牏≠牎牐）。由此可见，左陪集牃爣 和子群爣 中的元素个数相等，即燏牃
爣燏＝燏爣燏＝牕。
又由于 爣 中含有幺元，所以有 牃∈牃爣，这就是说 爢中任意元素必属于某一个左陪集。
群 爢有 牔个元素，共可构造 牔个左陪集；由引理 ３可知，这 牔个左陪集中，或是相等，或
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是不相交。如果在相等的左陪集中仅取一个，从而得到牑个两两不相交的左陪集，不妨设为：牃１

爣，牃２爣，…，牃牑爣，综上所述这 牑个左陪集应满足

（１）牃１爣∪牃２爣∪…∪牃牑爣＝爢
（２）（牃牏爣）∩（牃牐爣）＝犗 （牏≠牐）
（３）燏牃牏爣燏＝燏爣燏＝牕

由此可知，燏爢燏燉燏爣燏＝牑，即 牕整除 牔。
由拉格朗日定理可得以下重要推论。
推论  （爢，）是 牔阶群，牃∈爢，且 牃是 牑阶元素，则 牑整除 牔。
证明 因为牃是牑阶元素，令爣＝｛牃，牃２，…，牃牑＝牉｝，则（爣，）构成牑阶子群，由拉格朗日

定理可知，牑整除 牔。
推论  （爢，）是 牔阶群，牃是 爢中任意元素，则 牃牔＝牉。
证明 设元素 牃的阶数为 牑，由推论 １可知，牑整除 牔，即 牔＝牘×牑，所以 牃牔＝牃牘×牑＝（牃牑）牘

＝牉牘＝牉。
推论  素数阶群没有非平凡子群。
推论  素数阶群必是循环群且除幺元外，其它元素都是生成元。
证明 设（爢，）是素数 牘阶群，牃是 爢中的非幺元，由推论 １可知，元素 牃的阶数是群的

阶数 牘的因子，由于牘是素数，只有 １和牘是其因子，所以非幺元牃的阶数为牘，由此可见牃是
生成元，（爢，）是循环群。
读者要特别注意，拉格朗日定理表明，牔 

阶群如果有 牕阶子群，则 牕整除 牔；但其逆不真，
也就是说如果 牕能整除 牔，那么 牔阶群不一定有 牕阶子群。下面举例说明一个 １２阶群没有 ６
阶子群。

（爢，）是具有 １２个元素的 ４次置换群，其 １２个元素分别为：

牃１＝
１ ２ ３ ４槏 槕１ ２ ３ ４ 牃２＝

１ ２ ３ ４槏 槕１ ３ ４ ２

牃３＝
１ ２ ３ ４槏 槕１ ４ ２ ３ 牃４＝

１ ２ ３ ４槏 槕２ １ ４ ３

牃５＝
１ ２ ３ ４槏 槕２ ３ １ ４ 牃６＝

１ ２ ３ ４槏 槕２ ４ ３ １

牃７＝
１ ２ ３ ４槏 槕３ １ ２ ４ 牃８＝

１ ２ ３ ４槏 槕３ ２ ４ １

牃９＝
１ ２ ３ ４槏 槕３ ４ １ ２ 牃１０＝

１ ２ ３ ４槏 槕４ １ ３ ２

牃１１＝
１ ２ ３ ４槏 槕４ ２ １ ３ 牃１２＝

１ ２ ３ ４槏 槕４ ３ ２ １
其中 牃１是幺元，牃１，牃４，牃９，牃１２的逆元是自身，牃２和 牃３互逆，牃５和 牃７互逆，牃６和 牃１０互逆，牃８和 牃１１

互逆；牃４，牃９和 牃１２是 ２阶元素，牃２，牃３，牃５，牃６，牃７，牃８，牃１０，牃１１是 ３阶元素。
现在讨论 ６阶群的一般情况，已知 ６阶群仅有两种，一种是循环群，另一种是 ３次对称群。
对于 ６阶循环群，其中必有一个元素为 ６阶元素（生成元）；由于（爢，）中没有 ６阶元素，

所以（爢，）不可能有 ６阶循环子群。
对于 ３次对称群，设其 ６个元素为：
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牄１＝
１ ２ ３槏 槕１ ２ ３ 牄２＝

１ ２ ３槏 槕１ ３ ２

牄３＝
１ ２ ３槏 槕２ １ ３ 牄４＝

１ ２ ３槏 槕２ ３ １

牄５＝
１ ２ ３槏 槕３ １ ２ 牄６＝

１ ２ ３槏 槕３ ２ １
其中 牄１是幺元，牄１，牄２，牄３，牄６的逆元为自身；牄４和 牄５互逆；牄２，牄３，牄６是 ２阶元素，牄４，牄５是 ３阶元
素。
由此可见，如果（爢，）有这样结构的 ６阶子群，爢中必须存在含有 ６个元素的子集，其中

１个元素为幺元，３个是 ２阶元素，２个是互逆的 ３阶元素，且对于该子集是封闭的。在 爢中
虽有子集。

爛１＝｛牃１，牃４，牃９，牃１２，牃２，牃３｝

爛２＝｛牃１，牃４，牃９，牃１２，牃５，牃７｝

爛３＝｛牃１，牃４，牃９，牃１２，牃６，牃１０｝

爛４＝｛牃１，牃４，牃９，牃１２，牃８，牃１１｝
它们都有幺元，３个 ２阶元素，２个互逆的 ３阶元素，但对于这些子集都是不封闭的，如在 爛１

中，牃４牃２＝牃７爛１，在 爛２中，牃４牃５＝牃８爛２；在 爛３中，牃４牃６＝牃１１爛３；在 爛４中，牃４牃８＝牃５

爛４。
综上所述，这个具有 １２个元素的 ４次置换群（爢，）没有 ６阶子群。
然而对于循环群，有以下定理。
定理  设（爢，）是 牔阶循环群，牕整除 牔，则（爢，）必有 牕阶循环子群。
证明 （爢，）是 牔阶循环群，爢中存在着生成元 牃，于是 爢＝｛牃，牃２，…，牃牔＝牉｝；如果 牕整

除牔，令牔＝牑·牕，取爣＝｛牃牑，牃２牑，…，牃牕牑＝牉｝，易知对于爣 是封闭的，所以（爣，）是（爢，）
的 牕阶子群，其中 牃牑是生成元，（爣，）是 牕阶循环子群。
例如我们熟知的 １２阶循环群（爫１２，１２）中，有 ２阶子群（｛０，６｝１２），３阶子群（｛０，４，８｝，

１２），４阶子群（｛０，３，６，９｝，１２），６阶子群（｛０，２，４，６，８，１０｝，１２）。
例  证明 １０阶群必有 ５阶子群。
证明 设（爢，）是 １０阶群，由拉格朗日定理推论 １可知，在 爢中除幺元外，其他元素的

阶数只能是 ２，５和 １０。
如果 爢中有 １０阶元素，则这个元素就是生成元，于是（爢，）是 １０阶循环群，由定理

４９２可知，（爢，）有 ５阶子群。
如果 爢中没有 １０阶元素，那么爢中非幺元的阶数只能是 ２或 ５。如果爢中有 ５阶元素牃，

令 爣＝｛牃，牃２，牃３，牃４，牃５＝牉｝，易知（爣，）是（爢，）的 ５阶子群。
如果 爢中没有 １０阶元素，也没有 ５阶元素，那么（爢，）中的非幺元都是 ２阶元素，但这

是不可能的，因为当 爢中非幺元都是 ２阶元素时，易知（爢，）是可交换群（见 ４５习题第 １１
题），在 爢中任取两个不同的非幺元 牃和 牄，令 爣＝｛牉，牃，牄，牃牄｝，验证可知对于 爣 是封闭
的，（爣，）是（爢，）的子群，而（爣，）是 ４阶群，（爢，）是 １０阶群，这是不可能的。所以 １０
阶群必有 ５阶子群。





习 题

１写出群（爫牃，９）中各元素关于子群（｛０，３，６｝）的陪集。

２写出群（爫１１－｛０｝，１１）中各元素关于子群（｛１，１０｝，１１）的陪集。

３证明 ８阶群必有 ４阶子群。

４牘是素数，证明 牘２阶群必有 牘阶子群。

５设（爢，）是 牕阶群，如果（爢，）不是循环群，证明（爢，）必有非平凡子群。

 同态和同余

在 ４３中，我们已介绍了“同构”的概念。
当两个代数系统同构时，表明它们“在本质上是一致的”，只不过取不同的符号名称而已。

常把两个同构的代数系统，抽象地看作是同一代数系统。
现在我们进一步讨论两个代数系统之间更一般的关系——同态关系。同态是同构概念的

一种推广。
 同态
为了阅读方便，现在把同构的定义复述如下：
设（爛，）和（爜，○）是代数系统，如果存在着 爛到 爜的双射函数 牊，使得对于 爛中任意元

素 牃和 牄都有

牊（牃牄）＝ 牊（牃）○牊（牄）
则称 牊是（爛，）到（爜，○）的同构映射，称（爛，）同构于（爜，○）。
在代数系统的同构定义中，要求 爛到 爜的函数 牊是双射函数，即一一对应函数，如果把这

个要求放宽，仅要求 牊是 爛到 爜的一般函数，就得到两个代数系统的同态的定义。
定义 ４１０１ 设（爛，）和（爜，○）是代数系统，如果存在着 爛到 爜的函数 牊，使得对于 爛

中任意元素 牃和 牄都有

牊（牃牄）＝ 牊（牃）○牊（牄）
则称 牊为（爛，）到（爜，○）的同态映射，简称同态，并称（爛，）同态于（爜，○），记作（爛，）～
（爜，○），牊的值域称为（爛，）的同态象，记作 牊（爛）。
下面将通过一些例子来说明两个代数系统同态的实际意义。
例如，代数系统（爤＋，＋）和（爫２，２），其中 爤＋是正整数集合，＋是普通加法；爫２＝｛０，１｝，

２是模 ２加法。模 ２加法的运算规则见表 ４１０１。
表 

２ ０ １

０

１

０ １

１ ０

如果令 牊是 爤＋→爫２的函数，它将 爤＋中的偶数对应于 爫２中的 ０，将 爤＋中的奇数对应于

爫２中的 １。即

牊（２牕）＝ ０ 牕∈ 爤＋

牊（２牕－ １）＝ １ 牕∈ 爤＋

可以验证 牊是（爤＋，＋）到（爫２，２）的同态映射。
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因为对于 爤＋中任意元素 牃和 牄，共有 ３种可能的取值情况：牃、牄同为偶数，牃、牄同为奇数，

牃、牄为一奇一偶。
当 牃、牄同为偶数时，设 牃＝２牕，牄＝２牕′，则

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（２牕＋ ２牕′）
＝ 牊（２（牕＋ 牕′））
＝ ０

牊（牃）２牊（牄）＝ 牊（２牕）２牊（２牕′）
＝ ０２０
＝ ０

所以

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（牃）２牊（牄）
当 牃、牄同为奇数时，设 牃＝２牕－１，牄＝２牕′－１，则

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（２牕－ １＋ ２牕′－ １）
＝ 牊（２（牕＋ 牕′－ １））
＝ ０

牊（牃）２牊（牄）＝ 牊（２牕－ １）２牊（２牕′－ １）
＝ １２１
＝ ０

所以

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（牃）２牊（牄）
当 牃、牄分别为奇数和偶数时，设 牃＝２牕－１，牄＝２牕′，则

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（２牕－ １＋ ２牕′）
＝ 牊（２（牕＋ 牕′）－ １）
＝ １

牊（牃）２牊（牄）＝ 牊（２牕－ １）２牊（２牕′）
＝ １２０
＝ １

所以

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（牃）２牊（牄）
由此可见，牊是（爤＋，＋）到（爫２，２）的同态映射。
这个例子表明，当同态 牊把 爤＋中的偶数与 爫２中的 ０对应；把 爤＋中的奇数与 爫２中的 １对

应时，同态象（爫２，２）的运算规则（见表 ４１０１）恰好是 爤＋中奇偶数加法规则（偶数＋偶数＝
偶数，奇数＋奇数＝偶数，奇数＋偶数＝奇数）的集中体现。
因此，一个代数系统的同态象，往往显示了这个代数系统的某种基本特征。
又如，有两个代数系统（爤，×）和（爛，×），其中 爤是整数集合，爛＝｛－１，０，１｝，运算×是普

通乘法运算。
令 牊是 爤到 爛的函数，牕是 爤中任意元素，当 牕为负整数时，牊（牕）＝－１；当 牕＝０时，牊（牕）

＝０；当 牕为正整数时，牊（牕）＝１。即
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牊（牕）＝
－ １

烅
烄

烆
０
１

牕＜ ０，牕∈ 爤
牕＝ ０
牕＞ ０，牕∈ 爤

容易验证，牊是（爤，×）到（爛，×）的同态映射。
同态象（爛，×）的运算规则：

（－ １）× （－ １）＝ １
０× ０＝ ０
１× １＝ １

（－ １）× １＝ １× （－ １）＝－ １
（－ １）× ０＝ ０× （－ １）＝ ０

１× ０＝ ０× １＝ ０
正好是 爤中正数，负数和 ０的乘法运算规则的集中体现。
定义 ４１０２ 设 牊是（爛，）到（爜，○）的同态映射，如果 牊是 爛到 爜的满射函数，则称 牊

为满同态；如果 牊是 爛到 爜的单射函数，则称 牊为单一同态；如果 牊是 爛到 爜的双射函数，则
称 牊为同构映射。
易见，上述两个例子中的同态映射 牊都是满同态。
当 牊是（爛，）到（爜，○）的满同态时，应有 牊（爛）＝爜，即 牊的值域就是 爜。
例  （爤＋，＋）和（爤＋，×）是代数系统，其中 爤＋是正整数集合，＋和×是普通加法和乘

法，牊是 爤＋到 爤＋的函数，对于 牕∈爤＋，牊（牕）＝２牕。问：牊是否是同态映射，是否是满同态，是否是
单一同态。
解 因为对于 爤＋中任意元素 牃和 牄

牊（牃＋ 牄）＝ ２牃＋牄＝ ２牃燈２牄＝ 牊（牃）燈牊（牄）
所以 牊是（爤＋，＋）到（爤＋，×）的同态映射。
由于 牃≠牄时，２牃≠２牄，所以 牊是单射函数，牊是单一同态。
但由于同态象 牊（爤＋）＝｛２，２２，…，２牕，…｝，它是 爤＋的真子集，所以 牊不是满同态。
例  （爤，＋）和（爫３，３）是代数系统，牊是爤到爫３的函数。当牕＝３牑时，牊（牕）＝０；当牕

＝３牑＋１时，牊（牕）＝１，当 牕＝３牑＋２时，牊（牕）＝２。问：牊是否是（爤，＋）到（爫３，３）的同态映射，
是否是满同态。
解 对于 爤中任意元素 牃和 牄，可令 牃＝３牑＋牏，牄＝３牑′＋牐，其中 牏，牐＝０，１，２。则

牊（牃＋ 牄）＝ 牊（３牑＋ 牏＋ ３牑′＋ 牐）
＝ 牊（３（牑＋ 牑′）＋ 牏＋ 牐）
＝ 牊（３牑″＋ 牏３牐）
＝ 牏３牐
＝ 牊（牃）３牊（牄）

所以 牊是（爤，＋）到（爫３，３）的同态映射，且是满同态。
定义 ４１０３ 设（爛，）是代数系统，如果 牊是（爛，）到（爛，）的同态，则称 牊为自同

态。如果 牊是（爛，）到（爛，）的同构，则称 牊为自同构。
例  设（爢，）是 牕阶阿贝尔群，牊是 爢到 爢的函数，对于 牃∈爢，牊（牃）＝牃－１，证明 牊

是（爢，）到（爢，）的自同构。
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证明 由于群中每个元素有且有唯一的逆元，所以 牊是 爢到 爢的双射函数。
又因为（爢，）是阿贝尔群，所以

牊（牃牄）＝ （牃牄）－１

＝ 牄－１牃－１

＝ 牃－１牄－１

＝ 牊（牃）牊（牄）
由此可得，牊是（爢，）到（爢，）的自同构。
例  令 牊是 爫６到 爫６的函数，当 牕∈爫６，且 牕为偶数时，牊（牕）＝０；当 牕∈爫６，且 牕为

奇数时，牊（牕）＝３。证明 牊是（爫６，６）到（爫６，６）的自同态。
证明 先将 牊所确定的对应关系表述如下

→

→
→
→

→→

：

０
１
２
３
４
５

爫６

５
４
３
２
１
０
爫６

牊

对于 爫６中任意元素 牃牄，当 牃、牄同为偶数时，因为 牃６牄也为偶数，所以

牊（牃６牄）＝ ０
牊（牃）６牊（牄）＝ ０６０＝ ０

于是可得

牊（牃６牄）＝ 牊（牃）６牊（牄）
当 牃、牄同为奇数时，牃６牄为偶数，所以

牊（牃６牄）＝ ０
牊（牃）６牊（牄）＝ ３６３＝ ０

于是可得

牊（牃６牄）＝ 牊（牃）６牊（牄）
当 牃、牄不同为奇数或偶数时，牃６牄为奇数，所以

牊（牃６牄）＝ ３
牊（牃）６牊（牄）＝ ３６０＝ ３

于是可得

牊（牃６牄）＝ 牊（牃）６牊（牄）
综上所述，牊是（爫６，６）到（爫６，６）的自同态。
当我们对于代数系统之间的同态关系有了初步了解后，自然会关心一些特殊的代数系统：

半群、独异点、群在同态映射 牊的作用下，它们的象是否能保持原有的特性？
定理  设 牊是代数系统（爛，）到代数系统（爜，○）的同态映射。
（１）如果（爛，）是半群，则在同态 牊的作用下，同态象（牊（爛），○）也是半群。
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（２）如果（爛，）是独异点，则在同态 牊的作用下，同态象（牊（爛），○）也是独异点。
（３）如果（爛，）是群，则在同态 牊的作用下，同态象（牊（爛），○）也是群。
证明 （１）设（爛，）是半群，牊是半群（爛，）到代数系统（爜，○）的同态映射，牊（爛）是同

态象。显然，牊（爛）爜。
要证明（牊（爛），○）是半群，需证明运算○对于 牊（爛）是封闭的；○满足结合律。
先证○对于 牊（爛）是封闭的。
任取 牃，牄∈牊（爛），由于 牊（爛）是所有 爛中元素在函数 牊的作用下，在 爜中象的集合，所以

必存在 牨，牪∈爛，使得

牊（牨）＝ 牃和 牊（牪）＝ 牄
又由于（爛，）是半群，运算对于 爛是封闭的，所以有

牨牪∈ 爛
从而有

牊（牨牪）∈ 牊（爛）
牊（牨）○牊（牪）∈ 牊（爛）

即

牃○牄∈ 牊（爛）
所以○对于 牊（爛）是封闭的。
再证○满足结合律。
对于 牊（爛）中任意元素 牃，牄，牅，同理有 牨，牪，牫∈爛，使得

牊（牨）＝ 牃，牊（牪）＝ 牄，牊（牫）＝ 牅
由于在 爛上是满足结合律，所以

（牃○牄）○牅＝ （牊（牨）○牊（牪））○牊（牫）
＝ 牊（牨牪）○牊（牫）
＝ 牊（（牨牪）牫）
＝ 牊（牨（牪牫））
＝ 牊（牨）○牊（牪牫）
＝ 牊（牨）○（牊（牪）○牊（牫））
＝ 牃○（牄○牅）

由此可知，○满足结合律，所以（牊（爛），○）是半群。
（２）设（爛，）是独异点，即（爛，）是含幺元的半群，由（１）可知，要证（牊（爛），○）是独异

点，只需证明（牊（爛），○）中含有幺元。
实际上，（爛，）中的幺元 牉的象 牊（牉）就是（牊（爛），○）的幺元。
因为对于 牊（爛）中任意元素 牃，必有 牨∈爛，使得

牊（牨）＝ 牃
而

牊（牉）○牃＝ 牊（牉）○牊（牨）
＝ 牊（牉牨）
＝ 牊（牨）
＝ 牃
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牃○牊（牉）＝ 牊（牨）○牊（牉）
＝ 牊（牨牉）
＝ 牊（牨）
＝ 牃

所以 牊（牉）是（牊（爛），○）的幺元，（牊（爛），○）是独异点。
（３）设（爛，）是群，要证（牊（爛），○）是群，由（１）和（２）可知，只需证明（牊（爛），○）中，每个

元素都有逆元。
对于 牊（爛）中任意元素 牃，必有 牨∈爛使得

牊（牨）＝ 牃
因为（爛，）是群，所以 牨有逆元 牨－１；由于 牨－１∈爛，所以 牊（牨－１）∈牊（爛）。而

牃○牊（牨－１）＝ 牊（牨）○牊（牨－１）
＝ 牊（牨牨－１）
＝ 牊（牉）

牊（牨－１）○牃＝ 牊（牨－１）○牊（牨）
＝ 牊（牨－１牨）
＝ 牊（牉）

由（２）可知，牊（牉）是（牊（爛），○）的幺元，所以 牊（牨－１）是 牃的逆元，由此可得（牊（爛），○）是群。
当 牊是（爛，）到（爜，○）的满同态时，爜＝牊（爛），所以有以下推论。
推论 设 牊是代数系统（爛，）到（爜，○）的满同态。
（１）如果（爛，）是半群，则（爜，○）也是半群 。
（２）如果（爛，）是独异点，则（爜，○）也是独异点。
（３）如果（爛，）是群，则（爜，○）也是群。
对于群之间的同态，还有一些特殊的、有意义的结论。先介绍群的同态核的概念。
定义 ４１０４ 设 牊是群（爢，）到群（爢′，○）的同态映射，牉′是群（爢′，○）的幺元，由 爢中

所有使其映象（函数值）为 牉′的元素构成的集合，称为同态映射 牊的核，简称 牊的同态核，记作

Ｋｅｒ（牊），即 Ｋｅｒ（牊）＝｛牨燏牨∈爢且 牊（牨）＝牉′｝。
例如，牊是 爫６到 爫２的函数，它把 爫６中的偶数与 爫２中的 ０对应；把 爫６中的奇数与 爫２

中的 １对应。容易验证，牊是群（爫６，６）到群（爫２，２）的同态映射。
由于 ０是群（爫２，２）的幺元，而 爫６中的元素 ０，２，４，都有

牊（０）＝ 牊（２）＝ 牊（４）＝ ０
所以 牊的同态核 Ｋｅｒ（牊）＝｛０，２，４｝。
又如，（爤，＋）和（爫３，３）都是群，牊是 爤到 爫３的函数，它把 爤中能被 ３整除的数与 爫３中

的 ０对应；把 爤中被 ３除后，余数为 １的数与 爫３中的 １对应；把 爤中被 ３除后，余数为 ２的数
与爫３中的 ２对应。容易验证，牊是群（爤，＋）到群（爫３，３）的同态映射，因为 ０是（爫３，３）的幺
元，而 牊（３牑）＝０，牑∈爤。所以 牊的同态核

Ｋｅｒ（牊）＝ ｛牨燏牨＝ ３牑，牑∈ 爤｝
＝ ｛０，± ３，± ６，…｝

定理  设 牊是群（爢，）到群（爢′，○）的同态映射，则 牊的同态核 Ｋｅｒ（牊）是群（爢，
）的子群。
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证明 先证运算对于 Ｋｅｒ（牊）是封闭的。
设 牉′是群（爢′，○）的幺元。
对于 Ｋｅｒ（牊）中任意元素 牑和 牑′，有

牊（牑牑′）＝ 牊（牑）○牊（牑′）＝ 牉′牉′＝ 牉′
所以 牑牑′∈Ｋｅｒ（牊），由此可知，对于 Ｋｅｒ（牊）是封闭的。
再证群（爢，）中的幺元 牉∈Ｋｅｒ（牊）。
由定理 ４１０１的证明可知：

牊（牉）＝ 牉′
所以 牉∈Ｋｅｒ（牊）。
最后证 Ｋｅｒ（牊）中的任意元素 牑，其逆元 牑－１属于 Ｋｅｒ（牊）。因为

牉′＝ 牊（牉）＝ 牊（牑牑－１）
＝ 牊（牑）○牊（牑－１）

这表明 牊（牑－１）是 牊（牑）的逆元，即

牊（牑－１）＝ （牊（牑））－１

而 牊（牑）＝牉′，所以

牊（牑－１）＝ （牉′）－１＝ 牉′
由此可知，牑－１∈Ｋｅｒ（牊）。
综上所述，（Ｋｅｒ（牊），）是（爢，）的子群。
在上面提到的两个例子中，可以看到：
在群（爫６，６）到群（爫２，２）的同态映射中，同态核 Ｋｅｒ（牊）＝｛０，２，４｝，它是群（爫６，６）的

子群。
在群（爤，＋）到群（爫３，３）的同态映射中，同态核 Ｋｅｒ（牊）＝｛０，±３，±６，…｝，它是（爤，＋）

的子群。
 同余关系
这里介绍同余关系是为了说明如何由商集进而引入商代数的概念，并说明同余关系与同

态的紧密联系。
（一）同余关系与商代数
我们已经知道如何由集合爛导出商集爛燉爲的过程。当爲是爛上的等价关系时，那么由爲

的所有不同等价类作为元素构成的集合就是 爛关于 爲的商集 爛燉爲。例如

爛＝ ｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋｝
其中 牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋是七个人；牃，牄，牅都是 ３０岁，牆，牉都是 ４０岁；牊，牋都是 ５０岁，爲是 爛上的
同年龄关系，那么 爲是 爛上的等价关系，爲的不同的等价类共有 ３个：｛牃，牄，牅｝，｛牆，牉｝，｛牊，牋｝。
所以 爛关于 爲的商集

爛燉爲＝ ｛｛牃，牄，牅｝，｛牆，牉｝，｛牊，牋｝｝
现在我们讨论的是代数系统，由代数系统（爛，）去导出商代数时，需要对“运算”这个要

素予以充分考虑。
显然，由集合 爛和 爛上的一个等价关系 爲去导出商集 爛燉爲是容易的；在商集 爛燉爲上定

义一个二元运算○，使（爛燉爲，○）成为代数系统也是容易的，但是，如果这个二元运算○与代数
系统（爛，）中的二元运算是没有什么联系的，那么（爛燉爲，○）和代数系统（爛，）也就没有
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什么联系。我们就不能把（爛燉爲，○）称为（爛，）的商代数。
所以，必须在（爛，）上考虑一种特殊的等价关系 爲，使得由此导出的商集 爛燉爲上，可以

定义一个与（爛，）中的二元运算有着密切联系的运算○，从而使得代数系统（爛，）和（爛燉
爲，○）也有密切联系，使代数系统（爛，）的某些特点，在（爛燉爲，○）中也能保持。这样，我们才
能称（爛燉爲，○）为（爛，）的商代数（以后对商代数将给出明确的定义）。
如何来实现这一点呢？下面先用例子说明之。
设代数系统为（爫１２，１２），其中 爫１２＝｛０，１，２，…，１１｝，１２为模 １２的加法。
在 爫１２上定义等价关系 爲为模 ４同余关系，即当 牃，牄∈爫１２时，且 牃，牄被 ４除后余数相同，

则（牃，牄）∈爲。易知 爲的不同的等价类共有 ４个，分别为：
｛０，４，８｝，｛１，５，９｝，｛２，６，１０｝，｛３，７，１１｝

由此可得商集

爫１２燉爲＝ ｛｛０，４，８｝，｛１，５，９｝，｛２，６，１０｝，｛３，７，１１｝｝
下面我们将指出这些等价类的特点（这也是我们在（爫１２，１２）上选定模 ４同余作为等价

关系的原因）。
在这 ４个等价类中，任意选定两个等价类，如｛１，５，９｝和｛２，６，１０｝，并在这两个等价类中，

各任选一个元素，那么它们的运算结果都在同一个等价类｛３，７，１１｝中，如

１１２２＝３ ５１２２＝７ ９１２２＝１１
１１２６＝７ ５１２６＝１１ ９１２６＝３
１１２１０＝１１ ５１２１０＝３ ９１２１０＝７

若把上述情况简记为：
｛１，５，９｝○｛２，６，１０｝→ ｛３，７，１１｝

容易验证，对于这些等价类有

｛０，４，８｝○｛０，４，８｝→ ｛０，４，８｝
｛０，４，８｝○｛１，５，９｝→ ｛１，５，９｝
｛０，４，８｝○｛２，６，１０｝→ ｛２，６，１０｝
｛０，４，８｝○｛３，７，１１｝→ ｛３，７，１１｝
｛１，５，９｝○｛１，５，９｝→ ｛２，６，１０｝
｛１，５，９｝○｛２，６，１０｝→ ｛３，７，１１｝
｛１，５，９｝○｛３，７，１１｝→ ｛０，４，８｝
｛２，６，１０｝○｛２，６，１０｝→ ｛０，４，８｝
｛２，６，１０｝○｛３，７，１１｝→ ｛１，５，９｝
｛３，７，１１｝○｛３，７，１１｝→ ｛２，６，１０｝

（由于运算１２满足交换律，所以只需列出上述 １０项）。
由此，我们很自然地会想到在商集 爫１２燉爲上定义二元运算○为：

｛０，４，８｝○｛０，４，８｝＝ ｛０，４，８｝
｛０，４，８｝○｛１，５，９｝＝ ｛１，５，９｝
｛０，４，８｝○｛２，６，１０｝＝ ｛２，６，１０｝
｛０，４，８｝○｛３，７，１１｝＝ ｛３，７，１１｝
｛１，５，９｝○｛１，５，９｝＝ ｛２，６，１０｝
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｛１，５，９｝○｛２，６，１０｝＝ ｛３，７，１１｝
｛１，５，９｝○｛３，７，１１｝＝ ｛０，４，８｝
｛２，６，１０｝○｛２，６，１０｝＝ ｛０，４，８｝
｛２，６，１０｝○｛３，７，１１｝＝ ｛１，５，９｝
｛３，７，１１｝○｛３，７，１１｝＝ ｛２，６，１０｝

若令

〔０〕＝ ｛０，４，８｝
〔１〕＝ ｛１，５，９｝
〔２〕＝ ｛２，６，１０｝
〔３〕＝ ｛３，７，１１｝

则商集 爛燉爲上的二元运算○的运算表如表 ４１０２所示。
表 
〔０〕〔１〕〔２〕〔３〕

〔０〕

〔１〕

〔２〕

〔３〕

〔０〕〔１〕〔２〕〔３〕

〔１〕〔２〕〔３〕〔０〕

〔２〕〔３〕〔０〕〔１〕

〔３〕〔０〕〔１〕〔２〕

由此所得的代数系统（爫１２燉爲，○）与原代数系统（爫１２，１２）有着密切联系，如运算１２是可

交换运算，那么○也是可交换运算；１２是可结合运算，那么○也是可结合运算；代数系统

（爫１２，１２）是群，由运算表（表 ４１０２）可知，（爫１２燉爲，○）也是群。所以在这种情况下，我们称

（爫１２燉爲，○）为（爫１２，１２）的商代数。
相应的，对于一般的代数系统（爛，），为了导出其商代数（爛燉爲，○），就需求 爛上的等价

关系 爲具有以下特性：
“牘属于等价类 爮，牚属于等价类 爯，如果 牘牚＝牠属于等价类 爴，那么对于等价类 爮中任

意元素 牘′和等价类 爯中任意元素 牚′，都有 牘′牚′＝牠′也属于等价类 爴。”
我们称具有上述特点的等价关系 爲为代数系统（爛，）的同余关系，爲的等价类称为同余

类。
由于 牘牚＝牠∈爴和 牘′牚′＝牠′∈爴，这表明（牘牚，牘′牚′）∈爲，所以把（爛，）上同余关

系的定义可叙述如下：
定义 ４１０５ 设（爛，）是代数系统，爲是 爛上的等价关系，对于 爲的任意两个等价类 爮

和 爯，当 牘，牘′∈爮和 牚，牚′∈爯时，都有

（牘牚，牘′牚′）∈ 爲
则称 爲为（爛，）的同余关系，爲的等价类称为同余类。
例如，在（爫１２，１２）中，如果等价关系 爲是模 ３同余关系，那么 爲是（爫１２，１２）的同余关

系。因为 爲的不同的等价类共有 ３个：
｛０，３，６，９｝，｛１，４，７，１０｝，｛２，５，８，１１｝

容易验证：
｛０，３，６，９｝○｛０，３，６，９｝→ ｛０，３，６，９｝
｛０，３，６，９｝○｛１，４，７，１０｝→ ｛１，４，７，１０｝
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｛０，３，６，９｝○｛２，５，８，１１｝→ ｛２，５，８，１１｝
｛１，４，７，１０｝○｛１，４，７，１０｝→ ｛２，５，８，１１｝
｛１，４，７，１０｝○｛２，５，８，１１｝→ ｛０，３，６，９｝
｛２，５，８，１１｝○｛２，５，８，１１｝→ ｛１，４，７，１０｝

所以 爲是（爫１２，１２）的同余关系。
同样可验证，（爫１２，１２）上的模 ２同余关系和模 ６同余关系都是同余关系。
但模 ５同余关系不是（爫１２，１２）上的同余关系。因为模 ５同余关系的不同的等价类有 ５

个。
｛０，５，１０｝，｛１，６，１１｝，｛２，７｝，｛３，８｝，｛４，９｝

显然，在等价类｛０，５，１０｝和｛１，６，１１｝中各取两个元素，如取 ５，１０和 １，６，由于

５１２１＝ ６
１０１２６＝ ４

而（６，４）爲（模 ５同余关系），所以模 ５同余关系不是（爫１２，１２）的同余关系。
又如，设（爛，）是代数系统，其中 爛＝｛１，２，３，４，５，６｝，为 ｍａｘ运算，即 牃牄＝ｍａｘ（牃，

牄）。爲是 爛上的等价关系，爲所确定的不同等价类为。
｛１，２｝，｛３，４｝，｛５，６｝

那么容易验证 爲是（爛，）的同余关系。
如果 爲′是 爛上的等价关系，爲′所确定的不同的等价类为：

｛１，３，５｝，｛２，４，６｝
那么 爲′不是（爛，）的同余关系。
当我们对代数系统上的同余关系有了基本认识后，下面进一步讨论商代数和商代数的有

关性质。
设（爛，）是代数系统，爲是（爛，）上的同余关系，商集 爛燉爲＝｛爛１，爛２，…｝。
现对商集 爛燉爲定义二元运算○：当 牃∈爛牏，牄∈爛牐时，如果 牃牄＝牅∈爛牑，则令

爛牏○爛牐＝ 爛牑

并称由此而得到的代数系统（爛燉爲，○）为（爛，）的商代数。
由于 牃∈爛牏，所以 牃的同余类〔牃〕爲＝爛牏，同样，牄的同余类〔牄〕牑＝爛牐，牃牄的同余类为〔牃

牄〕爲＝爛牑。于是可把商代数简洁地定义为：
定义 ４１０６ 设 爲为代数系统（爛，）上的同余关系。如果在商集 爛燉爲上定义二元运算

○为：
〔牃〕爲○〔牄〕爲＝ 〔牃牄〕爲

则称（爛燉爲，○）为（爛，）的商代数。
定理  设 爲是代数系统（爛，）的同余关系，（爛燉爲，○）是其商代数。
（１）当（爛，）是半群时，商代数（爛燉爲，○）也是半群。
（２）当（爛，）是独异点时，商代数（爛燉爲，○）也是独异点。
（３）当（爛，）是群时，商代数（爛燉爲，○）也是群。
证明 只证（３）。
在商代数（爛燉爲，○）中，运算满足封闭性，结合律是显然的。
设 牉是群（爛，）的幺元，由于
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〔牉〕爲○〔牃〕爲＝ 〔牉牃〕爲＝ 〔牃〕爲

〔牃〕爲○〔牉〕爲＝ 〔牃牉〕爲＝ 〔牃〕爲

所以同余类〔牉〕爲是（爛燉爲，○）的幺元。又由于

〔牃〕爲○〔牃－１〕爲＝ 〔牃牃－１〕爲＝ 〔牉〕爲

〔牃－１〕爲○〔牃〕爲＝ 〔牃－１牃〕爲＝ 〔牉〕爲

所以〔牃〕爲的逆元为〔牃－１〕爲。
由此可得，（爛燉爲，○）是群。（爛燉爲，○）也称为群（爛，）的商群。
例  设（爢，）是群，其中 爢＝｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝，二元运算为

按位加。试写出（爢，）的一个商群。
解 在 爢上定义等价关系 爲，使 爲导出的商集为：爢燉爲＝｛｛０００，００１｝，｛０１０，０１１｝，｛１００，

１０１｝，｛１１０，１１１｝｝。
容易验证，爲是（爢，）上的同余关系。例如在等价类｛０１０，０１１｝和｛１００，１０１｝中，有

０１０ １００＝ １００ ０１０＝ １１０
０１０ １０１＝ １０１ ０１０＝ １１１
０１１ １００＝ １００ ０１１＝ １１１
０１１ １０１＝ １０１ ０１１＝ １１０

由此可见，等价类｛０１０，０１１｝中的元素和等价类｛１００，１０１｝中的元素作按位加运算后，其结果都
在等价类｛１１０，１１１｝中。
如果令：〔０００〕＝｛０００，００１｝

〔０１０〕＝｛０１０，０１１｝
〔１００〕＝｛１００，１０１｝
〔１１０〕＝｛１１０，１１１｝

那么按照规定，爢燉爲上的二元运算○的运算表如表 ４１０３所示。
表 

○ 〔０００〕 〔０１０〕 〔１００〕 〔１１０〕

〔０００〕

〔０１０〕

〔１００〕

〔１１０〕

〔０００〕 〔０１０〕 〔１００〕 〔１１０〕

〔０１０〕 〔０００〕 〔１１０〕 〔１００〕

〔１００〕 〔１１０〕 〔１００〕 〔０１０〕

〔１１０〕 〔１００〕 〔０１０〕 〔０００〕

于是（爢燉爲，○）是群（爢，）的一个商群。
（二）同余与同态
同态和同余关系有着密切联系。
定理  设牊是代数系统（爛，）到（爜，○）的同态映射。爲是爛上的二元关系，其定

义为：当 牃，牄∈爛，且 牊（牃）＝牊（牄）时，（牃，牄）∈爲。则 爲为（爛，）的同余关系。
证明 爲是 爛上的等价关系是显然的。现在证明 爲是（爛，）上的同余关系。
设 牃和 牃′属于同一等价类，即（牃，牃′）∈爲，于是有 牊（牃）＝牊（牃′）。
设 牄和 牄′属于同一等价类，即（牄，牄′）∈爲，于是有 牊（牄）＝牊（牄′）。
由于 牊是（爛，）到（爜，○）的同态映射。所以有
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牊（牃牄）＝ 牊（牃）○牊（牄）
牊（牃′牄′）＝ 牊（牃′）○牊（牄′）

由此可得

牊（牃牄）＝ 牊（牃′牄′）
从而表明

（牃牄，牃′牄′）∈ 爲
因此 爲是（爛，）上的同余关系。
这个定理说明了代数系统上的同态，可以定义代数系统上的同余关系，下面我们将说明一

个代数系统上的同余关系如何去确定一个同态映射。
定义 ４１０７ 设 爲是 爛上的等价关系，牊是 爛到商集 爛燉爲的函数，且对于 牃∈爛，都有

牊（牃）＝ 〔牃〕爲

则称 牊为 爛到 爛燉爲的正则映射。
定理  设 爲是代数系统（爛，）上的同余关系，牊是 爛到 爛燉爲的正则映射，则 牊

是代数系统（爛，）到（爛燉爲，○）的同态映射。
证明 设 牃，牄是 爛中任意元素，由商代数的定义可知

〔牃牄〕爲＝ 〔牃〕爲○〔牄〕爲

又因为 牊是正则映射，所以

牊（牃牄）＝ 〔牃牄〕爲＝ 〔牃〕爲○〔牄〕爲＝ 牊（牃）○牊（牄）
由此可见，牊是（爛，）到（爛燉爲，○）的同态映射。
我们称这样的函数 牊为（爛，）到（爛燉爲，○）的自然同态
定理  设 牊是代数系统（爛，）到代数系统（爜，□）的同态映射，爲是（爛，）上对

应于 牊的同余关系（即当 牊（牃）＝牊（牄）时，（牃，牄）∈爲），牋是（爛，）到商代数（爛燉爲，○）的自然
同态。则（爛燉爲，○）和（牊（爛），□）同构。
证明 令 牎是 爛燉爲到 牊（爛）的函数，且对于 爛燉爲中任意元素〔牃〕爲都有

牎（〔牃〕爲）＝ 牊（牃）
先证 牎是 爛燉爲到 牊（爛）的双射函数。
对于 爛燉爲中任意元素〔牨〕爲和〔牪〕爲，如果〔牨〕爲≠〔牪〕爲，这表明（牨，牪）爲，从而有

牊（牨）≠ 牊（牪）
因为

牎（〔牨〕爲）＝ 牊（牨）
牎（〔牪〕爲）＝ 牊（牪）

所以

牎（〔牨〕爲）≠ 牎（〔牪〕爲）
由此可见，牎是 爛燉爲到 牊（爛）的单射函数。
又因为 牊是 爛到 牊（爛）的满射函数（注意：牊（爛）是由 爛中所有元素的映象构成的集合，即

牊（爛）是 牊的值域），所以对于 牊（爛）中任意元素 牄，在 爛中必有元素 牃，使得

牊（牃）＝ 牄
所以在 爛燉爲中，必有元素〔牃〕爲，使得

牎（〔牃〕爲）＝ 牊（牃）＝ 牄
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由此可见，牎是 爛燉爲到 牊（爛）的满射函数。因为 牎既是单射函数又是满射函数，所以 牎是

爛燉爲到 牊（爛）的双射函数。
下面再证，对于 爛燉爲中任意元素〔牨〕爲和〔牪〕爲都有 牎（〔牨〕爲○〔牪〕爲）＝牎（〔牨〕爲）□牎（〔牪〕爲）。
因为

牎（〔牨〕爲○〔牪〕爲）＝ 牎（〔牨牪〕爲）
＝ 牊（牨牪）
＝ 牊（牨）□牊（牪）
＝ 牎（〔牨〕爲）□牎（〔牪〕爲）

综上所述，牎是（爛燉爲，○）到（牊（爛），□）的同构映射。
最后，由于 牋是（爛，）到（爛燉爲，○）的自然同态，所以对于任意的 牃∈爛，都有

牋（牃）＝ 〔牃〕爲

牎（牋（牃））＝ 牎（〔牃〕爲）＝ 牊（牃）
于是可得

牎燐牋＝ 牊

例如，对于代数系统（爫６，６）和（爫４，４），令 牊是 爫６到 爫４的函数，且对于 爫６中所有偶

数，牊（２牑）＝０，对于 爫６中所有奇数，牊（２牑＋１）＝２。下面是 牊建立的 爫６到 爫４的对应关系

→→

→
→
→

→

：

０

１

２

３

爫４

５
４
３
２
１
０
爫６

牊

容易验证，牊是 爫６到 爫４的同态映射，同态象 牊（爫６）＝｛０，２｝。
（爫６，６）上对应于牊的同余关系爲是：当牃，牄同为偶数或同为奇数时，（牃，牄）∈爲。爲的同

余类为：
｛０，２，４｝，｛１，３，５｝

显然

〔０〕爲＝ 〔２〕爲＝ 〔４〕爲＝ ｛０，２，４｝
〔１〕爲＝ 〔３〕爲＝ 〔５〕爲＝ ｛１，３，５｝

商代数（爛燉爲，○）＝（｛〔０〕爲，〔１〕爲｝，○），其中○的运算表为表 ４１０４所示。
表 

○ 〔０〕爲 〔１〕爲

〔０〕爲

〔１〕爲

〔０〕爲 〔１〕爲

〔１〕爲 〔０〕爲

易见，（爛燉爲，○）和（牊（爫６），６）是同构的。
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上述定理表明：
对于代数系统（爛，）上任意的同态映象 牊，可确定：

（爛，）上的同余关系 爲。
由这个同余关系 爲，可确定：

（爛，）到（爛燉爲，○）的同态映射 牋。
并且

牊的同态象与 牋的同态象同构。
如果把同构的代数系统，看作是相同的代数系统，在这个意义下，同态与同余是一一对应

的。
 正规子群
在这一小节中，我们将对群的同态与同余关系之间的联系作进一步讨论。
我们曾介绍过“同态核”的概念。
设 牊是群（爢，）到群（爢′，′）的同态映射，牉′是群（爢′，′）的幺元。同态核定义为：

Ｋｅｒ（牊）＝ ｛牋燏牋∈ 爢，牊（牋）＝ 牉′｝
并且证明了同态核 Ｋｅｒ（牊）是（爢，）的子群。
由此可见，在 牊所确定的群（爢，）上的同余关系 爲中，其同余类中，必有一个是同态核

Ｋｅｒ（牊），而同态核 Ｋｅｒ（牊）又是群（爢，）的子群，所以说，在 爲的同余类中，必有一个同余类是

（爢，）的子群。
由此，我们很容易联想到，对于群（爢，），它的子群（爣，）和这个子群的所有不同的左

（右）陪集能构成 爢的一个划分，那么这个划分所对应的 爢上的等价关系，是否是群（爢，）的
同余关系呢？
回答是否定的，但只要子群（爣，）满足一定条件，就能使由这个子群及其陪集构成的划

分所对应的等价关系是（爢，）上的同余关系，能使这个子群及其陪集都是同余类。为此，我们
引入“正规子群”的概念。
定义 ４１０８ 设（爢，）是群，（爣，）是其子群，如果对于 爢中任意元素 牋，其左，右陪集

相等，即

牋爣 ＝ 爣牋
则称（爣，）为正规子群（或称正则子群）。
显然，当（爢，）是阿贝尔群时，子群（爣，）都是正规子群。
有些群虽然不是阿贝尔群，但仍然存在着正规子群。
例如，３次对称群（爳３，），其中 爳＝｛牊１，牊２，牊３，牊４，牊５，牊６｝，为左合成运算。

牊１＝
１ ２ ３槏 槕１ ２ ３ 牊２＝

１ ２ ３槏 槕１ ３ ２

牊３＝
１ ２ ３槏 槕２ １ ３ 牊４＝

１ ２ ３槏 槕２ ３ １

牊５＝
１ ２ ３槏 槕３ １ ２ 牊６＝

１ ２ ３槏 槕３ ２ １
我们已经介绍过，（爳３，）不是阿贝尔群，但对于（爳３，）的子群
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爣 ＝ ｛牊１，牊４，牊５｝
可以验证，（爣，）是正规子群，如

牊２爣＝ ｛牊２牊１，牊２牊４，牊２牊５｝
＝ ｛牊２，牊３，牊６｝

爣牊２＝ ｛牊１牊２，牊４牊２，牊５牊２｝
＝ ｛牊２，牊６，牊３｝

所以有

牊２爣 ＝ 爣牊２

对于其它情况，请读者自己验证。
定理  设（爢，）是群，（爣，）是其正规子群，则正规子群（爣，）及其陪集都是

同余类。
证明 要证明正规子群（爣，）及其陪集都是同余类，只需证明：
“在任意的两个陪集 牋１爣 和 牋２爣 中，各任取一个元素 牃和 牄，使得 牃牄必在一个确

定的陪集（牋１牋２）爣 中”
设牃∈牋１爣，所以有 牃＝牋１牎牏（牎牏∈爣）。设 牄∈牋２爣，所以有 牄＝牋２牎牐（牎牐∈爣）。于是

牃牄＝ （牋１牎牏）（牋２牎牐）
＝ 牋１（牎牏牋２）牎牐

因为（爣，）是正规子群，所以有

牋２爣 ＝ 爣牋２

由于

牎牏牋２∈ 爣牋２

所以

牎牏牋２∈ 牋２爣
牎牏牋２＝ 牋２牎牑 （牎牑∈ 爣）
牃牄＝ 牋１牋２牎牑牎牐

因为（爣，）是群，所以运算对于 爣 是封闭的，可令

牎牑牎牐＝ 牎牓

于是

牃牄＝ （牋１牋２）牎牓∈ （牋１牋２）爣
这表明，对于 牋１爣 中任意元素 牃和 牋２爣 中任意元素 牄，它们的运算结果 牃牄总在确

定的陪集（牋１牋２）爣 中，所以正规子群（爣，）及其陪集都是同余类。
定理  设牊是群（爢，）到群（爢′，○）的同态映射，则同态核Ｋｅｒ（牊）是群（爢，）的

正规子群，且 牊所确定的同余类，就是 Ｋｅｒ（牊）及其陪集。
证明 先证同态核 Ｋｅｒ（牊）是（爢，）的正规子群。
记 爦＝Ｋｅｒ（牊），设 牃是 爢中任意元素，牑是 爦中元素。则

牊（牃牑牃－１）＝ 牊（牃）○牊（牑）○牊（牃－１）
＝ 牊（牃）○牉′○牊（牃－１）
＝ 牊（牃）○牊（牃－１）
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＝ 牊（牃牃－１）
＝ 牊（牉）
＝ 牉′

所以

牃牑牃－１∈ 爦
牃牑牃－１＝ 爦′ （牑′∈ 爦）

牃牑＝ 牑′牃
从而有

牃爦＝ 爦牃
因此，Ｋｅｒ（牊）是（爢，）的正规子群。
再证 牊所确定的同余类就是 Ｋｅｒ（牊）及其陪集。为此需证：
“当 牊（牃）＝牊（牄）时，牃和 牄属于同一陪集；反之，当 牃和 牄属于同一陪集时，牊（牃）＝牊（牄）。”
如果 牊（牃）＝牊（牄），则

牊（牃－１牄）＝ 牊（牃－１）○牊（牄）
＝ 牊（牃－１）○牊（牃）
＝ 牊（牃－１牃）
＝ 牊（牉）＝ 牉′

所以

牃－１牄∈ 爦
牃－１牄＝ 牑 （牑∈ 爦）

牄＝ 牃牑
牄∈ 牃爦

显然

牃∈ 牃爦 （爦中含有幺元）
由此可见，牃和 牄在同一陪集中。
反之，如果 牃和 牄在同一陪集中，因为 牃∈牃爦，所以 牄∈牃爦，即 牄＝牃牑，于是

牊（牄）＝ 牊（牃牑）＝ 牊（牃）○牊（牑）
＝ 牊（牃）○牉′＝ 牊（牃）

因此，同态映射 牊所确定的同余类，就是同态核 Ｋｅｒ（牊）及其陪集。
上述定理表明，群同态与群的正规子群是一一对应的。
例  写出所有（爫６，６）到（爫１２，１２）的同态映射。
解 因为（爫６，６）是循环群，所以是可交换群，其子群都是正规子群，（爫６，６）共有 ４个

子群，其中两个是非平凡子群，两个是平凡子群。因此在群（爫６，６）上可定义 ４种不同的同态
映射。

（１）如果取（爫６，６）自身为其子群，同态映射 牊所确定的同余类仅有一个，即 爫６，所以定
义（爫６，６）到（爫１２，１２）的同态映射 牊为：

牊（牕）≡ ０ （牕∈ 爫６）
（２）如果取（爫６，６）的 ３阶子群为 Ｋｅｒ（牊），即 Ｋｅｒ（牊）＝｛０，２，４｝，其陪集为：｛１，３，５｝，所

以令
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牊（０）＝ 牊（２）＝ 牊（４）＝ ０
牊（１）＝ 牊（３）＝ 牊（５）＝ ６

其中｛０，６｝是（爫１２，１２）的 ２阶子群，容易验证 牊是（爫６，６）到（爫１２，１２）的同态映射。
（３）如果取（爫６，６）的 ２阶子群为 Ｋｅｒ（牊），即 Ｋｅｒ（牊）＝｛０，３｝，其陪集为：｛１，４｝，｛２，５｝。

所以令

牊（０）＝ 牊（３）＝ ０
牊（１）＝ 牊（４）＝ ４
牊（２）＝ 牊（５）＝ ８

其中｛０，４，８｝是（爫１２，１２）的 ３阶子群，容易验证 牊是（爫６，６）到（爫１２，１２）的同态映射。
（４）如果取（爫６，６）的 １阶子群为 Ｋｅｒ（牊），即 Ｋｅｒ（牊）＝｛０｝，其陪集为：｛１｝，｛２｝，｛３｝，

｛４｝，｛５｝。所以令

牊（０）＝ ０，牊（１）＝ ２，牊（２）＝ ４
牊（３）＝ ６，牊（４）＝ ８，牊（５）＝ １０

其中｛０，２，４，６，８，１０｝是（爫１２，１２）的 ６阶子群。容易验证 牊是（爫６，６）到（爫１２，１２）的同
态映射。

习 题

１设（爛，）是代数系统，爛＝｛１，２，３，４｝，牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），牊是 爫６到 爛的函数，且 牊（牨）≡２，证明 牊是

（爫６，６）到（爛，）的同态映射。

２写出群（爫６，６）到群（爫４，４）的两种同态映射。

３牊是群（爫１２，１２）到群（爫６，６）的同态映射，且 牊（３牑）＝０，牊（３牑＋１）＝２，牊（３牑＋２）＝４，写出

（１）同态核 Ｋｅｒ（牊）

（２）牊所诱导的同余关系

（３）关于 Ｋｅｒ（牊）的商群

４设（爢，）是群，且 牃∈爢，定义 牊是 爢到 爢的函数：牊（牨）＝牃牨牃－１，证明 牊是群（爢，）的自同构。

５牊是（爢，）到（爢′，′）的满同态，如果（爢，）是循环群，证明（爢′，′）也是循环群。

 群码

编码问题是用给定字母表里的字母组成不同的序列来表示不同信息的问题。由字母表中
字母组成的一个序列通常称为字；一个码是表示不同信息的字的总体，码中的字也称为码字。
简单而常用的字母表是二进制数字表：｛０，１｝，简单而常用的码是分组码，所谓分组码是由相同
长度的字所组成的码，如｛００００，０１０１，１０１１，１１１１｝是一个分组码。设计一个分组码的准则之一
是它的纠错能力。假设一个码字从发送点传输到接收点，在传输过程中，由于各种干扰可能引
起码字中的某些位在接收时 １变为 ０，或 ０变为 １，所以收到字可能不再是被传送的字，我们要
求尽一切可能恢复被传送的那个字，这就是纠错。
设 爛表示所有长度为 牕的二进制序列集合，对于二元运算按位加，（爛，）是群，且每个元

素的逆元是其自身。
设 牃是 爛中的一个元素（在本节中，不妨称为字），定义字 牃的重量为 牃中 １的个数，并记

作 爾（牃）。例如 牃＝１１０１０１，其重量 爾（牃）＝４；牄＝１００１００，其重量 爾（牄）＝２。对于 爛中任意两
个元素 牨和 牪，我们定义 牨，牪的距离为 爾（牨牪），并记作 牆（牨，牪）。例如 牨＝０１０１１０，牪＝
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１００１０１，则牆（牨，牪）＝爾（牨牪）＝爾（０１０１１０１００１０１）＝爾（１１００１１）＝４。由按位加的定义可
知，两个字之间的距离，恰好是两个字在对应位置上数字不同的位置数目。
显然，对于 爛中任意的 牨和 牪，有 牆（牨，牪）＝牆（牪，牨），现证明距离满足三角不等式，即

牆（牨，牪）≤ 牆（牨，牫）＋ 牆（牫，牪）
易证

爾（牃 牄）≤ 爾（牃）＋ 爾（牄）
所以

牆（牨，牪）＝ 爾（牨 牪）
＝ 爾（牨 牉 牪） （牉是幺元）
＝ 爾（牨 牫 牫 牪）
≤ 爾（牨 牫）＋ 爾（牫 牪）
＝ 牆（牨，牫）＋ 牆（牫，牪）

设 爢是 爛的子集，现把 爢作为一个分组码，定义 爢的距离为 爢中所有两个不同字的距离
的最小者，例如 爢＝｛００００００，１１１０００，０００１１１，１１１１１１｝，爢的距离为 ３。
以后将看到，分组码的距离与其纠错能力有着密切的联系。
假设对应于 爢中的一个发送字，我们在接收点收到的字为 牪，我们的问题是由 牪如何来确

定被传输的发送字。
下面介绍两条确定发送字的准则。
１最大概率译码准则。
设分组码 爢＝｛牃１，牃２，…，牃牔｝，对于接收字 牪，求出条件概率 爮（牃１燏牪），爮（牃２燏牪），…，爮（牃牔燏

牪）；其中 爮（牃牏燏牪）表示在接收到的字是 牪的条件下，牃牏是给定传送字的概率。如果 爮（牃牑燏牪）是
所有被计算的条件概率中的最大者，那么我们认为 牃牑是发送字。这就是最大概率译码准则。
因为在通信系统中，概率依赖于很多因素，所以计算条件概率 爮（牃牏燏牪）是相当麻烦的。下

面介绍另一个确定发送字的准则。
２最小距离译码准则
对于分组码 爢中所有码字，计算它们与接收字 牪的距离：牆（牃１，牪），牆（牃２，牪），…，

牆（牃牔，牪）；如果其中最小者为 牆（牃牑，牪），那么我们认为 牃牑就是发送字。
可以证明最小距离译码准则等价于最大概率译码准则。
如果假设在码字各个位置上出现误差的事件是独立的，并且各个位置上出现误差的概率

均为 牘，那么条件概率

爮（牃牏燏牪）＝ 牘牠（１－ 牘）牕－牠

其中 牠是发送字中发生误差的位数，也即 牃牏和 牪的距离，因此如果设 牘＜ １
２（在一般情况

下，这假设合乎情理的），那么当牆（牃牏，牪）＝牠越小，则爮（牃牏燏牪）越大。由此可见，最小距离译码准
则等价于最大概率译码准则。
由最小距离译码准则可得下列定理。
定理  设 爢是分组码，爢的距离为 ２牠＋１，则 爢能纠正 牠个或小于 牠个传输误差。
证明 设 牃是一个被发送的码字，牪是接收字，如果在传输过程中出现的误差不超过 牠，

则
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牆（牃，牪）≤ 牠
设 牃牏是 爢中另一个码字，显然有

牆（牃，牃牏）≤ 牆（牃，牪）＋ 牆（牪，牃牏）
也即

牆（牃牏，牪）≥ 牆（牃，牃牏）－ 牆（牃，牪）
≥ （２牠＋ １）－ 牠
＝ 牠＋ １

由此可见，除码字 牃和 牪的距离小于等于 牠外，其它码字与 牪的距离都大于等于 牠＋１。所以由
最小距离译码准则可知，应选取 牃作为被传输的发送字。
例如，设 爢＝｛０００００，１１１００，００１１１，１１０１１｝，可以计算出分组码 爢的距离为 ３，由定理

４１１１可知，爢能够纠正码字中的 １位传输误差。当接受字为 牪＝１０１１１时，计算 牪与 爢中各
个字的距离：牆（牪，０００００）＝４，牆（牪，１１１００）＝３，牆（牪，００１１１）＝１，牆（牪，１１０１１）＝２；由此可得 牪
的发送字是 ００１１１。
由上述分析可知，一个分组码的纠错能力与分组码的距离密切相关。然而求一个分组码的

距离是很繁复的，需要将两两不同码字的距离都计算出来，再取最小值。下面介绍一类特殊的
分组码——群码，求群码的距离是极其简单而又方便的，并且群码还有不少其它的优点。
如果 爢是分组码，且（爢，）是群，则称 爢为群码。显然（爢，）是（爛，）的子群，００…０是

爢的幺元，为了方便以后将 爢的幺元称为 ０字。
定理  如果 爢是群码，则 爢的距离为 爢中非 ０字的最小重量。
证明 设 爢＝｛０，牃１，…，牃牔｝，其中 ０为 ０字。对于 爢中两个不同的非 ０字 牃牏、牃牐，其距离 牆

（牃牏，牃牐）＝爾（牃牏牃牐），由群对于运算的封闭性可知，牃牏牃牐＝牃牑∈爢，所以 牆（牃牏，牃牐）＝爾（牃牑），即 牃牏

和 牃牐的距离等于 爢中某一个元素 牃牑的重量。请读者证明，当 牃牏和 牃牐分别取遍 爢中各个非 ０
字时，牃牑也将遍历 爢中各个非 ０字。由此可得，爢的距离为 爢中非 ０字重量的最小者。
例如，爢＝｛００００，１１００，００１１，１１１１｝，容易验证（爢，）是群，爢中非 ０字的最小重量为 ２，所

以 爢的距离为 ２。
对于群码，按最小距离译码准则，有一个有效的方法来确定与接收字对应的发送字，可以

方便地构造一个译码表。
设群码 爢＝｛牃１，牃２，…，牃牔｝，当接收字为 牪时，求其发送字，需计算 牪与 爢中各个码字的距

离：牆（牃１，牪），牆（牃２，牪），…，牆（牃牔，牪），并取其最小者；即求 爾（牃１牪），爾（牃２牪），…，爾（牃牔牪）
的最小者：由于（爢，）是（爛，）的子群，所以求 牪与 爢中各个码字的距离的最小者，也就是
求陪集 爢牪中各个字的重量的最小者。如果陪集 爢牪中的字 牃牑牪的重量 爾（牃牑牪）为最
小，这表明牪的发送字为牃牑。而求牃牑是简单的，因为（牃牑牪）牪＝牃牑，所以只要把陪集爢牪中
的重量最小的字 牃牑牪与 牪运算后就能得到 牃牑。
例  群码 爢＝｛０００００，１１１００，００１１１，１１０１１｝，当接受字为 １１０００时，求发送字。
解 令 牪＝１１０００，先写出陪集

爢 牪＝ ｛１１０００，００１００，１１１１１，０００１１｝
易知，陪集 爢牪中最小重量的字为 ００１００，把 ００１００牪＝００１００１１０００＝１１１００，于是求得 牪
的发送字为 １１１００。
对于陪集 爢牪中的其它字 牫＝牃牏牪，同样可把 牫与陪集中重量最小的字 牃牑牪运算，运
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算后的结果就是 牫的发送字。这是因为 牫牃牑牪＝牃牏牪牃牑牪＝牃牏牃牑，而 牃牏牃牑与 牫的距
离 牆（牃牏牃牑，牫）＝爾（牃牏牃牑牫）＝爾（牃牏牃牑牃牏牪）＝爾（牃牑牪）为最小，所以 牃牏牃牑是 牫的发
送字。
例  群码爢＝｛０００００，１１１００００１１１１１０１１｝，接受字为牪＝１１０００，求陪集爢牪中所有

字的发送字。
解 由例 ４３３可知陪集

爢 牪＝ ｛１１０００，００１００，１１１１１，０００１１｝
其中重量最小的字为 ００１００。于是对于陪集中的字：１１０００，其发送字为 １１０００００１００＝１１１００；
陪集中的字：００１００，其发送字为 ００１００００１００＝０００００；陪集中的字：１１１１１，其发送字为 １１１１１
００１００＝１１０１１；陪集中的字：０００１１，其发送字为 ０００１１００１００＝００１１１。
由于陪集中的字，很容易找到它的发送字，所以构造一个译码表是方便的。首先将群码中

的码字写在第一行上，并且把 ０字写在这一行的首位；然后写出 爢的所有陪集，将一个陪集写
在一行上，并且把其重量最小的字写在首位；最后把陪集中的字与其发送字写在一列上。
例如群码 爢＝｛０００００，１１１００，００１１１，１１０１１｝的码表如下：
爢：０００００ １１１００ ００１１１ １１０１１

００００１ １１１０１ ００１１０ １１０１０
０００１０ １１１１０ ００１０１ １１００１
００１００ １１０００ ０００１１ １１１１１
０１０００ １０１００ ０１１１１ １００１１
１００００ ０１１００ １０１１１ ０１０１１
１０００１ ０１１０１ １０１１０ ０１０１０
１００１０ ０１１１０ １０１０１ ０１００１

 环和域

半群和群都是仅有一种运算的代数系统，本节将介绍具有两种运算的代数系统——环和
域。
定义 ４１２１ （爛，，○）是代数系统，如果满足

（１）对于第一种运算，（爛，）是可交换群；
（２）对于第二种运算○，（爛，○）是半群；
（３）运算○对于是可分配的，即

牃○（牄牅）＝ （牃○牄）（牃○爞）
（牄牅）○牃＝ （牄○牃）（牅○牃）

则称（爛，，○）为环。
例  证明（爫牑，牑，牑）是环。
证明 易知（爫牑，牑）是可交换群，（爫牑，牑）是半群，所以仅需证明牑对于牑是可分配

的。对于 爫牑中的任意元素 牃，牄，牅，有

牃牑牄＝ 牃＋ 牄－ 牑牃＋ 牄〔 〕牑

牃牑牄＝ 牃× 牄－ 牑牃× 牄〔 〕牑





因而

牃牑（牄牑牅）＝ 牃牑 牄＋ 牅－ 牑牄＋ 牅〔 〕槏 槕牑

＝ 牃牄＋ 牅－ 牑牄＋ 牅〔 〕槏 槕牑 － 牑牃牄＋ 牅－ 牑牄＋ 牅〔 〕槏 槕牑
烒

烓

烖

烗牑

＝ 牃牄＋ 牃牅－ 牃牑牄＋ 牅〔 〕牑 － 牑牃（牄＋ 牅）
牑 － 牃牄＋ 牅〔 〕〔 〕牑

＝ 牃牄＋ 牃牅－ 牑牃（牄＋ 牅）〔 〕牑
另外

（牃牑牄）牑（牃牑牅）＝ 牃牄－ 牑牃牄〔 〕槏 槕牑 牑 牃牅－ 牑牃牅〔 〕槏 槕牑

＝ 牃牄＋ 牃牅－ 牑牃牄〔 〕牑 － 牑牃牅〔 〕牑 － 牑牃牄－ 牑牃牄〔 〕牑 ＋ 牃牅－ 牑牃牅〔 〕牑
烒

烓

烖

烗牑

＝ 牃牄＋ 牃牅－ 牑牃牄〔 〕牑 － 牑牃牅〔 〕牑 － 牑牃牄＋ 牃牅
牑 － 牃牄〔 〕牑 － 牃牅〔 〕〔 〕牑

＝ 牃牄＋ 牃牅－ 牑牃（牄＋ 牅）〔 〕牑
由此可得

牃牑（牄牑牅）＝ （牃牑牄）牑（牃牑牅）
由于牑和牑都是可交换运算，所以

（牄牑牅）牑牃＝ （牄牑爞）牑（爞牑牃）

牑对于牑是可分配的。
例  证明（爲，＋，×）是环。
证明 因为（爲，＋）是可交换群，（爲，×）是半群，普通乘法对普通加法是可分配的，所以

（爲，＋，×）是环。
（爲，＋，×）是具有典型意义的环，下面将通过对（爲，＋，×）的分析，从而了解一般环所具

有的特点，显然

（１）（爲，＋）中的幺元是（爲，×）中的零元

（２）牃∈爲，对于（爲，＋），牃的逆元是－牃
（３）（－牃）×牄＝牃×（－牄）＝－（牃×牄）
（４）（－牃）×（－牄）＝牃×牄
对于一般的环（爛，，○），可以看到第一种运算和第二种运算○的特点以及它们的联

系酷似于（爲，＋，×）中的加法和乘法所具有的特点和联系。
定理  （爛，，○）是环，则（爛，）中的幺元 犤是（爛，○）中的零元。
证明 因为 犤是（爛，）的幺元，所以有 犤犤＝犤，又因为○对于是可分配的，所以有

牃○犤＝ 牃○（犤犤）
＝ （牃○犤）（牃○犤）

上式表明元素 牃○犤是（爛，）的幺元，即
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牃○犤＝ 犤
同样可证

犤○牃＝ 犤
由此可见，犤是（爛，○）的零元。
定理  设（爛，，○）是环，对于可交换群（爛，），元素 牃的逆元为 牃－１，则 牃－１○牄

＝牃○牄－１＝（牃○牄）－１，牃－１○牄－１＝牃○牄。
证明 因为○对是可分配的，所以

（牃－１○牄）（牃○牄）＝ （牃－１牃）○牄
＝ 犤○牄
＝ 犤

而 犤是（爛，）的幺元，所以 牃－１○牄是 牃○牄的逆元，即

牃－１○牄＝ （牃○牄）－１

同样可证

牃○牄－１＝ （牃○牄）－１

于是有 牃－１○牄＝牃○牄－１＝（牃○牄）－１。
由上述等式易得

牃－１○牄－１＝ 牃○（牄－１）－１＝ 牃○牄。证毕。
如果将可交换群（爛，）中的元素 牃的逆元记作－牃，以上两定理的结论可写成：

牃（－ 牃）＝ 犤
牃○犤＝ 犤○牃＝ 犤
（－ 牃）○牄＝ 牃○（－ 牄）＝－ （牃○牄）
（－ 牃）○（－ 牄）＝ 牃○牄

由此可见，环（爛，，○）中的第一种运算和第二种运算○的特征以及它们的联系，酷似普通
加法与乘法的特征与联系，所以常将环（爛，，○）写作（爛，＋，×）；对于（爛，＋），牃的逆元记作

－牃，以上两定理的结论可写成：
牃＋ （－ 牃）＝ 犤
牃× 犤＝ 犤× 牃＝ 犤
（－ 牃）× 牄＝ 牃× （－ 牄）＝－ （牃× 牄）
（－ 牃）× （－ 牄）＝ 牃× 牄

如果将 牃＋（－牄）记作 牃－牄，由于运算×对＋是可分配的，所以有

牃× （牄－ 牅）＝ 牃× 牄－ 牃× 牅
（牄－ 牅）× 牃＝ 牄× 牃－ 牅× 牃。

下面介绍一些常用的特殊环。
定义 ４１２２ 设（爛，＋，×）是环，如果半群（爛，×）中的运算×是可交换运算，则称（爛，

＋，×）是可交换环。
定义 ４１２３ 设（爛，＋，×）是环，如果（爛，×）是含幺元半群，则称（爛，＋，×）是含幺元

环。
例如：（爫牑，牑，牑）是可交换环，也是含幺元环。
又如，爛是以所有实系数多项式作为元素构成的集合，对于多项式加法＋和多项式乘法
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×，容易验证（爛，＋，×）是环，且是含幺元可的交换环。
定义 ４１２４ 设（爛，＋，×）是环，对于半群（爛，×），爛中任意非零元 牃、牄，都有 牃×牄≠犤，

则称（爛，＋，×）为无零因子环。
例如，在环（爲，＋，×）中，任意的实数 牃和 牄，若 牃≠０，牄≠０，必有 牃×牄≠０。所以环（爲，＋，

×）是无零因子环。
但在环（爫６，６，６）中，由于 ２≠０，３≠０，而 ２６３＝０，所以（爫６，６，６）不是无零因子

环。
定义 ４１２５ 含幺元、可交换、无零因子环称为整环。
例如，（爤，＋，×）是整环。
又如，（爫７，７，７）是整环；一般地讲，当 牑为素数时，（爫牑，牑，牑）是整环。
定理  设（爛，＋，×）是整环，则乘法运算满足消去律，即当 牃≠犤且 牃×牄＝牃×牅

时，必有 牄＝牅。
证明 因为 牃×牄＝牃×牅，所以 牃×牄－牃×牅＝犤，牃×（牄－牅）＝犤，由于 牃≠犤，而（爛，＋，×）是

无零因子环，所以 牄－牅＝犤，牄＝牅。
定义 ４１２６ 设（爛，＋，×）代数系统，如果满足

（１）（爛，＋）是可交换群

（２）（爛－｛０｝，×）是可交换群

（３）运算×对＋是可分配的。
则称（爛，＋，×）是域。
例如，（犤，＋，×），（爲，＋，×），（爞，＋，×），都是域，其中 爯为有理数集合，爲是实数集合，

爞是复数集合，＋，×分别是各数集上的加法和乘法运算。
但是（爤，＋，×）不是域，因为（爤－｛０｝，×）不是群。这说明整环一定是域。
定理  域一定是整环。
请读者自行证明

定理  有限整环必是域。
证明 设（爛，＋，×）是有限整环，由域的定义可知，只需证明（爛－｛犤｝，×）是可交换群，即

证得（爛，＋，×）是域。
又由于（爛，×）是含幺元，可交换，无零因子的有限半群，所以只需证明（爛－｛犤｝，×）中每

个元素都存在逆元，即证得（爛－｛犤｝，×）是可交换群。
设 爛－｛犤｝＝｛牉，牃１，牃２，…，牃牕｝共有 牕＋１个元素，其中 牉是（爛－｛犤｝，×）的幺元。在 爛－｛犤｝

中任取一个元素 牃牏，考察以下 牕＋１个元素：牃牏×牉，牃牏×牃１，牃牏×牃２，…，牃牏×牃牕；由于运算×是封闭
的且 爛－｛犤｝中无零因子，所以 牃牏×牉，牃牏×牃１，…，牃牏×牃牕都属于 爛－｛犤｝；又由于 爛－｛犤｝中无零
因子可推出运算×满足消去律，所以 牕＋１个元素：牃牏×牉，牃牏×牃１，…，牃牏×牃牕是各不相同的，即 爛
－｛犤｝＝｛牃牏×牉，牃牏×牃１，…，牃牏×牃牕｝，因此必有 牃牏×牃牑＝牉，这说明 牃牏存在着逆元。由此可得（爛－
｛犤｝，×）是可交换群，从而证得有限整环（爛，＋，×）是域。
例如，当 牑为素数时，（爫牑，牑，牑）是整环，且 爫牑是有限集，所以（爫牑，牑，牑）是域。

习 题

１设（爛，＋，×）是代数系统，其中＋，×是普通加法和乘法，爛为下列集合
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（１）爛是所有偶数组成的集合

（２）爛是所有奇数组成的集合

（３）爛是正整数集合

（４）爛是非负整数集合

问（爛，＋，×）是环吗？

２设（爛，＋，×）是环，并且对于 爛中任意元素 牃，都是 牃×牃＝牃，证明 牃＋牃＝犤。

３设 爛是所有 牕阶实数方阵组成的集合，对于矩阵的加法＋和矩阵乘法×，证明（爛，＋，×）是环。

４写出具有 ３个元素的域。

 格

格是具有两种二元运算的特殊的代数系统，它产生于本世纪三十年代，它在计算机科学理
论的研究中有重要作用。本节介绍有关格的基本知识，介绍几种常用的格：分配格，有界格，有
补格等。
 格和子格
定义  设（爛，∨，∧）是代数系统，二元运算∨和∧对于 爛是封闭的，且对于 爛中

任意元素 牃，牄，牅满足

（１） 牃∨牄＝牄∨牃
牃∧牄＝牄∧牃

（交换律）

（２） （牃∨牄）∨牅＝牃∨（牄∨牅）
（牃∧牄）∧牅＝牃∧（牄∧牅）

（结合律）

（３） 牃∨（牃∧牄）＝牃
牃∧（牃∨牄）＝牃

（吸收律）

则称（爛，∨，∧）为格。
常称二元运算∨为并，称∧为交。
例如，设 爛是集合，爛的幂集 爮（爛）（由 爛中所有子集作为元素构成的集合）和集合的并、

交运算构成的代数系统（爮（爛），∪，∩）是格。因为集合的并、交运算满足交换律、结合律和吸收
律，并且这两种运算对于 爮（爛）是封闭的，所以（爮（爛），∪，∩）是格。
例  爤＋是正整数集合，爤＋上的二元运算 牃∨牄定义为 牃和 牄的最小公倍数；牃∧牄定义

为 牃和 牄的最大公约数，证明代数系统（爤＋，∨，∧）是格。
证明 因为任意正整数 牃和 牄的最小公倍数、最大公约数都是正整数，所以二元运算∨和

∧对于 爤＋是封闭的。
二元运算∨和∧满足交换律和结合律是显然的。
现证∨和∧满足吸收律。
先证 牃∨（牃∧牄）＝牃
因为 牃∧牄是 牃和 牄的最大公约数，所以 牃∧牄必是 牃的因子，或者说 牃∧牄能整除 牃。
又因为 牃∨（牃∧牄）是 牃和 牃∧牄的最小公倍数，而 牃∧牄能整除 牃，所以 牃和 牃∧牄的最小公

倍数就是 牃，即

牃∨（牃∧牄）＝牃
同样可证：
牃∧（牃∨牄）＝牃
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所以二元运算∨和∧满足吸收律，（爤＋，∨，∧）是格。
例  设集合 爛＝｛１，２，３，４，５｝，爛上的二元运算∨和∧定义为：

牃∨ 牄＝ ｍａｘ（牃，牄）
牃∧ 牄＝ ｍｉｎ（牃，牄）

证明（爛，∨，∧）是格。
证明 二元运算∨和∧的封闭性以及满足交换律，结合律是显然的。
现证二元运算∨和∧满足吸收律。
由二元运算∨和∧的定义可知：

牃∨ （牃∧ 牄）＝ ｍａｘ（牃，ｍｉｎ（牃，牄））
牃∧ （牃∨ 牄）＝ ｍｉｎ（牃，ｍａｘ（牃，牄））

当 牃≤牄时

牃∨ （牃∧ 牄）＝ ｍａｘ（牃，牃）＝ 牃
牃∧ （牃∨ 牄）＝ ｍｉｎ（牃，牄）＝ 牃

当 牃＞牄时

牃∨ （牃∧ 牄）＝ ｍａｘ（牃，牄）＝ 牃
牃∧ （牃∨ 牄）＝ ｍｉｎ（牃，牃）＝ 牃

由此可见，二元运算∨和∧满足吸收律，所以（爛，∨，∧）是格。
由格的定义，可得下列定理。
定理  设（爛，∨，∧）是格，牃是 爛中的任意元素，则

牃∨ 牃＝ 牃
牃∧ 牃＝ 牃

即 爛中每一个元素都是等幂元。
证明 由格中的运算满足吸收律可知

牃∨ （牃∧ 牄）＝ 牃
若取 牄＝牃∨牄，则

牃∨ （牃∧ （牃∨ 牄））＝ 牃
而 牃∧（牃∨牄）＝牃，所以

牃∨ 牃＝ 牃
同样可证 牃∧牃＝牃。
下面介绍子格。
定义 ４１３２ 设（爛，∨，∧）是格，爜是 爛的非空子集（爜爛），如果二元运算∨和∧对于

爜的封闭的（可证明（爜，∨，∧）是格），则称（爜，∨，∧）为（爛，∨，∧）的子格。
例如，我们已介绍了（爤＋，∨，∧）是格，其中二元运算牃∨牄为牃和牄的最小公倍数，牃∧牄为

牃和 牄的最大公约数。如果令 爠＋表示所有正偶数组成的集合，由于任意两个偶数的最小公倍
数和最大公约数都是偶数，所以二元运算∨和∧对于 爠＋是封闭的，（爠＋，∨，∧）是（爤＋，∨，∧）
的子格。
又如，（爮（爛），∪，∩）是格，令 爜＝｛犗，爛｝，显然 爜是 爮（爛）的子集。由于

犗∪犗＝犗 犗∩犗＝犗
爛∪爛＝爛
爛∪犗＝爛

爛∩爛＝爛
爛∩犗＝犗
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所以集合的并、交运算对于 爜是封闭的，（爜，∪，∩）是（爮（爛），∪，∩）的子格。
再如，爛＝｛１，２，３，４，５｝，爛上的二元运算牃∨牄＝ｍａｘ（牃，牄）；牃∧牄＝ｍｉｎ（牃，牄）。已知（爛，∨，

∧）是格，对于 爛的任何非空子集 爜，（爜，∨，∧）都是（爛，∨，∧）的子格。
 格和偏序集
格与偏序集有着极其密切的联系，下面我们将看到，当给定一个满足一定条件的偏序集，

可以导出一个格；反之，给定一个格（爛，∨，∧），也能导出一个偏序集（爛，），且这个偏序集

（爛，）所导出的格就是（爛，∨，∧）。由此使格可以有另一种等价的定价，使我们对格的理解更
形象、更直观。
首先来看，由给定的满足一定条件的偏序集，如何导出格。
设（爛，）是偏序集，且对于 爛中任意两个元素 牃和 牄，子集｛牃，牄｝都有最小上界（ｓｕｐ（牃，

牄））和最大下界（ｉｕｆ（牃，牄））。在这种情况下，可以定义 爛上的二元运算∨和∧；
牃∨ 牄＝ ｓｕｐ（牃，牄）
牃∧ 牄＝ ｉｎｆ（牃，牄）

由此得到的代数系统（爛，∨，∧），可以证明（爛，∨，∧）是格，并称为由偏序集（爛，）导出的
格。
现在证明由偏序集（爛，）导出的代数系统（爛，∨，∧）是格。
在（爛，∨，∧）中，二元运算∨和∧满足封闭性和交换律是显然的。
现在来证二元运算∨，∧满足结合律。
对于偏序集，易知有以下结论：
（１）牃ｓｕｐ（牃，牄）＝牃∨牄；

牄ｓｕｐ（牃，牄）＝牃∨牄。
（２）如果 牃牨，牄牨，则

ｓｕｐ（牃，牄）牨，即 牃∨牄牨。
（３）牃∧牄＝ｉｎｆ（牃，牄）牃；

牃∧牄＝ｉｎｆ（牃，牄）牄。
由（１）可知：

牄 牄∨ 牅 牃∨ （牄∨ 牅）
牃 牃∨ （牄∨ 牅）

由（２）可知

牃∨ 牄 牃∨ （牄∨ 牅）
又由（１）可知

牅 牄∨ 牅 牃∨ （牄∨ 牅）
再由（２）可知

（牃∨ 牄）∨ 牅 牃∨ （牄∨ 牅）
同样方法可证明

牃∨ （牄∨ 牅） （牃∨ 牄）∨ 牅
最后可得：

（牃∨ 牄）∨ 牅＝ 牃∨ （牄∨ 牅）
同样方法可证明
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（牃∧ 牄）∧ 牅＝ 牃∧ （牄∧ 牅）
所以∨和∧满足结合律。
再证二元运算∨和∧满足吸收律。
由（１）可知

牃 牃∨ （牃∧ 牄）
又由（１）可知

牃 牃
而由（３）可知

牃 （牃∧ 牄）
由（２）可知

牃∨ （牃∧ 牄） 牃
最后可得

牃∨ （牃∧ 牄）＝ 牃
同样方法可证明

牃∧ （牃∨ 牄）＝ 牃
所以二元运算∨和∧满足吸收律。
由此证得代数系统（爛，∨，∧）是格。
例如，由 爛的幂集 爮（爛）和集合的包含关系构成的偏序集（爮（爛），），容易验证，爮（爛）中

的任意元素 爛１和 爛２，它们的最小上界和最大下界分别是它们的并和交。即

ｓｕｐ（爛１，爛２）＝ 爛１∪ 爛２

ｉｎｆ（爛１，爛２）＝ 爛１∩ 爛２

所以 爮（爛）中任意两个元素都有最小上界和最大下界，且（爮（爛），∪，∩）是由（爮（爛），）
导出的格。
又如，偏序集（爤＋，），其中 爤＋是正整数集合，是整除关系，容易验证，爤＋中任意元素 牃

和 牄，它们的最小上界是 牃和 牄的最小公倍数；最大下界是 牃和 牄的最大公约数。如果令

牃∨ 牄＝ ｓｕｐ（牃，牄）
牃∧ 牄＝ ｉｎｆ（牃，牄）

则（爤＋，∨，∧）是由（爤＋，）导出的格。
再如，爛＝｛１，２，３，４，５｝，爛上的偏序关系是小于等于关系，即当 牃≤牄时，牃牄。易知偏序

集（爛，）中，任意两个元素 牃和 牄的最小上界是

ｓｕｐ（牃，牄）＝ ｍａｘ（牃，牄）
牃和 牄的最大下界是

ｉｎｆ（牃，牄）＝ ｍｉｎ（牃，牄）
如果令

牃∨ 牄＝ ｓｕｐ（牃，牄）
牃∧ 牄＝ ｉｎｆ（牃，牄）

则（爛，∨，∧）为（爛，）导出的格。
现在再来看，当给定一个格（爛，∨，∧）时，如何导出偏序集（爛，），并证明这个偏序集导
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出的格就是（爛，∨，∧）。
设（爛，∨，∧）是格，定义 爛上的二元关系为：当且仅当 牃∨牄＝牄时，牃牄。
现证明二元关系是偏序关系。
由于格（爛，∨，∧）上的元素都是等幂元，所以对于 爛中任意元素 牃，都有 牃∨牃＝牃，即 牃

牃，由此可知，二元关系是自反的。
又由于当 牃牄时，即有 牃∨牄＝牄；而当 牄牃时，即有 牃∨牄＝牃，于是有 牃＝牄。这表明当 牃

牄且 牄牃时，必有 牃＝牄，所以是反对称的二元关系。
当 牃牄且 牄牅时，即当 牃∨牄＝牄且 牄∨牅＝牅时，牃∨牅＝牃∨（牄∨牅）＝（牃∨牄）∨牅＝牄∨牅＝牅，

于是有 牃牅，这表明当 牃牄且 牄牃时，必有 牃牅，所以是传递的二元关系。
综上所述，是偏序关系，（爛，）是偏序集。
称（爛，）是由格（爛，∨，∧）导出的偏序集。
现在进一步证明，这个偏序集（爛，）导出的格就是原格（爛，∨，∧）。
为此只需证明（爛，）中的任意两个元素牃和牄的最小上界ｓｕｐ（牃，牄）＝牃∨牄；最大下界ｉｎｆ

（牃，牄）＝牃∧牄。从而可知（爛，）导出的格就是原格（爛，∨，∧）。
先证 牃，牄的最小上界为 牃∨牄。因为

牃∨ （牃∨ 牄）＝ （牃∨ 牃）∨ 牄＝ 牃∨ 牄
牄∨ （牃∨ 牄）＝ 牃∨ （牄∨ 牄）＝ 牃∨ 牄

由的定义可知

牃 牃∨ 牄
牄 牃∨ 牄

这表明 牃∨牄是 牃和 牄的上界。
设 牅是 牃和 牄的任意一个上界。则

牃 牅即 牃∨ 牅＝ 牅
牄 牅即 牄∨ 牅＝ 牅

于是有

（牃∨ 牅）∨ （牄∨ 牅）＝ 牅∨ 牅
（牃∨ 牄）∨ 牅＝ 牅

即

牃∨ 牄 牅
由此可见，牃∨牄是 牃和 牄的最小上界。
另外，利用吸收律可知，当 牃∨牄＝牄时，必有 牃∧牄＝牃∧（牃∨牄）＝牃；这表明了当 牃∨牄＝牄

时，定义 牃牄，也可等价地改写成：当 牃∧牄＝牃时，定义 牃牄。利用这一点。可以类似地证明 牃
和 牄的最大下界为 牃∧牄。
至此，我们详细地讨论了格（爛，∨，∧）和偏序集（爛，）之间的“互导性”。综合上述分析，

可得下列定理。
定理  设（爛，）是偏序集，且 爛中任意两个元素 牃和 牄都有最小上界 ｓｕｐ（牃，牄）

和最大下界 ｉｎｆ（牃，牄）。如果令

牃∨ 牄＝ ｓｕｐ（牃，牄）
牃∧ 牄＝ ｉｎｆ（牃，牄）
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则由此导出的代数系统（爛，∨，∧）是格。

图 ４１３１

定理  设（爛，∨，∧）是格，在 爛上定义二元关系：
当且仅当 牃∨牄＝牄时，牃牄；则二元关系是偏序关系，且由偏序
集（爛，）导出的格就是（爛，∨，∧）。
由上述两条定理可得格的另一种等价定义。
定义４１３３ 设（爛，）是偏序集，如果爛中任意两个元素牃

和 牄，都有最小上界和最大下界，则称（爛，）为格。
例如，（爮（爛），），（爤＋，（整除）），（爤＋，≤），都是格。
由于偏序集可以用哈斯图形象地表示，所以这种定义方式使

格的表示更形象、更直观。
例如，设（爛，）是偏序集，其中 爛＝｛１，２，３，４，６，１２｝，是 爛

上的整除关系，其哈斯图表示见图 ４１３１，由图可知，爛中任意两
个元素都有最小上界与最大下界，所以（爛，）是格。
由（爛，）导出的（爛，∨，∧），其二元运算∨和∧的运算表如表 ４１３１和表 ４１３２所示。

表 

∨ １ ２ ３ ４ ６ １２

１

２

３

４

６

１２

１ ２ ３ ４ ６ １２

２ ２ ６ ４ ６ １２

３ ６ ３ １２ ６ １２

４ ４ １２ ４ １２ １２

６ ６ ６ １２ ６ １２

１２ １２ １２ １２ １２ １２

表 

∧ １ ２ ３ ４ ６ １２

１

２

３

４

６

１２

１ １ １ １ １ １

１ ２ １ ２ ２ ２

１ １ ３ １ ３ ３

１ ２ １ ４ ２ ４

１ ２ ３ ２ ６ ６

１ ２ ３ ４ ６ １２

又如，爛＝｛１，２，３，４，６，８，１６｝，是整除关系，偏序集（爛，）的哈斯图表示见图 ４１３２由
图可知，爛中元素 ６和 １６不存在最小上界；所
以（爛，）不是格（另外还有 ３和 ４，３和 ８，３
和 １６，４和 ６，６和 ８，６和 １６等都不存在最小
上界）。
容易看到，当（爛，）是全序集时，（爛，）

必定是格。
因为当为全序关系时，爛中任何两个元

素都是有关系的，如果 牃牄，则其最小上界

ｓｕｐ（牃，牄）＝牄，最大下界 ｉｎｆ（牃，牄）＝牃，所以（爛，
）是格。
例如，爛＝｛１，２，３，４，５｝，关系是 爛上的小

于等于关系。全序集（爛，≤）的哈斯图表示如
图 ４１３３所示。易见，（爛，≤）是格。
 分配格
定义 ４１３４ 设（爛，∨，∧）是格，如果格 图 ４１３２ 图 ４１３３
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中的并运算对于交运算满足分配律；交运算对于并运算满足分配律，即对于 爛中任意元素 牃，
牄，牅都有

牃∨ （牄∧ 牅）＝ （牃∨ 牄）∧ （牃∨ 牅）
牃∧ （牄∨ 牅）＝ （牃∧ 牄）∨ （牃∧ 牅）

则称（爛，∨，∧）为分配格。
例如，集合 爛的幂集 爮（爛）和集合的并、交运算构成的格（爮（爛），∪，∩）是分配格，因为集

合的并、交运算满足分配律。
在分配格的定义中，条件还可以减弱。实际上，在定义 ４１３４中给出的两个分配等式是等

价的。
定理  设（爛，∨，∧）是格，如果 爛中的并运算对于交运算是可分配的，即对于 爛

中任意元素 牃，牄，牅都有

牃∨ （牄∧ 牅）＝ （牃∨ 牄）∧ （牃∨ 牅）
则 爛中的交运算对于并运算也是可分配的，即

牃∧ （牄∨ 牅）＝ （牃∧ 牄）∨ （牃∧ 牅）
且反之亦然。
证明 牃∧（牄∨牅）＝（牃∧（牃∨牄））∧（牄∨牅）

＝牃∧（（牃∨牄）∧（牄∨牅））
＝牃∧（牄∨（牃∧牅））
＝（牃∨（牃∧牅））∧（牄∨（牃∧牅））
＝（牃∧牄）∨（牃∧牅）

反之，当交运算对并运算可分配时，也可用同样方法证明并运算对交运算是可分配的。
由上述定理可知，当我们验证一个格是否是分配格，只需要验证并对交是否可分配，或验

证交对并是否可分配即可。
例如，格（爤＋，∨，∧），其中 牃∨牄＝ｍａｘ（牃，牄），牃∧牄＝ｍｉｎ（牃，牄），可以验证（爤＋，∨，∧）是分

配格。

图 ４１３４

我们只验证交对于并是可分配的。
对于 爤＋中任意元素 牃，牄，牅，的各种可能取值，可分为两种

情况讨论。
（１）牃≤牄或 牃≤牅；
（２）牃≥牄且 牃≥牅：
对于（１）：牃∧（牄∨牅）＝牃

（牃∧牄）∨（牃∧牅）＝牃∨牃＝牃
对于（２）：牃∧（牄∨牅）＝牄∨牅

（牃∧牄）∨（牃∧牅）＝牄∨牅
所以（爤＋，∨，∧）中的交运算对于并运算是可分配的，（爤＋，∨，
∧）是分配格。
例  设（爛，）是格，其哈斯图表示如图 ４１３４所示。试判断（爛，）是否是分配格。
解 由图 ４１３４可知，对于 爛中元素 牄，牅，牆，有

牄∧ （牅∨ 牆）＝ ｉｎｆ（牄，ｓｕｐ（牅，牆））
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＝ ｉｎｆ（牄，牉）
＝ 牄

而

（牄∧ 牅）∨ （牄∧ 牆）＝ ｓｕｐ（ｉｎｆ（牄，牅），ｉｎｆ（牄，牆））
＝ ｓｕｐ（牃，牃）
＝ 牃

所以

牄∧ （牅∨ 牆）＝燋（牄∧ 牅）∨ （牄∧ 牆）
由此可见，（爛，）不是分配格。
分配格有如下重要性质。
定理  设（爛，∨，∧）是分配格，对于 爛中任意元素 牃，牄，牅，如果

牃∧ 牄＝ 牃∧ 牅且 牃∨ 牄＝ 牃∨ 牅
则必有 牄＝牅
证明 因为

（牃∧ 牄）∨ 牅＝ （牃∧ 牅）∨ 牅＝ 牅
而

（牃∧ 牄）∨ 牅＝ （牃∨ 牅）∧ （牄∨ 牅）
＝ （牃∨ 牄）∧ （牄∨ 牅）
＝ 牄∨ （牃∧ 牅）
＝ 牄∨ （牃∧ 牄）
＝ 牄

所以有

牄＝ 牅。
 有界格
定义 ４１３５设（爛，）是格，如果 爛中存在元素 牃，使得对于 爛中任意元素 牨都有

牃 牨
则称 牃为格（爛，）的全下界。
定理  一个格（爛，）若有全下界，则全下界是唯一的。
证明 用反证法。
如果 爛中有两个全下界 牃和 牄，且 牃≠牄，由于 牃是全下界，牄∈爛，所以 牃牄。同样，由于 牄

是全下界，牃∈爛，所以 牄牃。
由此可得 牃＝牄，这与假设矛盾。
定义 ４１３６设（爛，）是格，如果 爛中存在元素 牄，使得对于 爛中任意元素 牨都有

牨 牄
则称 牄为格（爛，∨，∧）的全上界。
用与定理 ４１３６类似的证明方法可证：
定理  一个格如果有全上界，则全上界是唯一的。
格的全下界常记作 ０；全上界记作 １。
例如，在格（爮（爛），）中，空集是全下界；爛是全上界。
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又如，在格（爤＋，≤）中，１是全下界，但没有全上界。
定义 ４１３７设（爛，≤）是格，如果 爛中既有全上界又有全下界，则称（爛，）为有界格。
例如，（爛，）是格，其哈斯图表示见图 ４１３５，爛中有全上界 牃，全下界 牋，所以（爛，）是

有界格。

图 ４１３５ 图 ４１３６

又如，格的哈斯图表示见图 ４１３６，则 牃是全上界，牊是全下界，所以这个格是有界格。
定理  设（爛，）是有界格，则对于 爛中任意元素 牃都有

牃∨ １＝ １ 牃∧ １＝ 牃
牃∨ ０＝ 牃 牃∧ ０＝ ０

证明 因为 牃∨１∈爛，且 １是全上界，所以 牃∨１１；又因为 １牃∨１，所以 牃∨１＝１。
因为 牃牃，牃１，所以 牃牃∧１；又因为 牃∧１牃，所以 牃∧１＝牃。
可以用类似的方法证明 牃∨０＝牃和 牃∧０＝０。
由 牃∨０＝０∨牃＝牃和 牃∨１＝１∨牃＝１，说明全下界 ０和全上界 １分别是关于运算∨的幺

元和零元。
又由 牃∧１＝１∧牃＝牃和 牃∧０＝０∧牃＝０可知，全上界 １和全下界 ０分别是关于运算∧的

幺元和零元。
定理  有限格必定是有界格。
证明 设（爛，）是有限格，不妨设有限集 爛＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝。令

１＝ 牃１∨ 牃２∨ … ∨ 牃牕

０＝ 牃１∧ 牃２∧ … ∧ 牃牕

由运算的封闭性可知，１∈爛和 ０∈爛；又由运算∨和∧的定义可知，对于 爛中任意元素

牃牏，都有 牃牏１，０牃牏，所以（爛，）是有界格。
 有补格
定义 ４１３８设（爛，）是有界格，牃∈爛，如果存在 牄∈爛，使得

牃∨ 牄＝ １
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牃∧ 牄＝ ０

图 ４１３７

则称 牄是 牃的补元。
显然，上述定义中，牃和 牄是对称的，即如果 牃是 牄的补元，则 牄

也是 牃的补元，所以可称 牃，牄互补。
请注意，并非格中每一个元素都有补元。另外，一个元素也可能

有多个补元。
例如，（爛，）是格，其中爛＝｛１，２，３，４，６，９，７２｝，为整除关系。

（爛，）的哈斯图表示见图 ４１３７。
由图可知，４与 ３互补，而 ４又与 ９互补，所以 ４有两个补元。另

外，还可看到 ６没有补元，９也有两个补元：４和 ２，１的补元是 ７２。
又如，集合爛＝｛牃，牄，牅｝，其幂集爮（爛）＝｛犗，｛牃｝，｛牄｝，｛牅｝，｛牃，牄｝，

｛牃，牅｝，｛牄，牅｝，｛牃，牄，牅｝｝，于是在格（爮（爛），）中，犗与｛牃，牄，牅｝互补，
｛牃｝和｛牄，牅｝互补，｛牄｝和｛牃，牅｝互补，｛牅｝和｛牃，牄｝互补。
定义 ４１３９在有界格中，如果每个元素都有补元素，则称此格为有补格。
例如，（爛，）是格，其中 爛＝｛１，２，３，６｝，是整除关系，由于 １和 ６互补，２和 ３互补，所

以（爛，）是有补格。

图 ４１３８

图 ４１３８所示的格，都是有补格。
定义  若（爛，∨，∧）是有

补格且又是分配格，则称（爛，∨，∧）为布
尔格，或称为布尔代数。
例如，爛是集合，爮（爛）是其幂集，则

格（爮（爛），∪，∩）是布尔代数。
因为 爛是其全上界，犺是其全下界，

所以（爮（爛），∪，∩）是有界格。
对于 爮（爛）中的任意元素 爳，易知 爳

是 爛的子集，爛－爳也是 爛的子集，即 爛
－爳∈爮（爛），由于

爛爺（爛－ 爳）＝ 爛
爛∩ （爛－ 爳）＝ 犺

所以 爳的补元为 爛－爳。由此可知，（爮（爛），∪，∩）是有补格。由于集合的并、交运算满足分配
律，所以（爮（爛），∪，∩）又是分配格。由此可知，（爮（爛），∪，∩）是布尔代数。
我们已经知道，在有补格中，一个元素的补元不一定是唯一的，但在有补分配格（布尔代

数）中有下列定理。
定理  在布尔代数中，每一个元素的补元是唯一的。
证明 设布尔代数中的元素 牃有两个补元 牄和 牅，于是有

牃∨ 牄＝ １ 牃∧ 牄＝ ０
牃∨ 牅＝ １ 牃∧ 牅＝ ０

也即有

牃∨ 牄＝ 牃∨ 牅





牃∧ 牄＝ 牃∧ 牅
由定理 ４１３５可知 牄＝牅，由此证得布尔代数中补元的唯一性。
由于布尔代数中，补元是唯一的，可把元素 牃的补元记作 牃，且有牃＝牃。
定理  设（爛，∨，∧）是布尔代数，牃和 牄是 爛中任意元素，则

牃∨ 牄＝ 牃∧ 牄
牃∧ 牄＝ 牃∨ 牄

即布尔代数满足摩根律。
证明 由于

（牃∨ 牄）∨ （牃∧ 牄）＝ （牃∨ 牄∨ 牃）∧ （牃∨ 牄∨ 牄）
＝ （１∨ 牄）∧ （１∨ 牃）
＝ １

（牃∨ 牄）∧ （牃∧ 牄）＝ （牃∧ 牃∧ 牄）∨ （牄∧ 牃∧ 牄）

＝ （０∧ 牄）∨ （０∧ 牃）
＝ ０

由此可见，牃∧牄是 牃∨牄的补元，即有

牃∨ 牄＝ 牃∧ 牄
同理可证

牃∧ 牄＝ 牃∨ 牄
推论 设 牃１，牃２，…，牃牑是布尔代数（爛，∨，∧）中的元素，则

牃１∨ 牃２∨ … ∨ 牃牑＝ 牃１∧ 牃２∧ … ∧ 牃牑

牃１∧ 牃２∧ … ∧ 牃牑＝ 牃１∧ 牃２∨ … ∨ 牃牑

具有有限个元素的布尔代数称为有限布尔代数。可以证明：有限布尔代数必有 ２牕个元素，
且与布尔代数（爮（爛），∪，∩）同构（爛为含 牕个元素的集合）。

习 题

１由图 ４１３９所示的偏序集中，哪一个是格？

２爛＝｛１，２，３，４，６，１２｝，为整除关系，问：（爛，）是分配格吗？

３爛＝｛１，２，３，５，６，１０，１５，３０｝，为整除关系，问：（爛，）是分配格吗？

４爛＝｛１，２，３，７，１４，２１，４２｝，为整除关系，问：（爛，）是有补格吗？

５证明格（爤＋，∨，∧）是分配格，其中二元运算 牃∨牄＝ｍａｘ（牃，牄），牃∧牄＝ｍｉｎ（牃，牄）。

６证明在有界格中，全下界 ０是全上界 １的唯一补元，１是 ０的唯一补元。

７在图 ４１３１０所示的有界格中，回答下列问题。

（１）哪个元素没有补元？

（２）牃和 牆的补元是哪些元素？

（３）此有界格是分配格吗？

（４）此有界格是有补格吗？

８证明对于任意格，下述“弱”分配律成立。

牃∨（牄∧牅）（牃∨牄）∧（牃∨牅）

（牃∧牄）∨（牃∧牅）牃∧（牄∨牅）

９设 爛＝｛１，２，３，５，６，１０，１５，３０｝，为整除关系，说明（爛，）是布尔代数。
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图 ４１３９ 图 ４１３１０

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写在空格内。

１（爛，）是半群，其中 爛＝｛牃，牄，牅｝，且有 牃牃＝牄，牄牄＝牅。

（１）牅牅＝

（２）牃牄＝

（３）牃牅＝

（４）牄牅＝
供选择项：

爛牃 爜牄 爞牅

２设 爛＝｛２，４，６｝，二元运算定义为 牃牄＝ｍａｘ（牃，牄），那么独异点（爛，）中

（１）幺元是

（２）零元是

（３）（爛，）的子独异点共有 个

供选择项：

爛２ 爜４ 爞６ 爟５ 爠３

３设 爛＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝，二元运算为模 １１的乘法：１１，那么循环群（爛，１１）中

（１）生成元共有 个

（２）２阶元素共有 个

（３）５阶元素共有 个

供选择项：

爛１ 爜２ 爞３ 爟４ 爠５

４设 牃是 １２阶循环群的生成元，那么

（１）牃２是 阶元素

（２）牃８是 阶元素

（３）这个循环群的 ３阶子群是 。
供选择项：

爛２ 爜４ 爞６ 爟８ 爠１０ 爡１２ 爠３

爡｛牃，牃２，牃３｝ 爢｛牃，牃３，牃６｝ 爣｛牃，牃４，牃８｝ 爤｛牃４，牃８，牃１２｝ 爥｛牃２，牃６，牃１０｝
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５在循环群（爫１６，１６）中

（１）它的 ４阶子群是

（２）这个 ４阶子群关于元素 ３的陪集是

（３）这个 ４阶子群关于元素 １３的陪集是

供选择项：

爛｛１，２，３，４｝ 爜｛０，４，８，１２｝ 爞｛０，３，６，９｝ 爟｛２，６，９，１４｝

爠｛１，５，９，１３｝ 爡｛３，７，１１，１５｝ 爢｛１，５，９，１１｝ 爣｛０，６，１０，１４｝

６设 爢＝｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝，二元运算是按位加

（１）在群 爢中，有 ２阶元素 个。

（２）在群 爢中，有 ２阶子群 个。

（３）在群 爢中，含有元素 ００１的 ４阶子群有 个。
供选择项：

爛１ 爜２ 爞３ 爟４ 爠５ 爡６ 爢７ 爣 ８

７在 ３次对称群中

（１）２阶元素有 个

（２）３阶元素有 个

（３）它的非平凡子群共有 个

供选择项：

爛１ 爜２ 爞３ 爟４ 爠５

８设（爛，＋，×）是代数系统，其中＋和×为普通的加法和乘法，那么当 爛＝ 时，（爛，＋，×）是环。
供选择项：

爛｛牨燏牨是正整数｝ 爜｛牨燏牨是正偶数｝

爞｛牨燏牨是奇数｝ 爟｛牨燏牨是非负整数｝

爠｛牨燏牨＝２牕，牕是整数｝

９设（爛，＋，×）是代数系统，其中＋和×为普通加法和乘法，那么当 爛＝ 时，（爛，＋，×）是域。
供选择项：

爛｛牨燏牨是整数｝ 爜｛牨燏牨≥０，牨是有理数｝

爞｛牨燏牨＝牃＋牄槡２，牃，牄是有理数｝

爟｛牨燏牨≥０，牨是实数｝ 爠｛牨燏牨是无理数｝

１０设（爛，）是偏序集，是整除关系，那么当 爛＝ 时，（爛，）是格。
供选择项：

爛｛１，２，３，４，６，１２，２４｝ 爜｛１，２，３，４｝

爞｛１，２，３，４，５，６，１０，３０｝ 爟｛２，３，４，１２｝

爠｛２，４，６，８，１０｝

１１在图 ４１３１１中所示的 ３个格中，只有一个是分配格，它是 所示的格

供选择项：

爛图 ４１３１１ａ 爜图 ４１３１１ｂ

爞图 ４１３１１ｃ
１２设（爛，）是格，其中 爛＝｛１，２，３，４，６，８，１２，２４｝，为整除关系。

（１）３的补元是

（２）６的补元是

（３）８的补元是

（４）４的补元是
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图 ４１３１１

（５）１的补元是

供选择项：

爛１ 爜２ 爞３ 爟４ 爠６ 爡８ 爢１２ 爣 ２４ 爤不存在
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第 ５章 图 论

在讨论二元关系时，我们已经提到过有关图的概念。本章要扩充这一概念，将把图作为一
个抽象的数学系统来引进；这样，图论可应用于各种领域，特别是在计算机科学中的开关理论
与逻辑设计、人工智能、形式语言、计算机图象以及信息的组织和检索方面有着广泛的应用。

 图的基本概念

当考察或研究某一系统时，把研究对象的全体作为一个集合，每个研究对象是集合的元
素，如果我们只关心各对象之间是否存在某种关系，那末可以用图形来表示这一现象。每个研
究对象用一个点来表示，若两个对象之间存在关系，则在相应的点之间连一条线。由于我们只
关心对象之间的关系，因此连线的长短曲直和点的位置都无关紧要，重要的是两点间是否有线
相连。这样的图形所表示的，就是图论所要研究的图。例如，当考察一个国家的交通情况时，每
个城市用一个点表示，若城市之间有交通线连接，就在这两个城市之间连一条线。在这样的图
上，城市的位置和连线形状都无关紧要。现在给出图的一般定义。
定义 ５１１ 一个图 爢是一个非空集合 爼（爢）＝｛爼牏｝和 爼（爢）中元素的偶对的集合 爠（爢）

＝｛牉爦｝所构成的二元组（爼（爢），爠（爢））。爼（爢））中的元素 爼牏称为顶点；爠（爢）中的元素 牉爦称为
边。如果组成 牉爦的顶点偶对是有序的，称这样边为有向边或称为弧，否则称为无向边。一个有

牕个顶点、牔条边的图常记为（牕，牔）图或 牕阶图；每条边都是有向边的图称为有向图；每条边
都是无向边的图称为无向图；既有有向边又有无向边的图称为混合图。爼（爢）和爠（爢）都是有限
集的图，称为有限图，否则称为无限图，本书只讨论有限图。
设边 牉＝（牃，牄），称顶点 牃、牄是边 牉的端点，称边 牉关联于顶点 牃和 牄，并称 牃、牄是邻接的。

特别当牉是有向边时，称牃为始点，牄是终点；如果一条边的两端点重合，称为自回路或自环。两
顶点间若有几条边（对于有向图则有几条同向边），称这些边为平行边，两顶点 牃、牄间平行边的
条数称为边（牃、牄）的重数。含有平行边的图称为多重图。不含平行边和自回路的图称为简单图。
例如图 ５１１中，图 ａ是无向多重图，图 ｂ是有向多重图，图 ｃ是有向简单图，图 ｄ是无向简单
图。本书主要讨论简单图。

图 ５１１

一条无向边可以用一对方向相反的有向边替代，因此一个无向图可以用这种方法转化为



一个有向图。
如果对无向图 爢的每条无向边指定一个方向，由此而得到的有向图 爟，称为 爢的定向图。

反之，如果把一个有向图 爟的每条有向边的方向去掉，由此而得到无向图 爢，称为 爟的底图。

把一个有向图 爟的每一条有向边反向，由此而得的图称为 爟的逆图，记为 槇爟。显然 爟
≈

＝爟。
在由实际问题抽象出来的图中，顶点和边上往往都带有信息。例如，在交通网络图中，每个

城市的物资库存量可以作为顶点上的信息，而 爛城市向 爜城市的供应量就是边（牃，牄）的信息，
常称这种信息为顶点或边的信息，由此引出赋权图的概念。
定义 ５１２ 赋权图 爢是一个三元组（爼，爠，牋）或四元组（爼，爠，牊，牋），其中 爼是顶点集，爠

是边集，牊是定义在 爼上的函数，牋是定义在 爠上的函数，牊（牤牏）和 牋（牉牐）分别称为顶点 牤牏和边

牉牐上的权。图 ５１２是一个赋权图。
一个图除了用图形表示外，也可以用矩阵来表示。
定义 ５１３ 设图 爢＝（爼，爠），爼＝｛牤１，牤２，…，牤牕｝，令

牃牏牐＝
１ （牤牏，牤牐）∈ 爠（爢）
０ （牤牏，牤牐

烅
烄

烆 ） 爠（爢）
则称矩阵 爛＝（牃牏牐）牕×牕为图 爢的邻接矩阵。

图 ５１２ 图 ５１３

例如，图 ５１３的邻接矩阵 爛为

０ １ ０ ０
０ ０ ０ １
１ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０
定义５１４ 图爢中，与顶点牤关联的边数称为点牤的度数，记为ｄｅｇ（牤）。在有向图中，以

牤为始点的有向边数称为 牤的出度，记为 ｄｅｇ＋（牤）；以 牤为终点的有向边数称为 牤的入度，记为

ｄｅｇ－（牤）。
度数为零的顶点称为孤立点。度数为 １的顶点称为悬挂点，与悬挂点关联的边称为悬挂

边。
定理  设图 爢是具有 牕个顶点、牔条边的有向图，其中点集 爼＝｛牤１，牤２，…，牤牕｝，则


牕

牏＝１
ｄｅｇ＋ （牤牏）＝ 

牕

牏＝１
ｄｅｇ－ （牤牏）＝ 牔

证明 因为每一条有向边提供一个出度和入度，而所有各顶点出度之和及入度之和均由
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牔条有向边所提供，所以定理得证。
定理  设图 爢是具有 牕个顶点、牔条边的无向图，其中点集 爼＝｛牤１，牤２，…，牤牕｝，则


牕

牏＝１
ｄｅｇ（牤牏）＝ ２牔

证明 因为在无向图中，每一条边使其所关联的两点，各增加一度，由此可得证明。

图 ５１４

由定理 ５１２易得下列推论
推论 在无向图中，度数为奇数的顶点个数

必为偶数。
定义 ５１５ 在 牕阶无向图中，如果任何两

点间都有一条边关联，则称此图为无向完全图，记
为 爦牕。
例如，图 ５１４ａ为 ４阶无向完全图，即 爦４；图

５１４ｂ为 ５阶无向完全图，即 爦５。
定义 ５１６ 在 牕阶有向图中，如果任意两

点都有两条方向相反的有向边关联，且每一个顶点都有自回路，则称此有向图为完全有向图。
如图 ５１５ａ为 ３阶有向完全图，图 ５１５ｂ为 ４阶有向完全图。

图 ５１５

定义 ５１７ 在 牕阶有向图中，如果其底图是无向完全图，则称此有向图为竞赛图。
图 ５１５ｃ是一个具有 ５个顶点的竞赛图。
由有向完全图和无向完全图的定义易知，牕阶有向完全图的边数为 牕２；无向完全图的边数

为 牕（牕－１）燉２。
下面介绍图的两种操作。
删边：删去图 爢中的某一条边，但仍保留边的端点。
删点：删去图 爢中的某一点以及与这点所关联的所有边。
图 ５１６ａ中删去边 牉１后所得的图为图 ５１６ｂ所示；图 ５１７ａ中删去点 牤２后，所得的图

为图 ５１７ｂ所示。
定义 ５１８ 设爢＝（爼，爠）和爢′＝（爼′，爠′）都是图。如果爼′爼；爠′爠，则称爢′是爢的子

图。
定义 ５１９ 设 爢′＝（爼′，爠′）是 爢＝（爼，爠）的子图，且 爼′＝爼，则称 爢′是 爢的生成子图。
定义 ５１１０ 设 爢′＝（爼′，爠′）是 爢＝（爼，爠）的子图，且 爢′中没有孤立点，则称 爢′为 爢的
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图 ５１６

图 ５１７

由边集 爠′导出的子图，记作〈爠′〉。
定义 ５１１１ 设 爢′是 爢的子图，且对 爢′中的任意两点 牤牏和 牤牐，当（牤牏，牤牐）∈爠时必有（牤牏，

牤牐）∈爠′，则称 爢′为 爢的由点集 爼′导出的子图。
定义 ５１１２ 在图 爢中删去一点后所得的子图称为 爢的主子图。
图 ５１８ｂ是图 ５１８ａ的生成子图；图 ５１８ｃ是边集 爠′＝｛（牃，牄），（牄，牉），（牃，牉），（牃，牅）｝导

出的子图；图 ５１８ｄ是由点集 爼′＝｛牃，牄，牅，牉｝导出的子图；图 ５１８ｅ是图 ５１８ａ的主子图。
下面介绍图论中的重要概念 图的同构。
定义 ５１１３ 设图爢＝（爼，爠）和图爢′＝（爼′，爠′）中，如果存在着从爼到爼′的双射映射牊，

使对任意的 牣，牤∈爼，（牣，牤）∈爠，当且仅当（牊（牣），牊（牤））∈爠′，则称图 爢和 爢′同构。记为 爢
爢′。
上述定义说明 两个图的各顶点之间如果存在一一对应关系，而且这种对应关系保持了顶

点间的邻接关系（在有向图中还保持边的方向），则这两个图是同构的。两个同构的图除了顶点
和边的名称不同外，实际上代表了同样的组合结构。
例如图 ５１９ａ和 ｂ是两个同构的图。
显然，判断两个图是否同构是困难的，但至今尚没有一种能简单而有效地判断图的同构的

方法，这是图论中的一个重要难题。
定义５１１４ 设爢是牕阶简单无向图，在爢中添加一些边后，可使爢成为牕阶完全图；由

这些添加边和 爢的 牕个顶点构成的图称为图 爢的补图，记作 爢。

图 ５１１０中图 ｂ是图 ａ的补图。显然 爢
＝

＝爢。
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图 ５１８

图 ５１９

图 ５１１０
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习 题

１证明在 牕阶无向完全图中，边数 牔＝牕（牕－１）燉２。

图 ５１１１

２证明在任意竞赛图中，所有顶点入度平方之和等于所有顶点出度

平方之和。

３证明在 牕阶简单无向图中，至少有两个顶点的度数相同（牕≥２）。

４设 爢是 ４阶无向完全图，画出 爢的所有主子图。

５在 爦５（５阶无向完全图）中具有多少个定向图？

６写出 ４阶有向完全图和 ４阶无向完全图的邻接矩阵。

７画出图 ５１１１的补图。

８一个无向图如果同构于它的补图，则称它为自补图，画一个 ５阶

自补图。

 通路和赋权图的最短通路

 通路和回路
在图中，一条通路是顶点与边的交替序列 牤１牉１牤２牉２…牤牕，它以顶点开始，以顶点结束，其中

每条边关联于直接在它前面与直接在它后面的这两个顶点。一条始点为 牤１，终点为 牤牕的通路

有时也称为牤１牤牕通路，也可以用顶点序列牤１牤２…牤牕表示。通路中边的条数称为该通路的长度。
如果通路中的始点与终点相同，则称为回路。
定义 ５２１ 如果通（回）路中的各边都不相同，称这样的通（回）路为简单通（回）路。

图 ５２１

定义 ５２２ 如果通（回）路中的各个
顶点都不相同，称这样的通（回）路为基本
通（回）路。
在图 ５２１中，牤１牤２牤６牤５牤２牤３是一条简

单通路，牤１牤２牤３是一条基本通路。
显然，基本通（回）路一定是简单通

（回）路，但简单通（回）路不一定是基本通

（回）路。
定理  在 牕阶简单图中，如果存在一条从 牤１到 牤２的通路，则从 牤１到 牤２必有一条长

度不大于 牕－１的基本通路。
证明 设从 牤１到 牤２存在一条通路 牤１…牤２。若其中有相同顶点 牤爦，例如 牤１…牤牑…牤牑…牤２，则

删去 牤牑到 牤牑的这些边，它仍是 牤１到 牤２的通路；如此反复进行，直到没有重复顶点为止，此时
所得的通路就是 牤１到 牤２的基本通路。由于一条基本通路的长度比此通路中顶点数少 １，而图
中仅有 牕个顶点，故此基本通路长度不大于 牕－１。
同样可得：
定理  在 牕阶简单图中，如果存在一条通过 牤１的回路，则必有一条长度不大于 牕的

通过 牤１的基本回路。
定义 ５２３ 在图 爢中，如果 牤１到 牤２存在一条通路，则称从 牤１到 牤２是可达的。
定义 ５２４ 在无向图中，如果任意两个顶点是可达的，则称此无向图是连通的；否则称

为不连通。
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如果图是不连通的，图能分解为 牕个不相交的连通子图，称每个连通子图为图 爢的一个
连通分支。

图 ５２２

图 ５２２是一个具有两个连通
分支的不连通图。
定义 ５２５ 在有向图中，如果

任意两点是互为可达的，则称此有向
图为强连通的。
定义 ５２６ 在有向图中，如果

任意两点 牤牏和 牤牐存在着 牤牏到 牤牐的

通路或存在着 牤牐到 牤牏的通路，则称
此有向图为单向连通的。
定义 ５２７ 在有向图中，如果其底图是连通的，则称此有向图为弱连通的。
例如图 ５２３中，图 ａ是强连通的，图 ｂ是单向连通的，图 ｃ是弱连通的。

图 ５２３
定义 ５２８ 设 爢是有向图，爢′是其子图，若 爢′是强连通的（单向连通的，弱连通的），且

图 ５２４

没有包含 爢′的更大的子图是强连通的（单向连通
的，弱连通的），则称 爢′是 爢的极大强连通子图

（极大单向连通子图，极大弱连通子图），也称为强
分支（单向分支、弱分支）。
在图 ５２４中，由点集｛牤１，牤２，牤３，牤６｝和边集

｛牉１，牉２，牉５，牉６，牉７｝构成的图是强分支，另外由孤立
点 牤４和 牤５构成的图也是强分支；由点集｛牤１，牤２，
牤３，牤４，牤６｝和边集｛牉１，牉２，牉３，牉５，牉６，牉７｝，构成的图是

单向分支，点集｛牤４，牤５｝和边集｛牉４｝构成的图也是单向分支；易知图 ５２４所示的图是弱连通
图。
 赋权图的最短通路
我们已经知道，在图的点或边上表明某种信息的数，称为权，含有权的图称为赋权图。
图 ５２５是一个在边上含权的赋权图。如果图中各点表示各个城市，边表示城市间的公

路，边上的权表示公路的长度，这就是一个公路交通网络图。
如果自点牃出发，目的地是点牐，那么如何寻找一条自点牃到点牐的通路，使得通路上各边

的权之和最小，这就是赋权图的最短通路问题。关于这个问题已有不少算法，这里介绍著名的
狄克斯特洛算法。
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这个算法的基本思想是：先求出 牃到某一点的最短通路，然后利用这个结果再去确定 牃到

图 ５２５

另一点的最短通路，如此继续下去，直到找
到 牃到 牫的最短通路为止。
首先介绍“指标”的概念。
设 爼是图的点集，爴是 爼的子集，且 爴

含有 牫但不含有 牃，则称 爴为目标集。在目
标集 爴中任取一个点 牠，由 牃到 牠但不通过
目标集 爴中其它点的所有通路中，各边权
之和（以后简称为通路权和）的最小者称为
点 牠关于 爴的指标，记作 爟爴（牠）。
如在图 ５２５中，若取 爴＝｛牉，牊，牋，牫｝

（见图 ５２６），则点 牉关于 爴的指标 爟爴（牉），就是由 牃到 牉但不通过 爴中其它点（即 牊，牋，牫）的
所有通路中，权和最小者。为了说明问题，暂时用穷举法来求指标 爟爴（牠）。

图 ５２６

由图可知，牃到 牉但不通过 爴中其它点
的通路有：

牃→牄→牉 权和为 １０
牃→牄→牅→牉 权和为 ９
牃→牅→牄→牉 权和为 １５
牃→牆→牅→牄→牉 权和为 １８
牃→牆→牅→牉 权和为 １３

由此可见，牉关于 爴的指标 爟爴（牉）＝９。
显然，爟爴（牉）不一定是 牃到 牉的最短通

路的权和，因为可能存在着 牃到 牉且通过 爴
中点的通路，其权和小于 爟爴（牉）。如通路 牃
→牄→牅→牊→牉，其权和为 ８。
虽然如此，但当目标集 爴中所有点的指标都确定时，那么可以证明 爴中指标最小的点，其

指标就是 牃到这个点的最短通路的权和。如对于目标集 爴＝｛牉，牊，牋，牫｝，用穷举法可得到 牉的
指标 爟爴（牉）＝９，同样用穷举法可得到 牊的指标 爟爴（牊）＝６，牋的指标 爟爴（牋）＝８，对于点 牫，由于
不存在 牃到 牫但不通过 爴中其它点的通路，于是约定 牫关于 爴的指标 爟爴（牐）＝∞。比较 爴中

４个点的指标可知，点 牊的指标最小。于是我们断言，牃到 牊的最短通路权和为 爟爴（牊）＝６，也
就是说 牃到 牊的最短通路已确定。下面我们来证明这个断言。
设 爴＝｛牠１，牠２，…，牠牕｝，其中 牠１为 爴中指标最小的点，即

爟爴（牠１）＝ ｍｉｎ（爟爴（牠１），爟爴（牠２），…，爟爴（牠牕））
那么，牃到 牠１的最短通路的权和就是 爟爴（牠１）。
用反证法，由指标的定义可知，爟爴（牠１）是所有自 牃到 牠１但不通过 爴中其它点的通路中权

和最小者，所以如果存在着一条 牃到 牠１的通路，它的权和小于 爟爴（牠１），那么这条通路一定通过

爴中其它点（１个点或多个点）。设 牠２是这条通路中第一个通过的在 爴中的点（见图 ５２７），由
此可见，这条通路的权和 牆应有

牆≥ 爟爴（牠２）＋ 爾（牠２→ 牠１）＞ 爟爴（牠２）
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其中，爾（牠２→牠１）表示由 牠２到 牠１的各边权之和。又由假设可知

爟爴（牠１）＞ 牆
于是有

爟爴（牠１）＞ 爟爴（牠２）
这和 牠１是 爴中指标最小点的条件矛盾。
当得到目标集 爴的最小指标点 牠１后，如果 牠１是目的地 牫，那么问题得解。如果 牠１不是目的

图 ５２７

地 牫，则把 牠１从 爴中“挖去”，得到新的目标集 爴′，即

爴′＝ 爴－ ｛牠１｝
对于 爴′，求出其各点的指标，并确定最小指标

点，如果这个最小指标点就是目的地 牫，则问题得解。
如果这个最小指标点不是目的地 牫，则在 爴′中“挖
去”这个最小指标点，得到新的目标集 爴″，不断地重
复上述过程，直到目的地 牫为某个目标集的最小指
标点为止（这是一定能实现的，因为目标集中点的个
数将越来越少，即使是“最坏”的情况，当目标集中只
剩下一个点 牫时，这时 牫就一定是最小指标点）。
由此可见，求最短通路问题的关键是：如何求目标集中各点的指标。
我们曾用穷举法来求目标集中各点的指标，显然，这不是可取的方法，特别当图中点数较

多时。下面将介绍用“递推”的方法来求目标集中各点的指标。
如果已经求得目标集 爴＝｛牠１，牠２，…，牠牕｝中各点的指标，设 牠１是最小指标点，那么由此能推

导出 爴′＝爴－｛牠１｝中各点的指标。
只要注意到，牠１已不属于目标集 爴′，对于 爴′中与 牠１邻接的点 牠（即与 牠１有一条边相连的

点），当寻求这种点牠的指标时，由牃到牠１的最短通路再添加边牠１牠所组成的通路，也是一条由牃
到 牠但不通过 爴′中其它点的通路。所以 牠关于 爴′的指标

爟爴′（牠）＝ ｍｉｎ（爟爴（牠），爟爴（牠１）＋ 爾（牠１，牠））
其中，爾（牠１，牠）是边 牠１牠上的权。
对于 爴′中与 牠１不邻接的点 牠′，那么它的指标没有变化，即

爟爴′（牠′）＝ 爟爴（牠′）
如果当 牠１和 牠′不邻接时，令 爾（牠１，牠′）＝∞，则 牠′关于 爴′的指标也写作：

爟爴′（牠′）＝ ｍｉｎ（爟爴（牠′），爟爴（牠１）＋ 爾（牠１，牠′））
例如，在图 ５２６中，设 爴＝｛牉，牊，牋，牫｝，已求得 爟爴（牉）＝９，爟爴（牊）＝６，爟爴（牋）＝８，爟爴（牫）＝

∞。其中 牊是最小指标点。于是可得到 爴′＝爴－｛牊｝＝｛牉，牋，牫｝的各点指标。
爟爴′（牉）＝ ｍｉｎ（爟爴（牉），爟爴（牊）＋ 爾（牊，牉）｝

＝ ｍｉｎ（９，６＋ ２）＝ ８
爟爴′（牋）＝ ｍｉｎ（爟爴（牋），爟爴（牊）＋ 爾（牊，牋））

＝ ｍｉｎ（８，６＋ ６）＝ ８
爟爴′（牫）＝ ｍｉｎ（爟爴（牐），爟爴（牊）＋ 爾（牊，牫））

＝ ｍｉｎ（∞，６＋ ４）＝ １０
由以上分析可知，当具有 牕个点的目标集 爴牕的各点指标求得时，就能推出 牕－１个点的目
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标集 爴牕－１＝爴牕－｛牠１｝（牠１是 爴的最小指标点）的各点的指标。而初始情况的目标集 爴１＝爼－
｛牃｝，它的各点指标是容易求得的。因此，求点的指标问题可得到解决。
下面通过实例来说明用狄克斯特洛算法，求最短通路的全过程。
以图 ５２５为例。
首先取目标集 爴１＝｛牄，牅，牆，牉，牊，牋，牐｝，（见图 ５２８ａ），易见

爟爴１（牄）＝ １ 爟爴１（牅）＝ ４ 爟爴１（牆）＝ ４
爟爴１（牉）＝ 爟爴１（牊）＝ 爟爴１（牋）＝ 爟爴１（牐）＝ ∞

图 ５２８
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比较各点的指标可见，牄是最小指标点。
令 爴２＝爴１－｛牄｝＝｛牅，牆，牉，牊，牋，牫｝（见图 ５２８ｂ），爴２中各点指标为

爟爴２（牅）＝ｍｉｎ（爟爴１（牅），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牅））

＝ｍｉｎ（４，１＋ ２）＝ ３
爟爴２（牆）＝ｍｉｎ（爟爴１（牆），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牆））

＝ｍｉｎ（４，∞）＝ ４
爟爴２（牉）＝ｍｉｎ（爟爴１（牉），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牉））

＝ｍｉｎ（∞，１＋ ９）＝ １０
爟爴２（牊）＝ｍｉｎ（爟爴１（牊），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牊））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
爟爴２（牋）＝ｍｉｎ（爟爴１（牋），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牋））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
爟爴２（牫）＝ｍｉｎ（爟爴１（牫），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牫））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
比较各点的指标可见，牅是最小指标点。
令 爴３＝爴２－｛牅｝＝｛牆，牉，牊，牋，牫｝（见图 ５２８ｃ），爴３中各点指标：

爟爴３（牆）＝ｍｉｎ（爟爴２（牆），爟爴２（牅）＋ 爾（牆，牅））

＝ｍｉｎ（４，３＋ ３）＝ ４
爟爴３（牉）＝ｍｉｎ（爟爴２（牉），爟爴２（牅）＋ 爾（牉，牅））

＝ｍｉｎ（１０，３＋ ６）＝ ９
爟爴３（牊）＝ｍｉｎ（爟爴２（牊），爟爴２（牅）＋ 爾（牊，牅））

＝ｍｉｎ（∞，３＋ ３）＝ ６
爟爴３（牋）＝ｍｉｎ（爟爴２（牋），爟爴２（牅）＋ 爾（牋，牅））

＝ｍｉｎ（∞，３＋ ５）＝ ８
爟爴３（牫）＝ｍｉｎ（爟爴２（牫），爟爴２（牅）＋ 爾（牫，牅））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
比较各点的指标可见，牆是最小指标点。
令 爴４＝爴３－｛牆｝＝｛牉，牊，牋，牫｝（见图 ５２８ｄ），爴４中各点指标：

爟爴４（牉）＝ｍｉｎ（爟爴３（牉），爟爴３（牆）＋ 爾（牉，牆））

＝ｍｉｎ（９，∞）＝ ９
爟爴４（牊）＝ｍｉｎ（爟爴３（牊），爟爴３（牆）＋ 爾（牊，牆））

＝ｍｉｎ（６，∞）＝ ６
爟爴４（牋）＝ｍｉｎ（爟爴３（牋），爟爴３（牆）＋ 爾（牋，牆））

＝ｍｉｎ（８，４＋ ７）＝ ８
爟爴４（牫）＝ｍｉｎ（爟爴３（牫），爟爴３（牆）＋ 爾（牫，牆））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
比较各点的指标可见，牊是最小指标点。
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令 爴５＝爴４－｛牊｝＝｛牉，牋，牫｝（见图 ５２８ｅ），爴５中各点指标：
爟爴５（牉）＝ｍｉｎ（爟爴４（牉），爟爴４（牊）＋ 爾（牉，牊））

＝ｍｉｎ（９，６＋ ２）＝ ８
爟爴５（牋）＝ｍｉｎ（爟爴４（牋），爟爴４（牊）＋ 爾（牋，牊））

＝ｍｉｎ（８，６＋ ６）＝ ８
爟爴５（牐）＝ｍｉｎ（爟爴４（牫），爟爴４（牊）＋ 爾（牫，牊））

＝ｍｉｎ（∞，６＋ ４）＝ １０
比较各点的指标可见，牉和 牋都是最小指标点，可任意选一个，如选 牉。
令 爴６＝爴５－｛牉｝＝｛牋，牐｝，（见图 ５２８ｆ），爴６中各点指标：

爟爴６（牋）＝ｍｉｎ（爟爴５（牋），爟爴５（牉）＋ 爾（牉，牋））
＝ｍｉｎ（８，∞）＝ ８

爟爴６（牐）＝ｍｉｎ（爟爴５（牫），爟爴５（牉）＋ 爾（牉，牫））
＝ｍｉｎ（１０，８＋ １）＝ ９

比较各点指标可见，牋是最小指标点。
令 爴７＝爴６－｛牋｝＝｛牐｝，则

爟爴７（牐）＝ｍｉｎ（爟爴６（牫），爟爴６（牋）＋ 爾（牋，牫））
＝ｍｉｎ（９，８＋ ３）＝ ９

图 ５２９

至此，得到了 牃到 牐的最短通路的权和为

９。如果在每求一次目标集各点的指标时，把各
点通过的通路记录下来，就能得到 牃到 牐的最
短通路。
例  求图 ５２９中，牃到 牐的最短通路。
解 令 爴１＝｛牄，牅，牆，牉，牊，牋，牫｝，各点指标为

爟爴１（牄）＝ ２ （牃→ 牄）
爟爴１（牅）＝ ４ （牃→ 牅）
爟爴１（牆）＝ ３ （牃→ 牆）
爟爴１（牉）＝ 爟爴１（牊）＝ 爟爴１（牋）＝ 爟爴１（牫）＝ ∞

其中，牄是最小指标点。
令 爴２＝｛牅，牆，牉，牊，牋，牐｝

爟爴２（牅）＝ｍｉｎ（爟爴１（牅），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牅））
＝ｍｉｎ（４，２＋ ３）
＝４ （牃→ 牅）

爟爴２（牆）＝ｍｉｎ（爟爴１（牆），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牅））
＝ｍｉｎ（３，∞）
＝３ （牃→ 牆）

爟爴２（牉）＝ｍｉｎ（爟爴１（牉），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牅））
＝ｍｉｎ（∞，２＋ ６）
＝８ （牃→ 牄→ 牉）
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爟爴２（牊）＝ｍｉｎ（爟爴１（牊），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牅））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
爟爴２（牋）＝ｍｉｎ（爟爴１（牋），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牋））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
爟爴２（牫）＝ｍｉｎ（爟爴１（牫），爟爴１（牄）＋ 爾（牄，牫））

＝ｍｉｎ（∞，∞）＝ ∞
其中，牆是最小指标点。
令 爴３＝｛牅，牉，牊，牋，牐｝

爟爴３（牅）＝ｍｉｎ（爟爴２（牅），爟爴２（牆）＋ 爾（牆，牅））

＝ｍｉｎ（４，３＋ ２）
＝４ （牃→ 牅）

爟爴３（牉）＝ｍｉｎ（爟爴２（牉），爟爴２（牆）＋ 爾（牉，牆））

＝ｍｉｎ（８，∞）
＝８ （牃→ 牄→ 牉）

爟爴３（牊）＝ｍｉｎ（爟爴２（牊），爟爴２（牆）＋ 爾（牊，牆））

＝ｍｉｎ（∞，３＋ ２）
＝５ （牃→ 牆→ 牊）

爟爴３（牋）＝ｍｉｎ（爟爴２（牋），爟爴２（牆）＋ 爾（牆，牋））

＝ｍｉｎ（∞，３＋ ７）
＝１０ （牃→ 牆→ 牋）

爟爴３（牫）＝ｍｉｎ（爟爴２（牫），爟爴２（牆）＋ 爾（牆，牫））

＝ｍｉｎ（∞，∞）
＝∞

其中，牅是最小指标点。
令 爴４＝｛牉，牊，牋，牫｝

爟爴４（牉）＝ｍｉｎ（爟爴３（牉），爟爴３（牅）＋ 爾（牉，牅））

＝ｍｉｎ（８，４＋ ２）
＝６ （牃→ 牅→ 牉）

爟爴４（牊）＝ｍｉｎ（爟爴３（牊），爟爴３（牅）＋ 爾（牊，牅））

＝ｍｉｎ（５，４＋ ５）
＝５ （牃→ 牆→ 牊）

爟爴４（牋）＝ｍｉｎ（爟爴３（牋），爟爴３（牅）＋ 爾（牋，牅））

＝ｍｉｎ（１０，∞）
＝１０ （牃→ 牆→ 牋）

爟爴４（牫）＝ ∞
其中，牊是最小指标点。
令 爴５＝｛牉，牋，牫｝
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爟爴５（牉）＝ｍｉｎ（爟爴４（牉），爟爴４（牊）＋ 爾（牉，牊））
＝ｍｉｎ（６，５＋ １）
＝６ （牃→ 牅→ 牉或 牃→ 牆→ 牊→ 牉）

爟爴５（牋）＝ｍｉｎ（爟爴４（牋），爟爴４（牊）＋ 爾（牋，牊））
＝ｍｉｎ（１０，５＋ ６）
＝１０ （牃→ 牆→ 牋）

爟爴５（牫）＝ｍｉｎ（爟爴４（牫），爟爴４（牊）＋ 爾（牊，牫））
＝ｍｉｎ（∞，５＋ ５）
＝１０ （牃→ 牆→ 牊→ 牫）

其中，牉为最小指标点。
令 爴６＝｛牋，牫｝

爟爴６（牋）＝ｍｉｎ（爟爴５（牋），爟爴５（牉）＋ 爾（牉，牋））
＝ｍｉｎ（１０，∞）
＝１０ （牃→ 牆→ 牋）

爟爴６（牫）＝ｍｉｎ（爟爴５（牐），爟爴５（牉）＋ 爾（牉，牫））
＝ｍｉｎ（１０，６＋ ３）
＝９ （牃→ 牅→ 牉→ 牫或 牃→ 牆→ 牊→ 牉→ 牫）

由于 牫是最小指标点，由此可得 牃到 牫的最短路为：牃→牅→牉→牫或 牃→牆→牊→牉→牫，最短通路
的权和为 ９。
当比较熟练地掌握了狄克斯特洛算法后，可用列表法来求最短通路，它使求解过程显得十

图 ５２１０

分简洁。
例如，求图 ５２１０中，牃到 牫的最短通路

及其长度。
先把 爴１＝爼－｛牃｝中的点写在第一行上，

把这些点关于 爴１的指标相应地写在第二行

上，并圈出其中最小指标点。

牄 牅 牆 牉 牊 牋 牎 牏 牫

① １０ ６ ３ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

在第三行上，相应地写上 爴２＝爴１－｛牄｝
中各点的指标。
实际上，当求 爴２中各点的指标数时，可以先把 爴１中与 牄点不邻接的点：牆，牉，牋，牎，牏，牫照

抄第二行的指标数。对于 爴１中与 牄邻接的点 牅和 牊，则用 爟爴１（牄）＋爾（牄，牅）即 １＋爾（牄，牅）和

爟爴１（牄）＋爾（牄，牊）即 １＋爾（牄，牊）与第二行中 牅和 牊的指标数 １０和∞比较，然后取其较小者写
在第三行的相应位置，并圈出最小指标点，于是有

牄 牅 牆 牉 牊 牋 牎 牏 牫

① １０ ６ ３ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

１０ ６ ③ １１ ∞ ∞ ∞ ∞
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同样，把 爴３＝爴２－｛牉｝中的各点指标写在第四行上，并圈出最小指标点。如此继续下去，直到 牫
成为某个目标集的最小指标数为止。
表 ５２１就是列表求 牃到 牫的最短通路的过程。
由表 ５２１可知，牃到 牫的最短通路的长度为 １４。要得到最短通路，可以用逆向检查法。
逆向检查法是，先检查表中最后一行，即第 １０行，牫的指标数是 １４；然后往上检查，直到 牫

的指标数与最后一行 牫的指标数不同为止。由表可知，在表中的最后第 ２行，即第 ９行中，牫的
指标数为 １５，它与最后一行中牫的指标数不同。而在第 ９行中，指标数带圈的点是牋，这表明在

牃到 牫的最短通路中，点 牫的前一个点是 牋，记下

牋→牫
现在检查点 牋所在的列。同样自下而上地检查，直到检查到指标数与 牋所在的最后一行

的指标数（为 １２）不同为止。牋在第 ８行中的指标数为 １３，第 ７行中的指标数为 １２，而在表中第

７行指标数带圈的点是 牊，所以在 牃到 牫的最短通路中，点 牋的前一点是 牊。记下

牊→牋→牫
表 

牄 牅 牆 牉 牊 牋 牎 牏 牫

① １０ ６ ３ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
１０ ６ ③ １１ ∞ ∞ ∞ ∞
１０ ⑤ １１ ∞ ９ １１ ∞
９ １１ ∞ ⑧ １１ ∞
⑨ １１ １３ １１ １６

滌滜 １３ １１ １６
１２ 滌滝 １５
滌滣 １５

滌滪

检查点牊所在的列。同样自下而上检查。点牊在第 ７行中的指标数为 １０，第 ６行中的指标
数为 １１，在表的第 ６行中，指标数带圈的点是 牅，所以在 牃到 牫的最短通路中，点 牊的前一个点
是 牅，记下

牅→牊→牋→牫
检查点 牅所在的列。自下而上检查可知，牅在第 ５行的指标数为 ９，第 ４行的指标数为 １０，

而表中第 ４行中，指标数带圈的点是 牆，所以在 牃到 牫的最短通路中，点 牅的前一个点是 牆，记
下

牆→牅→牊→牋→牫
检查 牆所在的列。自下而上检查可知，牆在第 ４行的指标数为 ５，第 ３行的指标数为 ６，表

中第 ３行指标数带圈的点是 牉，所以在 牃到 牫的最短通路中，点 牆的前一点是 牉，记下

牉→牆→牅→牊→牋→牫
检查 牉所在的列。由于这一列中 牉的指标数没有变化，因此可得到 牃到 牫的最短通路为

牃→牉→牆→牅→牊→牋→牫

习 题

１爢是 牕阶简单无向图，如果图 爢中任意两点的度数之和大于等于 牕－１，证明图 爢是连通图。

２爢是无向简单连通图，如果 爢中各点的度数都大于等于 ２，证明图 爢中存在一条基本回路。
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３写出图 ５２１１中的强分支、单向分支、弱分支。

４求图 ５２１２中，牃到 牫的最短通路。

图 ５２１１ 图 ５２１２

 图和矩阵

上一节介绍了图的邻接矩阵，在本节中将进一步介绍利用邻接矩阵来探讨图的某些性质。
设图 爢的邻接矩阵为 爛，爛的转置矩阵为 爛爴，下面讨论矩阵 爛·爛爴中元素的意义。

设爛·爛爴＝（牄牏牫），由矩阵的乘法规则可知：牄牏牫＝
牕

牑＝１
牃牏牑牃牑牫。因此当且仅当牃牏牑和牃牫牑都是 １时，

牃牏牑牃牑牫＝１，而 牃牏牑和牃牑牫都为 １意味着图爢中有边（牤牏，牤牑）和（牤牫，牤牑）。于是可得如下结论：从顶点牤牏

和 牤牫引出的边，如果能共同终止于一些顶点，则这些终止顶点的数目就是 牄牏牫的值；特别对于

牄牏牏，其值就是 牤牏的出度。
同样也可得矩阵 爛爴·爛中元素的意义。

设 爛爴·爛＝（牅牏牫），则 牅牏牫＝
牕

牑＝１
牃牑牏牃牑牫，因此当且仅当 牃牑牏和 牃牑牫都为 １时，牃牑牏牃牑牫＝１，这意味着图

爢中有边（牤牑，牤牏）和（牤牑，牤牫）。于是可得如下结论：从某些点引出的边，如果同时以 牤牏和 牤牫，则这
样的顶点数就是 牄牏牫的值。特别对于 牄牏牏，其值就是 牤牏的入度。
下面讨论邻接矩阵的幂 爛牔中元素的意义。
当 牔＝１时，爛中的元素 牃牏牫＝１，说明存在一条边（牤牏，牤牫），或者说从 牤牏到 牤牫存在一条长度

为 １的通路。

当 牔＝２时，用 牃（２）
牏牫表示 爛２中的元素，于是 牃（２）

牏牫 ＝
牕

牑＝１
牃牏牑牃牑牫，因此当且仅当 牃牏牑和 牃牑牫都为 １

图 ５３１

时，牃牏牑牃牑牫＝１，而 牃牏牑＝１和 牃牑牫＝１表示存在边（牤牏，牤牑）和（爼牑，爼牫），即
存在一条从牤牏到牤牫的长度为２的通路。所以牃牏牫

（２）表示从牤牏到牤牫长

度为 ２的所有通路的数目。
不难用归纳法证明，爛牔中的元素 牃（牔）

牏牫 表示从 牤牏到 牤牫的长度

为 牔的所有通路的数目。
例  求图 ５３１所示图的邻接矩阵 爛，并指出 爛·爛爴，爛爴

·爛和 爛２，爛３中元素的意义。
解 由图易知其邻接矩阵
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爛＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ １
１ １ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ ０ ０
其转置矩阵

爛爴 ＝

０ ０ １ １
１ ０ １ ０
０ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １ ０
由此可得

爛爛爴 ＝

１ ０ １ ０
０ ２ １ ０
１ １ ３ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １

爛爴爛＝

２ １ ０ １
１ ２ ０ １
０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ ２

爛２＝

０ ０ １ １
２ １ ０ １
１ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

爛３＝

２ １ ０ １
１ ２ １ １
２ ２ １ ２

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １
在爛爛爴中元素牄１３＝１表示从牤１和牤３引出的边终止于同一顶点，这种顶点只有一个牤２；牄２２

＝２表示 牤２的出度为 ２，其他元素的意义不再叙述，读者可自己讨论。在 爛爴爛中，元素 牄１４＝１
表示从同一个顶点出发分别终止于 牤１，牤４，这种顶点数为 １，即 牤３；牄３３＝１表示 牤３的入度为 １；在

爛２中，元素 牄２１＝２，表示从 牤２到 牤１长度为 ２的通路有 ２条，即 牤２牤４牤１和 牤２牤３牤１；在 爛３中，元素

牄３４＝２，表示从 牤３到 牤４长度为 ３的通路有 ２条，即 牤３牤１牤２牤４，牤３牤２牤３牤４。
现在考察矩阵

爜牜＝ 爛＋ 爛２＋ … ＋ 爛牜

的元素 牄牏牫的意义。
易知，牄牏牫表示从顶点牤牏到牤牫的长度不超过牜的不同通路的总数。因此，若要观察从牤牏到牤牫

是否存在一条通路，需求出
∞

牏＝１
爛牏，但由定理 ５２１和定理 ５２２可知，在 牕阶简单图中，两点

之间若有通路则必有一条长度不超过 牕－１的基本通路；若有回路则必有一条长度不超过 牕的

基本回路，所以只需考察：

爜牕－１＝ 爛＋ 爛２＋ … ＋ 爛牕－１

或

爜牕＝ 爛＋ 爛２＋ … ＋ 爛牕

此时如果 牄牏牫≠０，当 牏≠牫时，表示从 牤牏到 牤牫是可达的，当 牏＝牫时表示经过 牤牏的回路存在；如果

牄牏牫＝０，当 牏≠牫时，表示从 牤牏到 牤牫是不可达的，即 牤牏和 牤牫分属不同分支，当 牏＝牫时，表示不存

在经过 牤牏的回路。因此 爜牕－１和 爜牕的元素表明了顶点间的可达性。
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如果仅需知道顶点之间是否可达，而不必知道它们间存在多少条通路，可以引入以下定

义。
定义 ５３１ 设 爢是 牕阶图，爼＝｛牤１，牤２，…，牤牕｝，令

牘牏牫＝
１ 若 牤牏到 牤牫有通路

０ 若 牤牏到 牤牫

烅
烄

烆 无通路

图 ５３２

则称矩阵 爮＝（爮牏牫）牕×牕为图 爢的可达性矩阵。
可达性矩阵不能给出图的完整信息，但由于

它比较简便，在应用上还比较重要。
求图 爢的可达性矩阵时，只需将图 爢的邻接

矩阵 爛的幂运算及其和改为布尔运算即可。
例  求图 ５３２所示图的可达性矩阵。
解 易知此图的邻接矩阵

爛＝

０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

爛２＝

０ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １
０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ １

爛３＝

０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

爛４＝

０ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １
０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ １

爛５＝

０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０
由此可得

爮＝ 爛＋ 爛２＋ 爛３＋ 爛４＋ 爛５

＝

０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １
由于可达性矩阵 爮并没有表达出每一个顶点自身可达的概念，为此可添加一个 牕阶单位

矩阵 爛０以表达每一个顶点的自身可达，即定义可达性矩阵

爮＝ 爛０＋ 爛＋ 爛２＋ … ＋ 爛牕

这样一来，例 ５３的可达性矩阵可表示为
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爮＝

１ ０ １ １ １
０ １ １ １ １
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １
对于有向图，可以用可达性矩阵求出其所有的强分支。
设 爮＝（爮牏牫）是图 爢的可达性矩阵，爮爴是 爮的转置矩阵，其元素为 牘爴

牏牫。易知，若 牘牏牫＝１表

示 牤牏到牤牫是可达的；若牘爴
牏牫＝１表示牤牫到牤牏是可达的。因此当且仅当爮和爮爴的布尔积中的第

（牏，牫）个元素值为 １时，牤牏和 牤牫是相互可达的。由此可求得图 爢的强分支。
例  求图 ５３１所示图的强分支。
解 因为此图的可达性矩阵为

爮＝

１ ０ １ １ １
０ １ １ １ １
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １

爮爴 ＝

１ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
１ １ １ １ １
１ １ １ １ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ １ １
将 爮和 爮爴中的对应元素进行布尔积运算，从而得到矩阵

１ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １
０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １
由此可知图 爢的强分支为：｛牤１｝，｛牤２｝，｛牤３，牤４，牤５｝。

习 题

１写出图 ５３３所示图的邻接矩阵。

２说明无向完全图 爦牕的邻接矩阵的特点。

３设 爢是具有 牕个顶点、牔条边的有向简单图，爛是其邻接矩阵，爤＝（１１…１）是 １×牕矩阵，证明 爤×爛×

爤爴＝牔。

４求图 ５３３的可达性矩阵，并写出它的强分支。

图 ５３３





 欧拉图

１７３６年欧拉研究了哥尼斯堡七桥问题，写了第一篇图论的论文，被公认为图论的创始

图 ５４１

人。立陶宛的哥尼斯堡城位
于普雷格尔河畔，河两岸和河
中的两个岛架设了七座桥把

两岸和两岛连接起来，如图 ５
４１ａ所示。当地居民热衷于这
样一个问题：游人从任何一个
地点出发走过七座桥且每座

桥只走过一次，最后又回到出
发地。
欧拉把这个问题归结为

图 ５４１ｂ所示图的一笔画问
题，即用顶点代表陆地，用边
代表桥，问题转化为：从图中
任意一点出发一笔画出这个

图形并且最后回到出发点。欧
拉证明了这是不可能的，并由
此引出欧拉通路和欧拉回路等概念。
定义 ５４１ 如果图中存在一条通过图中各边一次且仅一次的回路，则称此回路为欧拉

回路，具有欧拉回路的图称为欧拉图。
定义 ５４２ 如果图中存在一条通过图中各边一次且仅一次的通路，则称此通路为欧拉

通路，且有欧拉通路的图称为半欧拉图。
图 ５４２中，图 ａ是欧拉图，图 ｂ是半欧拉图，图 ｃ不是欧拉图也不是半欧拉图。读者容易

验证，图 ａ和图 ｂ都能一笔画成，只是图 ａ可以从任意一点出发一笔画成，且回到出发点，而图

牄必须从 牤１或 牤２出发才能一笔画成，若由 牤１（牤２）出发，则终止于 牤２（牤１）。
如何判定一个图是欧拉图或是半欧拉图呢？下面定理回答了这个问题。

图 ５４２
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定理  一个无向连通图是欧拉图是充分必要条件是图中各点的度数为偶数。
证明 必要性：设爮是图爢的欧拉回路，当通过爮的任意一点时，该点总有进出两个方向

的边，又因为 爮中每条边仅出现一次，所以 爮所通过的每一个顶点必是偶数度点。
充分性：对图 爢的边数采用归纳法，因为图 爢是连通图且每个顶点至少为 ２度，所以图 爢

中必有一条基本回路 牅（见 ５２节的习题第 ２题），如果此基本回路 牅包含 爢中所有的边，那么
定理得证；如果牅不包含爢中所有的边，从图爢中删去牅中所有边得到图爣，当然图爣 可能是
不连通的，但 爣 的边数总比 爢少，并且 爣 中的每个顶点仍为偶数度点，由归纳假设可知，爣
的每一个连通分支是欧拉图，又因为 爢是连通图，爣 的每一个连通分支与回路 牅至少有一个
公共点，于是我们从 牅中任一点出发，沿 牅中的边行走到达与 爣 的一个连通分支的公共点 牣，
然后在 爣 的这个连通分支中通过一条欧拉回路再回到 牣，继续沿 牅的边行走到达与 爣 的另一
连通分支的公共点 爾 等等，当到达起始点时整个过程结束，得到一条包含 爢中所有边的欧拉
回路，证毕。
类似上述的证明过程，可以得到下述结论。
定理  一个无向连通图是半欧拉图的充分必要条件是图中至多有两个奇数度点。
由定理 ５４１和定理 ５４２可知，在七桥图中，其四个顶点都是奇数度点，所以七桥图不

是欧拉图也不是半欧拉图，这说明七桥图是不可能一笔画成的。
对于有向图，则有如下结论。
定理  设图 爢是有向连通图，图 爢是欧拉图的充分必要条件是图中每个顶点的入

度和出度相等。
定理  设图爢是有向连通图，图爢是半欧拉图的充分必要条件是至多有两个顶点，

图 ５４３





其中一个顶点入度比它的出度大 １，另一个顶点入度比它的出度少 １；而其它顶点的入度和出
度相等。
作为欧拉图的一个应用，下面介绍计算机旋转鼓轮的设计。
旋转鼓轮的表面分成 ２牕段，例如在图 ５４３ａ中所示的旋转鼓轮的表面分成 １６段，每段由

图 ５４４

绝缘体或导电物组成，绝缘体将给出信号为 ０，导电物将给出信号为

１，鼓轮的表面还有 ４个触点，鼓轮的一个位置，就读出一个四位二进
制数。如图 ５４３ａ中，当时读出的数为 ０１０１，鼓轮按顺时针方向旋
转，所以下一个读数为 １０１０。
我们希望设计这样的鼓轮表面，使鼓轮旋转一周后，能读出

００００～１１１１的 １６个不同的二进制数。
现定义一个有向图 爟，爟有 ８个顶点，每一个顶点分别表示 ０００

～１１１的一个二进制数。当某一个顶点，如 １０１的尾数后添加 ０或 １，
就构成 ４位二进制数 １０１０或 １０１１，这两个四位二进制数的后三位是

０１０或 ０１１，于是用一条有向边把 １０１和 ０１０或 ０１１相连，且以顶点

１０１为起始点，０１０或 ０１１为终点，在有向边上标记 １０１０或 １０１１，见
图 ５４３ｂ。
易见，图 爟是具有 ８个顶点、１６条边的有向连通图，这 １６条边

上的标记恰好是 ００００～１１１１的 １６个二进制数。由于图 爟的每个顶
点都是出度为 ２和入度为 ２，所以图 爟是欧拉图，可画出一条欧拉回
路，如图 ５４４所示，由这条欧拉回路就相应地得到鼓轮表面的一种
设计方案，图 ５４３ａ中鼓轮表面的设计就由图 ５４４所示的欧拉回
路所得。

习 题

１指出图 ５４５中哪些是欧拉图，哪些是半欧拉图？如果是，请画出它的欧拉回路或通路。

图 ５４５

２画一个无向简单图，使它是欧拉图，并且有

（１）奇数个顶点，奇数条边；

（２）偶数个顶点，偶数条边；

（３）奇数个顶点，偶数条边；

（４）偶数个顶点，奇数条边。
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３当 牕取什么值时，完全图 爦牕是欧拉图？

４图 ５４６是一幢房子的平面图形，共有 ５间房间，如果你由前门进去，能否通过所有的门走遍所有的房

图 ５４６

图 ５４７

间，然后从后门走出，且要求每扇门只能进出一次。

５在 ８×８黑白方格的棋盘上跳动一只马，不论方向如

何，要使这只马完成每一种可能的跳动恰好一次，问这是否可

能？

６证明对于任意一个连通无向图，必能从任意点出发，
通过图中每边恰好两次再回到出发点。

７请在图 ５４７中，添加一些平行边，使之成为欧拉图。

 哈密顿图

定义 ５５１ 如果图 爢中存在一条通过图 爢中各个顶点一次且仅一次的回路，则称此回
路为图 爢的哈密顿回路；具有哈密顿回路的图称为哈密顿图。
定义 ５５２ 如果图 爢中存在一条通过图 爢中各个顶点一次且仅一次的通路，则称此通

路为图 爢的哈密顿通路；具有哈密顿通路的图称为半哈密顿图。
爱尔兰数学家哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）于 １８５６年首先提出这一类问题，他设计了一个游戏，用

图 ５５１

一个 １２面体代表地球，１２面体的

２０个顶点分别表示 ２０个城市（见
图 ５５１ａ），要求沿 １２面体的边
走过每个城市一次且仅一次，最
后回到出发点。这个问题归结为
求通过图 ５５１ｂ中各点一次且仅
一次的回路，即哈密顿回路。图中
粗线表示一条这样的回路。
从表面上看，这个问题和欧

拉问题很相似，但实际上到目前
为止，哈密顿图的非平凡的充要

条件尚不知道，这是图论中尚未解决的基本难题之一。下面将分别介绍图是哈密顿图的必要条
件和充分条件。
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定理  设图 爢是哈密顿图，如果从 爢中删去 牘个顶点得到图 爢′，则图 爢′的连通分
支数小于等于 牘。
证明 设爞是图爢的哈密顿回路，将牘个顶点删去后，爞最多分为牘段，因此爢′的连通分

图 ５５２

支数小于等于 爞的分段数小于等于 牘。
利用这个定理，可以去判定某些图不是哈密

顿图。例如在图 ５５２中，删去一个点 牤后，成为
具有两个连通分支的图，所以图 ５５２不是哈密
顿图。
下面介绍一个图具有哈密顿通路和哈密顿回

路的充分条件。
定理  设图 爢是具有 牕个顶点的无向

简单图，如果 爢中任意两个不同顶点的度数之和大于等于 牕－１，则 爢具有哈密顿通路，即 爢
是半哈密顿图。
证明 首先证明爢是连通图。用反证法，若爢有两个（或更多个）连通分支组成，设一个连

通分支中有 牕１个顶点，另一个连通分支有 牕２个顶点，在这两个连通分支中各取一点 牤１和 牤２，
显然有 牆牉牋（牤１）≤牕１－１，牆牉牋（牤２）≤牕２－１，所以有 牆牉牋（牤１）＋牆牉牋（牤２）≤牕１－１＋牕２－１＝牕－２＜牕
－１，这与定理条件矛盾，由此可见 爢是连通图。
现在再证 爢中具有一条哈密顿通路。
为了便于读者了解该定理的证明思路，我们先取 牕＝７时的情况予以证明，读者很容易利

用这个证明过程推广到一般情况。
设图 爢是具有 ７个顶点的无向简单图，且任意两个不同的顶点 牤牏和 牤牐满足：牆牉牋（牤牏）＋

牆牉牋（牤牐）≥６，现证明图 爢具有哈密顿通路。分四种情况讨论。
（１）设图爢中 ７个顶点为牤１，牤２，牤３，牤４，牤５，牤６，牤７，我们已证明了图爢是连通图，所以点牤１必

和其它 ６个点中的某些点有边相连，不妨设 牤１和 牤２有边相连，于是得到通过两点 牤１、牤２的一

条基本通路。还是由图爢的连通性可知，牤１或牤２必和其它５个顶点的某些点有边相连，不妨设

牤２与 牤３有边相连，于是得到了通过三个点 牤１，牤２，牤３的一条基本通路。
（２）对于通路 牤１牤２牤３的两个端点 牤１和 牤３必和其它 ４个顶点中的某些点有边相连，不然的

话，就有 牆牉牋（牤１）＋牆牉牋（牤３）≤４，这和定理条件：任意两个不同顶点的度数之和大于等于 ６矛
盾，所以牤１或牤３必和牤４，牤５，牤６，牤７中某些点有边相连，不妨设牤３与牤４有边相连。于是得到了通
过四个点 牤１，牤２，牤３，牤４的一条基本通路。

（３）对于通路牤１牤２牤３牤４的两个端点牤１和牤４，如果它们中至少有一个与牤５，牤６，牤７中某些点有

边关联，于是可得到一条通过 ５个点的基本通路；但也有这样的情况：牤１或 牤４不再和 牤５，牤６，牤７

中的某一个点有边相连（见图 ５５３ａ），然而容易看到图中存在一条基本回路 牤１牤２牤３牤４牤１，由于
图 爢是连通的，所以此回路中的 牤２或 牤３必和 牤５，牤６，牤７中某一点有边相连，不妨设 牤２与 牤６有

边相连，于是可得通过五个顶点的基本通路 牤６牤２牤１牤４牤３，见图 ５５３ｂ中粗线所示。为了叙述方
便，将所得的五个顶点的基本通路顺序记作 牤１牤２牤３牤４牤５。

（４）对于通路 牤１牤２牤３牤４牤５的两个端点 牤１和 牤５，如果它们中至少有一个与 牤６，牤７中某一点有

边关联，于是可得到一条通过 ６个点的基本通路；当 牤１或 牤５不再和 牤６、牤７中的某一个点有边

相连（见图 ５５４ａ），由于此通路仅有 ５个顶点，而 牤１和 牤５的度数之和大于等于 ６，所以在这 ５
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图 ５５３

个顶点中，必存在两个相邻的顶点 牤牏和 牤牏＋１，使得 牤１和 牤牏＋１邻接，牤５和 牤牏邻接。例如在图 ５５
４ａ中有牤１和牤３邻接，牤５和牤２邻接，于是可得通过牤１牤２牤５牤３牤４牤１的基本回路（见图５５４ｂ）。再利
用图 爢的连通性可知，牤２，牤３，牤４中必有一点与 牤６或 牤７有边相连，不妨设 牤３和 牤７邻接，这样就
可得一条通过 ６个顶点的基本通路：牤７牤３牤５牤２牤１牤４。为了叙述方便，将所得的 ６个点的基本通路
顺序记作 牤１牤２牤３牤４牤５牤６。

图 ５５４

以后可以用同样的方法，将通过 ６个顶点的基本通路延伸为通过 ７个顶点的基本通路。当
通路 牤１牤２牤３牤４牤５牤６的两个端点 牤１或 牤６与 牤７有边相连时，就可得到通过 ７个顶点的基本通路，
定理得证。当通路的端点牤１和牤６仅与通路中的顶点邻接而不再与牤７邻接时，由定理条件：牆牉牋
（牤１）＋牆牉牋（牤２）≥６可知，通路 牤１牤２牤３牤４牤５牤６中必存在相邻的两个顶点 牤牏和 牤牏＋１，有 牤１和 牤牏＋１邻

接，牤６和 牤牏邻接，例如在图 ５５５ａ中，牤１和 牤４邻接，牤６和 牤３邻接，于是可得一条通过 ６个顶点

的基本回路 牤１牤２牤３牤６牤５牤４牤１，再由图 爢的连通性可知，牤２，牤３，牤４，牤５中必有一点与 牤７邻接，不妨设

牤５与 牤７邻接，于是就得到一条通过 ７个顶点的基本通路 牤７牤５牤６牤３牤２牤１牤４，这条通路就是图 爢的

哈密顿通路，定理得证。
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图 ５５５

对于一般情况（即考虑牕是任意正整数时），可以用类似的方法证明。当我们已得到一条通
过 牘个顶点的基本通路 牤１牤２…牤牘时（牘≤牕－１），且其两个端点 牤１和 牤牘仅与通路中的各点邻接

而和通路外的点都不邻接时，能断言在此通路中必存在相邻的两点 牤牏和 牤牏＋１，有 牤牏＋１和 牤１邻

接，牤牏和 牤牘邻接，可以用反证法证明这个结论，如果 牤１的度数为 牑，而 牤牘和 牤１的邻接点 牤牏＋１的

前一点 牤牏都不邻接，则 牤牘的度数最多是 牘－１－牑，由此可得 牆牉牋（牤１）＋牆牉牋（牤牘）≤牑＋牘－１－牑
＝牘－１＝牕－２＜牕－１，这和定理的条件：任意两个不同点的度数之和大于等于 牕－１矛盾，结
论得证。由此可得一条通过牘个顶点的基本回路：牤１牤牏＋１牤牏＋２…牤牘牤牏牤牏－１…牤１。再利用图的连通性
可知，此基本回路中除 牤１和 牤牘外必存在一点 牤牐与回路外的点 牤牓邻接，于是可得到一条以 牤牓

为初始点然后通过牤牐和回路中其它点的具有牘＋１个点的基本通路。如此重复进行，直到得到
一条通过 牕个顶点的基本通路（即图 爢的哈密顿通路）为止。
同样方法可证得下面定理。
定理  设图 爢是具有 牕个顶点的无向简单图，如果 爢中任意两个不同顶点的度数

之和大于等于 牕，则 爢具有哈密顿回路，即 爢是哈密顿图。

例  设图 爢是具有 牕个顶点、牔条边的无向简单图，如果 牔＞（牕－１）（牕－２）
２ ，证明图

爢具有哈密顿通路。
证明 先证图 爢中任意两个不同点的度数之和大于等于 牕－１，然后利用定理 ５５２即得

本例的证明。
用反证法，设图 爢中存在两个顶点 牤１和 牤２，有 牆牉牋（牤１）＋牆牉牋（牤２）＜牕－１，即 牆牉牋（牤１）＋

牆牉牋（牤２）≤牕－２，删去点 牤１和 牤２后，所得的图为 爢′，易见 爢′是具有 牕－２个顶点的无向简单图，

设 爢′的边数为 牔′，则 牔′≥牔－（牕－２）＞（牕－１）（牕－２）
２ －（牕－２）＝（牕－２）（牕－３）

２ ，但 爢′是 牕－

２个顶点的无向简单图，其边数 牔′≤（牕－２）（牕－３）
２ ，由此得出矛盾，证毕。

习 题

１画一个无向简单图，使它满足

（１）既是欧拉图又是哈密顿图；
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（２）是欧拉图但不是哈密顿图；

（３）是哈密顿图但不是欧拉图；

（４）即不是欧拉图也不是哈密顿图。

图 ５５６

２证明在无向完全图 爦牕中（牕≥６）任意删去 牕－３条边后所得的 图是哈密

顿图。

３证明在无向完全图 爦牕中有（牕－１）！条不同的哈密顿回路。

４证明图 ５５６不是哈密顿图。

５设有 牕个人，其中任意两个人在一起，他们能认识其余 牕－２个人，证明

这 牕个人可以排成一行，使得除排头排尾外，其余每个人的两边都是他认识的

人；当牕≥４时，这牕个人可以围成一圈，使每个人的两边都是他认识的人。（本题

中的“认识”系指相互认识）。

６设 爢是无向哈密顿图，证明可以适当地在各边上添加方向，使所得的有

向图是强连通图。

 中国邮路问题和旅行售货员问题

中国邮路问题可以看作是欧拉问题的一种延伸。
一个邮递员在递送邮件时，每次要走遍他负责投递范围内的各条街道，然后再回到邮局，

现在问，他应该按什么样的路线走，才能使所走的路程最短？
容易看到，这个问题实际上是在赋权图上找到一条通过各边的回路，且各边的权之和最

小，称这样的回路为最优回路。由于这个问题是我国数学家管梅谷教授于 １９６０年首先提出并
解决的，所以国际上常称为中国邮路问题。
如果邮递员所走街道的图形是一个欧拉图，则中国邮路问题容易解决，因为图中任何一条

欧拉回路都是最优回路。
如果图中有度数为奇数的顶点，在图 ５６１中，如图 ａ所示（图中各边上的权为街道的长

图 ５６１
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度），在图 牃中有两个度数为奇数的顶点（以后简称为奇顶点）：爜和 爠，我们可以把构成 爜到 爠
的一条通路的各边都增加一条重复边（即平行边），如图 ５６２ｂ或图 ｃ所示。由于 爜到 爠的通
路可以有多条，因此邮递员所走的最短路程问题就归结为求 爜到 爠的各通路中，重复边的权
之和最小的问题。本例中，邮递员所走的路径为图 ｄ所示。当图形比较复杂，奇顶点较多时，中
国邮路问题也将变得颇为复杂，中国邮路问题的讨论已超出本书范围，有兴趣的读者可参阅有
关专著，这里不再详述。
旅行售货员问题可以看作是哈密顿问题的一种延伸。
设有 牕个城市 牤１，牤２，…，牤牕其中任意两个城市都有交通线路，且任意三个城市之间的交通

线路长度满足：
牆（牤牏，牤牐）≤ 牆（牤牏，牤牑）＋ 牆（牤牑，牤牐）

有一位售货员从某城市出发到各个城市去一次并且只去一次，然后回到出发城市，要求找
出一条巡回路线，使得该巡回路线的总路程最小，这就是旅行售货员问题。
因此旅行售货员问题，实质上是在一个边赋权的无向完全图上找到一条哈密顿回路，使得

回路上各边的权之和最小（边上的权即为连接两城市交通线路的长度）。
在 牕阶完全图中，用穷举法找一条边权之和最小的哈密顿回路虽然方法简单但并不可行。

因为牕阶完全图中，共有（牕－１）！条不同的哈密顿回路，而计算每一回路的总长度，需要作牕个
加法，因此计算总数为牕！。当牕＝５０时，５０！≈３×１０６４，对于一台每秒能作 １０９次加法运算的计

算机来说，大约需要运算 １０４７年后才能完成，显然这是不可行的。求解旅行售货员问题的有效
算法至今尚未成功，下面介绍一种近似求解的算法，这种算法称为最邻近算法。它的基本思想
非常简单：当售货员在某一城市时，下一步就选择与这个城市最邻近的、还没有去过的城市作
为下一站，如此进行直到走完所有城市为止。
最邻近算法：
步骤 １ 在完全图中任选一点作为起始点，找出一个与始点最近的点，形成一条边的初始

图 ５６２

路，然后用步骤 ２逐点扩充这条路。
步骤 ２ 设 牨表示最新加入到这条路上的顶点，从不在路

上的所有顶点中，选一个与 牨最邻近的点，把连接 牨与此点的
边加到这条路上。重复这一步，直到完全图中所有顶点都包含
在路中。
步骤 ３ 把起始点和最后加入的顶点间的边放入，得到回

路。
例如在图 ５６２所示的具有 ５个顶点的完全图中，各边的

权表示城市间的距离，现用最邻近算法求解旅行售货员问题。
首先在完全图上任取一点，不妨取顶点 牃，与 牃最邻近的

点是 牅，则取 牃牅作为所求回路的一条边（见图 ５６３ａ），对于顶点 牅，考察除 牃以外与 牅最邻近的
点为 牉，于是取 牅牉作为所求回路的一条边（见图 ５６３ｂ）。对于 牉，考察除 牃、牅外，与 牉最邻近的
点为 牆，于是取牉牆作为所求回路的一条边（见图 ５６３ｃ）。对于牆，考察除牃、牅、牉外，与牆最邻近
的点为 牄（见图 ５６３ｄ）。最后连结点 牄和 牃即得所求回路（见图 ５６３ｅ）。
根据邻近算法所得的近似解，由图 ５６３ｅ可知，回路总长度为 ４４；但如图 ５６４所示的回

路，其总长为 ４３。
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图 ５６３

旅行售货问题有很大的实用意义，有许多表面上似乎与之无关的问题，而实质上却可以归

图 ５６４

结为旅行售货员问题来解决。例如在设计计算机接口时，经常
遇到这样的问题：一个接口由一些组件构成，每个组件上有几
个接线插头连接起来。由于插头较小及其它一些原因，规定每
个插头上至多接两条电线，又为了整洁和避免相互干扰，要求
电线的总长度尽量地小。为了使这个问题归结为旅行售货员
问题，令 牘为所有需要连接的插头的集合，构造一个 牘为顶点
集的完全图 爢，爢中连接插头 牏和 牐的边赋以权 爾牏牐，它定义为

牏与 牐之间的距离。这样，问题就转化为在 爢中找一条长度最
短的哈密顿通路，再在 爢中加一个顶点 爭，令 爫＝爮爺｛爭｝，对
于任意的 牏∈牘，令 爾牏牗＝０，易知在以 爫为顶点集的完全图上求出旅行售货员问题的最优解即
可得出 爢中最短哈密顿路。

习 题

１用观察法求解图 ５６５的中国邮路问题。

２用最邻近算法求解图 ５６６的旅行售货问题。

图 ５６５ 图 ５６６
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 二部图

从本节起将介绍一些有着广泛应用的特殊图：二部图、平面图、树等，本节介绍二部图及其
应用。
定义 ５７１ 若无向图 爢的顶点集 爼可以划分成两个子集 爼１和 爼２（即 爼１∪爼２＝爼，爼１∩

爼２＝），使图中的每一条边的一个端点在 爼１中，另一个端点在 爼２中，则称 爢为二部图或偶
图，记作 爢（爼１，爼２）。

图 ５７１

例如图 ５７１ａ和 ｂ都是二部图。
定义 ５７２ 若 爢（爼１，爼２）是二部

图，且 爼１中的每一个顶点都与 爼２中的

每一个顶点邻接，则称图 爢（爼１，爼２）为完
全二部图，记作 爦牕，牔，其中 牕＝燏爼１燏，牔
＝燏爼２燏。
例如图 ５７１（ｂ）是完全二部图，即

爦２，３。
判断一个图是否是二部图的方法是比较简单的。
定理  图 爢为二部图的充要条件是图 爢中的每一条回路都有偶数条边组成。
对此定理我们不作严格证明，给出一些说明性的解释。
当 爢（爼１，爼２）是二部图时，显然 爢中任意一条回路的各边必须往返于 爼１和 爼２之间，因此

其回路必有偶数条边组成。
反之，当图 爢中任意一条回路都有偶数条边组成，例如图 ５７２ａ所示，可以在图中任取一

点记作 牃１，然后将与 牃１邻接的顶点记作 牄１和 牄２；再将与 牄１、牄２邻接的未加标记的顶点记作 牃２

和 牃３；再将与 牃２和 牃３邻接的未加标记的顶点记作 牄３。于是可令 爼１＝｛牃１，牃２，牃３｝，爼２＝｛牄１，牄２，
牄３｝，将图 ５７２ａ改画作如图 ５７２ｂ所示。

图 ５７２

在日常生活中和生产实际中的某些问题如婚姻问题，工作分配问题等都可用二部图表示，
下面将作进一步讨论。
定义 ５７３ 设图 爢（爼１，爼２）是二部图，爩是 爢中一些边组成的集合，如果 爩中任意两条

边都没有公共端点，则称 爩为爢的一个对集（或称匹配）。设爼是爢的顶点，如果爼是爩中某
条边的端点，则称 爩饱和顶点 爼，并称 爼是 爩饱和的，否则称 爼是 爩非饱和的。
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例如在图 ５７３中，边集 爩＝｛牃１牄２，牃２牄３，牃４牄１｝是一个对集，顶点 牃１，牃２，牃４和 牄１，牄２，牄３是 爩
饱和的，顶点 牃３是 爩非饱和的。

图 ５７３

在图 ５７３中，如果 牃１，牃２，牃３，牃４表示 ４位技术工
人；牄１，牄２，牄３表示 ３种不同的工作。当某技术工人能胜任
某种工作时则在它们之间用边相连，如果规定一个技术
工人只能担任一种工作，那么对集 爩 就表示了一种工
作分配方案。为了使工作分配方案能最大限度地作到

“各尽其能”，下面将引进最大对集的概念。
定义 ５７４ 设 爢（爼１，爼２）是二部图，爩 是 爢的一

个对集，如果对于 爢中任意对集 爩′，都有燏爩′燏≤燏爩燏，
则称 爩为 爢的最大对集。
为了寻求二部图的最大对集，我们再引进交替通路和增长通路的定义。
定义 ５７５ 设 爢（爼１，爼２）是二部图，爩 是其对集，爮是 爢中的一条通路，如果 爮是由 爢

中属于爩的边和不属于爩的边交替组成，则称爮为爢的爩交替通路。始点和终点都是爩非
饱和点的交替通路称为 爩增长通路。
例如 在 图 ５７４（ａ）中，爩 ＝ ｛牃１牄２，牃２牄３，牃３牄５｝，通 路 牃１牄２牃２牄３牃３，牃２牄３牃３牄５牃４，牄１牃３牄５牃４，

牄１牃１牄２牃２牄３牃３牄５牃４都是 爩交替通路，其中后两条交替通路 牄１牃３牄５牃４和 牄１牃１牄２牃２牄３牃３牄５牃４的始点和终

点都是 爩非饱和的，所以这两条通路是 爩增长通路。

图 ５７４

由于 爩 增长通路中的始点和终点都是 爩 非饱和的，所以 爩 增长通路必有奇数条边组
成，其中第一条边不属于 爩，第二条边属于 爩，第三条边不属于 爩，…，最后一条边不属于 爩。
因此在 爩增长通路中，属于 爩的边数应比不属于 爩的边数少 １。如果将 爩增长通路中的不
属于 爩的边替代属于 爩的边，并与 爩中其它边合并成新的边集 爩′，易知 爩′也是对集，且其
所含边数比对集 爩所含的边数多 １。例如在图 ５７４ａ中，将 爩增长通路：牄１牃３牄５牃４中的两条不

属于 爩的边：牄１牃３和 牄５牃４替代属于 爩中的边 牃３牄５，于是就得到一个新的对集 爩′＝｛牃１牄２，牃２牄３，

牄１牃３，牃４牄５｝，显然 爩′的边数比 爩的边数多 １，即燏爩′燏＝燏爩燏＋１（见图 ５７４ｂ）。
由此可见，我们可以采用不断地寻求增长通路以增加对集所含的边数，直至再也找不到新

的增长通路为止。我们还可以证明，当对集 爩再也没有新的增长通路时，对集 爩就是最大对
集，由于证明过程比较复杂，这里不详述。
基于上述思路，就产生了寻求最大对集的匈牙利算法，其算法如下：
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步骤 １：给定一个二部图 爢（爼１，爼２），令 爩是任意一个对集（可以是空对集），给 爼１中 爩非
饱和点标记为“”。
步骤 ２：如果不存在未检查的标号点，转步骤 ３；否则找一个未检查的标号点 牣，检查点 牣

的标号如下：
如果 牣∈爼１，对每一个同 牣邻接的点 牤，除非 牤已经标号，否则给点 牤标号“牣”；如果 牣∈

爼２，若 牣是非饱和点，转步骤 ２，否则设和 牣关联且属于 爩的唯一边为 牣牤，给点 牤标号“牣”，返
回步骤 ２。
步骤 ３：起点在有标号“”的点，终点为 牣的一条增长通路 爮被找到。以增长通路中不属

于 爩的边替代属于 爩的边，从而得到边数比 爩的边数多 １的对集，此对集仍记为 爩。抹掉所
有标号，给 爩非饱和点标以“”，返回步骤 ２。
步骤 ４：这时没有增长通路存在，爩是最大对集，算法终止。
例  求图 ５７５所示二部图的最大对集。
解 取初始对集 爩＝｛牃１牄５，牃３牄１，牃４牄３｝，利用匈牙利算法标记如下：
（１）由于 牃２是 爼１中唯一的 爩非饱和点，把 牃２标记（）。
（２）将 牃２的邻接点 牄１和 牄３标记（牃２）。
（３）从 牄１出发，把 牃３标记（牄１），从 牄３出发把 牃４标记（牄３）。
（４）从 牃３出发，把 牄４标记（牃３），因 牄４是非饱和点，说明已找到一条增长通路：牃２牄１牃３牄４。再用

增长通路中不属于爩的边替代属于爩的边，于是得到对集爩＝｛牃１牄５，牃２牄１，牃３牄４，牃４牄３｝。见图 ５
７６。

图 ５７５ 图 ５７６

从 爩＝｛牃１牄５，牃２牄１，牃３牄４，牃４牄３｝开始，重复上述过程，直到找不出 爩 的增长通路为止。由于

爼１中已没有 爩的未饱和点，故 爩就是所求的最大对集。
例  求图 ５７７所示二部图的最大对集。
解 取初始对集 爩＝｛牃２牄２，牃３牄３，牃５牄５｝
（１）把 爼１中的 爩非饱和点 牃１和 牃４标记（）。
（２）从 牃１出发，把 牄２，牄３标记（牃１）。
（３）从 牄２出发，把 牃２标记（牄２），从 牄３出发标记 牃３为（牄３）。
（４）从 牃２出发，标记 牄１，牄４，牄５为（牃２）。由于 牄４为非饱和点，说明已找到一条增长通路：

牃１牄２牃２牄４，经替代后可得对集｛牃１牄２，牃２牄４，牃３牄３，牃５牄５｝。见图 ５７８。
对于对集 爩＝｛牃１牄２，牃２牄４，牃３牄３，牃５牄５｝重复上述过程，已找不到增长通路，所以 爩就是最大

对集。
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图 ５７７ 图 ５７８

习 题

１如果 爢是具有 牕个顶点，牔条边的二部图，证明 牔≤牕２

４。

２当 牕和 牔满足什么条件时，完全二部图 爦牕，牔是欧拉图？

３当 牕和 牔满足什么条件时，完全二部图 爦牕，牔是哈密顿图？

４某单位按编制有 ７个空缺：牘１，牘２，…，牘７。有 １０个申请者 牃１，牃２，…，牃１０。他们的合格工作岗位集合依次

为：｛牘１，牘５，牘６｝，｛牘２，牘６，牘７｝，｛牘３，牘４｝，｛牘１，牘５｝，｛牘６，牘７｝，｛牘３｝，｛牘２，牘３｝，｛牘１，牘３｝，｛牘１｝，｛牘５｝。如何安排他们的

工作，使无工作的人最少。

５某单位有 ６个未婚女子，爧１，爧２，…，爧６和 ６个未婚男子 爢１，爢２，…，爢６，他们都想结婚，每个人都有意中

图 ５７９

人，爧１：｛爢１，爢２，爢４｝，爧２：｛爢３，爢５｝，爧３：

｛爢１，爢２，爢４｝，爧４：｛爢２，爢５，爢６｝，爧５：｛爢５，

爢６｝，爧６：｛爢２，爢５，爢６｝；爢１：｛爧１，爧３，爧６｝，

爢２：｛爧２，爧４，爧６｝，爢３：｛爧２，爧５｝，爢４：｛爧１，

爧３｝，爢５：｛爧２，爧６｝，爢６：｛爧３，爧４，爧５｝，请问

如何匹配，使男女双方都满意且结婚

的对数最多。

６用匈牙利算法求图 ５７９的最

大对集，图中粗线为初始对集。

 平面图

定义 ５８１ 如果能把一个图在平面上画成除端点外，任何两边都不相交，则称此图为可

图 ５８１

平面的，或称平面图。
例如图 ５８１所示的图都是平

面图。
又如图 ５８２ａ所示的图为具有

４个顶点的无向完全图，它可改画成
图 ５８２ｂ，所以 爦４是平面图。
下面介绍两个重要的非平面图。
一是具有 ５个顶点的无向完全

图 爦５，它是非平面图，见图 ５８３ａ和图 ５８３ｂ。
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另一个重要非平面图是完全二部图 爦３，３。见图 ５８４ａ和图 ５８４ｂ。

图 ５８２

关于 爦５和 爦３，３的非平面

性，以后将给予严格的证明。
由于平面图中各边是不

相交的，所以平面图的边把平
面划分成若干块，这样的块称
为区域。例如图 ５８５所示的
平面图将平面划分成 ４个区
域，其中 爲１，爲２，爲３是有限区

域，爲４是无限区域。
一个平面图中的顶点数，

边数和区域数有着密切的联系，下面介绍著名的欧拉公式。

图 ５８３

图 ５８４ 图 ５８５

定理  设图 爢是无向连通平面图，它具有 牕个顶点，牔条边和 牜个区域，则

牕－ 牔＋ 牜＝ ２
证明 用归纳法，对边数进行归纳。
当图中仅有一条边时，它有两种结构，一是有两个邻接点和一条关联这两顶点的边，易知

牕＝２，牔＝１，牜＝１，（仅有一个无限区域），所以欧拉公式 牕－牔＋牜＝２成立；另一种是由一条自
回路构成的图，这时 牕＝１，牔＝１，牜＝２，所以欧拉公式成立。
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设当连通平面图具有 牔条边时，欧拉公式成立，现证对于具有 牔＋１条边的连通平面图，
欧拉公式也成立。
易见，一个具有 牔＋１条边的连通平面图，删去一条边后，仍然是平面图。因此可以把具有

牔＋１条边的连通平面图看作是由含 牔条边的连通平面图添加一条边后构成的。在一个含有

牔条边的连通平面图上添加一条边后，可能有三种不同的结构，见图 ５８６ａ，ｂ，ｃ，图中的圆表
示具有 牔条边的连通平面图。

图 ５８６

为了叙述方便，我们把具有牕个顶点，牔条边和牜个区域的连通平面图记作爢（牕，牔，牜）。易
见，图５８６ａ所示的图表示在爢（牕，牔，牜）中原有的两点中添加一条边；图５８６ｂ所示的图表示
在 爢（牕，牔，牜）中原有的一点上添加一条自回路。这两种情况构成了图 爢（牕，牔＋１，牜＋１）这说明
在 爢（牕，牔，牜）中添加一条边后，没有增加顶点数，增加了一条边同时也增加了一个区域，所以
欧拉公式仍然成立。图 ５８６ｃ所示的图表示在爢（牕，牔，牜）中添加一条边后构成了图爢（牕＋１，牔
＋１，牜），这说明在爢（牕，牔，牜）中添加一条边后，增加了一个顶点但没有增加区域数，所以欧拉公
式仍然成立。证毕。
当图 爢（牕，牔，牜）是简单图时，定理 ５８１有以下重要推论。
推论 设图 爢是具有 牕个顶点，牔条边的无向简单连通平面图，则

３牕－ ６≥ 牔
证明 由于 爢是简单图，因此 爢中每一个区域至少有 ３条边围成，若 爢中有 牜个区域，围

成 牜个区域总边数为 ２牔（因为每条边都作为两个相邻区域的公共边，被计算了两次），所以有

２牔≥ ３牜
或

牜≤ ２牔
３

代入欧拉公式后可得

牕－ 牔＋ ２牔
３ ≥ ２

从而得到

３牕－ ６≥ 牔
由于每一个简单连通平面图都应满足上述不等式，因此这个不等式可以作为判断一个图

是否是平面图的必要条件。由此可证具有 ５个顶点的无向完全图 爦５是非平面图，因为在 爦５

中顶点数 牕＝５，边数 牔＝１０，３牕－６＝９＜牔，不满足平面图的必要条件，所以 爦５是非平面图。
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现在再证 爦３，３是非平面图。
由于 爦３，３是完全二部图，因此每条回路有偶数条边组成，而 爦３，３又是简单图，所以如果

爦３，３是平面图，其每一个区域至少有 ４条边围成，于是有

２牔≥ ４牜
或

牜≤ 牔
２

代入欧拉公式后可得

２牕－ ４≥ 牔
由于 爦３，３中，牕＝６，牔＝９，不满足上述不等式，所以 爦３，３不是平面图。
显然，除了 爦５和 爦３，３是非平面图外，还应有其他非平面图，１９３０年波兰数学家库拉托夫

斯基证明了一个非常简洁而又漂亮的结果：任何非平面图都含着 爦５或 爦３，３作为其子图，也就
是说，如果图不包含 爦５或 爦３，３作为其子图，则此图必是平面图。反之，一个平面图一定不包含

爦５，也不包含 爦３，３作为其子图。为了明确而全面地叙述这个结果，先给出两个图“二度同构”的
概念。
如果两个图是由同一个图的边上插入一些新的顶点（它一定是 ２度点）而得到的，则称这

两个图是二度同构的。例如图 ５８７中所示的两个图是二度同构的。

图 ５８７

易见，在一个图的边上插入一些 ２度顶点后，不影响这个图的平面性。下面介绍著名的库
拉托夫斯基定理，由于这个定理的证明比较复杂，这里不作证明。
定理  一个图是平面图的充分必要条件是该图不包含二度同构于 爦５或 爦３，３的子

图。
例  证明图 ５８８所示的图是非平面图。

图 ５８８ 图 ５８９ 图 ５８１０
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证明 把图５８７中的边爠爟删去后，所得的子图就是爦３，３（见图５８９），所以此图是非平

图 ５８１１

面图。
例  证明彼得逊图（见

图 ５８９所示）是非平面图。
证明 把图 ５８１０中的边

爟爠和 爡爣 删去，所得的子图如
图 ５８１１ａ所示。然后将此子图
改画成如图 ５８１１ｂ所示，易知
图 ５８１１ｂ与 爦３，３是二度同构

的，所以彼得逊图是非平面图。
除了用库拉托夫斯基定理

来证明一个图是非平面图外，还可以用简单平面图的必要条件 ３牕－６≥牔来证明一个图是非
平面图。
例  设 爢是至少有 １１个顶点的无向简单连通平面图，证明 爢的补图 爢一定是非平

面图。

证明 设图 爢有 牕个顶点，牔条边（牕≥１１），显然其补图 爢有 牕个顶点，牕（牕－１）
２ －牔条

边。现用反证法，设补图 爢也是平面图，则有

３牕－ ６≥ 牕（牕－ １）
２ － 牔

由于图 爢是平面图，所以有

３牕－ ６≥ 牔
由此可得

６牕－ １２≥ 牕（牕－ １）
２

整理后得

牕２－ １３牕＋ ２４≤ ０
或

牕２－ １３牕＋ ２２＜ ０
（牕－ １１）（牕－ ２）＜ ０

图 ５８１２

由此可得 牕＜１１，这和假设 牕≥１１
矛盾，证毕。
下面介绍平面图的对偶图，

它在图的着色问题中有重要用

途。
设 爢是平面图，用以下两条

规则构造另一个平面图 爢，则称

爢为 爢的对偶图。
（１）爢中若有 牑个区域 爲１，
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爲２，…，爲牑，则在每一个区域内部任取一点，对应得到 牑个点：牤１，牤２，…，牤牑，将这 牑个点作为图

爢的顶点。
（２）若 爢中两个区域 爲牏和 爲牐有相邻边，则在 爢中的对应两个顶点 牤牏和 牤牐之间连一条

边。
请注意，当 爢中两个区域有 牓条相邻边时，在 爢中的对应两个顶点之间也连 牓条边。
例如图 ５８１２ａ所示的平面图，其对偶图为图 ５８１２ｂ中虚线所示的图。
又如图 ５８１３ａ所示的平面图，其对偶图为图 ５８１３ｂ中虚线所示的图。
一个平面图在平面上可以有不同的画法，从而可能得到不同的对偶图。例如图 ５８１４ａ和

图 ５８１４ｂ是一个平面图的两种画法，或者说图 ５８１４ａ和图 ５８１４ｂ是同构的，但它们的对
偶图是不同构的。见图 ５８１５ａ和图 ５８１５ｂ，因为图 ５８１５ｂ中有一个 ５度点而在图 ５８１５ａ
中，各点度数最多为 ４，所以这两个图是不同构的。

图 ５８１３

图 ５８１４

图 ５８１５
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由此可见，一个平面图只有当它在平面上已确定位置时，它的对偶图才有意义。因此常将
一个平面图已在平面上有确定位置的情况称为一个平面图在平面上的嵌入。
研究地图的着色问题，就是研究平面图区域的着色问题，通过其对偶图，可以将区域着色

问题转化为图的顶点着色问题。
１８５２年英国青年盖思里提出了地图的四色猜想：在画地图时，如果规定一条边界分开的

两个区域涂不同的颜色，则任何地图只需要四种颜色涂色即可符合规定。１００多年来，许多人
试图证明这一猜想都没有成功，四色猜想成为图论中的基本难题。１９７６年美国伊利诺斯大学
的阿佩尔和海肯利用计算机分析近 ２０００种图形和 １００多万种情况后证明了四色猜想，但“非
计算机证明”至今尚未解决。如果用 ５种颜色给地图着色，并使其符合于相邻区域有不同颜色
的规定是可以证明的，这就是五色定理。
首先介绍图的“正常着色”的概念。
如果用几种颜色对一个图 爢的顶点着色，并使图中任意两个邻接的顶点都有不同的颜

色，则称为给图 爢正常着色。利用对偶图可以把地图区域的着色问题转化为顶点的着色问题，
所以五色定理就是要证明用 ５种颜色可以给平面图正常着色的问题。
由于含平行边的图不影响图的正常着色问题的讨论，不失一般性，至今所讨论的图是简单

平面图。
引理 设图 爢是简单连通平面图，则在图 爢中必存在一个顶点 牤，其度数小于等于 ５，即

ｄｅｇ（牤）≤５。
证明 用反证法。设图爢中每个顶点的度数都大于等于 ６。由于图中各点的度数之和等于

边数的两倍，所以有

６牕≤ ２牔
又由于图 爢是简单连通平面图，所以有

３牕－ ６≥ 牔
６牕－ １２≥ ２牔

由此可得

６牕－ １２≥ ２牔≥ ６牕
这是不可能的，所以图 爢中至少有一点其度数小于等 ５。证毕。
定理 ５８３（五色定理） 用 ５种颜色可以给任意的简单连通平面图正常着色。
证明 用归纳法，对图中顶点数作归纳。
显然，当图的顶点数小于等于 ５时，一定可以用 ５种颜色给图正常着色。
假设对于任意的具有 牕－１个顶点的简单连通平面图可以用 ５种颜色正常着色，现证明对

于具有 牕个点的简单连通平面图也可以用 ５种颜色正常着色。
设图 爢牕是具有 牕个顶点简单连通平面图，由引理可知，图 爢牕中必存在一个顶点 牤０，其度

数小于等于５。在图爢牕中删去点牤０后，得到具有牕－１个顶点的子图，记为爢牕－１，由归纳假设可
知，爢牕－１可以用 ５种颜色正常着色，因此只需证明在图爢牕中，点牤０可以用 ５种颜色中的某一种
颜色予以着色，使其与邻接的顶点的着色都不相同即可。
如果 ｄｅｇ（牤０）＜５，则与 牤牗邻接的顶点至多有 ４个，所以可以用与 牤牗邻接点不同的颜色给

牤牗着色。
如果 ｄｅｇ（牤０）＝５，但与 牤牗邻接点的着色数不超过 ４，这时仍然可用与 牤牗邻接点不同的颜





色给 牤牗着色。
如果 ｄｅｇ（牤０）＝５，且与 牤０邻接的 ５个点已涂了 ５种不同的颜色。见图 ５８１６，这时的情况

要复杂些。

图 ５８１８

图 ５８１６

图 ５８１７

若把 爢牕－１中所有涂上红色或蓝色顶点的导出子图记作 爣。下面分两个情况讨论。

（１）如果 牤１和 牤３分别属于 爣 的两个不同的连通分支，见图 ５８１７所示。
于是可把 牤１所在连通分支中的红色与蓝色对调，这样并不影响 爢牕－１的正常着色，然后把

牤０涂上红色，即得图 爢牕的正常着色。

（２）如果 牤１和 牤３都属于 爣 的同连通分支，则 牤１和 牤３之间必有一条顶点属于 爣 的通路

爮，它和 牤０一起构成回路 爞：牤０，牤１，爮，牤３，牤０，如图 ５８１８所示。
如果把爢牕－１中所有黄色与白色的顶点的导出子图记为 爣′。由于回路爞的存在，爣′至少有

两个连通分支，一个在 爞的内部，一个在 爞的外部（否则图 爢牕中将有边相交的情况产生，这与

图 爢牕是平面图的假设矛盾），于是问题转化为（１），对 爣′按（１）的方法处理后，即得图 爢牕的正

常着色。
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习 题

１画一个有 ８个顶点的简单图 爢，使得 爢和补图 爢都是平面图。

２设 爢是边数小于 ３０的简单平面图，证明 爢中必存在顶点 牤，其度数小于等于 ４。

３已知具有 牕个的无向简单图 爢中有 牔条边，且各个顶点的度数均为 ３，又已知 ２牕－３＝牔，问在同构意

义下，爢是唯一的吗？

４画出完全图 爦４的对偶图。

５设 爢是具有 ６个顶点、１３条边的简单无向图，证明 爢是哈密顿图但不是平面图。

６利用库拉托夫斯基定理证明图 ５８１９是非平面图。

７画出图 ５８２０的对偶图。

８如果图 爢的对偶图与 爢同构，则称 爢为自对偶图，请画出两种自对偶图。

９设图 爢是自对偶图，证明 ２（牕－１）＝牔，其中 牕是 爢的顶点数，牔是 爢的边数。

图 ５８１９ 图 ５８２０

１０设图 爢是简单平面图，如果 爢是自对偶图，证明 爢中至少存在 ４个 ３度点。

 无向树

定义 ５９１ 设有回路的无向连通图称为无向树，简称树，树中度数为 １的顶点称为树
叶，度数大于 １的顶点称为内点或枝点。

图 ５９１

图 ５９１所示的图是树，其中有 ６片树叶。
定义 ５９２ 设有回路的无向图称为森林。
显然森林中每一个连通分支都是树，而树可以看作是

连通的森林。
由树的定义可得树的一些基本性质。
性质 １ 树中任意两点有且仅有一条通路相连。
性质 ２ 若树有 牕个顶点，牔条边，则 牕＝牔＋１。
性质 ３ 在树中任意删去一条边则变成不连通图。这

说明树是“连通程度”最小的图。
性质 ４ 在树 爴中任意两个不邻接的顶点中添加一条新边，则构成的图包含唯一的回路。
定义 ５９３ 设 爢是无向图，若 爢的一个生成子图（含有图 爢的所有顶点的子图）爴是一

棵树，则称 爴为 爢的生成树。
图 ５９２ｂ和图 ５９２ｃ是图 ５９２ａ的生成树。
现在我们讨论一个很有实用意义的问题：赋权图的最小生成树问题。先来看一个实际问

题。
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图 ５９２

在一个新建的城市中，煤气厂必须供应煤气给几个住宅区，需要铺设煤气管道。例如图 ５

图 ５９３

９３中的 爛表示煤气厂，爜、爞、爟、爠、爡、爢表示各住
宅区，煤气管必须沿着图中所示的路线铺设，每条路
线上的数字表示铺设煤气管的费用。现在问应怎样
铺设煤气管道，使煤气能供应给各个住宅区，且其费
用最小？图 ５９３实质上是个赋权连通图，这个图的
生成树是连通所有顶点的最小连通子图，所以这个
问题可以归结为在图 ５９３中找一棵生成树 爴，使 爴
中各边的权之和最小，称这样的生成树 爴为最小生
成树。
下面介绍求最小生成树的简单算法，这是克鲁斯卡尔于 １９５６年首先提出的。
先把该算法的基本思想叙述如下：设 爢是具有 牕个顶点，牔条边的无向连通图。首先将 爢

中 牔条边按权由小到大顺序排列，不妨设顺序为 牉１，牉２，…，牉牔。然后将 爢中权最小的边 牉１作为

所求最小生成树的一条边；再取 爢中余下边中权最小的边 牉２作为所求最小生成树的一边；再

取 爢中余下边中权最小的边 牉３，这时需检查一下，牉１牉２牉３是否构成回路，如果不构成回路，则将

边 牉３作为所求最小生成树的一边，否则将 牉３删去；继续取 爢中余下边中权最小的边 牉４，检查一

下 牉４与前面作为所求最小生成树的边是否构成回路，如果不构成回路，则将边 牉４作为所求最

小生成树的一边，否则将 牉４删去，……，如此不断地取 爢中余下的权最小边，不断地检查它们
是否构成回路以决定取舍，直到取到 牕－１条边为止。
例如对于图 ５９３，可先取边 爜爟作为最小生成树的一边；再取 爜爢作为最小生成树的一

边；再取 爜爞作为最小生成树的一边；再取 爜爛作为最小生成树的一边；余下边中权最小的边
为 爞爟，爛爢，爛爠，由于 爞爟和 爜爟，爜爞构成回路，爛爢和 爛爜，爜爢构成回路，所以这两条边舍去，
而爛爠与已作为最小生成树的边不构成回路，所以爛爠可作为最小生成树的一边；再取边爛爟，
它与 爛爜，爜爟构成回路，所以舍去；再取边 爢爡，它与已作为最小生成树的边不构成回路，所以

爢爡可作为最小生成树的一条边。现已找到 ６条边，所以图 ５９３的最小生成树已找到，见图 ５
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图 ５９４

９４。
现将克鲁斯卡尔算法叙述如下。
步骤 １ 把 爢中各边按权由小到大排列，设

为 牉１，牉２，…，牉牔。置 牞＝，牏＝０，牐＝１。
步骤 ２ 若燏牞燏＝牏＝牕－１，则计算结束。这时牞

的导出子图为 爴，即为所求最小生成树，否则转步
骤 ３。
步骤 ３ 若〈牞∪｛牉牐｝〉不构成回路，则置 牞＝牞

∪｛牉牐｝；牏＝牏＋１，牐＝牐＋１，转向步骤 ２；否则置 牐＝牐
＋１，转向步骤 ３。

习 题

１描述恰好有两片树叶的树的特征。

２一棵树有 ２个 ２度点，３个 ３度点，４个 ４度点，且没有大于 ４度的点，问这棵树有几个 １度点？

３一棵树有 牕２个 ２度点，牕３个 ３度点，…，牕牑个 牑度点，问它有几个 １度点？

４证明有 牕个顶点的树，其顶点的度数之和为 ２牕－２。

５证明树是二部图。

６求图 ５９５的最小生成树。

７在下列标定图中（见图 ５９６），有多少不同的生成树？

图 ５９５ 图 ５９６

 有向树

有向树也许是图论中应用最广泛的一类图形，特别在计算机科学中用途极广。本节所述的
内容较多，将分类介绍。

（一）有向树的基本概念
定义 ５１０１ 满足以下条件的有向图 爴称为有向树：
（１）爴中有一个且仅有一个入度为零的顶点，称这个顶点为根；
（２）除根外，爴中其它顶点的入度都为 １；
（３）爴中每一个顶点都有一条从根到这一顶点的有向通路。
例如图 ５１０１ａ所示的图是有向树，顶点 牃是根。在画有向树时，经常将树根画在最上面，
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图 ５１０１

并使树中各有向边的箭头朝下，因此为了方便，可把各有向边的箭头省略，于是图 ５１０１ａ所
示的有向树可以画作图 ５１０１ｂ所示。
定义 ５１０２ 设 爴是有向树，牃牄是 爴中的一条有向边，如果 牃是始点，牄是终点，则称 牃

是 牄的父亲、牄是 牃的儿子。如果 爴中有一条以 牃为始点，牨为终点的有向通路，则称 牃是 牨的

图 ５１０２

祖先、牨是 牃的后裔。
例如图 ５１０２所示的有向树中，牄是 牉、牊的父亲，牉和 牊

是 牄的儿子；牆是 牋、牎、牏的父亲，牋、牎、牏是 牆的儿子；牆是 牐和 牑
的祖先，牐和 牑是 牆的后裔。
定义 ５１０３ 在有向树 爴中，出度为零的点称为树叶或

叶片，爴中其它顶点称为内点或枝点。例如图 ５１０２中，牉、牊、
牅、牋、牏、牐、牑是树叶，牃、牄、牆、牎是内点。从树根到顶点牃的通路长
度称为 牃的水平或层次。树 爴中最长通路的长度称为 爴的高
度。例如在图 ５１０２中，顶点 牃的水平为 ０，牄、牅、牆的水平为

１，牉、牊、牋、牎、牏的水平为 ２，牐和 牑的水平为 ３。爴的高度为 ３。
定义 ５１０４ 设 爴是有向树，牃是 爴中的一个顶点，由 牃

以及 牃的所有后裔导出的子图称为有向树 爴的子树，牃是子树的根。

图 ５１０３
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例如图 ５１０３ｂ是图 ５１０３ａ的一棵子树。
定义５１０５ 在有向树爴中，如果各个顶点至多有牕个儿子，则称爴为牕元树。如果各个

顶点的儿子数都是 牕或零，则称 爴为完全 牕元树。
例如图 ５１０４ａ是 ４元树，图 ５１０４ｂ是完全 ３元树。

图 ５１０４

定义 ５１０６ 在有向树爴中，如果给每一个同层次顶点的儿子都规定次序，则称爴为有

图 ５１０５

序树。一般地，自左至右地依次排列，左为兄、右为弟。
例如图 ５１０５是一棵有序树。
在完全 牕元树中，内点数与叶片数有如下关系。
定理  设 爴是完全 牕元树，爴有 牑个内点，牠

片树叶，则 牑＝牠－１
牕－１。

证明 因为任何有向树的底图是无向树，所以在有
向树中同样有其边数比顶点数少 １的结论。易见，在完
全 牕元树中，边数为 牕·牑，顶点数为 牑＋牠，于是有

牑＋ 牠＝ 牕牑＋ １
即

牑＝ 牠－ １
牕－ １

特别当 牕＝２时，牑＝牠－１，这说明在完全二元树中，内点数比树叶数少 １。
下面介绍一些有向树的应用。
（二）前缀码与最优树
编码是指用一些二进制序列来表示某种信息，一个二进制序列称为一个码字，由码字组成

的集合称为码。
分组码是常用的一类编码形式，在分组码中，每一个码字都是位数相同的二进制序列。例

如要对 ２６个英文字母进行编码，如果采用分组码，则用 ５位二进制序列来表示一个英文字母，
可以用 ０００００表示 牃、００００１表示 牄、…、１１００１表示 牫。在接受端每收到一个 ５位二进制序列
就能确定一个字母。这样做虽然简单但不能满足快速的要求，由于各个英文字母的使用频率不
相同（大量统计表明，在各类英文单词中，字母 牉出现次数最多，而字母 牚、牫等出现的次数较
少），自然希望用较短的二进制序列去表示使用频繁的英文字母，用较长的二进制序列去表示
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使用较少的英文字母。然而用不同长度的二进制序列表示英文字母，会使接受端难以将一长串
二进制序列分隔成有唯一可能的英文字母，例 如若用 ００表示 牪，１０表示 牉，１１表示 牞，００１表
示 牕，０１１表示牗。则当接收端得到 ００１０１１时，将无法确定它表示：牪牉牞还是表示牕牗。为了使编码
能作到快速而又准确，我们用完全二元树来解决这个问题。
在一棵完全二元树中，把每一个顶点引出的左枝（左面那条边）标记牗，右枝标记 １。把从根

图 ５１０６

到每一片树叶所经过的边的标记串作为这片树叶的标

记，由这些树叶的标记作为码字构成的集合称为前缀
码。如图 ５１０６所示，集合｛０００，００１，０１，１０，１１｝是前缀
码。
容易看到，在前缀码中，没有一个码字是另一个字

码的前半部分，使用前缀码就能分辨出长短不一的二进
制序列。例如对于图 ５１０６所示的前缀码，当接收到的
信息串为：００１０１１００００１１，则可分隔成：００１，０１，１０，０００，
１１，且这种分隔是唯一的。
下面介绍如何构造一棵完全二元树，使 ２６个英文

字母的编码最佳。
设给定了各字母的使用概率为牘１，牘２，…，牘２６。所谓最佳，就要求一棵有 ２６片树叶，其权分

别为 牘１，牘２，…，牘２６的完全二元树，使各码字的长度的数学期望：爧＝
２６

牏＝１
牘牏·牓牏最小，其中 牓牏是

树根至第 牏片树叶通路的长度（即通路中所含边数）。
一般地讲，如果一棵完全二元树的 牠片树叶分别带有权 牥１，牥２，…，牥牠，称这样的树 爴为带

权树，定义树 爴的权 爾（爴）＝
牠

牏＝１
爾牏爧牏，其中 爧牏是指由树根到第 牏片树叶的通路长度。如果一

棵树叶权为 牥１，牥２，…，牥牠的完全二元树有最小的权，则称此为最优树，因此对于 ２６个英文字
母的最佳编码问题，就是求一棵树叶权为 牘１，牘２，…，牘２６的最优树。

１９５２年哈夫曼（Ｈｕｆｆｍａｎ）给出了求最优树的算法。他的基本思想是：从一棵树叶权为 牥１

＋牥２，牥３，…，牥牠的最优树 爴可得到一棵树叶权为 牥１，牥２，…，牥牠的最优树，其中树叶权以由小
到大排列，即牥１≤牥２≤…≤牥牠。因此，画一个有牠片树叶的最优树可简化为求有牠－１片树叶的
最优树；画一个有 牠－１片树叶的最优树又可简化为求有 牠－２片树叶的最优树，…，依次类推，
最后可简化为求两片树叶的最优树，由于仅有两片树叶的完全二元树是唯一的，所以它一定是
最优树。
下面详细介绍哈夫曼最优树的形成。
如果 爴是有 牠片树叶的带权完全二元树，牠片树叶的权分别为 牥１，牥２，…，牥牠且 牥１≤牥２≤

…≤牥牠，那么显然有以下结论。
定理  设 爴是有 牠片树叶的带权完全二元树，牠片树叶的权分别为 牥１，牥２，…，牥牠，

且 牥１≤牥２≤…≤牥牠，则权最小的两片树叶是兄弟。
定理 设爴是树叶权为牥１，牥２，…，牥牠的最优树，其中牥１≤牥２≤…≤牥牠，在爴中用

一片树叶代替权为 牥１和 牥２的两片树叶及其父亲所组成的子树（见图 ５１０７所示）并对这片
新树叶赋权 牥１＋牥２，则所得的树 爴′是树叶权为 牥１＋牥２，牥３，…，牥牠的最优树。
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图 ５１０７

证明 由 爴′的构成可知

爾（爴）＝ 爾（爴′）＋ 牥１＋ 牥２

设 爴
∧

′是树叶权为 牥１＋牥２，牥３，…，牥牠的最优树，现将一棵仅有两片树叶，权为 牥１和 牥２的

子树去置换 爴
∧

′中权为 牥１＋牥２的树叶，从而得到一棵树叶权为 牥１，牥２，…，牥牠的带权完全二元

树 爴
∧

。由 爴
∧
的构成可知

爾（爴
∧

）＝ 爾（爴
∧

′）＋ 牥１＋ 牥２

由于 爴是树叶权为 牥１，牥２，…，牥牠的最优树，所以有

爾（爴）≤ 爾（爴
∧

）

又由于 爴
∧

′是树叶权为 牥１＋牥２，牥３，…，牥牠的最优树，所以有

爾（爴
∧

′）≤ 爾（爴′）
又可得

爾（爴
∧

）≤ 爾（爴）
从而有

爾（爴）＝ 爾（爴
∧

）
或

爾（爴′）＝ 爾（爴
∧

′）
由此可得 爴′是树叶权为 牥１＋牥２，牥３，…，牥牠的最优树。证毕。
由定理 ５１０３，即得求最优树的算法。
例  求树叶权为 １，２，３，４，５的最优树。
解 先将树叶权由小到大排列：１，２，３，４，５。然后把权最小（１，２）的两片树叶“合成”一片树

叶，并赋以权 １＋２＝３（见图 ５１０８ａ）。再把“合成”的树叶与未处理过的树叶中权最小（３，３）的
两片树叶，再“合成”为一片树叶，并赋以权 ３＋３＝６（见图 ５１０８ｂ）所示。接着再把“合成”的树
叶与未处理过的树叶中权最小（４，５）的两片树叶，再“合成”为一片树叶，并赋以权 ４＋５＝９（见
图 ５１０８ｃ）。最后只留下两片树叶，将它们“合成”后，即得最优树（见图 ５１０８ｄ）。
容易看到最优树不是唯一的，例如树叶权为 ３，３，６，６的最优树可以有两种，见图 ５１０９。
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图 ５１０８

（三）搜索树
有向树的一个重要应用是用作数据结构和描述算法，而常用的是二元树和三元树。以二元

树为例，说明作为数据结构时的应用和有关算法。
通常有大量的数据存贮在计算机中，数据的基本单位是记录，每一个记录是由各个相关的

数据项组成，例如一个学生的学习档案就是一个记录。记录的集合称为文件。在文件上的操作
通常有：插入一个新记录，删去一个记录，在文件中搜索一个记录等。为了使这些操作能进行，
简便做法是使每个记录中含有一个称为搜索键的项，例如学生的学习档案构成的文件，可以用
学生的学号作为搜索键。
为了使记录能快速存取，文件可以用二元树型式作为数据结构进行组织，这种二元树称为

二元搜索树，每一个顶点表示一个记录，每一个顶点中的标记就是该记录的键值。如图５１０１０
所示，二元搜索树的存贮特点是每一个顶点的键值大于其左子树中所有顶点的键值，而小于其
右子树中所有顶点的键值。搜索的算法如下：

图 ５１０９ 图 ５１０１０
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如果要找的记录的键值为 爛，则把 爛和根的键值比较，若 爛与根的键值相等，则根的记录
即为所求，若 爛小于根的键值，则转到根的左子树去搜索，若左子树不存在，说明文件中没有
要找的记录，搜索结束。若 爛大于根的键值，则转到右子树，若右子树不存在，说明文件中没有
要找的记录，搜索结束。转到子树后，重复上述过程，最终或找到记录或明确指出文件中没有要
找的记录。

习 题

１证明在完全二元树中，边的总数等于 ２（牠－１），其中 牠是树叶数。

２一棵二元树有 牕个顶点，试问这棵二元树的高度 牎最大是多少？最小是多少？

３根据简单有向图的邻接矩阵，如何确定它是否是有向树？如果是，如何确定它的根和叶。

４证明：高度为 牎的完全 牔元树中，最多有 牔牎片叶子。

５证明：在完全 牔元树中，若叶片数为 牠，则高度 牎≥［ｌｏｇ牔牠］，其中［牨］表示不超过 牨的最大整数，等号何

时成立？

６试画出树叶权为 １，２，３，５，７，１２的最优树，并求出此最优树的权。

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项序号写在空格内。

１具有 ５个顶点 ３条边的无向简单图共有 种；具有 ５个顶点 ７条边的无向简单图共有 种。
供选择项：

爛２ 爜３ 爞４ 爟５ 爠６ 爡７

２在图 ５１２１中， 是同构的。

图 １
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供选择项：

爛牃，牄 爜牃，牅 爞牃，牆

爟牄，牅 爠牄，牆 爡牅，牆
３具有 ６个顶点的无向树，共有 种。
供选择项：

爛３ 爜６ 爞５ 爟８ 爠４

４具有 １１个顶点的正则二元树，它的最大高度可以是 ；最小高度是 。
供选择项：

爛２ 爜３ 爞４ 爟５ 爠６

５设 爴是树叶权为 １，２，３，４，５的最优权，那么树 爴的权为 。
供选择项：

① １５ ② ２０ ③ ２３ ④ ３３ ⑤ ３１

６图 爢是具有 ７个顶点，１７条边的无向简单图，那么 爢是 。
供选择项：

爛哈密顿图但不是平面图 爜平面图但不是哈密顿图

爞哈密顿图又是平面图 爟不是平面图也不是哈密顿图

７在图 ５１２２中， 是偶图。

图 ２

供选择项：

爛牃，牄 爜牃，牅 爞牃，牆 爟牄，牅 爠牄，牆 爡牅，牆
８设图 爢是简单连通平面图，如果 爢是自对偶图，爢至少有 顶点，至少有 ３度点。
供选择项：

爛３ 爜４ 爞５ 爟６ 爠２
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第 ６章 命 题 逻 辑

本章命题逻辑和第 ７章谓词逻辑是数理逻辑的基本内容。
什么是数理逻辑？著名数学家希尔伯脱对此曾有简单而又确切的说明：“它是把数学上的

形式化的方法，应用到逻辑领域的结果。”因此，数理逻辑是一门用数学方法来研究推理规律的
学科。所谓数学方法主要是指引进一套符号体系的方法，所以数理逻辑也称作符号逻辑。
近年来，数理逻辑与计算机科学的关系日益密切，数理逻辑的大量方法已运用于计算机软

件的理论研究中，可以这样说，数理逻辑在计算机科学领域内的应用前景是极其广阔的。

 命题和联结词

大家知道，语言是交流思想的工具，日常使用的语言称为自然语言，它是极其丰富多采的，
然而也有模棱两可、含糊多义的特点。因此，对于严格的推理，使用自然语言是极不方便的，需
要引入一种形式化语言，它具有单一、明确的含义，这种形式化语言在数理逻辑中称为目标语
言（或称对象语言）；由目标语言和一些规定的公式与符号构成了数理逻辑的形式符号体系。
目标语言中的基本元素是具有判断内容的陈述句，这种具有判断内容的陈述句称为命题。

一个命题可赋予一个值，称为真值；真值只取“真”和“假”两种，记作 １或 爴（爴牜牣牉）和 ０
或 爡（爡牃牓牞牉）。例如

（１）中华人民共和国首都是北京。
（２）２是偶数。
（３）雪是黑色的。
（４）我是工程师。
这些陈述句都是命题，其中命题（１）和（２）的真值为 爴，命题（３）的真值为 爡，命题（４）的真

值则由“我”的情况而定，但它必有一个确定的真值。
另外也有一些语句往往无所谓是非之分，如某些感叹句、祈使句、疑问句等，这类语句不能

构成命题。例如，以下语句都不是命题：
（１）明天开会吗？
（２）多美妙啊！
（３）请进来。
（４）全体立正！
为了便于对命题作一般性的讨论，常用大写的英文字母来表示任意的命题，并称为命题变

元。由于命题变元是表示任意的命题，所以它的真值尚没有被确定，只有当命题变元用一个具
体的命题“代入”时，它才有确定的真值。例如，用爮表示任意的命题，则爮是命题变元，爮没有
确定的真值。当 爮用具体的命题如“雪是黑色的”代入后，爮就表示命题：雪是黑色的，这时 爮
有确定的真值：爡。用一个具体的命题“代入”命题变元，也称为对命题变元进行指派。
下面介绍命题联结词。
在日常使用的自然语言中，各类语句的联结词如：“与”，“并且”，“或”等，往往没有确定的、



唯一的含义，是多义性的。在数理逻辑中，命题的联结词都是有严格定义的，并且予以符号化。
（一）否定
定义 ６１１ 设爮为命题，爮的否定也是一个命题，记作 爮。当爮为爴时， 爮为爡；当

爮为 爡时， 爮为 爴。
命题 爮与其否定 爮的关系如表 ６１１所示。

表 

爮 爮

爡 爴

爴 爡

表 

爮 爯 爮∧爯

爡 爡 爡

爡 爴 爡

爴 爡 爡

爴 爴 爴

例如

爮：北京是中华人民共和国首都。

爮：北京不是中华人民共和国首都。
（二）合取
定义 ６１２ 设爮、爯是命题，爮和爯的合取也是个命题，记作爮∧爯。当且仅当爮、爯同时

为 爴时，爮∧爯为 爴，在其它情况下，爮∧爯的真值都是 爡。
联结词“合取”的定义如表 ６１２所示。
例如

爮：张静是个女人。

爯：张静是个教师。
上述命题的合取为：

爮∧爯：张静是个女人并且是个教师。
即 爮∧爯：张静是个女教师。
显然只有当“张静是个女人”与“张静是个教师”都为真时，“张静是个女教师”才为真。
联结词合取的概念与自然语言中的“与”“并且”意义相似，但并不完全相同。例如

爮：我们去香山看红叶。

爯：教室里有两块黑板。
上述命题的合取是

爮∧爯：我们去香山看红叶与教室里有两块黑板。
在自然语言中，上述命题是没有意义的，因为 爮与 爯没有什么联系，但作为数理逻辑中的

命题 爮和 爯的合取 爮∧爯来说，它仍可作为一个新的命题，只要按照定义，在 爮和 爯分别取
不同的真值时，爮∧爯的真值也必确定。

（三）析取
定义 ６１３ 设爮、爯是命题，爮和爯的析取也是个命题，记作爮∨爯。当且仅当爮、爯同时

为 爡时，爮∨爯为 爡，在其它情况下，爮∨爯的真值都是 爴。





联结词“析取”的定义如表 ６１３所示。
例如

爮：我吃香蕉。
爯：我吃桔子。
上述命题的析取为

爮∨爯：我吃香蕉或我吃桔子。
即 爮∨爯：我吃香蕉或桔子。

表 

爮 爯 爮∨爯

爡 爡 爡

爡 爴 爴

爴 爡 爴

爴 爴 爴

显然只有当“我吃香蕉”和“我吃桔子”都为假时，“我吃香蕉或桔子”才是假的。
同样，析取的概念和日常使用的自然语言中的“或”也不完全相同，例如对于命题

爲：今晚我在家复习功课或去图书馆查阅资料。
如果令

爮：今晚我在家复习功课。
爯：今晚我去图书馆查阅资料。
那么命题 爲（今晚我在家复习功课或去图书馆查阅资料）不能表示为 爮∨爯，因为由析取

的定义可知，当 爮和 爯的真值都取 爴时，爮∨爯的真值为 爴。但在这个例子中，当 爮（今晚我在
家复习功课）和 爯（今晚去图书馆查阅资料）的真值都为 爴时，实际上是不可能的，因为在同一
时刻，“我”不可能又在家里，又在图书馆里，所以当 爮和 爯的真值都为 爴时，爲的真值为 爡。
通常将本例命题 爲中的“或”称为“排斥或”；将表示析取的“或”称为“兼并或”。下面给出

联结词“排斥析取”的定义。
（四）排斥析取
定义 ６１４ 设 爮、爯是命题，爮和 爯的排斥析取也是个命题，记作 爮∨爯。当且仅当 爮和

爯的真值不相同时，爮∨爯为 爴，在其他情况下，爮∨爯的真值都是 爡。
联结词“排斥析取”的定义如表 ６１４所示。
例  请指出下列命题中的“或”是析取还是排斥析

取。
（１）今晚我去剧场看演出或在家里看电视现场转播。
（２）我吃面包或蛋糕。
（３）他是个百米冠军或跳远冠军。
（４）今晚九点，中央电视台一台播放电视剧或足球比赛。

表 

爮 爯 爮∨爯

爡 爡 爡

爡 爴 爴

爴 爡 爴

爴 爴 爡

（５）派小王或小赵出差去上海。
（６）派小王或小赵中的一人出差去上海。
解 其中 ２，３，５中的“或”为析取，１，４，６中的“或”为排斥析取。
（五）条件
定义 ６１５ 设 爮、爯是命题，爮对于 爯的条件命题记作 爮

→爯。当且仅当 爮的真值为 爴，爯的真值为 爡时，爮→爯的真值
为 爡，其它情况，爮→爯的真值为 爴，爮→爯也称作 爮蕴含 爯。
条件命题 爮→爯的定义如表 ６１５所示。
条件命题 爮蕴含 爯（爮→爯）可读作“若 爮则 爯”或“爯是 爮

的必要条件”。并称 爮为前件，爯为后件。

表 

爮 爯 爮→爯

爡 爡 爴

爡 爴 爴

爴 爡 爡

爴 爴 爴





例如

爮：天不下雨。
爯：我去看电影。
爮→爯：如果天不下雨，那末我去看电影。
又如

爮：我生病。
爯：我不到学校去。
爮→爯：如果我生病，那末我不到学校去。
读者一定会注意到，条件命题 爮→爯用自然语言可读作“如果 爮则 爯”，但对于“如果…则

…”这样的语句，当前提为假时，结论不管真假，这个语句的意义，往往无法判断。在数理逻辑
中，规定当前件为 爡时，条件命题的真值都取为真。

（六）双条件
定义 ６１６ 设 爮、爯是命题，其双条件命题记作 幈幇

帲帲

爮 爯，读作“爮当且仅当 爯”，当 爮和 爯
的真值相同时， 幈幇

帲帲

爮 爯的真值为 爴，否则 幈幇

帲帲

爮 爯的真值为 爡。
双条件命题 幈幇

帲帲

爮 爯的定义如表 ６１６所示。
例如

爮：爢是无向树。
爯：爢是无回路的连通无向图。
幈幇

帲帲
爮 爯：爢是无向树当且仅当 爢是无回路的连通无向图。
又如

爮：爢是无向欧拉图。

表 

幈幇

帲帲

爮 爯 爮 爯

爡 爡 爴

爡 爴 爡

爴 爡 爡

爴 爴 爴

爯：爢是各结点的度数为偶数的无向连通图。
幈幇

帲帲

爮 爯：爢是无向欧拉图当且仅当 爢是各结点度数为偶数的无向连通图。
逻辑联结词可以把一些简单的命题组合成复杂的命题；通常把不含任何联结词的命题称

为原子命题，由原子命题和联结词组成的复杂命题称为复合命题。例如爮，爯和爲是命题，则爮
→ 爯，（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲，（爮→爯）∧（爯→爲）等都是复合命题。类似地，由命题变元和联结词组成的
复杂的命题变元“称为命题公式，各个命题变元称为命题公式的分量。
联结词可以看作是命题或命题变元的运算符，其运算顺序为 幈幇

帲帲

： 、∧、∨、→、 。
例  设爮表示命题“天下雪”。

爯表示命题“我去看电影”
爲表示命题“我有时间”

试以符号形式表示下列命题：
（１）天不下雪

（２）如果天不下雪，那么我去看电影

（３）我去看电影，仅当我有时间

（４）如果天不下雪且我有时间，那么我去看电影。
解 （１） 爮

（２） 爮→爯
（３） 幈幇

帲帲

爯 爲





（４）（ 爮∧爲）→爯
例  请将下列命题符号化

（１）如果天不下雪，那么我去看电影，否则我不去看电影。
（２）如果天不下雪，那么我去看电影，否则我在家复习功课。
解 令爮表示命题“天下雪”

爯表示命题：“我去看电影”
爲表示命题：“我在家复习功课”

用符号表示命题（１）： 幈幇

帲帲

爮 爯
用符号表示命题：（２）：（ 幈幇

帲帲

爮 爯）∧（ 幈幇

帲帲

爮 爲）

习 题

１指出下列语句哪些是命题。

（１）我是个歌唱家。

（２）计算机有空吗？

（３）正整数只有有限个。

（４）太美妙了！

（５）老虎是动物。

２写出下列命题的否定。

（１）北京是个大城市。

（２）每个素数都是偶数。

（３）我是个男人并且是教师。

（４）我吃面包或蛋糕。

３设 爮表示命题“我学习努力”。

爯表示命题“我考试得满分”。

爲表示命题“我很快乐”。
试用符号表示下列命题：

（１）我考试没得满分，但我很快乐。

（２）如果我学习努力，那么我考试得满分。

（３）如果我学习努力并且考试得满分，那么我很快乐。

４试将下列命题符号化

（１）我美丽而又快乐。

（２）如果我快乐，那么天就下雨。

（３）电灯不亮，当且仅当灯泡或开关发生故障。

（４）仅当你去我才留下。

（５）如果老张和老李都不去，他就去。

 真值表和逻辑等价

定义  在命题公式中，对于各分量指派所有可能的真值从而确定命题公式的各种
真值，把它汇列成表，就是命题公式的真值表。
例  构造 爮∨爯的真值表
解 爮∨爯的真值表如表 ６２１所示。





例  构造（爮∧爯）→爮的真值表
解 （爮∧爯）→爮的真值表如表 ６２２所示。

表 

爮 爯 爮 爮∨爯

爡 爡 爴 爴

爡 爴 爴 爴

爴 爡 爡 爡

爴 爴 爡 爴

表 

爮 爯 爮∧爯 （爮∧爯）→爮

爡 爡 爡 爴

爡 爴 爡 爴

爴 爡 爡 爴

爴 爴 爴 爴

例  构造（ 爮∧爯）∨（爮∧ 爯）的真值表
解 （ 爮∧爯）∨（爮∧ 爯）的真值表如表 ６２３所示。

表 

爮 爯 爮 爮∧爯 爯 爮∧ 爯 （ 爮∧爯）∨（爮∧ 爯）

爡 爡 爴 爡 爴 爡 爡

爡 爴 爴 爴 爡 爡 爴

爴 爡 爡 爡 爴 爴 爴

爴 爴 爡 爡 爡 爡 爡

例  构造（爮∧爯）→爲的真值表
解 （爮∧爯）→爲的真值表如表 ６２４所示。
容易看到，在真值表中，命题公式真值的取值数

目，决定于分量的个数。由 ２个命题变元组成的命题
公式共有 ４种可能的真值，由 ３个命题变元组成的
命题公式共有８种可能的真值。一般地讲，由牕个命
题变元组成的命题公式共有 ２牕种真值。
从真值表中还可以看到，有些命题公式在分量

不同指派下，其对应的真值总是真（见例 ２中的命题
公式（爮∧爯）→爮），称这样的命题公式为永真式，记
为 爴。

表 

爮 爯 爲 爮∧爯 （爮∧爯）→爲

爡 爡 爡 爡 爴

爡 爡 爴 爡 爴

爡 爴 爡 爡 爴

爡 爴 爴 爡 爴

爴 爡 爡 爡 爴

爴 爡 爴 爡 爴

爴 爴 爡 爴 爡

爴 爴 爴 爴 爴

同样，当命题公式在分量的不同指派时，其真值总是假，则称这样的命题公式为永假式，记
为 爡。
容易验证， 爮∨爮是永真式， 爮∧爮是永假式。
下面介绍逻辑等价的定义。
定义 ６２２在真值表中，两个命题公式 爛和 爜，在分量的不同指派下，其真值总是相同

的，则称这两个命题公式 爛和 爜是逻辑等价的，记作 爛爜。
例  证明 爮∨爯爮→爯
解 列出真值表（见表 ６２５）。
由表可知， 爮∨爯爮→爯。





例  证明 爮∨爯（ 爮∧爯）∨（ 爯∧爮）
解 列出真值表（见表 ６２６）。

表 

爮 爯 爮∨爯 爮→爯

爡 爡 爴 爴

爡 爴 爴 爴

爴 爡 爡 爡

爴 爴 爴 爴

表 

爮 爯 爮 爯 （ 爮∧爯）∨（ 爯∧爮） 爮∨爯

爡 爡 爴 爴 爡 爡

爡 爴 爴 爡 爴 爴

爴 爡 爡 爴 爴 爴

爴 爴 爡 爡 爡 爡

由表可知，爮∨爯（ 爮∧爯）∨（ 爯∧爮）
例  证明 幈幇

帲帲

爮 爯（爮→爯）∧（爯→爮）
解 列出真值表（见表 ６２７）

表 

爮 爯 爮→爯 爯→爮 （爮→爯）∧（爯→爮） 幈幇

帲帲

爮 爯

爡 爡 爴 爴 爴 爴

爡 爴 爴 爡 爡 爡

爴 爡 爡 爴 爡 爡

爴 爴 爴 爴 爴 爴

由表可知， 幈幇

帲帲

爮 爯（爮→爯）∧（爯→爮）
下面列出一些常用的逻辑等价公式，读者可用真值表验证。

爮爮 （对合律）（６２１）
（爮∨爯）∨爲爮∨（爯∨爲） （结合律）（６２２）
（爮∧爯）∧爲爮∧（爯∧爲）
爮∨爯爯∨爮 （交换律）（６２３）
爮∧爯爯∧爮
爮∨（爯∧爲）（爮∨爯）∧（爮∨爲） （分配律）（６２４）
爮∧（爯∨爲）（爮∧爯）∨（爮∧爲）
爮∨（爮∧爯）爮 （吸收律）（６２５）
爮∧（爮∨爯）爮

（爮∨爯） 爮∧ 爯 （摩根律）（６２６）
（爮∧爯） 爮∨ 爯

爮∨爡爮 （同一律）（６２７）
爮∧爴爮
爮∨爴爴 （零律）（６２８）
爮∧爡爡
爮∨ 爮爴 （否定律）（６２９）
爮∧ 爮爡





下面介绍代换规则：
设命题公式 爛和 爜逻辑等价，即 爛爜，如果在命题公式 爞中出现 爛的地方用 爜替换后

（不一定是每一处）而得到命题公式 爟，则 爞爟。
例  证明 爮∧（爮→爯）爮∧爯
证明 因为 爮→爯 爮∨爯，利用代换规则可得

爮∧ （爮→ 爯）爮∧ （ 爮∨ 爯）
（爮∧ 爮）∨ （爮∧ 爯）
爡∨ （爮∧ 爯）
爮∧ 爯 （证毕）

例  证明 （ 幈幇

帲帲

爮 爯）爮∨爯
证明 由例 ６１０的证明结果可知 幈幇

帲帲

爮 爯（爮→爯）∧（爯→爮），所以

幈幇

帲帲

（爮 爯） （（爮→ 爯）∧ （爯→ 爮））
 （爮→ 爯）∨ （爯→ 爮）
 （ 爮∨ 爯）∨ （ 爯∨ 爮）
（ 爮∧ 爯）∨ （ 爯∧ 爮）
（爮∧ 爯）∨ （爯∧ 爮）

爮∨ 爯（见例 ６９） （证毕）。
在列出的常用公式中，除公式 ６２１外，其它公式都是成对地出现的，容易看到，只要将其

中一个公式中的“∧”换成“∨”；“∨”换成“∧”；“爴”换成“爡”；“爡”换成“爴”就能得到另一个公
式，这就是对偶原理。下面作进一步的介绍。
定义 ６２３设爛是命题公式，且爛中仅有联结词 ，∧，∨。在爛中将∧，∨，爴，爡分别换

成∨，∧，爡，爴后所得的命题公式 爛称为 爛的对偶式。
例如，命题公式 爮∧（爯∨爲）的对偶式为 爮∨（爯∧爲）；命题公式（ 爮∧爡）∨爯的对

偶式为（ 爮∨爴）∧爯。
对偶原理 设 爛、爜为仅有命题变元和联结词∧，∨， 构成的命题公式，爛为 爛的对偶

式，爜为 爜的对偶式；如果 爛爜，，则 爛爜。
例如，易证 爮∨（ 爮∧爯）爮∨爯，由对偶原理可得 爮∧（ 爮∨爯）爮∧爯。

习 题

１写出下列命题公式的真值表。

（１）（爮∨爯）→爮

（２）（爮∨爯）∧（爮→爯）

（３）（爮∧爯 幈幇

帲帲

） （爮∨爯））

（４）（爮∨爯）→ 爲

（５）（爮→爯）∧（爯→爲）

２利用真值表证明下列等价式

（１） 幈幇

帲帲

爮 爯（爮∧爯）∨（ 爮∧ 爯）

（２） 幈幇

帲帲

爮 爯 （爮∨爯）

（３）爮∨爯（爮→ 爯）∧（ 爯→爮）
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（４） （ 爮∨ 爯）∨ （ 爮∨爯）爮
３利用真值表证明

（１）合取运算的结合律

（２）析取运算的结合律

（３）合取对析取的分配律

（４）摩根律

４利用常用的逻辑等价式证明

（１）（爮∧爯）∨（爮∧ 爯）爮
（２）爯→（爮∨（爮∧爯））爯→爮
（３）爮→（爮→爯） 爮→（爮→ 爯）

（４） 幈幇

帲帲

爛 爜（爛∧爜）∨（ 爛∧ 爜）

（５）爛→（爜∨爞）（爛∧ 爜）→爞
（６）（爛→爞）∧（爜→爞）（爛∨爜）→爞
（７）（（爛∧爜）→爞）∧（爜→（爟∨爞））（爜∧（爟→爛））→爞
（８）（（（爛∧爜∧爞）→爟）∧（爞→（爛∨爜∨爟））（（爞∧（ 幈幇

帲帲

爛 爜））→爟）

５证明下列各命题公式为永真式

（１）（爮∧爯→爮 幈幇

帲帲

） （爮∨ 爮）

（２）（爮→（爮∨爯））

（３） 爮→（爮→爯）

（４）（爮∧（爮→爯））→爯
（５）（（爮→爯）∧（爯→爲））→（爮→爲）

 永真蕴含式

定义 ６３１ 设 爛、爜是命题公式，如果 爛→爜是永真式，则称 爛永真蕴含 爜，记作 爛爜。
例  证明 爮∧爯爮
证明 即要证 爮∧爯→爮是永真式。因为

爮∧ 爯→ 爮 （爮∧ 爯）∨ 爮
 爮∨ 爯∨ 爮
爴 （证毕）

例  证明 爮∧（爮→爯）爮
证明 （爮∧（爮→爯））→爮

（爮∧（ 爮∨爯））→爮
（爡∨爮∧爯）→爮
 （爮∧爯）∨爮
 爮∨ 爯∨爮
爴 （证毕）

例  证明（爮→爯）∧（爯→爲）爮→爲
证明 （（爮→爯）∧（爯→爲））→（爮→爲）

 （（爮→爯）∧（爯→爲））∨（ 爮∨爲）
 （ 爮∨爯）∨ （ 爯∨爲）∨（ 爮∨爲）
（爮∧ 爯）∨（爯∧ 爲）∨（ 爮∨爲）
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 爯∨爯
爴

所以（爮→爯）∧（爯→爲）（爮→爲） （证毕。）
永真蕴含式有以下重要性质。
定理 设 爮、爯、爲是命题公式，如果 爮爯，爯爲，则 爮爲，即永真蕴含是可传递的。
证明 由于 爮爯和 爯爲，所以 爮→爯和 爯→爲都是永真式，显然（爮→爯）∧（爯→爲）也

是永真式。由例 ６１５的证明结果可知，（爮→爯）∧（爯→爲）（爮→爲），所以当（爮→爯）∧（爯→
爲）为永真式时，爮→爲必为永真式（证毕）。
永真蕴含式与推理理论有密切的关系，下面给出几个常用的永真蕴含式，请读者自己证

明，并且能熟记这些永真蕴含式。
（１）爮∧爯爮

爮∧爯爯
（２）爮爮∨爯

爯爮∨爯
（３） 爮爮→爯
（４）爯爮→爯
（５） （爮→爯）爮
（６） （爮→爯） 爯
（７）爮∧（爮→爯）爯
（８） 爯∧（爮→爯） 爮
（９） 爮∧（爮∨爯）爯
（１０）（爮→爯）∧（爯→爲）爮→爲
（１１）（爮∨爯）∧（爮→爲）∧（爯→爲）爲
（１２）（爮→爯）∧（爲→爳）（爮∧爲）→（爯∧爳）

习 题

１利用真值表证明下列永真蕴含式

（１） 爮爮→爯
（２） 爯∧（爮→爯） 爮
（３）（爮∨爯）∧（爮→爲）∧（爯→爲）爲
２设 爛、爜、爞是命题公式，如果 爜爞，证明 爛∧爜爛∧爞
３利用常用永真蕴式证明

（１）爮∧（爮→爯）∧（爯→爲）爲
（２） 爟∧（ 爞∨爟）∧（爛∧爜）→爞） 爛∨ 爜
（３）（爛→（ 爜∨爞））∧（爟∨爠）∧（（爟∨爠）→爛）爜→爞

 推理理论

永真蕴含式与推理理论有着密切的联系。由蕴含的定义可知，当 爮→爯时，当且仅当 爮的
真值为 爴和 爯的真值为 爡时，爮→爯的真值才为 爡，其它情况，爮→爯的真值都为 爴；因此，如
果 爮爯，即爮→爯是永真式，显然，当爮的真值为爴时，必有爯的真值也为爴。常将爮称为前





提，爯称为有效结论。更一般的情况有以下定义。
定义 ６４１ 设 爮１、爮２，…，爮牕和 爯是命题公式，且

爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕爯
由永真蕴含的定义可知，当 爮１∧爮２∧…∧爮牕的真值为 爴时，必然有 爯的真值为 爴。常称 爮１，
爮２，…爮牕为前提，爯为由这些前提推出的有效结论。
例  分析下列事实：“如果我的论文通过答辩，那么我能获得博士学位。如果我获得

博士学位，那么我很高兴。但我不高兴，所以我的论文没有通过答辩。”试指出前提和有效结论
并证明之。
解 令：

爮：我的论文通过答辩。
爯：我获得博士学位。
爲：我很高兴。

由题意可知，前提为： 爲∧（爮→爯）∧（爯→爲），有效结论： 爮。即要证明：
爲∧ （爮→ 爯）∧ （爯→ 爲） 爮

由曾列出的常用永真蕴含式 １０可知

（爮→ 爯）∧ （爯→ 爲）爮→ 爲
所以有

爲∧ （爮→ 爯）∧ （爯→ 爲） 爲∧ （爮→ 爲）
又由常用的永真蕴含式 ８可知

爲∧ （爮→ 爲） 爮
所以得到

爲∧ （爮→ 爯）∧ （爯→ 爲） 爮， 证毕。
例  分析下列事实：“如果小琨来了，那末我们就能下围棋；如果小静来了，那末我们

也能下围棋；总之，不论小琨或小静来了，我们都能下围棋。”试指出前提和有效结论。
解 令：

爮：小琨来了。
爯：小静来了。
爲：我们能下围棋。

由题意可知，前提为：（爮→爲）∧（爯→爲）∧（爮∨爯），有效结论为：爲。即要证明

（爮→ 爲）∧ （爯→ 爲）∧ （爮∨ 爯）爲
由常用永真蕴含式 １１即得证明。
例  证明 爛∧（爛→爜）∧（爛→爞）∧（爜→（爟→ 爞）） 爟
证明 因为 爛∧爛爛，所以

爛∧ （爛→ 爜）∧ （爛→ 爞）∧ （爜→ （爟→ 爞））
爛∧ 爛∧ （爛→ 爜）∧ （爛→ 爞）∧ （爜→ （爟→ 爞））

又因为 爜→（爟→ 爞）爜→（爞→ 爟），所以上式逻辑等价于：
爛∧ （爛→ 爜）∧ 爛∧ （爛→ 爞）∧ （爜→ （爞→ 爟））
爜∧ 爞∧ （爜→ （爞→ 爟）） （利用永真蕴含式 ７）
爞∧ （爞→ 爟）
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 爟 证毕

由例 ６１８的证明可见，证明是逐步进行的，每一步往往只对前提中的某一部分进行“处
理”，而其它部分只是重复地抄一遍。为了使证明过程简单而又明 ，下面介绍几种证明方法。

（一）直接证明法
直接证明法遵循以下两条规则：
爮规则 前提在推导过程中的任何时候都可以引入使用。
爴规则 在推导中，如果有一个或多个公式、永真蕴含着公式 爳，则 爳可引入推导中。
例  证明（爮∨爯）∧（爮→爲）∧（爯→爳）爲∨爳。
证明 （１）爮∨爯 利用 爮规则，引入前提。

（２） 爮→爯 由（１），利用 爴规则。
（３）爯→爳 利用 爮规则，引入前提。
（４） 爮→爳 由（２），（３），利用 爴规则。
（５）爮→爲 利用 爮规则，引入前提。
（６） 爲→ 爮 由（５），利用 爴规则。
（７） 爲→爳 由（４），（６），利用 爴规则。
（８）爲∨爳 由（７），利用 爴规则。

为了简化书写，以后将“利用 爮规则，引入前提”简写作“爮”；将“利用 爴规则”，简写作

“爴”。
例  证明 爮→爯， 爯∨爲， 爲， （ 爮∧爳） 爳，（逗号“，”和“∧”的含义相同）。
证明 （１）爮→爯 Ｐ

（２） 爯∨爲 Ｐ
（３）爯→爲 Ｔ（２）
（４）爮→爲 Ｔ（１），（３）
（５） 爲 Ｐ
（６） 爮 Ｔ（４），（５）
（７） （ 爮∧爳） Ｐ
（８）爮∨ 爳 Ｔ（７）
（９） 爮→ 爳 Ｔ（８）
（１０） 爳 Ｔ（６），（９）

例  证明（爛∨爜）→（爞∧爟），（爟∨爡）→爠爛→爠
证明 （１）（爛∨爜）→（爞∧爟） Ｐ

（２） （爛∨爜）∨（爞∧爟） Ｔ（１）
（３）（ （爛∨爜）∨爞）∧（（ 爛∨爜）∨爟） Ｔ（２）
（４） （爛∨爜）∨爟 Ｔ（３）
（５）（ 爛∧ 爜）∨爟 Ｔ（４）
（６）（ 爛∨爟）∧（ 爜∨爟） Ｔ（５）
（７） 爛∨爟 Ｔ（６）
（８）爛→爟 Ｔ（７）
（９）（爟∨爡）→爠 Ｐ
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（１０） （爟∨爡）∨爠 Ｔ（９）
（１１）（ 爟∧ 爡）∨爠 Ｔ（１０）
（１２）（ 爟∨爠）∧（ 爡∨爠） Ｔ（１１）
（１３） 爟∨爠 Ｔ（１２）
（１４）爟→爠 Ｔ（１３）
（１５）爛→爠 Ｔ（８），（１４）

（二）间接证明法
设有一组前提 爮１、爮２、…、爮牕，要推出结论 爯，

即证明

爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕爯
即证明

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）→ 爯爴
即证明

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）∨ 爯爴
即证明

（ （爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）∧ 爯）爡
利用摩根律，即证明

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）∧ 爯爡
由此可见，要证明 爮１∧爮２∧…∧爮牕爯，可将结论 爯的否定 爯加入到前提中去，然后再证明

爮１∧爮２∧…∧爮牕∧ 爯是永假式即可。
例  利用间接证明法，证明 爮→爯， 爯∨爲， 爲， （ 爮∧爳） 爳（见例 ６２０）。
证明 （１）爳 Ｐ（附加前提）

（２） （ 爮∧爳） Ｐ
（３）爮∨ 爳 Ｔ（２）
（４）爳→爮 Ｔ（３）
（５）爮 Ｔ（１），（４）
（６）爮→爯 Ｐ
（７）爯 Ｔ（５），（６）
（８） 爯∨爲 Ｐ
（９）爯→爲 Ｔ（８）
（１０）爲 Ｔ（７），（９）
（１１） 爲 Ｐ
（１２）爮∧ 爲（永假） Ｔ（１０），（１１）

例  证明（爛∨爜）→爞，爞→爟∨爠，爠→爡， 爟∧ 爡 爛
证明 用间接证明法

（１）爛 Ｐ（附加前提）
（２）爛∨爜 Ｔ（１）
（３）（爛∨爜）→爞 Ｐ
（４）爞 Ｔ（２），（３）
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（５）爞→爟∨爠 Ｐ
（６）爟∨爠 Ｔ（４），（５）
（７） 爟→爠 Ｔ（６）
（８）爠→爡 Ｐ
（９） 爟→爡 Ｔ（７），（８）
（１０）爟∨爡 Ｔ（９）
（１１） 爟∧ 爡 Ｐ
（１２） （爟∨爡） Ｔ（１１）
（１３）（爟∨爡）∧ （爟∨爡）永假 Ｔ（１０），（１２）

间接证明法的另一种情况是利用 爞爮规则。如果要证

爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕（爛→ 爜）
即证

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）→ （爛→ 爜）爴
即证

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕）∨ （ 爛∨ 爜）爴
即证

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕∧ 爛）∨ 爜爴
即证

（爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕∧ 爛）→ 爜爴
即证

爮１∧ 爮２∧ … ∧ 爮牕∧ 爛爜
所以当所需推出的结论是 爛→爜的形式时，可先将 爛作为附加前提，如果 爮１∧爮２∧…∧

爮牕∧爛爜，就能证得 爮１∧爮２∧…∧爮牕（爛→爜），这就是 爞爮规则。
例  用间接证明法（爞爮规则）证明（爛∨爜）→（爞∨爟），（爟∨爡）→爠爛→爠（见例 ６

２１）。
证明 （１）爛 Ｐ（附加前提）

（２）爛∨爜 Ｔ（１）
（３）（爛∨爜）→（爞∧爟） Ｐ
（４）爞∧爟 Ｔ（２），（３）
（５）爟 Ｔ（４）
（６）爟∨爡 Ｔ（５）
（７）（爟∨爡）→爠 Ｐ
（８）爠 Ｔ（６）（７）
（９）爛→爠 ＣＰ规则

例  证明 爛→（爜→爞），（爞∧爟）→爠， 爡→（爟∧ 爠）爛→（爜→爡）
证明 利用 ＣＰ规则，即证

爛→ （爜→ 爞），（爞∧ 爟）→ 爠， 爡→ （爟∧ 爠），爛爜→ 爡
再一次利用 爞爮规则，即证

爛→ （爜→ 爞），（爞∧ 爟）→ 爠， 爡→ （爟∧ 爠），爛，爜爡
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（１）爛 Ｐ（附加前提）
（２）爛→（爜→爞） Ｐ
（３）爜→爞 Ｔ（１），（２）
（４）爜 Ｐ（附加前提）
（５）爞 Ｔ（３），（４）
（６）（爞∧爟）→爠 Ｐ
（７） 爞∨ 爟∨爠 Ｔ（６）
（８）爞→（ 爟∨爠） Ｔ（７）
（９） 爟∨爠 Ｔ（５），（８）
（１０） 爡→（爟∧ 爠） Ｐ
（１１）爡∨（爟∧ 爠） Ｔ（１０）
（１２）（ 爟∨爠）→爡 Ｔ（１１）
（１３）爡 Ｔ（９），（１２）
（１４）爜→爡 ＣＰ
（１５）爛→（爜→爡） ＣＰ

例  证明 幈幇

帲帲

爩 爯， 爩→爳，爳→ 爲爲→爯
证明 用 爞爮规则

（１）爲 Ｐ（附加前提）
（２） 爩→爳 Ｐ
（３）爳→ 爲 Ｐ
（４） 爩→ 爲 Ｔ（２），（３）
（５）爲→爩 Ｔ（４）
（６）爩 Ｔ（１），（５）
（７） 幈幇

帲帲

爩 爯 Ｐ
（８）（爩→爯）∧（爯→爩） Ｔ（７）
（９）爩→爯 Ｔ（８）
（１０）爯 Ｔ（６），（９）
（１１）爲→爯 ＣＰ

习 题

１用直接证明法证明

（１） （爮∧ 爯）∧（ 爯∨爲）∧ 爲 爮
（２）（爮→爯）∧（ 爯∨爲）∧ 爲∧ （ 爮∧爳） 爳
（３）（爛→（爜→爞））∧（（爞∧爟）→爠）∧（ 爡→（爟∧ 爠）爛→（爜→爡）

（４）（（爛∨爜）→（爞∧爟））∧（（爟∨爠）→爡）爛→爡
（５）（爛→爜）∧（爞→爟）∧（爜→爠）∧（爟→爡）∧ （爠∧爡）∧（爛→爞） 爛
２证明下列各式

（１）爛→（爜→爞）， 爟∨爛，爜爟→爞

（２）爩∨爯，爩→爳，爳→ 爲爲→爯
（３） （爮→爯）→ （爲∨爳），（（爯→爮）∨ 爲），爲 幈幇

帲帲

爮 爯
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（４）爳→ 爯，爳∨爲， 爲， 幈幇

帲帲

爮 爯 爮
（５）（爛∨爜）→爟， （爟∧爠），爞→爠爜→ 爞
３分析下列事实：“今晚我去剧场看戏或者去夜大学上课，如果我去剧场看戏，那么我很高兴；如果我去

夜大学上课，那么我要吃个鸡蛋；由于我吃了鸡蛋，所以我没有去剧场看戏”。试写出前提和有效结论并证明

之。

４对于下列一组前提，请给出它们的有效结论并证明之

（１）如果我努力学习，那么我能通过考试，我没有通过考试。

（２）统计表格有错误，其原因仅有两个，一个原因是数据有错误，另一个原因是计算有错误；现在查出统计

表格有错误但计算没有错误。

 范式

一个命题公式可以有多种互相等价的表示形式，例如命题公式 爮→爯可以等价地表示为

爮∨爯或 （爮∧ 爯）等，为了使命题公式的表示规范化，并便于计算机处理，本节将讨论
命题公式的范式和主范式表示。
 析取范式和主析取范式

（一）析取范式
定义 ６５１ 如果一个命题公式等价地表示为以下型式：

爛１∨ 爛２∨ … ∨ 爛牕

其中 爛１、爛２、…、爛牕都是由命题变元或其否定所组成的合取式，则称这种表示形式为析取范
式。
例如（爮∧爯）∨（ 爮∧爲）∨（ 爯∧爲）为析取范式。
又如（爮∧爯∧ 爲）∨（爮∧爲）∨（爮∧ 爯）也是析取范式。
但是（爮∧爯）∨（爮→爯）不是析取范式，因为其中 爮→爯不是合取式。
把一个命题公式转化为析取范式是比较简单。
例  试将（爮∨ 爲）→（爯∧（ 幈幇

帲帲

爴 爳））化为析取范式。
解 ∵ 幈幇

帲帲

爴 爳（爴∧爳）∨（ 爴∧ 爳）
∴ （爮∨ 爲）→（爯∧（ 幈幇

帲帲

爴 爳））
（爮∨ 爲）→（爯∧（（爴∧爳）∨（ 爴∧ 爳）））
 （爮∨ 爲）∨（爯∧（（爴∧爳）∨（ 爴∧ 爳）））
（ 爮∧爲）∨（爯∧爴∧爳）∨（爯∧ 爴∧ 爳）

由此可见，把命题公式转化为析取范式，可以采取以下步骤：
（１）首先将命题公式中的各类联结词转化为∧、∨、 。
（２）利用摩根定律将否定词 置于各个命题变元的前面。
（３）利用分配律和结合律将命题公式转化为析取范式。
例  试将 爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲）化为析取范式。
解 爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲） 爮∨（ 幈幇

帲帲

爯 爲）
 爮∨（爯∧爲）∨（ 爯∧ 爲）

例  求命题公式（爮→爯 幈幇

帲帲

） 爲的析取范式。
解 （爮→爯 幈幇

帲帲

） 爲（ 爮∨爯 幈幇

帲帲

） 爲
（（ 爮∨爯）∧ 爲）∨（ （ 爮∨爯）∧爲）
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（ 爮∧ 爲）∨（爯∧ 爲）∨（爮∧ 爯∧爲）
容易看到一个命题公式的析取范式是可以有多种形式的，不是唯一的。例如爮→爯的析取

范式可以是 爮∨爯，也可以是 爮∨（爮∧爯）等，为了使命题公式有一种统一的标准形式，下
面介绍主析取范式。

（二）主析取范式
定义 ６５２ 对于一个含有 牕个变元的命题公式，如果表示成析取范式，且该析取范式中

的每一个合取项都由这 牕个变元（或其否定）的合取组成，则称这析取范式为主析取范式。
例如对于命题公式 爮→爯，由于它含有两个命题变元，所以它的主析取范式为：（ 爮∧爯）

∨（ 爮∧ 爯）∨（爯∧爮）。
例  试将 （（爮∧爯）→（爮∨爯）化为主析取范式。
解 （爮∧爯）→（爮∨爯）（爮∧爯）∨（爮∨爯）

爮∨爯
（爮∧（爯∨ 爯））∨（爯∧（爮∨ 爮））
（爮∧爯）∨（爮∧ 爯）∨（爯∧爮）∨（爯∧ 爮）
（爮∧爯）∨（爮∧ 爯）∨（爯∧ 爮）

由例 ６３０的求解过程可知，要把一个命题公式转化为主析取范式，首先应把命题公式转
化为析取范式，并进行适当地“化简”，即把析取范式中的相同的合取项合并和把永假的合取项
删除，然后对缺少某些变元（如 爮、爯等）的合取项用 爮∨ 爮、爯∨ 爯补上，再用分配律和结
合律展开，并再一次合并相同的合取项即得主析取范式。
例  求 爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲）的主析取范式。
解 爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲） 爮∨（（爯∧爲）∨（ 爯∧ 爲））
 爮∧（爯∨ 爯）∨（爯∧爲）∨（ 爯∧ 爲）
（ 爮∧爯）∨（ 爮∧ 爯）∨（爯∧爲）∨（ 爯∧ 爲）
（ 爮∧爯∧（爲∨ 爲））∨（ 爮∧ 爯∧（爲∨ 爲））∨（爯∧爲∧（爮
∨ 爮））∨（ 爯∧ 爲∧（爮∨ 爮））
（ 爮∧爯∧爲）∨（ 爮∧爯∧ 爲）∨（ 爮∧ 爯∧爲）∨（ 爮∧
爯∧ 爲）∨（爯∧爲∧爮）∨（爯∧爲∧ 爮）∨（ 爯∧ 爲∧ 爮）∨（
爯∧ 爲∧爮）
（ 爮∧爯∧爲）∨（ 爮∧爯∧ 爲）∨（ 爮∧ 爯∧爲）∨（ 爮∧
爯∧ 爲）∨（爯∧爲∧爮）∨（爮∧ 爯∧ 爲）

求命题公式的主析取范式，还可采用真值表示，特
别当命题公式所含的变元较少时，真值表法显得非常
简便。
下面将用一个命题公式的转化过程来说明用真值

表法求主析取范式的具体步骤。
例如，对于命题公式 爮→爯，如果用真值表求其主

表 

爮 爯 爮→爯

爡 爡 爴

爡 爴 爴

爴 爡 爡

爴 爴 爴

析取范式，首先列出命题公式 爮→爯的真值表（见表 ６５１）。
易见，在真值表中，除第 ３行外，其它 ３行，命题公式 爮→爯的取值都为 爴。现在对命题公

式 爮→爯的取值为 爴的 ３行（第一、二和四行）作简单的分析
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在第一行中，当两个命题变元 爮和 爯都取 爡值时，命题公式 爮→爯取值为 爴。
现在构造一个合取项 爮∧ 爯。显然，当爮和爯都取爡值时，合取项 爮∧ 爯取值为

爴，但在 爮和 爯取其它值时，合取项 爮∧ 爯取值都为 爡。因此有以下结论：
当 爮和 爯都取 爡值时，命题公式 爮→爯取值为 爴。
当且仅当 爮和 爯都取 爡值时，合取项 爮∧ 爯才取值为 爴。
在第二行中，当两个命题变元 爮和 爯一个取 爡值，另一个取 爴值时，命题变元 爮→爯取

值为 爴。
现在构造一个合取项 爮∧爯。显然，当爮取爡值，爯取爴值时，合取项 爮∧爯取爴值，

但在 爮和 爯取其它值时，合取项 爮∧爯取值都为 爡。因此有：
当 爮取 爡值，爯取 爴值时，命题公式 爮→爯取值为 爴。
当且仅当 爮取 爡值，爯取 爴值时，合取项 爮∧爯才取 爴值。
在第四行中，当两个命题变元 爮和 爯都取 爴值时，命题公式 爮→爯取值为 爴。
同理，构造合取项 爮∧爯，同样有
当 爮和 爯都取 爴值时，命题公式 爮→爯取 爴值；当且仅当 爮和 爯都取 爴值时，合取项 爮

∧爯才取 爴值。
由以上分析可知，如果把这 ３个合取项作析取运算，得：

（ 爮∧ 爯）∨ （ 爮∧ 爯）∨ （爮∧ 爯）
则由表 ６５２所示的真值表可知

（ 爮∧ 爯）∨ （ 爮∧ 爯）∨ （爮∧ 爯）爮→ 爯
也即（ 爮∧ 爯）∨（ 爮∧爯）∨（爮∧爯）是命题公式 爮→爯的主析取范式。

表 

爮 爯 爮∧ 爯 爮∧爯 爮∧爯 爮→爯 （ 爮∧ 爯）∨（ 爮∧爯）∨（爮∧爯）

爡 爡 爴 爡 爡 爴 爴
爡 爴 爡 爴 爡 爴 爴
爴 爡 爡 爡 爡 爡 爡
爴 爴 爡 爡 爴 爴 爴

由真值表的构造可知，命题公式的主析取范式是唯一的。
例  用真值表法求（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲的主析取范式。
解 先写出（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲的真值表，见表 ６５３。
表 

爮 爯 爲 （爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲
爡 爡 爡 爴
爡 爡 爴 爡
爡 爴 爡 爴
爡 爴 爴 爡
爴 爡 爡 爴
爴 爡 爴 爡
爴 爴 爡 爡
爴 爴 爴 爴

表 

爮 爯 爲 （爮→爯）→爲
爡 爡 爡 爡
爡 爡 爴 爴
爡 爴 爡 爡
爡 爴 爴 爴
爴 爡 爡 爴
爴 爡 爴 爴
爴 爴 爡 爡
爴 爴 爴 爴

由真值表可知，命题公式（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲取值为 爴的在表中共有四行。
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当 爮、爯、爲都取 爡值时，（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲取值为 爴，所以构造合取项： 爮∧ 爯∧ 爲。
当爮取爡值，爯取爴值，爲取爡值时，（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲取值为爴，所以构造合取项： 爮∧爯∧
爲。
当爮取爴值、爯和爲取爡值时，（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲取值为爴，所以构造合取项：爮∧ 爯∧ 爲。
当 爮、爯、爲都取 爴值时，（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲取值为 爴，所以构造合取项：爮∧爯∧爲。
由此可得（爮∧爯 幈幇

帲帲

） 爲的主析取范式为：
（ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）
例  用真值表法求（爮→爯）→爲的主析取范式。
解 先写出（爮→爯）→爲的真值表（见表 ６５４）
由表 ６５４可知，（爮→爯）→爲的主析取范式为：
（ 爮∧ 爯∧爲）∨（ 爮∧爯∧爲）∨（爮∧ 爯∧ 爲）∨（爮∧ 爯∧爲）∨（爮∧爯∧爲）
为了使真值表法求命题公式的主析取范式显得更简洁些，也为了便于作更深入的讨论，下

面介绍“极小项”的概念。
在含有 牕个变元的各类命题公式的主析取范式中，所含的各种合取项统称为 牕变元的极

小项。
例如，３个变元（爮、爯、爲）的极小项为：

爮∧ 爯∧ 爲， 爮∧ 爯∧爲， 爮∧爯∧ 爲， 爮∧爯∧爲，爮∧ 爯∧ 爲，爮∧
爯∧爲，爮∧爯∧ 爲，爮∧爯∧爲。

３个变元的极小项共有 ２３＝８个。
一般地讲，牕个变元的极小项共有 ２牕个。
如果把各个命题变元的顺序固定不变，如对于 ３个变元的顺序固定为 爮、爯、爲，那么就可

以把极小项与二进制数建立一一对应关系。如 ３个变元的极小项有：
爮∧ 爯∧ 爲０００
爮∧ 爯∧爲００１
爮∧爯∧ 爲０１０
爮∧爯∧爲０１１

爮∧ 爯∧ 爲１００
爮∧ 爯∧爲１０１
爮∧爯∧ 爲１１０
爮∧爯∧爲１１１

于是我们可以把极小项简单地记作：
爮∧ 爯∧ 爲＝牔０００ 爮∧ 爯∧爲＝牔００１

爮∧爯∧ 爲＝牔０１０ 爮∧爯∧爲＝牔０１１

爮∧ 爯∧ 爲＝牔１００ 爮∧ 爯∧爲＝牔１０１

爮∧爯∧ 爲＝牔１１０ 爮∧爯∧爲＝牔１１１

对于 牕变元的极小项，也可类似地简记。
特别当真值表中，各命题变元和命题公式的取值 爡或 爴改为 ０或 １时，各命题变元的一

组取值就对应一个 ２进制数，这个 ２进制数就是相应的简记极小项的下角标，从而使命题公式
的主析取范式中所含的极小项，很直观地得到。
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例  用真值表法求 爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）的主析取范式。
解 先写出 爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）的真值表（表中的 爡改
为 ０，爴改为 １，见表 ６５５）。
由表可知，当 爮、爯、爲取值为 １、０、０时，爮∧（ 幈幇

帲帲

爯
爲）取值为 １，可得极小项 牔１００；当 爮、爯、爲取值为 １、１、
１时，爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）取值为 １，可得极小项 牔１１１；对于 爮、

爯、爲的其它取值，爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）都取值为 ０，所以 爮∧
（ 幈幇

帲帲

爯 爲）的主析取范式为：
牔１００∨ 牔１１１＝ （爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）
命题公式的规范表示，除析取范式外，还有合取范

式表示。
 合取范式和主合取范式

（一）合取范式

表 

爮 爯 爲 爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）

０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０

０ １ ０ ０

０ １ １ ０

１ ０ ０ １

１ ０ １ ０

１ １ ０ ０

１ １ １ １

定义 ６５３ 如果一个命题公式等价地表示为以下形式：
爛１∧ 爛２∧ … ∧ 爛牕

其中 爛１、爛２、…、爛牕都是由命题变元或其否定所组成的析取式，则称这种表示形式为合取范
式。
例如，（爮∨爯）∧（ 爮∨爲）∧（ 爯∨爲）是合取范式。
又如，（爮∨爯∨ 爲）∧（爮∨爲）∧（爮∨ 爯）也是合取范式。
但是（爮∧爯）∧（爮→爯）不是合取范式。因为 爮∧爯和 爮→爯都不是析取式。
把命题公式转化为合取范式，其方法、步骤与命题公式转化为析取范式的方法、步骤相同。

首先把命题公式中的各类联结词转化为∧、∨、 。然后利用摩根律把否定词 置于各个命题
变元的前面。最后，利用分配律（∨对∧的分配）把命题公式转化为合取范式。
例  试将 爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲）化为合取范式。
解 因为 幈幇

帲帲

爯 爲（爯∨ 爲）∧（ 爯∨爲），所以

幈幇

帲帲

爮→ （爯 爲） 爮∨ （（爯∨ 爲）∧ （爯∨ 爲））
（ 爮∨ 爯∨）∧ （ 爮∨ 爲）

例  求命题公式（爮→爯）→（爲∧爳）的合取范式。
解 （爮→爯）→（爲∧爳） （ 爮∨爯）∨（爲∧爳）

（爮∧ 爯）∨（爲∧爳）
（（爮∧ 爯）∨爲）∧（（爮∧ 爯）∨爳）
（爮∨爲）∧（ 爯∨爲）∧（爮∨爳）∧（ 爯∨爳）

例  求命题公式（爮∧ 爯）→（爲∧（ 幈幇

帲帲

爴 爳））的合取范式。
解 （爮∧ 爯）→（爲∧（ 幈幇

帲帲

爴 爳））
 （爮∧ 爯）∨（爲∧（爴∨爳）∧（ 爴∨ 爳））
（ 爮∨爯）∨（爲∧（爴∨爳）∧（ 爴∨ 爳））
（ 爮∨爯∨爲）∧（ 爮∨爯∨爴∨爳）∧（ 爮∨爯∨ 爴∨ 爳）

一个命题公式的合取范式不是唯一的，如 爮→爯的合取范式可以是（ 爮∨爯），也可以是

（ 爮∨爯）∧（爮∨ 爮）等。下面介绍命题公式的主合取范式表示，这种表示形式是唯一的。
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（二）主合取范式
定义 ６５４ 如果在一个命题公式的合取范式中，每一个析取项都由这 牕个变元（或其否

定）的析取组成，则称这合取范式为主合取范式。
例如，命题公式 爮∧爯的主析取范式是：

爮∧ 爯（爮∨ （爯∧ 爯））∧ （爯∨ （爮∧ 爮））
（爮∨ 爯）∧ （爮∨ 爯）∧ （爯∨ 爮）

由此可见，把合取范式化为主合取范式，主要是把合取范式中缺少某些变元（如 爮、爯）的
析取项，用 爮∧ 爮、爯∧ 爯补上。再用分配律展开，合并相同的析取项后即得主合取范式。
例  求（爮→爯）→爲的主合取范式。
解 （爮→爯）→爲 （ 爮∨爯）∨爲

（爮∧ 爯）∨爲
（爮∨爲）∧（ 爯∨爲）
（爮∨爲∨（爯∧ 爯））∧（ 爯∨爲∨（爮∧ 爮））
（爮∨爲∨爯）∧（爮∨爲∨ 爯）∧（ 爯∨爲∨ 爮）

例  求（ 幈幇

帲帲

爮 爯）→爲的主合取范式。
解 因为 幈幇

帲帲

爮 爯（爮∧爯）∨（ 爮∧ 爯），所以

（ 幈幇

帲帲

爮 爯）→爲  （（爮∧爯）∨（ 爮∧ 爯））∨爲
（（ 爮∨ 爯）∧（爮∨爯））∨爲
（ 爮∨ 爯∨爲）∧（爮∨爯∨爲）

求命题公式的主合取范式也可用真值表法。这个方法是先求出命题公式否定的主析取范
式，然后再对这个主析取范式取否定，就得到了命题公式的主合取范式。
例如，求（爮→爯）→爲的主合取范式，先写出（爮→爯）→爲和 （（爮→爯）→爲），的真值表，见

表 ６５６。
由表 ６５６可知，（爮→爯）→爲的否定的主析取范式为：
（（爮→ 爯）→ 爲）（ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）

所以

（爮→ 爯）→ 爲 （（ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲））
（爮∨ 爯∨ 爲）∧ （爮∨ 爯∨ 爲）∧ （ 爮∨ 爯∨ 爲）

实际上，在用真值表法求（爮→爯）→爲的主合取范式时，只需写出（爮→爯）→爲的真值表，
而不必写出它的否定 （（爮→爯）→爲）的真值表。因为
当且仅当（爮→爯）→爲取值为 ０时， （（爮→爯）→爲）的
取值才为 １。所以求 （（爮→爯）→爲）的主析取范式时，
只要检查表中使（爮→爯）→爲取值为 ０的行（也是使

（（爮→爯）→爲）取值为 １的行），在这些行中，各命题变
元的取值所对应的极小项的析取式就是 （（爮→爯）→
爲）的主析取范式。
求（爮→爯）→爲的主合取范式，还需求 （（爮→爯）

→爲）的主析取范式的否定，也就是对其各个极小项取
否定后再作合取运算。对极小项作否定运算的结果，常

表 

爮 爯 爲 （爮→爯）→爲 （（爮→爯）→爲）

０ ０ ０ ０ １

０ ０ １ １ ０

０ １ ０ ０ １

０ １ １ １ ０

１ ０ ０ １ ０

１ ０ １ １ ０

１ １ ０ ０ １

１ １ １ １ ０
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称为极大项。
已知 ３个变元的极小项有 ８个：

爮∧ 爯∧ 爲， 爮∧ 爯∧爲， 爮∧爯∧ 爲， 爮∧爯∧爲，爮∧ 爯∧ 爲，
爮∧ 爯∧爲，爮∧爯∧ 爲，爮∧爯∧爲

３个变元的极大项也有 ８个：
爮∨爯∨爲，爮∨爯∨ 爲，爮∨ 爯∨爲，爮∨ 爯∨ 爲，

爮∨爯∨爲， 爮∨爯∨ 爲， 爮∨ 爯∨爲， 爮∨ 爯∨ 爲。
如果命题变元的顺序固定不变，那么命题变元的每一组取值就对应一个二进制数，所以可

以建立极大项与二进制数的一一对应关系。如 ３个变元的极大项有：
爮∨ 爯∨ 爲０００

爮∨ 爯∨ 爲００１
爮∨ 爯∨ 爲０１０

爮∨ 爯∨ 爲０１１
爮∨ 爯∨ 爲１００

爮∨ 爯∨ 爲１０１
爮∨ 爯∨ 爲１１０

爮∨ 爯∨ 爲１１１
于是我们可以把极大项简单地记作：

爮∨爯∨爲＝爩０００ 爮∨爯∨ 爲＝爩００１

爮∨ 爯∨爲＝爩０１０ 爮∨ 爯∨ 爲＝爩０１１

爮∨爯∨爲＝爩１００ 爮∨爯∨ 爲＝爩１０１

爮∨ 爯∨爲＝爩１１０ 爮∨ 爯∨ 爲＝爩１１１

对于 牕个变元的极大项，也可类似地简记。
于是，命题公式（爮→爯）→爲的主合取范式可以简记为：

（爮→ 爯）→ 爲爩０００∧ 爩０１０∧ 爩１１０

例  求（ 爮∨ 爯）→（ 爮∧爲）的主析取范式和主合取范式。
解 写出（ 爮∨ 爯）→（ 爮∧爲）的真值表（见表 ６５７）

表 

爮 爯 爲 （ 爮∨ 爯）→（ 爮∧爲）

０ ０ ０ ０

０ ０ １ １

０ １ ０ ０

０ １ １ １

１ ０ ０ ０

１ ０ １ ０

１ １ ０ １

１ １ １ １

表 

爮 爯 爲 （爮∧爯）∨（ 爮∧爲）∨（爯∧爲）

０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０

０ １ ０ １

０ １ １ １

１ ０ ０ ０

１ ０ １ ０

１ １ ０ １

１ １ １ １
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由表可知，（ 爮∨ 爯）→（ 爮∧爲）的主析取范式为：
牔００１∨ 牔０１１∨ 牔１１０∨ 牔１１１

（ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）
它的主合取范式为：

爩０００∧ 爩０１０∧ 爩１００∧ 爩１０１

（爮∨ 爯∨ 爲）∧ （爮∨ 爯∨ 爲）∧ （ 爮∨ 爯∨ 爲）
∧ （ 爮∨ 爯∨ 爲）

例  求（爮∧爯）∨（ 爮∧爲）∨（爯∧爲）的主析取范式和主合取范式。
解 先写出（爮∧爯）∨（ 爮∧爲）∨（爯∧爲）的真值表（见表 ６５８）
由表可知，（爮∧爯）∨（ 爮∧爲）∨（爯∧爲）的主析取范式为：

牔０１０∨ 牔０１１∨ 牔１１０∨ 牔１１１

（ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （ 爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）∨ （爮∧ 爯∧ 爲）
它的主合取范式：

爩０００∧ 爩００１∧ 爩１００∧ 爩１０１

（爮∨ 爯∨ 爲）∧ （爮∨ 爯∨ 爲）∧ （ 爮∨ 爯∨ 爲）∧ （ 爮∨ 爯∨ 爲）

习 题

１求下列命题公式的析取范式

（１）（爮∧（爯→爲））→爳

（２）（爮→爯）∨（爮→爲）

（３）（ 爮∧爯）→爲

（４） （爮∨爯 幈幇

帲帲

） （爮∧爯）

（５）（爮→爯 幈幇

帲帲

） 爲
２用等价公式求下列命题公式的主析取范式。

（１）（爮→爯）→（爯∧爲→爳）

（２） （爮∨ 爯）∧（爳→爴）

（３）（爮→爲）∧（爯→爲）

３用真值表法求下列命题公式的主析取范式。

（１）（爮→爯）∧（爮∧爯）

（２）（ 爮→ 爯）→爲

（３）（爮∧爯）∨（爮∧爲）∨（爯∧爲）

４求下列命题的合取范式

（１）爮∨（ 爯∧爲）

（２） （爮→爯）∨（ 幈幇

帲帲

爲 爳）

（３）（ 幈幇

帲帲

爮 爯）∧（ 爲∨爳）

５用等价公式求下列命题公式的主合取范式

（１）（爮→ 爯）→爲

（２）爮∧（ 幈幇

帲帲

爯 爲）

（３）（爮∨爯）→（ 幈幇

帲帲

爲 爳）

６用真值表法求下列命题公式的主合取范式

（１）（爮∧爯）∨（爮∧爲）
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（２）（爮∨爯）→爲
（３）（爮∨爯∨爲）→爮
７用真值表法求下列命题公式的主析取范式和主合取范式。

（１）（ 幈幇

帲帲

爮 爯）→爲
（２）爮→（ 幈幇

帲帲

爯 爲）

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写在空格内。

１下列句子中，哪些是命题？

（１）我是教师。

（２）禁止吸烟！

（３）蚊子是鸟类动物。

（４）上课去！

（５）月亮比地球大。
答案：其中 是命题。
供选择项：

爛 （１），（３），（４），（５） 爜 （１），（２），（３），（４）

爞 （１），（３），（５） 爟 （３），（４），（５）

２设 爮：我生病，爯：我去学校。

（１）我虽然生病但我仍去学校，符号化为 。

（２）只有在生病的时候，我才不去学校。符号化为 。

（３）如果我生病，那么我不去学校。符号化为 。
供选择项：

爛 爮∨爯 爜 爮→爯 爞 爮∧爯

爟 爮→ 幈幇

帲帲

幈幇

帲帲

爯 爠 爮 爯 爡 爮 爯
３设 爮：我有钱，爯：我去看电影。

（１）如果我有钱，那么我就去看电影，符号化为 。

（２）虽然我有钱，但我不去看电影。符号化为 。

（３）当且仅当我有钱时，我才去看电影，符号化为 。
供选择项：

爛 爮∨爯 爜 爮∧爯 爞 爮→爯

幈幇

帲帲

爟 爮 爯 爠 爮∧ 爯 爡 爮→ 爯
４对于下列各式

（１）（爮∧（爮→爯））→爯
（２）爮→（爮∨爯）

（３）爯→（爮∧爯）

（４）（ 爮∧（爮∨爯））→爯
（５）（爮→爯）→爯
其中 是永真式。
供选择项：

爛 （１），（２），（３） 爜 （１），（３），（５）

爞 （１），（３），（４） 爟 （１），（２），（４）

爠 （１），（２），（３），（４） 爡 （１），（２），（３），（４），（５）
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爢 只有（１），（２）

５写出与下列各式逻辑等价的命题公式。

（１） 幈幇

帲帲

爮 爯

（２）（爮∧（爮∨爯））→爲

（３）爮→（爮→爯）
供选择项：

爛 爮→（爮→ 爯） 爜 （ 爮∨爯）∧（ 爯∨爮）

爞 爮→爲 爟 （ 爮∨ 爯）∧（ 爯∨爮）

爠 （ 爮∨ 爯）∧（爯∨爮） 爡 爮∧爲

爢 （爮→爯）∧（爯→爮）

６对于前提：爳→ 爯，爳∨爲， 爲， 幈幇

帲帲

爮 爯其有效结论为

供选择项：

爛 爳 爜 爯 爞 爲 爟 爮 爠 爮
７对于前提：爛→爜，爞→ 爜，爞∨爟，爟→ 爜其有效结论为

供选择项：

爛 爛 爜 爛 爞 爜 爟 爜

爠 爞 爡 爞 爢 爟 爣 爟
８对于下列各式

（１）（ 爮∧爯）∨（ 爮∧ 爯）可化简为 。

（２）爯→（爮∨（爮∧爯）可化简为 。

（３）（（ 爮∨爯 幈幇
帲帲

） （ 爯→ 爮））∧爮可化简为 。
供选择项：

爛 爮 爜 爮 爞 爯 爟 爯

爠 爯→爮 爡 爮→爯
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第 ７章 谓 词 逻 辑

在命题逻辑中，研究的主要对象是命题，而命题则是由一些原子命题经联结词组合而成
的。在命题逻辑中，原子命题是最基本的单元，原子命题是不可再分解的。
正是由于命题逻辑中，对“原子命题不可再分解”的认定，从而使我们不再对原子命题的内

部结构进行细致的分析，于是一些有密切联系的命题，我们只是简单地判断它们是相同的，或
是不相同的，忽略了对它们的内在联系作进一步分析，使命题逻辑的使用范围受到很大限制。
如著名的苏格拉底三段论述：
所有人都是要死的。
苏格拉底是人。

所以：苏格拉底是要死的。
显然，上述三个命题是有着密切联系，当第一、二个命题是真的时，很自然可以得出第三个

命题也是真的。也就是说，第三个命题是第一、二个命题的逻辑推论。
对于上述三个命题，如果用爮表示：所有人都是要死的；用爯表示：苏格拉底是人；用爲表

示：苏格拉底是要死的。那么 爲应是 爮，爯的逻辑推论，即

爮，爯爲
但是在命题逻辑中，由于把命题 爮、爯、爲看作是三个不同的，没有联系的命题，因此无法

得出上述结论。
为了更深入地讨论命题与命题之间的逻辑联系，我们将对原子命题作进一步分析，不再把

原子命题看作是一个不可分解的整体，在原子命题中引进谓词的概念，这种以命题中谓词为基
础的分析研究，称为谓词逻辑。

 谓词

如何对原子命题作进一步的分析呢？让我们先来看以下两个命题

（１）张静是个大学生

（２）绍琨是个大学生
显然，这两个命题不一定有相同的真值，所以在命题逻辑中，把它们看作是不同的原子命

题，必须以不同的符号来表示这两个原子命题。
然而稍加分析就可看到，在这两个原子命题中，除了主语（张静和绍琨）不同外，它们的谓

语都是“是个大学生”。因此，我们可以把原子命题分解成两部分，一是主语（以后称为个体词）；
另一是谓语（或称谓词），并引入符号来表示谓词，如用

爛（燈）表示：燈是个大学生
那么 爛（张静）就表示“张静是个大学生”，爛（绍琨）就表示“绍琨是个大学生”。如果更简单些，
用符号表示个体词，如用 牃表示张静；牄表示绍琨。则上述两个原子命题就是：爛（牃）和 爛（牄）。
通常用大写的英文字母表示谓词，用小写的英文字母表示个体词。
用谓词表达命题时，如果其中仅含 １个个体词时，称为一元谓词；如果含有 牕个个体词时，



称为 牕元谓词。例如下列命题：
３小于 ５
小王比小李和小郑都高

如果用

爜（··）表示：·小于·
爞（···）表示：·比·和·都高

那么 爜是二元谓词，爞是三元谓词。
一般地讲，一元谓词表达了个体词的“性质”；多元谓词表达了个体词之间的“关系”。
显然，谓词不是命题，只有当确定的个体词“填入”后，才成为命题。，一元谓词需要填入一

个个体词，牕元谓词需要填入 牕个个体词后才成为命题。所以我们可以把已有确定真假值的命
题看作是 ０元谓词。

 命题函数和量词

 命题函数
对于一个谓词，如

爛（·）表示：·是个大学生
其中“·”仿佛是一个“空位置”，它是用来填入个体词的；填入各种各样的个体词，就得到了各
种各样的命题。
由此容易想到，如果把谓词中的“空位置”用一个可以取各种各样个体词的“变量”来替代。

如把 爛（·）写成 爛（牨），
爛（牨）表示：牨是个大学生

我们就得到谓词的函数表示形式，称这样的函数为简单命题函数。
简单命题函数的“定义域”是所有个体词的集合，即个体词的论述范围，称作个体域；简单

命题函数的“值域”是命题的集合。
于是我们可以用简单命题函数

爜（牨，牪）表示：牨小于 牪；
爞（牨，牪，牫）表示：牨比 牪和 牫都高。

在命题逻辑中，由原子命题经联结词可以构成复合命题。
同样，由简单命题函数经联结词可以构成复合命题函数，简称命题函数。如

爲（牨）：牨是实数

爤（牨）：牨是整数
那么

爲（牨）∧爤（牨）：牨是实数且 牨是整数

爲（牨）→爤（牨）：如果 牨是实数，则 牨是整数
都是命题函数。
 量词
确定命题函数“值”的惯用方法是把确定的个体词（个体常元）代入命题函数的“变量”中

去。例如命题函数

爜（牨，牪）：牨小于 牪





那么，爜（２，５）就是命题：２小于 ５，它的真值为真；爜（８，４）也是命题：８小于 ４，它的真值为假。
但是在很多情况下，这种方法并不适用，特别是当命题的真、假值涉及到命题函数个体域

中的全部个体词时，例如下列命题

（１）所有人都要呼吸。
（２）每一只老虎都是黑色的。
（３）凡是素数都是奇数。
（４）任意的有理数都是整数。

它们的真假值都与论述的个体域中每一个个体词有关。如果我们把这些命题改写如下：
（１）对于所有的 牨，如果 牨是人，则 牨要呼吸。
（２）对于所有的 牨，如果 牨是老虎，则 牨是黑色的。
（３）对于所有的 牨，如果 牨是素数，则 牨是奇数。
（４）对于所有的 牨，如果 牨是有理数，则 牨是整数。
容易看到，这 ４个命题有一个“公共部分——”对于所有的牨”。我们引进符号（牨）来表示

“对于所有的 牨”。
对于命题中的其他部分，可令

爩（牨）：牨是人

爣（牨）：牨要呼吸

爴（牨）：牨是老虎

爜（牨）：牨是黑色的

爮（牨）：牨是素数

爭（牨）：牨是奇数

爯（牨）：牨是有理数

爤（牨）：牨是整数
于是命题（１），（２），（３），（４）可写成：
（１）（牨）（爩（牨）→爣（牨））
（２）（牨）（爴（牨）→爜（牨））
（３）（牨）（爮（牨）→爭（牨））
（４）（牨）（爯（牨）→爤（牨））
符号“”称为全称量词。我们已经知道，命题函数不是命题，但是在全称量词牨作用下

的一个仅含变量 牨的命题函数是命题。如

（牨）（爯（牨）→ 爤（牨））
是命题（任意的有理数是整数）。
因此，在全称量词牨的作用下，命题函数中的变量 牨不再起变量的作用，或者说全称量

词“约束”了 牨的变量的作用。
对于含有多个变量的命题函数，可以有多个全称量词。如

爛（牨，牪）：牨和 牪都是正数

爜（牨，牪）：牨·牪＞０
那么

（牨）（牪）（爛（牨，牪）→爜（牨，牪））
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是命题：对于任意的 牨和 牪，如果 牨和 牪都是正数，则 牨·牪＞０。
除了全称量词外，还有一个重要量词是存在量词，记作“”而“牨”表示：“存在着 牨”。例

如对于下列命题

（１）某些有理数是整数。
（２）有些人是聪明的。

可以改写为：
（１）存在着 牨，牨是有理数且 牨是整数。
（２）存在着 牨，牨是人且 牨是聪明的。

如果令

爯（牨）： 牨是有理数。
爤（牨）： 牨是整数。
爩（牨）： 牨是人。
爞（牨）： 牨是聪明的。

那么用符号替换后的命题可表示为：
（１）（牨）（爯（牨）∧爤（牨））
（２）（牨）（爩（牨）∧爞（牨））
同样，一个含有变量 牨的命题函数，在存在量词牨的作用下，牨不再起变量的作用，存在

量词牨也“约束”了 牨的变量的作用。对于“约束”，以后还要作深入的讨论。
显然，全称量词与存在量词都和命题函数的论述范围（个体域）密切相关。例如对于命题：
所有整数都是有理数。

如果令

爤（牨）：牨是整数

爯（牨）：牨是有理数
那么当个体域为整数集合时，命题表示为：

（牨）（爯（牨））
如果个体域是有理数集合时，命题表示为：

（牨）（爤（牨）→爯（牨））
又如对于命题

某些有理数是整数。
当个体域为有理数集合时，命题表示为：

（牨）（爤（牨））
如果个体域为实数集合时，命题表示为：

（牨）（爯（牨）∧爤（牨））
所以在不同的个体域中，命题的表示形式也是不同的。
为了叙述方便，以后在没有特别指明的情况下，各个命题函数的论述范围（个体域）一律采

用“全总个体域”。所谓“全总个体域”是指由所有个体域综合在一起的论述范围。在使用全总
个体域后，对于命题函数变量的变化范围一定是全总个体域的子集，所以要用“特性谓词”加以
限制。对于上面提到的命题：
所有整数都是有理数。
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在全总个体域中，应写作

（牨）（爤（牨）→爯（牨））
其中 爤（牨）是特性谓词。
对于另一个命题：
某些有理数是整数。

在全总个体域中，应写作

（牨）（爯（牨）∧爤（牨））
其中 爯（牨）是特性谓词。
一般地讲，对全称量词，特性谓词常作蕴含的前件；对存在量词，特性谓词常作合取项。
下面举一些例子，说明如何用谓词表达命题。
例  用带量词的命题函数表示下列命题。
（１）所有偶数都是整数。
（２）有一些奇数是素数。
（３）所有能被 ２整除的数都是偶数。
解 令 爤（牨）：牨是整数；爠（牨）：牨是偶数；爭（牨）：牨是奇数；爮（牨）：牨是素数；爟（牨，牪）：牨整

除 牪。
（１）（牨）（爠（牨）→爤（牨））
（２）（牨）（爭（牨）∧爮（牨））
（３）（牨）（爟（２，牨）→爠（牨））
例  用带量词的命题函数表示下列命题。
（１）有些人是聪明的。
（２）并不是每一个人都是聪明的。
（３）尽管有人聪明，但未必一切人都聪明。
解 令 爩（牨）：牨是人；爞（牨）：牨是聪明的。
（１）（牨）（爩（牨）∧爞（牨））
（２） （牨）（爩（牨）→爞（牨））
（３）（（牨）（爩（牨）∧爞（牨））∧（ （牨）（爩（牨）→爞（牨）））
例  设 爮（牨）：牨是素数；爯（牨）：牨是奇数。试将下列式子译成汉语

（１）（牨）（爮（牨）∧爯（牨））
（２） （牨）（爮（牨）→爯（牨））
（３）（（牨）（爯（牨）∧爮（牨））∧（ （牨）（爯（牨）→爮（牨）））
解 （１）有些素数是奇数。

（２）并非所有素数都是奇数。
（３）有些奇数是素数但并非所有奇数都是素数。

 谓词合式
我们已经知道，简单命题函数经联结词可以构成命题函数。现在定义了全称量词和存在量

词后，那么量词、联结词、简单命题函数应如何组合才能构成一个有意义的、可以作谓词演算的

“合体”呢？我们曾经使用过“带有量词的命题函数”的提法，但这毕竟不是一种严格的说法。下
面给出谓词合式的定义，它表明了量词、联结词和命题函数的组合规则。
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首先把不含任何联结词的命题函数 爮（牨１，牨２，…，牨牕）称为原子公式。
定义 ７２１ 谓词合式由下述各条组成：
（１）原子公式是谓词合式

（２）若 爛是谓词合式，则 爛也是一个谓词合式。
（３）若 爛和 爜都是谓词合式，则（爛∧爜），（爛∨爜），（爛→爜）和（ 幈幇

帲帲

爛 爜）也是谓词合式。
（４）若 爛是谓词合式，牨是 爛中出现的变元，则（牨）爛和（牨）爛都是谓词合式。
（５）只有经过有限次地应用规则（１），（２），（３），（４）所得到的公式是谓词合式。
例如（牨）（爮（牨）→（牪）（爯（牨）∧爛（牨，牪）））是谓词合式。
又如（牨）∧（牪）∨爮（牨，牪）不是谓词合式。
谓词合式也称作谓词公式。

习 题

１试用谓词表达下列命题。

（１）李莉是个教师。

（２）张静是个工程师但不是运动员。

（３）小王不是大学生。

（４）若 牔是奇数，则 ２牔不是奇数。

２用谓词合式表示下列命题。

（１）所有运动员都是大学生。

（２）并非所有大学生都是运动员。

（３）没有一个女同志既是国家选手又是家庭妇女。

（４）所有大学生都喜爱某些歌唱家。

３令 爮（牨）；牨是素数；爠（牨）：牨是偶数；爯（牨）：牨是奇数；爟（牨，牪）：牨整除 牪。
把以下各式译成汉语。

（１）（牨）（ 爟（２，牨）→爯（牨））

（２）（牨）（爯（牨）∧爟（３，牨））

（３）（牨）（爠（牨）→（牪）（爟（牨，牪）→爠（牪）））

（４）（牨）（爮（牨）→（牪）（爠（牪）∧爟（牨，牪）））

（５）（牨）（爯（牨）→（牪）（爮（牪）→ 爟（牨，牪）））

４用谓词合式表示下列命题。

（１）如果两数的乘积为零，则其中至少有一个数为零。

（２）对于每一个实数 牨，必存在一个更大的实数 牪。

（３）对于任意整数 牨，都存在 牪，使得 牨＋牪＝０。

（４）如果一个整数不是奇数，那么它就是偶数。

５设个体域为整数集合，令 爮（牨，牪，牫）：牨＋牪＝牫；爯（牨，牪）：牨＝牪；爠（牨）；牨是偶数。试用谓词合式表示下列

命题。

（１）如果 牨＝牪，且 牨＋牪＝牫，则 牫是偶数。

（２）如果 牨＝２牪，且 ２牨＋牪＝牫，则 牫不是偶数。

 约束元和自由元

在上一节中，我们已经介绍了“约束”的概念，如谓词合式：
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（牨）（爮（牨）→ 爯（牨））
由于全称量词的作用，使得命题函数 爮（牨）→爯（牨）中的 牨不再起变量的作用。或者说，量

词牨约束了 牨的变量的作用。在这种情况下，称变量 牨为“约束出现”，并称 牨为约束元。对
于更复杂的情况，如

（牨）（爮（牨）→ （牪）（爯（牨，牪）∧ 爲（牪）））
容易看到，量词牨起作用的区域是牨后括号中的内容：爮（牨）→（牪）（爯（牨，牪）∧爲

（牪）），称它为牨的作用域或辖域。同样，量词牪的作用域是：爯（牨，牪）∧爲（牪）。在牨的作用
域中，牨是约束元；在牪的作用域中，牪是约束元。所以在这个谓词合式中，牨和 牪都是约束
元。又如

（（牨）（爮（牨，牪）→ 爯（牨）））∨ （（牪）（爲（牪）∧ 爳（牪）））
在这个谓词合式中，量词牨的作用域是：爮（牨，牪）→爯（牨），所以变量 牨是约束出现，是约

束元，但变量 牪不是约束元，称牪是“自由出现”并称牪为自由元。量词牪的作用域是爲（牪）∧
爳（牪），所以 牪是约束元。
由此可见，在谓词合式中，一个变量可以既是约束元，又是自由元。又如

（（牨）（爮（牨，牪）→ 爯（牨）））∧ （（牪）（爯（牪）→ 爲（牨，牪）））
在这个谓词合式中，牨既是约束元又是自由元，牪也是约束元又是自由元。
为了避免由于变量的约束和自由同时出现，引起概念上的混乱，所以可对约束元进行换

名，使得一个变量在一个谓词合式中只呈一种形式（约束或自由）出现。
在对约束元换名时，需遵循以下两个规则：
（１）对约束元（如：牨）换名时，更改的名称范围是牨（或牨）以及牨（或牨）的作用域中

所出现的所有 牨。在牨（或牨）作用域外的部分，不换名。
（２）换名时一定要更改为作用域中没有出现的变量名称。
如：（（牨）爮（牨）→爯（牨，牪）））∧爲（牨，牪）可换名为：（（牫）（爮（牫）→爯（牫，牪）））∧爲（牨，牪）。
对于谓词合式中的自由变元，也可以更改，这种更改称为代入，代入时应对谓词合式中出

现该自由变元的每一处都进行。
例如：（牨）（爮（牪）∧爲（牨，牪））可以更改为：（牨）（爮（牫）∧爲（牨，牫））。
例  指出下面谓词合式的约束元和自由元。
（１）（牨）爮（牨）→爲（牪）
（２）（牨）（爮（牨）∧爯（牪，牫））
（３）（牨）（牪）（爮（牨）∧爯（牪））→（牨）爲（牨）
（４）（（牨）（牨）（爮（牨，牪）→爯（牨，牫）））∨（牫）爲（牨，牫）
解 （１）牨是约束元，牪是自由元。

（２）牨是约束元，牪和 牫是自由元。
（３）牨和 牪都是约束元。
（４）牨是约束元又是自由元，牪是自由元，牫是约束元又是自由元。

例  对下列谓词合式的约束元进行换名。
（１）（（牨（（爮（牨）→爯（牨，牪）））∨（牪）爲（牨，牪）
（２）（牨）（牪）（爮（牨，牪）∧爯（牫））
解 （１）把 牨换名为 牣；牪换名为 牤。经换名后：
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（（牣）（爮（牣）→ 爯（牣，牪））∨ （牤）爲（牨，牤）
（２）把 牨换名为 牣，牪换名为 牤，经换名后：

（牣）（牤）（爮（牣，牤）∧ 爯（牫））

习 题

１对于下面各公式，指出其约束变元和自由变元。

（１）（牨）爮（牨）→爮（牪）

（２）（牨）（爮（牨）∧爯（牨））∧（牨）爳（牨）

（３）（牨）（牪）（爮（牨）∧爯（牪））→（牨）爲（牨，牪）

（４）（牨）（牪）（爮（牨，牪）∧爯（牫））

（５）（牨）（牪）（爮（牨，牪，牫）∧爯（牨，牪））

２对于下列各公式中的约束变元进行换名。

（１）（牨）（爮（牨，牪）→爯（牨））∧爲（牨，牪）

（２）（牨）（爮（牨）∧爯（牨，牪））∧爲（牪）

３对于下列各公式中的自由变元进行代入。

（１）（牪）（爮（牨）∧爲（牨，牪））

（２）（牨）（爮（牨）→爯（牨，牪））∧爲（牨，牪）

 等价式和蕴含式

首先介绍谓词公式等价的定义。
定义 ７４１ 给定两个谓词公式 爛和 爜，设它们有共同的个体域 爠，如果对 爛和 爜的任

一组变元进行赋值，所得命题的真值相同，则称谓词公式 爛和 爜在 爠上等价，记作 爛爜。
定义 ７４２ 给定谓词公式爛，如果在其个体域爠上，对于爛的所有赋值，爛都为真，则称

谓词公式 爛为永真式。
现在讨论谓词演算中的一些等价式和永真蕴含式。
命题演算中的等价公式表和永真蕴含式表都可以推广到谓词演算中使用。例如

（牨）（爮（牨）→ 爯（牨））（牨）（ 爮（牨）∨ 爯（牨））
（（牨）（爮（牨）→ 爯（牨）））∧ （牪）爮（牪））

 （（牨）（爮（牨）→ 爯（牨））∨ （（牪）爮（牪））
下面主要讨论量词与联结词之间的关系。
（一）量词与否定 之间的关系
量词与否定有以下关系：

（牨）爮（牨）（牨）（ 爮（牨））
（牨）爮（牨）（牨）（ 爮（牨））

对这两个等价式，我们不作严格的证明，以实例说明之。如以下两个命题：
（１）并非所有数都是整数。
（２）存在一些数，不是整数。

显然，这两个命题的含义是完全相同的。如果令

爮（牨）： 牨是整数
那么命题（１）可写作
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（牨）爮（牨）
命题（２）可写作：

（牨）（ 爮（牨））
所以有

（牨）爮（牨）（牨）（ 爮（牨））
同样可说明：

（牨）爮（牨）（牨）（ 爮（牨））
（二）量词与联结词∨，∧的关系。
对于量词与联结词∧，量词与联结词∨有以下结论：

（牨）（爛（牨）∧ 爜（牨））（牨）爛（牨）∧ （牨）爜（牨）
（牨）（爛（牨）∨ 爜（牨））（牨）爛（牨）∨ （牨）爜（牨）

我们仍举例说明之。对于以下两命题：
（１）所有人都戴白帽子并且所有人都穿红衣服。
（２）所有人都戴白帽子并且都穿红衣服
显然，这两个命题的含义是完全相同的。如果令

爛（牨）：牨是戴白帽子的人

爜（牨）：牨是穿红衣服的人
那么命题（１）可写作：

（牨）爛（牨）∧ （牨）爜（牨）
命题（２）可写作：

（牨）（爛（牨）∧ 爜（牨））
所以有

（牨）（爛（牨）∧ 爜（牨））（牨）爛（牨）∧ （牨）爜（牨）
同样可说明

（牨）（爛（牨）∨ 爜（牨））（牨）爛（牨）∨ （牨）爜（牨）
但对于量词与联结词∨，量词与联结词∧却是以下关系：

（牨）爛（牨）∨ （牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）∨ 爜（牨））
（牨）（爛（牨）∧ 爜（牨））（牨）爛（牨）∧ （牨）爜（牨）

先来说明第一个永真蕴含式。如果 爛（牨）和 爜（牨）的设定与上述相同。那么命题（牨）爛
（牨）∨（牨）爜（牨）可表示为：
所有人戴白帽子或者所有人穿红衣服。

如果这个命题取值为真，显然，命题（牨）（爛（牨）∨爜（牨））即：
所有人戴白帽子或穿红衣服。

的取值也为真。于是有

（牨）爛（牨）∨ （牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）∨ 爜（牨））
但反之不然。为了说明问题，我们把个体域缩小到仅有两个人的集合｛牃，牄｝，其中

牃是戴白帽子但不穿红衣服的人。
牄是穿红衣服但不戴白帽子的人。

显然，在这个个体域上（牨）（爛（牨）∨爜（牨））取值为真。而因为（牨）爛（牨）和（牨）爜（牨）都取值
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为假。所以

（牨）爛（牨）∨ （牨）爜（牨）取值为假。
由此可见，（牨）（爛（牨）∨爜（牨））燉（牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）所以（牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）

燉（牨）（爛（牨）∨爜（牨）），仅有（牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）∨爜（牨））。
同样可说明：

（牨）（爛（牨）∧ 爜（牨））（牨）爛（牨）∧ （牨）爜（牨）
利用上述等价式和永真蕴含式，可以推导出很多其它等价式和永真蕴含式。
例  证明（牨）（爛（牨）→爜（牨））（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）
证明 （牨）（爛（牨）→爜（牨））（牨）（ 爛（牨）∨爜（牨））

（牨） 爛（牨）∨（牨）爜（牨） （牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）
（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）

例  证明（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）→爜（牨））
证明 （牨）爛（牨）→（牨）爜（牨） （牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）

（牨） 爛（牨）∨（牨）爜（牨）（牨）（ 爛（牨）∨爜（牨））
（牨）（爛（牨）→爜（牨））。

下面把常用的等价式和永真蕴含式列表如下：
爠１ （牨）（爛（牨）∨爜（牨））（牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）

爠２ （牨）（爛（牨）∧爜（牨））（牨）爛（牨）∧（牨）爜（牨）

爠３ （牨）爛（牨）（牨） 爛（牨）

爠４ （牨）爛（牨）（牨） 爛（牨）

爠５ （牨）（爛∨爜（牨））爛∨（牨）爜（牨）

爠６ （牨）（爛∧爜（牨））爛∧（牨）爜（牨）

爠７ （牨）（爛（牨）→爜（牨））（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）

爠８ （牨）爛（牨）→爜（牨）（爛（牨）→爜）

爠９ （牨）爛（牨）→爜（牨）（爛（牨）→爜）

爠１０ 爛→（牨）爜（牨）（牨）（爛→爜（牨））

爠１１ 爛→（牨）爜（牨）（牨）（爛→爜（牨））

爤１ （牨）爛（牨）∨（牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）∨爜（牨））

爤２ （牨）（爛（牨）∧爜（牨））（牨）爛（牨）∧（牨）爜（牨）

爤３ （牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）→爜（牨））

爤４ （牨）（爛（牨）→爜（牨））（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）

爤５ （牨）（爛（牨幈幇

帲帲

） 爜（牨））（牨）爛（牨幈幇

帲帲

） （牨）爜（牨）

（三）多个量词的使用
这里仅对两个量词的情况进行讨论，多个量词的情况是类似的。
对于二元谓词，如果不考虑自由元，可以有 ８种情况。
（牨）（牪）爮（牨，牪） （牪）（牨）爮（牨，牪）
（牨）（牪）爮（牨，牪） （牪）（牨）爮（牨，牪）
（牨）（牪）爮（牨，牪） （牪）（牨）爮（牨，牪）
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（牪）（牨）爮（牨，牪） （牨）（牪）爮（牨，牪）
显然，命题“对于所有的 牨和对于所有的 牪，爮（牨，牪）”和命题“对于所有的 牪和对于所有的

牨，爮（牨，牪）”的含义是完全相同的，所以有：
（牨）（牪）爮（牨，牪）（牪）（牨）爮（牨，牪）

同理有：
（牨）（牪）爮（牨，牪）（牪）（牨）爮（牨，牪）

但是（牨）（牪）爮（牨，牪）和（牪）（牨）爮（牨，牪）的含义却不尽相同。例如令

爮（牨，牪）： 牨＋ 牪＝ ０
那么（牨）（牪）爮（牨，牪）表示命题：

“对于所有的 牨，存在着 牪，使得 牨＋牪＝０。”
显然，这是个真命题（只要取 牪＝－牨即可）。
但（牪）（牨）爮（牨，牪）所表示的命题：“存在着 牪，使得对于一切 牨都有 牨＋牪＝０”是个假

命题，这样的 牪不存在。
由此可见，有多个量词的谓词公式中，全称量词与存在量词的顺序不能随意更换。
对于两个量词的谓词公式，有如下一些永真蕴含式：

（牨）（牪）爮（牨，牪）（牪）（牨）爮（牨，牪）
（牪）（牨）爮（牨，牪）（牨）（牪）爮（牨，牪）
（牪）（牨）爮（牨，牪）（牨）（牪）爮（牨，牪）
（牨）（牪）爮（牨，牪）（牪）（牨）爮（牨，牪）
（牨）（牪）爮（牨，牪）（牪）（牨）爮（牨，牪）
（牪）（牨）爮（牨，牪）（牨）（牪）爮（牨，牪）

（四）前束范式
为了把谓词公式的表示形式规范化，在谓词逻辑中也有多种范式表示，其中最常用的是前

束范式。
定义 ７４３ 在谓词公式中，如果所有量词都出现在公式的最前面，且它们的辖域为整个

公式，则称此谓词公式为前束范式。
例如，下列谓词公式：

（牨）（牪）（牘（牨，牪）→ 爯（牨，牪））
（牨）（牪）（牫）（牘（牨）∧ 爯（牪）∧ 爲（牫））

（牨）（牪）（牘（牨，牪）∨ 爯（牨，牪））
都是前束范式。
但下列谓词公式：

（牨）（牘（牨）→ （牪）爯（牨，牪））
（牨）（牪）（牘（牨，牪）∨ 爯（牨））

不是前束范式。
把谓词公式转化为前束范式，一般采用以下步骤：
（１）先把公式中的联结词都转化为 ，∨，∧。
（２）使用量词的转换律和摩根律，把公式中的否定“ ”都移到简单命题函数的前面。
（３）利用约束元的换名规则和自由元的代入规则，使所有约束元和自由元均不同名。
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（４）把所有量词以在公式中出现的顺序移到公式的最前面。
例如，求下列谓词公式的前束范式。
（１）（牨）爮（牨）∧ （牨）爯（牨）
（２）（牨）爮（牨）→（牨）爯（牨）
（３）（（牨）爮（牨）∨（牪）爯（牪））→（牨）爲（牨）
（４）（牨）（牪）（牫）（爮（牨，牪）∧爮（牪，牫））→（牫）爯（牨，牪，牫）
解（１）（牨）爮（牨）∧ （牨）爯（牨）

（牨）爮（牨）∧（牨） 爯（牨）
（牨）（爮（牨）∧ 爯（牨））

（２）（牨）爮（牨）→（牨）爯（牨）
 （牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨）
（牨） 爮（牨）∨（牨）爯（牨）
（牨） 爮（牪）∨（牪）爯（牪）
（牨）（ 爮（牨）∨（牪）爯（牪））
（牨）（牪）（ 爮（牨）∨爯（牪））

（３）（（牨）爮（牨）∨（牪）爯（牪））→（牨）爲（牨）
 （（牨）爮（牨）∨（牪）爯（牪））∨（牨）爲（牨）
（ （牨）爮（牨）∧ （牪）爯（牪））∨（牨）爲（牨）
（（牨） 爮（牨）∧（牪） 爯（牪））∨（牨）爲（牨）
（（牨） 爮（牨）∧（牪） 爯（牪））∨（牫）爲（牫）
（牨）（牪）（牫）（（ 爮（牨）∧ 爯（牪））∨牜（牫））

（４）（牨）（牪）（（牫）（爮（牨，牫）∧爮（牪，牫））→（牫）爯（牨，牪，牫）
（牨）（牪）（ （牫）（爮（牨，牫）∧爮（牪，牫））∨（牫）爯（牨，牪，牫）
（牨）（牪）（（牫）（ 爮（牨，牫）∨ 爮（牪，牫））∨（牫）爯（牨，牪，牫））
（牨）（牪）（（牫）（ 爮（牨，牫）∨ 爮（牪，牫））∨（牥）爯（牨，牪，牥））
（牨）（牪）（牫）（牥）（ 爮（牨，牪）∨ 爮（牪，牫）∨爯（牨，牪，牥））

 谓词演算的推理理论

由于谓词演算中的很多等价式和永真蕴含式，都是命题演算中有关公式的推广，所以命题
演算中的推理规则，如 爮、爴和 爞爮规则等都可在谓词的推理理论中使用。但是在谓词推理中，
某些前提与结论可能受量词的限制，为了便于使用命题演算的推理规则，必须在推理过程中有
消去和添加量词的规则。下面就介绍有关规则。

（一）全称指定规则（ＵＳ）
（牨）爮（牨）爮（牅）

全称指定规则也称 ＵＳ规则，规则表明从（牨）爮（牨）可推出 爮（牅），其中 牅是任意的个体。
由于（牨）爮（牨）表明谓词 爮（牨）对于任意的 牨均成立，所以对于任意的个体 牅，爮（牅），也成立。

ＵＳ规则就是日常推理中，从一般到特殊的推理方法。
（二）全称推广规则（ＵＧ）
全称推广规则也称 ＵＧ规则。
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规则表明如果对于个体域中的任意个体 牅，爮（牅）都成立，那么就有（牨）爮（牨）成立。这里
特别重要的是对 牅的“任意性”必须保证。
全称推广规则是给谓词添加量词。
（三）存在指定规则（ＥＳ）

（牨）爮（牨）→ 爮（牅）
存在指定规则也称 ＥＳ规则，规则表明从（牨）爮（牨）可推出 爮（牅）。但要注意，这时 牅不是

任意的，牅是个体域中某些确定的个体。
（四）存在推广规则（ＥＧ）
存在推广规则也称 ＥＧ规则。规则表明如果对于个体域中某一个个体 牅，使 爮（牅）成立，则

（牨）爮（牨）成立。
存在推广规则是给谓词添加量词。
例  证明苏格拉底论述。
解 令爩（牨）： 牨是人

爣（牨）： 牨是要死的

爳： 苏格拉底（个体词）
于是要证明：
所有的人都是要死的

苏格拉底是人

所以，苏格拉底是要死的
即证明：（牨）（爩（牨）→爣（牨））∧爩（牞）爣（牞）

（１）（牨）（爩（牨）→爣（牨）） Ｐ（引入前提）
（２）爩（牞）→爣（牞） ＵＳ，１
（３）爩（牞） Ｐ
（４）爣（牞） Ｔ，２，３

例  证明（牨）（爛（牨）→爜（牨））∧（牨）爛（牨）（牨）爜（牨）
证明 （１）（牨）爛（牨） Ｐ

（２）爛（牅） ＥＳ，１
（３）（牨）（爛（牨）→爜（牨）） Ｐ
（４）爛（牅）→爜（牅） ＵＳ，３
（５）爜（牅） Ｔ，２，４
（６）（牨）爜（牨） ＥＧ，５

例 证明（牨）（爛（牨）→爜（牨）∧爞（牨）），（牨）（爛（牨）∧爢（牨））（牨）（爞（牨）∧爢（牨））
证明 （１）（牨）（爛（牨）∧爢（牨）） Ｐ

（２）爛（牅）∧爢（牅） ＥＳ，１
（３）（牨）（爛（牨）→爜（牨）∧爞（牨）） Ｐ
（４）爛（牅）→爜（牅）∧爞（牅） ＵＳ，３
（５）爛（牅） Ｔ，２
（６）爜（牅）∧爞（牅） Ｔ，４，５
（７）爢（牅） Ｔ，２
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（８）爞（牅） Ｔ，６
（９）爞（牅）∧爢（牅） Ｔ，７，８
（１０）（牨）（爞（牨）∧爢（牨）） ＥＧ，９

例  （牨）（爮（牨）∨爯（牨））（牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨）
证明 因为（牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨） （牨）爮（牨）→（牨）爯（牨）所以可用 爞爮规则，即

证：
（牨）爮（牨），（牨），（爮（牨）∨ 爯（牨））（牨）爯（牨）

（１）（牨）（爮（牨）∨爯（牨）） Ｐ
（２）爮（牅）∨爯（牅） ＥＳ，１
（３） 爮（牅）→爯（牅） Ｅ，２
（４） （牨）爮（牨） Ｐ
（５）（牨） 爮（牨） Ｅ，４
（６） 爮（牅） ＵＳ，５
（７）爯（牅） Ｔ，３，６
（８）（牨）爯（牨） ＥＧ，７

例  证明：所有有理数是实数，某些有理数是整数，所以有些实数是整数。
证明 令爲（牨）： 牨是实数

爯（牨）：牨是有理数

爤（牨）：牨是整数
需证：（牨）（爯（牨）→爲（牨）），（牨）（爯（牨）∧爤（牨））（牨）（爲（牨）∧爤（牨））

（１）（牨）（爯（牨）∧爤（牨）） Ｐ
（２）爯（牅）∧爤（牅） ＥＳ，１
（３）爯（牅） Ｉ，２
（４）（牨）（爯（牨）→爲（牨）） Ｐ
（５）爯（牅）→爲（牅） ＵＳ，４
（６）爲（牅） Ｉ，３，５
（７）爤（牅） Ｉ，２
（８）爲（牅）∧爤（牅） Ｉ，６，７
（９）（牨）（爲（牨）∧爤（牨）） ＥＧ，８

习 题

１证明下列各式。

（１）（牨）（ 爛（牨）→爜（牨）），（牨） 爜（牨）（牨）爛（牨）

（２）（牨）爛（牨）→（牨）爜（牨）（牨）（爛（牨）→爜（牨））

（３）（牨）（爮（牨）∨爯（牨））（牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨）

２用 爞爮规则证明：

（１）（牨）（爮（牨）→爯（牨））（牨）爮（牨）→（牨）爯（牨）

（２）（牨）（爮（牨）∨爯（牨））（牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨）

（３）（牨）（爮（牨）→ 爯（牨）），（牨）（爯（牨）∨爲（牨）），（牨） 爲（牨）（牨） 爮（牨）

３证明：所有哺乳动物都是脊椎动物，狗是哺乳动物，所以狗是脊椎动物。
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４证明：三角函数都是周期函数，有些三角函数是连续函数，所以有些周期函数是连续函数。

第 章 综 合 练 习

选择正确答案，将选择项的序号写在空格内。

１设 爛（牨）：牨是大学生，爜（牨）：牨要考试，爞（牨）：牨爱唱歌。那么

（１）所有大学生都要参加考试。符号化为 。

（２）有些大学生爱唱歌。符号化为 。
供选择项：

爛 （牨）（爛（牨）→爜（牨） 爜 （牨）（爛（牨）∧爜（牨））

爞 （牨）（爛（牨）∧爜（牨）） 爟 （牨）（爛（牨）→爜（牨））

２令 爲（牨）：牨是实数，爯（牨）：牨是有理数，下列命题：

（１）并非每个实数都是有理数。符号化为 。

（２）虽然有些实数是有理数，但未必一切实数都是有理数。符号化为 。
供选择项：

爛 （牨） （爲（牨）∧爯（牨）） 爜 （牨）（爲（牨）→爯（牨））

爞 （牨）（爲（牨）∧爯（牨））∧ （（牨）（爲（牨）→爯（牨）））

爟 （（牨）（爲（牨）∧爯（牨））∧（（牨）（爲（牨）→爯（牨）））

３对于下列各式

（１）（牪）（牨）爛（牨，牪）

（２）（牨）（牪）爛（牨，牪）

（３）（牨）（牪）爛（牨，牪）

（４）（牨）（牪）爛（牨，牪）
存在着 。
供选择项：

爛 （１）（２），（２）（３） 爜 （２）（１），（３）（４） 爞 （１）（３），（４）（３）

爟 （４）（１），（１）（３） 爠 （１）（３），（２）（４）

４对于下列各式

（１）（（牨）（爮（牨）∨爯（牨）））→（（牨）爮（牨）∨（牨）爯（牨））

（２）（（牨）（爛（牨）→爜（牨））∧爛（牅））→爛（牅）

（３）（（牨）（ 爛（牨）→爜（牨））∧（牨） 爜（牨））→（牨）爛（牨）

（４）（（牨）（爮（牨）∧爯（牨）））→（（牨）爮（牨）→ 爯（牨））
其中 是永真式。
供选择项：

爛 （１），（４） 爜 （１），（３），（４）

爞 （２），（３），（４） 爟 （１），（２），（３）

爠 （２），（４） 爡 （１），（２），（３），（４）
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