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序

在鲁棒控制方法中，爣∞ 控制理论是比较成功的体系。爣∞ 设

计方法已经用于解决航空、航天、机械、化工等诸多领域的控制问

题，应用领域的需求使得数值方法的重要性日益增加。这与“科学

计算已经同理论与实验共同构成当代科学研究三大支柱”的趋势

是一致的。
近年来，随着系统控制理论的发展，求解控制问题的算法也日

趋成熟，并出现了许多可用于解决工程实际问题的控制系统设计

软件包。但是，由于系统复杂程度和规模的增加，控制系统设计的

算法也面临着许多新的挑战。不仅仅是 爣∞控制问题，即使是极点

配置、ＬＱ控制这样相对经典的问题，其数值求解算法也有重新审

视和改进的必要，因此需要从新的角度理解和研究控制系统设计

中的计算问题。结构力学与控制理论的相互模拟为此提供了一条

新的途径。对偶变量体系的引入改变了以往弹性力学中大量运用

半逆凑合法的传统而导向理性的求解方法；反之，基于对偶变量体

系的结构力学方法也被用于求解 爣∞ 控制和滤波中的计算问题，
而且对于连续和离散系统、有限和无限时间控制问题，其求解方法

本质上是统一的，这本书的内容也反映了这一特点。现代控制理论

奠基于对偶变量体系之上，而将应用力学的方法引入到控制理论，
则可以使其中的一些基本问题的求解得到重要推进。

当代科技发展的一个突出特点是不同学科之间的相互渗透，
具备多方面良好性能指标的工程系统的设计必然需要不同领域科

研人员的合作。智能化材料、智能化结构、智能化系统就充分体现



了这一发展方向，其中控制理论与技术所起的核心作用是不言而

喻的。当然，工程系统的设计必然需要通过科学计算得到的结果。
因此本书在介绍 爣∞ 控制的基本理论的同时，更强调数值求解算

法，而这些算法则来源于结构力学。这对于理解不同学科之间的联

系和自觉地综合运用各学科的知识进行系统的分析和设计是有益

的。
控制理论还有分散控制、系统参数识别、自适应系统等方面的

课题。对此，学科相互间的渗透融合、新的方法论将会有更大的意

义。本书也是学科渗透和新方法论方面的产物。同时也表明在这

方面控制理论的发展还留有很大的空间。

２００３年 ８月

·· 线性鲁棒控制的理论与计算



前 言

作者 １９９８年 ９月到大连理工大学博士后流动站工作，在钟万

勰院士的指导下开始 爣∞控制理论及控制系统设计算法等方面的

研究工作。本书就是以此期间的研究工作报告为基础加以充实和

整理完成的。
系统的鲁棒性始终是反馈控制系统设计的核心问题之一。作

为目前解决鲁棒控制问题比较完善的理论体系，爣∞ 控制 理 论 的

实际应用还需要辅之以方便可靠的数值求解方法，以 ＭＡＴＬＡＢ
工具箱为代表的控制系统 ＣＡＤ软件中集成了诸多的算法，提供

了相当强大的控制系统分析与设计功能。但是，目前仍然有一些基

本的计算问题需要进一步研究，如复杂大系统控制问题，有限时间

控制问题等，而对已有的方法也有重新认识的必要。作者认为，研

究和解决同一个问题可以有不同的方法，而方法的不同则源于对

问题本质不同角度和程度的理解与认识，爣∞ 控制系统设 计 中 的

计算问题也是如此。
结构力学与最优控制的模拟理论为理解与研究控制问题提供

了一条新的途径，本书以这一理论多年来的研究成果为基础，力求

发展形式统一的 爣∞系统设计算法。书中分别介绍了离散系统 爣∞

控制和滤波问题、连续系统 爣∞控制和滤波问题的基本理论，并通

过建立 爣∞ 控制与滤波系统的最优 爣∞ 范数、Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统特征

值、两类变量广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商三者之间的联系，阐述了 爣∞优化设

计问题的新内涵。以此为基础，介绍了概念清晰、形式统一的求解

爣∞ 设计问题的数值方法。当然，限于作者的水平，在基于新的理



论研究解决问题的过程中难免会出现一些不恰当乃至不正确的方

法和结论，在此诚恳地希望各位同行给予批评和指正。
作者希望在此表达对导师钟万勰院士真诚的感谢。作者到大

连理工大学工作以来，钟万勰院士在学术研究中不断给予作者及

时的指导和帮助，使作者能够尽快在新的领域起步。钟万勰院士审

阅了本书的初稿，并提出了许多宝贵的修改意见。作者的研究工作

还得到了钱令希院士、林家浩教授的关心和指导，在此表示诚挚的

谢意。另外，本书第九章是钟万勰院士、高强同学和作者合作的最

新研究成果，在此感谢他们同意将此作为本书的一部分。同时还要

感谢作者的导师马兴瑞教授和王本利教授，他们培养了作者从事

科学研究工作的基本素质，并始终对作者的工作给予关心和帮助。
作者的研究工作得到了中国空间技术研究院、中国博士后科

学基金的资助，本书的出版得到了大连市学术专著出版基金、大连

理工大学工程力学系以及大连理工大学学术著作出版 基 金 的 资

助，在此表示诚挚的谢意。
作者同时感谢大连理工大学博士后流动站、大连理工大学工

程力学系的各位老师、同学和朋友，作者能够顺利完成博士后期间

的研究和本书的写作，与他们对作者及家人生活上的关心和工作

上的帮助是分不开的。

吴志刚

２００３年 ８月

·· 线性鲁棒控制的理论与计算
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第一章 线性鲁棒控制基础

反馈控制系统的设计中，控制系统的鲁棒性始终是一个核心

问题。控制系统的鲁棒性是指系统承受外界扰动及受控对象模型

不确定性影响的能力。经典的频率域方法在一定程度上能够比较

方便地处理单变量控制系统的鲁棒性问题，但在处理多变量控制

系统的分析与综合问题时往往比较困难。工程实际的需要与计算

技术的发展促进了控制理论从单变量频率域控制向以状态空间法

为标志的多变量控制的发展。以 ＬＱＧ控制为代表的现代线性控

制理论可以较好地解决多变量控制系统的分析与综合问题，在某

些领域也有成功的应用；但是当受控对象模型存在误差时，ＬＱＧ
控制系统的鲁棒稳定性有可能会很差。这是因为现代控制理论完

全依赖于受控对象的精确数学模型，这样设计的控制系统只对数

学模型保证预期的性能指标，而设计指标在实际受控对象上能否

真正实现则取决于数学模型的精确程度。而实际工程中往往不可

避免地存在各种不确定因素，因此受控对象的精确模型几乎是不

可能得到的，上述因素在一定程度上限制了这种设计方法的应用。
近二十多年来，多变量系统的鲁棒控制问题始终是控制理论与应

用领域的一个主要研究内容。在各种鲁棒控制系统设计方法中，２０
世纪 ８０年代起逐渐发展起来的 爣∞ 控制理论是目前解决鲁棒控

制问题比较成功而完善的理论体系，而且已经出版了一些很好的

教材与专著［１～７］。本书在介绍 爣∞控制理论的基本内容的基础上，
着重研究系统设计中的计算问题。

为了方便阅读，本章将首先介绍鲁棒控制的基本概念及 爣∞

控制系统设计的基本思想，还将介绍多变量线性系统分析、ＬＱＧ



控制、变分法、微分方程和差分方程特征值的基础知识，作为本书

后续章节的基础。本章对上述基础知识的介绍主要基于参考文献

１～５，２９～３３。

１．１ 鲁棒控制的基本问题

．． 系统不确定性描述

面向应用的鲁棒控制理论应当首先提供对系统的不确定性、
系统的静态和动态性能及系统鲁棒性的量化描述方法，然后才可

以利用相应的优化方法解决系统的控制问题。鲁棒控制系统设计

不仅是针对某一单个控制对象模型进行的，而且是面向某一个集

合的控制对象模型来进行的，所设计的控制系统对属于这个集合

的所有控制对象均应该保证稳定性和预定的性能指标。因此鲁棒

控制理论首先要研究的是不确定性系统的描述问题，本节简要介

绍系统不确定性的描述方法。本节及 １．１．２，１．１．３的主要内容基

于文献 ４，５。
以图 １．１所示的反馈控制系统为例，其中 爮（牞）为控制对象的

○→
牜 牉→ → →

↓
爦（牞） 爮（牞） ○ →

牤

↑
－

牫

图 １．１ 反馈控制系统

传递函数模型，爦（牞）为控制器的传递函数模型。通常的控制系统

设计方法并不在模型中描述不确定性，这样的 爮（牞）称为控制对象

的公称模型（标称模型）。鲁棒控制理论则在系统模型建立阶段就

考虑这种不确定性，并给出定量描述。不确定性系统的描述包括公

称模型和不确定性两个方面。不确定性亦可分为非结构不确定性

和结构不确定性两大类。非结构不确定性用于表示结构不明确的
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不确定性，例如频率响应位于复平面上某个集合内的不确定性。而

结构不确定性则用于表示控制对象和不确定性之间的结构关系非

常明确的不确定性，例如控制对象中有限个参数的不确定性。一个

不确定性系统的描述包括三个方面的内容：公称模型；描述不确定

性的摄动及其与公称模型的关系；摄动的最大值。据此我们可以用

一个非结构化集合或结构化集合来描述一个不确定性系统。
现在要考虑图 １．１中受控对象的模型误差，设误差的形式如

图 １．２中所示，即系统模型具有加法不确定性，则实际控制对象的

传递函数模型可以表述为

爮爛（牞）＝爮（牞）＋Δ（牞） （１．１．１）

○→
牜 牉→ 爦（牞）

Δ（牞）

→ →
↓

爮（牞） ○ →
牤

↑
－

牫

图 １．２ 具有加法不确定性的反馈控制系统

其中，Δ（牞）是模型不确定性的加法摄动，牞∈﹤，﹤表示复数集合。对

于单输入单输出系统，可以假设 Δ（牞）满足

燏Δ（ｊ犽）燏≤燏爾（ｊ犽）燏，犽∈ （１．１．２）
其中，表示实数集合，而 爾（牞）是加法摄动 Δ（牞）的最大值。因为

这 里并没有给出 Δ（牞）的具体结构，所以称之为非结构不确定性。
实际的控制对象则属于下面的非结构化集合

爺爛＝｛爮（牞）＋Δ（牞）：燏Δ（ｊ犽）燏≤燏爾（ｊ犽）燏，犽∈爲｝（１．１．３）
这个非结构化集合同时描述了公称模型、表示不确定性的摄动及

其与公称模型的关系以及摄动的最大值等要素，符合对不确定性

系统描述所要求的三个方面的内容。现在介绍一个简单的结构化

集合的例子，如果实际控制对象的传递函数模型为

爮爛（牞）＝ １
牞２＋牃牞＋１ （１．１．４）
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其中，参数 牃在某个区间［牃ｍｉｎ，牃ｍａｘ］内变化，那么这个控制对象属

于下列结构化集合

爺爛＝ １
牞２＋牃牞＋１：牃∈［牃ｍｉｎ，牃ｍａｘ｛ ｝］ （１．１．５）

．． 控制系统的鲁棒性

稳定性、渐进调节、动态特性和鲁棒性是对反馈控制系统设计

的基本要求，以往的控制系统设计理论中大多只强调前三个方面

而忽视了对控制系统鲁棒性的要求。下面分别对系统设计中这几

个方面的基本要求作简单介绍。
稳定性是控制系统设计的最基本要求，可分为内部稳定性和

外部稳定性（输入输出稳定性）两种。前者是指控制系统从工作点

附近任意初始状态出发的轨迹在时间趋于无穷时收敛于工作点，
后者则是指系统在有界输入的情况下产生有界的输出，因此是一

个比内部稳定性弱的概念。
渐进调节特性反映的是控制系统的稳态性能，对于图 １．１所

示系统，渐进调节是指对于一类给定的参考输入 牜和外部扰动 牤，
所设计的系统必须能够保证稳态误差为 ０，即

ｌｉｍ
牠→∞

牉（牠）＝ｌｉｍ
牠→∞

［牜（牠）－牫（牠）］＝０ （１．１．６）

其中 牉是参考输入 牜与控制对象输出 牫之差。
动态特性是对反馈系统的目标跟踪特性和扰动抑制特性等指

标的要求。对系统目标跟踪特性的要求一般可以通过使系统满足

阶跃激励下的上升时间、超调量、调节时间等设计指标来达到。对

于扰动抑制特性，则是要求扰动的瞬态响应尽可能小。另外，对动

态特性的要求也可以用一组频率指标表示，此时对动态特性的要

求是对有关函数频率特性的要求。
反馈控制系统的鲁棒性是指系统在某一类特定的不确定性条

件下具有使系统的稳定性、渐进调节能力和动态特性保持不变的

特性，因此控制系统的鲁棒性包含了鲁棒稳定性、鲁棒渐进调节和
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鲁棒动态特性三个方面的内容。鲁棒稳定性是指系统在一组不确

定性的作用下仍然能够保证反馈系统的稳定性；鲁棒渐进调节是

指在一组不确定性的影响下仍然可以实现控制系统的渐进调节功

能。鲁棒动态特性通常也称为灵敏度特性，即要求动态特性不受不

确定性的影响。
实际控制问题的不确定性往往是有界的，鲁棒控制系统设计

中一般假定不确定性在一个可能的范围内变化，要求所设计的控

制器在这个不确定性范围内能使控制系统的稳定性和性能指标均

保持不变。因此鲁棒控制系统设计的基本思想是找到不确定性变

化的范围，并在这个范围内进行最坏情况下的系统设计。对于实际

控制系统设计，确定系统中模型不确定性和外扰不确定性的变化

范围是一个非常重要的问题。
．． 基于 ┘∞性能指标的控制系统设计

爣∞ 控制系统设计的主导思想是极小化系统某个特定的闭环

频响函数的峰值［４］［８］。下面通过一个简单的例子来说明这个问题，
仍然考虑图 １．１中所示的单输入单输出（ＳＩＳＯ）系统，该系统的开

环和闭环频率特性分别为

爢爦（ｊ犽）＝爮（ｊ犽）爦（ｊ犽） （１．１．７）

爢爜（ｊ犽）＝ 爮（ｊ犽）爦（ｊ犽）
１＋爮（ｊ犽）爦（ｊ犽） （１．１．８）

按照经典的频域控制理论，可以通过设计控制器 爦来调整系统的

开环频率特性 爢爦，使得闭环频率特性 爢爜 满足预定的性能指标。如

果实际控制对象的频响函数为

爮（ｊ犽）＝爮０（ｊ犽）＋Δ爮（ｊ犽） （１．１．９）
其中 爮０（ｊ犽）为设计中所使用的标称模型，Δ爮（ｊ犽）表示模型与实际

对象之间的误差，那么相应地开环和闭环频率特性也具有误差

Δ爢爦（ｊ犽）＝爢爦（ｊ犽）－爢爦０（ｊ犽） （１．１．１０ａ）

Δ爢爜（ｊ犽）＝爢爜（ｊ犽）－爢爜０（ｊ犽） （１．１．１０ｂ）
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其中开环和闭环频率特性的标称值分别为

爢爦０（ｊ犽）＝爮０（ｊ犽）爦（ｊ犽） （１．１．１１ａ）

爢爜０（ｊ犽）＝
爮０（ｊ犽）爦（ｊ犽）

１＋爮０（ｊ犽）爦（ｊ犽） （１．１．１１ｂ）

即使在系统设计时没能精确地考虑模型误差引起的开环频率特性

的偏差，但如果由此而引起的闭环特性的偏差足够小，那么模型误

差对实际系统闭环性能的影响也不会太大。这是因为

Δ爢爜（ｊ犽）
爢爜（ｊ犽）＝ １

１＋爮０（ｊ犽）爦（ｊ犽）
Δ爢爦（ｊ犽）
爢爦（ｊ犽） （１．１．１２）

现在定义干扰 牤到输出 牫的闭环传递函数为

爳（牞）＝ １
１＋爮０（牞）爦（牞） （１．１．１３）

这个传递函数可以描述开环特性的相对偏差 Δ爢爦燉爢爦 到闭环特性

相 对偏差 Δ爢爜燉爢爜 的增益。通过设计控制器 爦 使 爳的增益足够

小，就可以将闭环频率特性的偏差抑制在工程允许的范围内。定义

此传递函数的 爣∞范数为

‖爳‖∞＝ｓｕｐ
犽∈爲

燏爳（ｊ犽）燏 （１．１．１４）

如果能使 爳的峰值比较小，则 爳在所有频率上的值都会比较小，
从而可以抑制所有频率成分的干扰。

如果干扰 牤的频率成分未知但能量有限，即

‖牤‖２
２＝∫

∞

－∞
牤２（牠）ｄ牠 （１．１．１５）

是有限值，其中‖牤‖２表示信号 牤的 ２－范数。可以定义从输入 牤
到输出 牫的系统诱导范数（ｉｎｄｕｃｅｄｎｏｒｍ）为

‖爳‖＝ ｓｕｐ
‖牤‖２＜∞

‖牫‖２

‖牤‖２
（１．１．１６）

利用 Ｐａｒｓｅｖａｌ定理可以证明

‖爳‖＝‖爳‖∞ （１．１．１７）
所以 爣∞范数‖爳‖∞可以描述干扰输入信号的能量到输出信号的
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能量之间的最大增益，也就是系统的诱导范数，爣∞ 优化设计就是

极小化系统的这个诱导范数。
．． ┘∞系统设计中的计算问题

爣∞ 控制理论的发展经历了基于系统传递函数矩阵描述的设

计阶段和直接在状态空间描述上进行设计的阶段。根据系统描述

方式的不同，爣∞ 控制系统设计方法也被分为频域法和时 域 法 两

类。这两类方法都适用于线性定常系统的 爣∞优化设计问题，但时

变系统、非线性系统的 爣∞ 优化设计则必须以状态空间描述为基

础。随着研究的深入和理论的逐渐成熟，爣∞设计方法被用于解决

航空、航天、机械、化工等诸多领域的控制系统设计问题。应用领域

的需求使得数值方法研究的重要性也日益增强，在一些算法已经

形成商业软件包的基础上，仍然不断有新的算法发表［９］［１０］。
频域法以系统的传递函数矩阵描述为基础，虽然解的表达形

式简单明了，但求解过程繁琐，解法的物理意义不太明确，控制器

阶次也较高。时域法则以系统的状态空间描述为基础，通过求解适

当 的 Ｒｉｃｃａｔｉ（黎卡提）方程实现系统设计，具有设计过程简单、计

算量少、控制器阶次较低、结构特性明显等特点［３］［４］。典型的 爣∞控

制 系 统 设 计 软 件 包 如 ＭＡＴＬＡＢ中 的 ＲｏｂｕｓｔＣｏｎｔｒｏｌＴｏｏｌｂｏｘ
（鲁棒控制工具箱）和 犨ＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＳｙｎｔｈｅｓｉｓＴｏｏｌｂｏｘ（犨分析

与综合工具箱）就采用了时域设计方法［１１］。ＭＡＴＬＡＢ中的 ＬＭＩ
Ｔｏｏｌｂｏｘ（线性矩阵不等式工具箱）提供了通过求解线性矩阵不等

式 实 现 系 统 设 计 的 软 件 包，是 近 年 来 比 较 引 人 注 目 的 一 种 方

法［１３］。由于时域 爣∞性能指标的引入和时域法的应用，时变与时不

变系统，有限时间及无限时间域的 爣∞ 优化问题都可以在统一的

框架下展开研究，而实现系统设计的基础在于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的求解

和 爣∞性能指标的计算［１２］。
首先介绍 爣∞ 性能指标的计算问题，参考文献中所列的二等

分法［１４］、梯度法［１５］、求解奇异控制最优 爣∞性能指标的算法［１６］，以
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及计算离散系统最优 爣∞范数的割线法［１０］等只是众多研究这一问

题的文献中的一部分。这些各具特色的方法，实际上体现了对最优

爣∞性能指标本质意义不同角度的认识。上述方法都是针对无限

时间 爣∞控制问题的，对有限时间域控制系统最优 爣∞性能指标的

算法研究则相对很少。但事实上有限时间 爣∞控制不仅具有重要

的理论意义［１２］，而且具有非常重要的工程应用背景。例如现代高

性能战斗机要求在几秒钟内完成飞行机动动作［１７］，必须考虑有限

时间内的控制系统设计。文献 １７～２２从不同角度提出了有限时间

爣∞优化问题的最优性能指标计算方法。文献 １７基于与控制问题

相联系的微分方程两端边值问题非平凡解的存在条件，通过迭代

计算最优 爣∞性能指标；文献 １８则将问题转化为计算非线性最优

控制的性能指标，可以用于线性时变系统，这种方法需求解一系列

复杂的非线性矩阵微分方程。文献 １９～２２基于最优控制与结构力

学 的 模 拟 关 系，指 出 了 最 优 爣∞ 性 能 指 标 与 结 构 振 动 问 题 中

Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞利）商本征值的联系，并利用精细积分法结合扩展的

Ｗｉｔｔｒｉｃｋ－Ｗｉｌｌｉａｍｓ算法计算这一指标。本书以此工作为基础，利

用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统和差分系统的特征值理论，分别建立了离散

系统和连续系统的最优 爣∞ 性能指标与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程及微

分方程边值问题特征值［２３］［２４］之间的联系，并系统地介绍了离散和

连续系统最优 爣∞性能指标计算及 Ｒｉｃｃａｔｉ方程求解的方法。最后

介绍了这一研究方向的最新成果，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的模态综合

法研究分散 爣∞控制和 爣∞滤波系统设计中的计算问题。
最优 爣∞ 性能指标的计算与 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的求解往往是密切

相关的。为实现系统的闭环控制，也需要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程或

微分方程。Ｒｉｃｃａｔｉ方程在科学与工程的许多领域都有应用，对其

性质与解法的研究已经有相当长的历史［２５］。近年来，由于对有限

时 间 控 制、时 变 系 统 控 制、系 统 瞬 态 特 性 等 问 题 研 究 的 需 要，对

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解法及解的性质的研究引起越来越多的注意。
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在各种求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的数值方法中，利用方程结构特征的

矩阵值算法是颇有特色的一种方法［２６］。求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的

精细积分方法源自结构力学，也利用了这类方程的特点［２７］，这一

算法中的 ２爫 类矩阵运算公式不仅可以保证数值解的高精度，而且

在积分步长大幅度变化时仍能保持计算结果的一致性，另外在求

解方程的同时还可计算闭环系统的状态转移矩阵和可控性矩阵等

参数。
虽然 爣∞ 控制问题的数值方法研究已经取得丰富的成果，但

是仍然有一些基本问题的数值求解方法需要进一步的研究，如有

限时间控制、时变系统控制等，现有的一些数值方法也值得重新审

视。例如文献 ９中根据实际例题的计算结果指出：不仅对 爣∞系统

设 计 中 的 计 算 问 题，即 使 对 于 极 点 配 置、ＬＱ控 制 这 样 的 经 典 问

题，其求解途径和算法也有更新改进的必要。因此有必要从新的角

度理解与研究控制系统设计中的计算问题，而借鉴其他领域的方

法无疑是一条新的途径。文献 ２７系统地介绍了最优控制与结构力

学的模拟理论以及相应的数值方法，文献 ２８中则有对这一研究方

向上新的研究成果的介绍。研究控制问题的数值方法需要从形式

不同的等价数学表达式中选择适于数值计算的表达式，而且由于

控制问题的数值求解总是着眼于实际应用，所以算法应当尽可能

地反映问题的物理本质，在保证精度的同时尽可能地使计算结果

具有相应的物理意义［９］［２８］。

１．２ 多变量线性系统

线性系统是控制理论中的主要研究对象，也是研究成果最为

完 整和成熟的系统，其中所建立的概念、原理、方法是学习和深入

研究控制理论的基础。在本节和 １．３节中，主要基于参考文献 １，２，
４，５中的相关内容对多变量线性系统的基本概念和基本知识进行
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了介绍，作为理解后续章节内容的基础。
．． 线性系统模型

﹢：连续系统模型

线性时变系统状态空间模型的一般形式为

╂燈（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒（牠）┿（牠） （１．２．１ａ）
╃（牠）＝ ┓（牠）╂（牠）＋ └（牠）┿（牠） （１．２．１ｂ）

其中 ╂（牠）是系统的状态向量，┿（牠）是系统的输入向量，╃（牠）为输

出向量。矩阵 ┑（牠）称为系统矩阵，┒（牠）称为输入矩阵，┓（牠）是输出

矩阵，└（牠）是输入输出耦合矩阵。方程（１．２．１ａ）称为状态方程，方

程（１．２．１ｂ）称为量测或输出方程。
对方程（１．２．１ａ）积分，可以得到系统的状态

╂（牠）＝ 熑（牠，牠０）╂（牠０）＋∫
牠

０
熑（牠，犳）┒（犳）┿（犳）ｄ犳 （１．２．２）

其中，╂（牠０）为初始时刻的状态，熑（牠，牠０）是系统的状态转移矩阵，
并满足下列矩阵微分方程

熑
燈
（牠，牠０）＝ ┑（牠）熑（牠，牠０），熑（牠０，牠０）＝ ┙ （１．２．３）

系统的输出为

╃（牠）＝ ┓（牠）熑（牠，牠０）╂（牠０）＋∫
牠

０
┓（牠）熑（牠，犳）┒（犳）┿（犳）ｄ犳＋ └（牠）┿（牠）

（１．２．４）
对于线性定常系统

╂燈（牠）＝ ┑╂（牠）＋ ┒┿（牠） （１．２．５ａ）
╃（牠）＝ ┓╂（牠）＋ └┿（牠） （１．２．５ｂ）

式（１．２．２）和式（１．２．４）可以表示为

╂（牠）＝ ｅ┑牠╂（牠０）＋∫
牠

０
ｅ┑（牠－犳）┒┿（犳）ｄ犳 （１．２．６）

╃（牠）＝ ┓ｅ┑牠╂（牠０）＋∫
牠

０
┓ｅ┑（牠－犳）┒┿（犳）ｄ犳＋ └┿（牠）（１．２．７）

其中
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ｅ┑牠＝ ┙＋ ┑牠＋ １
２！┑

２牠２＋ １
３！┑

３牠３＋ …

显然指数矩阵 ｅ┑牠是计算 ╂（牠）和 ╃（牠）的关键，其精细计算的方法见

文献 ２７。根据式（１．２．７）可以定义系统的脉冲响应矩阵如下

┱（牠）＝
┓ｅ┑牠┒＋ └犠（牠）， 牠≥ ０｛， 牠＜ ０

（１．２．８）

其中，犠（牠）是 Ｄｉｒａｃ脉冲函数，脉冲响应矩阵 ┱（牠）的各元素可根据

（１．２．７）计算。初始条件 ╂（牠０）＝ 时，令输入向量中各元素为

牣牑（牠）＝
犠（牠）， 牑＝ 牐｛０， 牑≠ 牐

（１．２．９）

则有

牋牏牐（牠）＝ 牪牏（牠） （１．２．１０）
由此还可以给出系统输出的另一种表达形式

╃（牠）＝ ┓ｅ┑牠╂（牠０）＋∫
牠

０
┱（牠－ 犳）┿（犳）ｄ犳＝ ┓ｅ┑牠╂（牠０）＋ ┱（牠） ┿（牠）

（１．２．１１）
上式中的  是卷积符号。

需要指出的是，系统的状态空间模型并不是惟一的。一个实际

系 统的状态空间描述可以有无穷多个，只要将一个系统的状态向

量 重新进行线性组合就可以得到一组新的状态向量。这个过程实

际上就是通过对状态向量基底的变换来形成一个新的状态模型，
新模型与原模型之间的联系则是相似变换。在相似变换下，系统的

输入输出并不发生变化，因此从输入输出角度来看，存在相似变换

关 系的不同状态空间模型描述的仍然是同一物理系统。通过相似

变换，可以得到具有特定代数结构与数值计算特性的状态模型，从

而简化系统的分析与设计［２］。
考虑式（１．２．５）所描述的线性定常系统，如果定义一个新的

状态变量
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╂
～
（牠）＝ ┤－１╂（牠） （１．２．１２）

其中，┤是一个常值可逆矩阵，并将其代入式（１．２．５）可得

┤╂～
燈
（牠）＝ （┑┤）╂

～
（牠）＋ ┒┿（牠） （１．２．１３ａ）

╃（牠）＝ （┓┤）╂
～
（牠）＋ └┿（牠） （１．２．１３ｂ）

上式左乘 ┤－１就可得到系统新的状态空间模型

╂～
燈
（牠）＝ （┤－１┑┤）╂

～
（牠）＋ （┤－１┒）┿（牠） （１．２．１４ａ）

╃（牠）＝ （┓┤）╂
～
（牠）＋ └┿（牠） （１．２．１４ｂ）

其状态变量为 ╂
～
。显然，新模型与原模型之间的关系为

┑┤－１┑┤；┒┤－１┒；┓┓┤；└└ （１．２．１５）
上述变换称为线性系统的相似变换。

比较式（１．２．５）和式（１．２．１４）可知两者的输入输出关系并没

有 发生变化，由此可知系统的输入输出在相似变换下并不发生变

化，所以描述系统输入输出关系的传递函数模型在相似变换下也

是不变的。
﹣：离散系统模型

时变系统的离散状态空间模型为

╂（牑＋ １）＝ 熑（牑）╂（牑）＋ ┘（牑）┿（牑） （１．２．１６ａ）
╃（牑）＝ ┓（牑）╂（牑）＋ └（牑）┿（牑） （１．２．１６ｂ）

若其中的系数矩阵与 牑无关，则成为定常系统的状态空间模型

╂（牑＋ １）＝ 熑╂（牑）＋ ┘┿（牑） （１．２．１７ａ）
╃（牑）＝ ┓╂（牑）＋ └┿（牑） （１．２．１７ｂ）

将线性连续系统的状态方程化为离散时间状态方程有许多方法，
如 欧拉法、零阶保持近似方法、双线性变换等。对于线性定常系统

来讲，零阶保持近似方法是比较普遍的离散化方法，简述如下：
设系统（１．２．５）的输入在采样间隔 Δ牠内保持不变，即

┿（牠）＝ ┿（０），牠∈ ［０，Δ牠） （１．２．１８）
则在采样时刻 Δ牠时的状态可表示为
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╂（Δ牠）＝ ｅ┑Δ牠╂（０）＋∫
Δ牠

０
ｅ┑（Δ牠－犳）┒┿（０）ｄ犳＝

ｅ┑Δ牠╂（０）＋ ∫
Δ牠

０
ｅ┑犳槏 槕┒ｄ犳┿（０） （１．２．１９）

或者写成

╂（Δ牠）＝ 熑（Δ牠）╂（０）＋ ┘（Δ牠）┿（０） （１．２．２０）
其中

熑（Δ牠）＝ ｅ┑Δ牠 （１．２．２１ａ）

┘（Δ牠）＝∫
Δ牠

０
ｅ┑犳┒ｄ犳 （１．２．２１ｂ）

由于系统是定常的，其离散模型可表示成

╂（牑Δ牠＋ Δ牠）＝ 熑╂（牑Δ牠）＋ ┘┿（牑Δ牠） （１．２．２２ａ）
╃（牑Δ牠）＝ ┓╂（牑Δ牠）＋ └┿（牑Δ牠） （１．２．２２ｂ）

也可以省略 Δ牠将其简写为式（１．２．１７）的形式。
﹤：传递函数模型

线性定常系统也可以用传递函数模型描述。对式（１．２．５）进

行 Ｌａｐｌａｃｅ变换得

牞┨（牞）－ ╂（牠０）＝ ┑┨（牞）＋ ┒┥（牞） （１．２．２３ａ）
┩（牞）＝ ┓┨（牞）＋ └┥（牞） （１．２．２３ｂ）

设初始条件 ╂（牠０）＝ ０，可 得 输 出 的 Ｌａｐｌａｃｅ变 换 ┩（牞）与 输 入 的

Ｌａｐｌａｃｅ变换 ┥（牞）之间的关系

┩（牞）＝ ｛┓（牞┙－ ┑）－１┒＋ └｝┥（牞）＝ ┗（牞）┥（牞）
（１．２．２４）

系统的传递函数定义为

┗（牞）＝ ┓（牞┙－ ┑）－１┒＋ └ （１．２．２５）
因为 牞是复变量（也称为复频率），所以 ┗（牞）是一个复变函数。对

┗（牞）作 Ｌａｐｌａｃｅ逆变换可以得到系统的脉冲响应函数矩阵 ┱（牠），
即
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┱（牠）＝ －１｛┗（牞）｝＝ －１｛┓（牞┙－ ┑）－１┒＋ └｝
（１．２．２６）

对 ┱（牠）作 Ｌａｐｌａｃｅ变换则可以得到系统的传递函数矩阵 ┗（牞），即

┗（牞）＝ ｛┱（牠）｝ （１．２．２７）

．． 系统的频率响应

利用系统的传递函数，可以很容易地计算线性系统在简谐激

励下的稳态响应。线性系统的稳态响应是与激励同频的简谐信号，
只是幅值和相位发生了变化。根据这一特点，引入系统频率响应的

概 念。对于单输入单输出系统，其响应幅值和相位的变化（增益和

相 移）定义为系统的频率响应；对于多输入多输出系统，由于不同

输入输出之间的幅值和相位不同，需通过定义主增益来描述其频

率响应特性。
考虑一般的多输入多输出系统，设系统的输入为 ┿（牠）＝┿０ｅ牞牠，

系统的输出可表示为

╃（牠）＝ ┗（牞）┿０ｅ牞牠 （１．２．２８）
若系统的输入形式为 ┿（牠）＝ ┿０ｅｊ犽牠，则系统的稳态响应为

╃（牠）＝ ┗（ｊ犽）┿０ｅｊ犽牠 （１．２．２９）
其中 ┗（ｊ犽）就是系统的频响函数矩阵，也是系统的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。
只要将系统传递函数 ┗（牞）的定义域限定在复平面的虚轴上就可

以得到 ┗（ｊ犽）。
按照式（１．２．２９），对单输入单输出系统有更明确的表达形式

牪（牠）＝ 爢（ｊ犽）牣０ｅｊ犽牠＝ 燏爢（ｊ犽）燏牣０ｅｊ犽牠＋∠燏爢（ｊ犽）燏 （１．２．３０）
其中 燏爢（ｊ犽）燏和 ∠燏爢（ｊ犽）燏分别是单输入单输出系统的增益和相

移。因此通过计算系统在某一频率范围内简谐激励下的响应就可

以得到单输入单输出系统的频率响应。
与单输入单输出系统不同，多输入多输出系统的增益和相移

则比较难以定义。首先考虑下列形式的增益
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Ｇａｉｎ＝ ‖╃（牠）‖
‖┿（牠）‖ ＝ ‖┗（ｊ犽）┿０ｅｊ犽牠‖

‖┿０ｅｊ犽牠‖
＝ ‖┗（ｊ犽）┿０‖

‖┿０‖

（１．２．３１）
式 中的 ‖ 燈‖ 表示向量的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ（欧基里德）范数。显然，上述

增益形式与输入的频率 犽和幅值 ┿０都有关系，因此对于多输入多

输出系统无法像单输入单输出系统那样定义一个仅与频率有关的

系统增益，但是可以定义多输入多输出系统增益的变化范围，即

ｍｉｎ
牣０

‖┗（ｊ犽）┿０‖
‖┿０‖ ≤ Ｇａｉｎ≤ ｍａｘ

牣０

‖┗（ｊ犽）┿０‖
‖┿０‖ （１．２．３２）

由于线性系统的增益并不随输入幅值的变化而变化，所以还可以

定义与上式等价的系统增益范围

ｍｉｎ
‖牣０‖＝１

‖┗（ｊ犽）┿０‖ ≤ Ｇａｉｎ≤ ｍａｘ
‖牣０‖＝１

‖┗（ｊ犽）┿０‖

（１．２．３３）
一般来讲，多输入多输出系统的每一个输入与输出之间的相

移都是不同的，因此无法对多输入多输出系统给出一个合理的相

移定义。同时，由于相移 犺也可以表示成 犺＋ ２π等值，相移的范围

也 无法定义，所以多输入多输出系统的频率响应一般是指该系统

的最大增益和最小增益。
直接按照式（１．２．３２）或（１．２．３３）确定多输入多输出系统的

增 益范围是非常麻烦的，一般需利用矩阵的奇异值分解来简化计

算过程［２］。由于系统的传递函数矩阵是频率的函数，该矩阵的所有

奇异值也是频率的函数，这些奇异值称为系统的主增益，由主增益

的最大最小值就可以确定系统的增益范围。
．． 系统的零点和极点

﹢：单输入单输出系统的极点和零点

单输入单输出系统的传递函数是一个分数多项式

爢（牞）＝ ┓（牞┙－ ┑）－１┒＋ └
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＝ ┓ａｄｊ（牞┙－ ┑）┒＋ └ｄｅｔ（牞┙－ ┑）
ｄｅｔ（牞┙－ ┑）

＝ 牞牔 ＋ 牄牔－１牞牔－１＋ 牄牔－２牞牔－２＋ … ＋ 牄１牞１＋ 牄０
牞牕＋ 牃牕－１牞牕－１＋ 牃牕－２牞牕－２＋ … ＋ 牃１牞１＋ 牃０

（１．２．３４）
其中 ａｄｊ和 ｄｅｔ分别表示矩阵的伴随阵和行列式值，对于一个实际

系统，必然有 牕＞ 牔。如果传递函数的分子和分母多项式没有公因

子，则传递函数 爢（牞）为不可约的。｛┑，┒，┓，└｝称为系统的状态空

间实现，如果 ｄｅｔ（牞┙－┑）等于此传递函数的分母多项式，则称｛┑，
┒，┓，└｝为 爢（牞）的最小状态空间实现［２］。传递函数分子多项式

牞牔 ＋ 牄牔－１牞牔－１＋ 牄牔－２牞牔－２＋ … ＋ 牄１牞１＋ 牄０＝ ０
（１．２．３５）

的解定义为系统的零点。当然，系统的零点 牫牏也是使

爢（牫牏）＝ ０ （１．２．３６）
的点。传递函数分母多项式

牞牕＋ 牃牕－１牞牕－１＋ 牃牕－２牞牕－２＋ … ＋ 牃１牞１＋ 牃０＝ ０ （１．２．３７）
的解定义为系统的极点。系统的极点 牘牏也可以定义为满足

燏爢（牘牏）燏＝ ∞ （１．２．３８）
的 点。考虑系统的状态空间模型，若｛┑，┒，┓，└｝是系统的最小实

现，则系统的极点是下列特征方程的根

ｄｅｔ（牞┙－ ┑）＝ ０ （１．２．３９）
因此系统的极点就是系统矩阵 ┑的特征值。实际系统的零点和极

点 包括实数与复数两种类型，复数零极点总是成对出现构成复平

面上的共轭点。
﹣：多输入多输出系统的极点和零点

多输入多输出系统的极点和零点有多种定义方式，其严格定

义涉及到更多的知识，这里所介绍的并不是严格的定义。多输入多

输出系统传递函数矩阵的每一个元素都是一个单输入单输出系统
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的 传递函数，因此多输入多输出系统的极点可以定义为上述所有

单输入单输出系统极点的并集［２］。
多输入多输出系统的零点定义为使传递函数矩阵的秩满足

ｒａｎｋ［┗（牞）］＜ ｍｉｎ｛牕牪，牕牣｝ （１．２．４０）
的 牞值，式中的 牕牪和 牕牣分别为输出向量和输入向量的维数。可以发

现单输入单输出系统的零点定义实际上是（１．２．４０）的一个特例。
如 果系统的传递函数矩阵是方阵，则系统的零点是使下列方程成

立的 牞值。
ｄｅｔ［┗（牞）］＝ ０ （１．２．４１）

由这个条件可知，系统有可能在输入不为零的情况下输出为零，即

┩（牞）＝ ＝ ┗（牞）┥（牞） （１．２．４２）
．． 系统的稳定性、可控性、可观性

﹢：系统的稳定性

系统的稳定性是控制理论中一个非常重要的概念，也是对控

制 系统设计最基本的要求。前面已经分别介绍了系统的状态空间

模 型和传递函数模型，这两种模型分别描述了系统内部状态之间

的关系和输入输出关系。相对应地，系统稳定性的概念也有内部稳

定性和外部稳定性两种。
首先介绍内部稳定性的概念。讨论内部稳定性时需假定控制

输 入 ┿（牠）＝ 。考虑线性定常系统（１．２．５），若对于任意初始状态

╂（牠０）＝ ╂０有

ｌｉｍ
牠→∞

╂（牠）＝  （１．２．４３）

则称该系统是内部稳定的。
若系统是内部稳定的，则称系统矩阵 ┑是渐近稳定的。控制输

入 ┿（牠）＝ 时系统状态的变化规律为

╂（牠）＝ ｅ爛牠╂（牠０） （１．２．４４）
因此矩阵 ┑渐近稳定的结论与
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ｌｉｍ
牠→∞

ｅ爛牠＝  （１．２．４５）

是等价的。矩阵 ┑的稳定性可归结为其特征值的性质，即矩阵 ┑稳

定的充要条件是其所有特征值都在复平面的左半部分。
现在介绍外部稳定性的概念，不失一般性，这里假设系统的初

始状态 ╂（牠０）＝ 。如果一个系统对有界的输入产生有界的输出，
则 这 个 系 统 是 外 部 稳 定 的，系 统 称 为 有 界 输 入 有 界 输 出 稳 定

（ＢｏｕｎｄｅｄＩｎｐｕｔＢｏｕｎｄｅｄＯｕｔｐｕｔ），即 ＢＩＢＯ稳定。单输入单输出

系统 ＢＩＢＯ稳定的充要条件是系统的脉冲响应函数 牋（牠）绝对可

积，即满足

∫
＋∞

０
燏牋（牠）燏ｄ牠＜＋ ∞ （１．２．４６）

多输入多输出系统 ＢＩＢＯ稳定的充要条件是系统的脉冲响应函数

矩阵 ┗（牠）中的每个元素 牋牏牐（牠）均满足绝对可积条件

∫
＋∞

０
燏牋牏牐（牠）燏ｄ牠＜＋ ∞ （１．２．４７）

多输入多输出系统 ＢＩＢＯ稳定的另一个充要条件是系统的脉冲响

应函数矩阵 ┗（牞）中的每个元素 牋牏牐（牞）的极点均具有负实部。
系统内部稳定性与外部稳定性之间还存在下列关系：线性定

常系统的 ＢＩＢＯ稳定性并不能保证其内部稳定性，但具有内部稳

定性的线性定常系统必然是 ＢＩＢＯ稳定的；若线性定常系统是可

控和可观的，则其内部稳定性与 ＢＩＢＯ稳定性是等价的。
﹣：可控性和可观性

在线性系统理论中，系统状态的可控性和可观性是两个非常

重要的概念。状态可控性是控制输入支配系统状态向量的能力；状

态 可观性是系统输出量反映状态向量的能力。基于这两个性质可

以 判断系统在什么条件下可以由输入来控制，以及在什么条件下

可 以利用输入和输出信息估计系统的状态。利用这两个性质还可

以合理地选择作动器和传感器，构造系统的控制器和观测器。
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一个系统是可控的当且仅当可以利用系统的输入在有限时间

０≤ 牠ｆ－ 牠０＜ ∞ 内将系统从任意的初始状态 ╂（牠０）＝ ╂０转换到另

一个任意的终端状态 ╂（牠ｆ）＝ ╂ｆ。判断线性定常系统（１．２．５）的可

控性比较简单，最基本的一个方法是判断其可控性矩阵是否满秩。
若可控性矩阵

┡牅＝ ［┒┑┒┑２┒…┑牕－１┒］ （１．２．４８）
满秩，则系统可控。其中 牕是系统的阶次，即系统状态向量的维数。

一个系统是可观的当且仅当可 以 根 据 系 统 在 任 意 有 限 时 间

０≤ 牠ｆ－ 牠０＜ ∞ 内 的 输 入 ┿（牠）和 输 出 ╃（牠）确 定 系 统 的 状 态

╂（牠０）。类似于可控性的判据，若系统的可观性矩阵

┡０＝

┓
┓┑
┓┑２


┓┑

烄

烆

烌

烎牕－１

（１．２．４９）

满秩，则系统可观。
﹤：可稳定性和可检测性

线性定常系统的可稳定性和可检测性与可控性和可观性相关

联，是鲁棒控制中的一个重要概念，因此这里对其作简单介绍。
对于线性定常系统（１．２．５），其状态反馈控制律为 ┿＝ ┖╂，若

闭环控制系统对任意的初始状态 ╂（牠０）都存在满足ｌｉｍ
牠→∞

╂（牠）＝ 的

解，则系统是可稳定的，即（┑，┒）是可稳定的。系统可稳定性的判

定可以利用下列等价条件：
１．存在使 ┑＋ ┒┖渐近稳定的矩阵 ┖；
２．对于任意的 Ｒｅ（┽）≥ ０有 ｒａｎｋ［┽┙－ ┑ ┒］＝ 牕。
与 可 稳 定 性 对 偶 的 概 念 是 可 检 测 性，对 于 线 性 定 常 系 统

（１．２．５），如果（┑Ｔ，┓Ｔ）是可稳定的，则系统是可检测的，即（┓，┑）
是可检测的。类似地，系统可检测性的判定也可以利用下列等价条
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件：
（１）存在使 ┑＋ ┘┓渐近稳定的矩阵 ┘；

（２）对于任意的 Ｒｅ（牞）≥ ０有 ｒａｎｋ
牞┙－ ┑［ ］┓

＝ 牕。

．． 系统状态观测器

极点配置方法是控制系统设计的一种基本方法，其思想是将

闭 环系统的极点配置在指定的位置，而这些极点位置的选择应当

使 系统满足特定的性能指标。基于系统的状态空间模型进行系统

设 计时，如果能够利用系统的所有状态，则极点配置过程比较简

单。如果无法获得系统的所有状态，则需要利用状态观测器对系统

的状态进行估计，然后再基于对状态的估计实现系统的反馈控制。
现在分别介绍这方面的基本概念。

﹢：状态反馈

以下列线性定常系统为例

╂
燈
（牠）＝ ┑╂（牠）＋ ┒┿（牠） （１．２．５０ａ）

╃（牠）＝ ┓╂（牠）＋ └┿（牠） （１．２．５０ｂ）
要求设计一个控制器使得该系统的状态可以从任意初始状态趋向

于零。设控制器具有下列形式

┿（牠）＝－ ┛╂（牠） （１．２．５１）
该 控制器可以利用系统的全部状态进行反馈，显然控制律是由增

益矩阵 ┛决定的。将式（１．２．５１）代入式（１．２．５０ａ）可得闭环系统

的状态方程

╂燈（牠）＝ （┑－ ┒┛）╂（牠） （１．２．５２）
此方程的解为

╂（牠）＝ ｅ（┑－┒┛）牠╂（０） （１．２．５３）
显 然，如果闭环系统矩阵（┑－ ┒┛）所有特征值的实部为负，则控

制器（１．２．５１）可以使系统的状态从任意初始值逐渐趋于零。
反馈增益阵 ┛的选择首先要保证系统的稳定性，但这只是最
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基 本的要求，系统设计时总是希望系统状态能够在一个合理的给

定 的时间内趋于零而不是经过无限长时间才趋于零，还要求系统

具备一些其他性质，如比较小的超调量和合理的阻尼比，这些都可

以通过增益矩阵 ┛的选择来实现，当然满足条件的 ┛也不止一个。
如果已经给定闭环系统的期望极点｛牘１，牘２，…，牘牕｝，则增益矩阵 ┛
可以通过求解下列方程获得

ｄｅｔ（牞┙－ ┑＋ ┒┛）＝ （牞－ 牘１）（牞－ 牘２）…（牞－ 牘牕）
（１．２．５４）

一般来讲，当系统可控时，对任意的期望极点｛牘１，牘２，…，牘牕｝都存

在满足方程（１．２．５４）的矩阵 ┛。
对于实际系统，利用其全部状态进行反馈控制往往是不可能

的，一般是利用状态观测器估计系统的状态，然后将所估计的状态

用于反馈。下面介绍状态观测器的有关知识。
﹣：状态观测器

状态观测器的主要用途是在给定系统输入输出的情况下估计

系 统状态，实际系统的某些状态往往是无法直接测量的。以系统

（１．２．５０）为例，设其状态观测器具有下面的形式

╂^
燈
（牠）＝ ┖╂^（牠）＋ ┗╃（牠）＋ ┘┿（牠） （１．２．５５）

其中 ╂^（牠）是状态估计。矩阵 ┖，┗和 ┘的选择应当使系统的实际

状态与估计状态之间的误差趋于零。定义这一误差为

┯（牠）＝ ╂（牠）－ ╂^（牠） （１．２．５６）
对上式求导并将式（１．２．５０ａ，ｂ）和（１．２．５５）分别代入得

┯
燈
（牠）＝ （┑－ ┗┓）╂（牠）－ ┖╂^（牠）＋ （┒－ ┗└－ ┘）┿（牠）

（１．２．５７）
根据上式，若选择

┖＝ ┑－ ┗┓ （１．２．５８）
则式（１．２．５７）成为关于误差向量 ┯（牠）的状态方程
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┯
燈
（牠）＝ （┑－ ┗┓）┯（牠）＋ （┒－ ┗└－ ┘）┿（牠）（１．２．５９）

进一步选择

┘＝ ┒－ ┗└ （１．２．６０）
可得齐次状态方程

┯
燈
（牠）＝ （┑－ ┗┓）┯（牠） （１．２．６１）

显然状态观测器的设计最终归结为观测增益矩阵 ┗的选择。如果

系统（１．２．５０）是可观的，则通过选择合适的观测增益矩阵 ┗不仅

可以使系统（１．２．６１）稳定，还可以任意配置观测器的极点，从而

可以调节观测器误差趋于零的速度以及超调量等性质。
因为系统（１．２．６１）的极点也是式（１．２．５５）的极点，因此称其

极点为观测器的极点。给定观测器的期望极点｛牘牗１，牘牗２，…，牘牗牕｝，可

以通过求解下列方程得到观测增益矩阵 ┗。
ｄｅｔ（牞┙－ ┑＋ ┗┓）＝ （牞－ 牘牗１）（牞－ 牘牗２）…（牞－ 牘牗牕）

（１．２．６２）
上述方程与式（１．２．５４）非常相似。事实上，观测器的设计与控制

器的设计是密切相关的，其问题列式与结果都是相似的，这种相似

性也称为对偶性（ｄｕａｌｉｔｙ），本书后面的章节对此还有讨论。
﹤：分离性原理

对于可控系统，利用线性状态反馈可以实现对其闭环极点的

任意配置，但状态反馈需要系统的所有状态，这往往是困难的甚至

是不可实现的。对于大多数系统，一般只能测量到部分状态向量及

状 态向量的线性组合构成的输出向量，这类系统的控制问题称为

输出反馈控制问题。前面已经介绍了状态观测器的概念，利用系统

的 输出向量通过状态观测器可以估计系统的全部状态向量，而且

可 以通过调整设计变量使观测器的估计误差渐近趋于零。最终通

过将状态观测器与状态反馈控制器结合起来解决输出反馈控制问

题。
对于输出反馈控制问题，可以首先利用状态观测器
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╂^
燈
（牠）＝ ┖╂^（牠）＋ ┗╃（牠）＋ ┘┿（牠） （１．２．６３ａ）

给 出系统所有状态的估计，然后按照全状态反馈控制问题设计控

制器的反馈增益并形成控制律

┿（牠）＝－ ┛╂^（牠） （１．２．６３ｂ）
式（１．２．６３）就构成了带有观测器的输出反馈控制系统。

状态方程（１．２．６３）与受控系统的状态方程（１．２．５０）相结合

即可构成整个闭环系统的状态方程

╂
燈
（牠）

╂^
燈烅

烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝

┑ ［ ］ ┖

╂（牠）

╂^
烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＋ ［ ］┒

┘
┿（牠）＋

［ ］┗
╃（牠）

（１．２．６４）
将（１．２．５０）和（１．２．６３）中的输出向量和控制向量分别代入上式

得

╂
燈
（牠）

╂^
燈烅

烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝

┑ － ┒┛［ ］┗┓ ┖－ ┘┛－ ┗└┛

╂（牠）

╂^
烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
（１．２．６５）

回顾状态观测器中对 ┘矩阵的选择方式，将式（１．２．６０）代入上式

得

╂
燈
（牠）

╂^
燈烅

烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝

┑ － ┒┛［ ］┗┓ ┖－ ┒┛

╂（牠）

╂^
烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
（１．２．６６）

控制系统设计的过程一般是按照对闭环系统动态性能指标的要求

选择相应的闭环极点，进而确定上式中的几个未知矩阵。现在我们

直接分析闭环系统（１．２．６６）的极点分布特性，以期更进一步理解

这个问题。首先引入下列变量代换

╂（牠）｛ ｝┯（牠）
＝

┙ ［ ］┙ － ┙

╂（牠）

╂^
烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
（１．２．６７ａ）

╂（牠）

╂^
烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝

┙ ［ ］┙ － ┙
╂（牠）｛ ｝┯（牠）

（１．２．６７ｂ）

并将其代入式（１．２．６６）中得
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╂^
燈
（牠）

┯^
燈烅

烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝

┙ ［ ］┙ － ┙

－１ ┑ － ┒┛［ ］┗┓ ┖－ ┗┒┛
┙ ［ ］┙ － ┙

╂（牠）｛ ｝┯（牠）
＝

┑－ ┒┛ ┒┛［ ］ ┖
╂（牠）｛ ｝┯（牠）

（１．２．６８）

因 为相似变换并不改变系统的极点，所以闭环系统的极点是下列

方程的解

ｄｅｔ
牞┙－ ┑＋ ┒┛ － ┒┛［ ］ 牞┙－ ┖

＝

ｄｅｔ（牞┙－ ┑＋ ┒┛）ｄｅｔ（牞┙－ ┖）＝  （１．２．６９）
将上式与式（１．２．５４）及式（１．２．６２）比较，并考虑到式（１．２．５８）可

知：带有观测器的输出反馈控制系统的闭环极点等于状态反馈控

制系统的极点加上状态观测器的极点，这就是分离性原理。根据分

离 性原理，控制系统设计时可以分别设计状态观测器和状态反馈

控制器，然后再合成为控制器。深入的线性系统设计理论可参考有

关专著［１］［２］［５］［６］。

．． 信号与系统的范数

前面已经提到了信号与系统范数的概念，范数是自变量属于

线性空间的一个实值函数，记作 ‖ 燈‖牘，这里用 牘表示不同类型

的范数，范数具有下列基本性质

１．‖╂‖牘≥ ０

２．‖╂‖牘＝ ０当且仅当 ╂＝ 时

３．‖犜╂‖牘＝ 燏犜燏‖╂‖牘

４．‖╂＋ ╃‖牘≤ ‖╂‖牘＋ ‖╃‖牘

其中 牨，牪为线性空间的元素，而 犜为标量。定义范数之后，就可以

讨论信号与系统的度量问题。
首 先介绍向量范数的概念。实向量 ╂的 ２范数，即 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ

范数定义为
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‖╂‖２＝ ╂Ｔ槡 ╂＝ 
牕

牑＝１
牨槡 ２

牑 （１．２．７０）

还可以定义加权 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范数

‖╂‖牥 ＝ ╂Ｔ槡 ┧╂ （１．２．７１）
其中，┧ 为正定矩阵。而向量的 ∞范数则定义为

‖╂‖∞ ＝ ｍａｘ
牏

燏牨牏燏 （１．２．７２）

其他类型的范数也可以根据需要定义。
现在介绍信号范数的概念。信号 ╂（牠）的 ２范数定义为

‖╂（牠）‖２＝ ∫
＋∞

－∞
╂槡 （牠）╂（牠）ｄ牠 （１．２．７３）

其中 ╂（牠）表示 ╂（牠）的共轭转置。由于积分区间是无限的，因此所

有 的信号都没有有限的 ２范数，除非 ╂（牠）＝，牠∈（－∞，＋∞）。
与向量范数类似，信号的加权 ２范数定义为

‖╂（牠）‖┧（牠）＝ ∫
＋∞

－∞
╂槡 （牠）┧（牠）╂（牠）ｄ牠 （１．２．７４）

其 中 ┧（牠）在任意时间都是正定矩阵。信号在有限区间上的 ２范

数则定义为

‖╂（牠）‖２，［牠０，牠ｆ］＝ ∫
牠ｆ

０
╂槡 （牠）╂（牠）ｄ牠 （１．２．７５）

信号的 ∞范数定义为

‖╂（牠）‖∞ ＝ ｓｕｐ
牠

ｍａｘ
牏

燏╂牏（牠）燏 （１．２．７６）

信号在有限区间的 ∞范数则定义为

‖╂（牠）‖∞，［牠０，牠ｆ］＝ ｍａｘ
牠∈［牠０，牠ｆ］

ｍａｘ
牏

燏╂牏（牠）燏 （１．２．７７）

在上述概念的基础上，还可以定义系统的范数。若系统的传递函数

矩阵为 ┗（牞），则其 ２范数定义为

‖┗‖２＝ １
２π∫

＋∞

－∞
ｔｒ［┗槡 （ｊ犽）┗（ｊ犽）］ｄ犽 （１．２．７８）
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其中 ┗（ｊ犽）表示矩阵 ┗（ｊ犽）的共轭转置。根据 Ｐａｒｓｅｖａｌ定理，可

以得到

‖┗‖２＝ ∫
＋∞

０
ｔｒ［┱Ｔ槡 （牠）┱（牠）］ｄ牠 （１．２．７９）

其中 ┱（牠）是系统的脉冲响应函数矩阵，ｔｒ表示矩阵的迹，只有当系

统稳定时，上述等式才成立。因此只有稳定的系统才可以定义 ２
范数。

系统的 ∞范数则定义为

‖┗‖∞ ＝ ｓｕｐ
犽

犲
－
［┗（ｊ犽）］ （１．２．８０）

其中 犲
－
（燈）表示矩阵的最大奇异值，等价地

‖┗‖∞ ＝ ｓｕｐ
牣≠０

‖┱（牠） ┿（牠）‖２

‖┿（牠）‖２
（１．２．８１）

其中 ┱（牠） ┿（牠）是输入与脉冲响应函数的卷积，即系统的输出。
由此还可以定义有限区间的 ∞范数

‖┗‖∞，［牠０，牠ｆ］＝ ｓｕｐ
牣≠０

‖┱（牠） ┿（牠）‖２，［牠０，牠ｆ］

‖┿（牠）‖２，［牠０，牠ｆ］
（１．２．８２）

所以系统的 ∞范 数 可 以 理 解 为 系 统 在 给 定 时 间 段 内 的 最 大 增

益。另外，系统的 ∞范数还具有下列性质

‖┗１┗２‖∞ ≤ ‖┗１‖∞‖┗２‖∞ （１．２．８３）
这个性质在 爣∞ 优化理论中有广泛的应用。爣∞ 优化的目标就是极

小化系统的 ∞范数，符号 爣∞ 中的 爣 是指稳定系统的 Ｈａｒｄｙ空

间，而 ∞ 是指系统的 ∞范数。
．． ┎┅┊┃┄┋方程

Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程与系统的稳定性分析、可控性及可观性判据之

间存在密切的关系。在 １．２．４节中已经介绍过线性系统内部稳定

性 的一个充要条件是其系统矩阵的所有特征值具有负实部，但在

检验系统的稳定性时往往并不计算其特征值，而是求解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
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方程。系统可控性与可观性的判据有很多，前面所介绍的利用可控

性 及可观性矩阵的判据只是其中的一种，还可以利用系统的可控

性及可观性 Ｇｒａｍｍｉａｎ矩阵是否满秩来进行判断，可控性和可观

性 Ｇｒａｍｍｉａｎ矩阵也可以通过求解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程得到。
Ｌｙａｐｕｎｏｖ代数方程的形式为

┠┑＋ ┑Ｔ┠＝－ ┡ （１．２．８４）
其中 ┑和 ┡均为 牕维矩阵，且 ┡＝┡Ｔ≥０。方程的解 ┠也是对称阵，
该解存在且惟一的充要条件是矩阵 ┑的特征值满足

犧牏（┑）＋ 犧牐（┑）≠ ０， 牏，牐＝ １，２，…，牕 （１．２．８５）
当 ┑为稳定阵，即 Ｒｅ犧牏（┑）＜ ０时，式（１．２．８５）成立。矩阵 ┑稳定

的充要条件为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程对于任意正定的矩阵 ┡存在正定解

┠。
Ｌｙａｐｕｎｏｖ微分方程的形式为

┠
燈
（牠）＝ ┠（牠）┑Ｔ ＋ ┑┠（牠）＋ ┡（牠） （１．２．８６）

其中 ┡（牠）为对称非负矩阵。上述 Ｌｙａｐｕｎｏｖ代数方程和微分方程

都可以利用精细积分法求解［２８］。
现在介绍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程与线性定常系统的可控性和可观性

Ｇｒａｍｍｉａｎ矩 阵 的 关 系。线 性 定 常 系 统 （１．２．５）的 可 控 性

Ｇｒａｍｍｉａｎ矩阵为

├牅＝∫
＋∞

０
ｅ┑牠┒┒Ｔｅ┑

Ｔ牠ｄ牠 （１．２．８７）

可观性 Ｇｒａｍｍｉａｎ矩阵为

├牗＝∫
＋∞

０
ｅ┑

Ｔ牠┓Ｔ┓ｅ┑牠ｄ牠 （１．２．８８）

矩阵 ├牅和 ├牗分别满足下列两个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

┑├牅＋ ├牅┑Ｔ ＝－ ┒┒爴 （１．２．８９ａ）

┑Ｔ├牗＋ ├牗┑＝－ ┓Ｔ┓ （１．２．８９ｂ）
因此求解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程就可以得到可控性和可观性 Ｇｒａｍｍｉａｎ
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矩阵。

．． ┉方程

Ｒｉｃｃａｔｉ方程在最优控制理论中起着非常重要的作用，该方程

与 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ矩阵之间有密切的联系，本书后面的章节将详细

讨论有关内容，这里先介绍一些基本的概念。
Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的形式为

┠┑＋ ┑Ｔ┠－ ┠┢┠＋ ┡＝  （１．２．９０）
其中 ┑，┡，┢是 牕维矩阵，且 ┡，┢对称。

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ矩阵 ┘定义为

┘＝
┑ － ┢

－ ┡ － ┑［ ］Ｔ （１．２．９１）

如果 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ矩阵 ┘在虚轴上没有特征值，则当 犧是 ┘的特征

值时，－ 犧也是 ┘的特征值，因此如果 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ矩阵在复平面

的 左半平面有 牕个特征值，则在右半平面也有 牕个特征值。假设

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ矩阵在 Ｒｅ（牞）＜ ０上有 牕个特征值 犧１，犧２，…，犧牕，则对

应的特征向量构成一个 ２牕× 牕维矩阵
┨１

┨［ ］２ ，即

┘
┨１

┨［ ］２ ＝
┨１

┨［ ］２ ┪ （１．２．９２）

显然矩阵 ┪的特征值就是 犧１，犧２，…，犧牕，即 ┪是稳定的矩阵。如果上

式 中 的 ┨１ 是 非 奇 异 矩 阵，则 ┨＝ ┨２┨－１
１ 是 对 称 矩 阵，并 且 是

Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程（１．２．９０）的解，而且

┘［ ］┙
┨

＝ ［ ］┙
┨

（┑－ ┢┨） （１．２．９３）

如果 ┨是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１．２．９０）的解，并且使矩阵 ┑－ ┢┨稳

定，则称 ┨是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的稳定化解，并用 ┨＝ Ｒｉｃ（┘）表示。
下面再介绍 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程
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－ ┠
燈
（牠）＝ ┠（牠）┑＋ ┑Ｔ┠（牠）－ ┠（牠）┢┠（牠）＋ ┡，┠（牠ｆ）＝ ┝

（１．２．９４）
及其与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵的关系。定义下列线性方程组

┨
燈

┩［ ］燈 ＝
┑ － ┢

－ ┡ － ┑［ ］ ＝ ［ ］┨
┩

（１．２．９５）

其中 ┨，┩是 牕× 牕维矩阵，并满足边界条件

┨（牠ｆ）
┩（牠ｆ［ ］） ＝ ［ ］┙

┝
（１．２．９６）

则 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解可以由方程组（１．２．９５）的解构成，即

┠（牠）＝ ┩（牠）┨－１（牠） （１．２．９７）
对于定常系统，还可以得到用矩阵指数函数描述的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程的解析解。过程如下：
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵特征值的性质，如果 ┘没有虚轴上的特征

值，则可以利用其特征向量矩阵 ┥对矩阵进行下列变换

┥－１┘┥＝
熅牞

熅［ ］牣 （１．２．９８）

其中 熅牞是由具有负实部的特征值组成的 牕维约当块矩阵（稳定矩

阵），熅牣是由具有正实部的特征值组成的 牕维约当块矩阵（完全不

稳定矩阵）。如果将 ┥分解成

┥＝
┥１１ ┥１２

┥２１ ┥［ ］２２
（１．２．９９）

其中
┥１１

┥［ ］２１

由矩阵 ┘的所有负实部特征值对应的广义特征向量组

成，
┥１２

┥［ ］２２

由矩阵 ┘的所有正实部特征值对应的广义特征向量组

成。对微分方程组（１．２．９５）作线性变换

［ ］┨
┩

＝ ┥
┨^

┩

熿

燀

燄

燅＾ （１．２．１００）
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得

┨^
燈

┩^

熿

燀

燄

燅
燈 ＝

熅牞

熅［ ］牣
┨^

┩

熿

燀

燄

燅＾ （１．２．１０１）

上述方程已经解耦，其解可以表示为

┨^（牠ｆ）＝ ｅ熅牞（牠ｆ－牠）┨^（牠） （１．２．１０２ａ）

┩^（牠ｆ）＝ ｅ牼牣（牠ｆ－牠）┩^（牠） （１．２．１０２ｂ）
因为

┨＝ ┥１１┨^＋ ┥１２┩^ （１．２．１０３ａ）

┩＝ ┥２１┨^＋ ┥２２┩^ （１．２．１０３ｂ）
所以当 牠＝ 牠ｆ时得

┙＝ ┥１１┨^（牠ｆ）＋ ┥１２┩^（牠ｆ） （１．２．１０４ａ）

┝ ＝ ┥２１┨^（牠ｆ）＋ ┥２２┩^（牠ｆ） （１．２．１０４ｂ）
并且有

┩^（牠ｆ）＝－ ［┥２２－ ┝┥１２］－１［┥２１－ ┝┥１１］┨^（牠ｆ）
（１．２．１０５）

令

┗＝－ ［┥２２－ ┝┥１２］－１［┥２１－ ┝┥１１］ （１．２．１０６）
得到原线性方程组（１．２．９５）的解

┨（牠）＝ ［┥１１＋ ┥１２ｅ－熅牣（牠ｆ－牠）┗ｅ熅牞（牠ｆ－牠）］ｅ－熅牞（牠ｆ－牠）┨^（牠ｆ）
（１．２．１０７ａ）

┩（牠）＝ ［┥２１＋ ┥２２ｅ－熅牣（牠ｆ－牠）┗ｅ熅牞（牠ｆ－牠）］ｅ－熅牞（牠ｆ－牠）┨^（牠ｆ）
（１．２．１０７ｂ）

Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解则可以表示为
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┠（牠）＝ ┩（牠）┨－１（牠）＝ ┠１（牠）┠－１
２ （牠） （１．２．１０８）

其中

┠１（牠）＝ ［┥２１＋ ┥２２ｅ－熅牣（牠ｆ－牠）┗ｅ熅牞（牠ｆ－牠）］ （１．２．１０９ａ）

┠２（牠）＝ ［┥１１＋ ┥１２ｅ－熅牣（牠ｆ－牠）┗ｅ熅牞（牠ｆ－牠）］ （１．２．１０９ｂ）

１．３ ＬＱＧ控制

本节介绍 ＬＱＧ控制的基本内容。考虑下列线性时变系统的控

制问题

╂
燈
（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒１（牠）╁（牠）＋ ┒２（牠）┿（牠），╂（０）＝ 

（１．３．１ａ）

╄（牠）＝ ┓１（牠）╂（牠）＋ └１２（牠）┿（牠） （１．３．１牄）

╃（牠）＝ ┓２（牠）╂（牠）＋ └２１（牠）╁（牠） （１．３．１ｃ）
其中输入向量 ┿∈ 牔，干扰向量 ╁∈ 牓，量测向量 ╃∈ 牚（即控制

器 的输入），目标向量 ╄∈牘，状态向量 ╂∈牕，并假设 牘≥牔，牓≥

牚，且 └１２（牠）和 └２１（牠）满足

└Ｔ
１２（牠）└１２（牠）＝ ┙牔 （１．３．２ａ）

└２１（牠）└Ｔ
２１（牠）＝ ┙牚 （１．３．２ｂ）

控制系统设计的目的是寻找线性因果控制器 ┿＝ ╃，使得闭环

系统从 ╁到 ╄的映射的 ２┐范数极小，即 牫牥 的 ２范数极小，而

‖牫牥‖２，［０，牠ｆ］＝ 爠 １
爴∫

牠ｆ

０
╄Ｔ｛ ｝╄ｄ牠

１
２

（１．３．３）

所以问题就是寻找当 ╁为单位强度的白噪声时，使式（１．３．３）最小

的控制器。式中的 爠（燈）表示取均值，且 爴＝ 牠ｆ。
回顾前面介绍过的带有观测器的输出反馈控制问题，ＬＱＧ控

制 问题与该问题的差别主要在于外界干扰信号是随机信号。因此

可以参考求解该问题的思路，通过下面的步骤来解决［１］。
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．． 全信息控制

首先考虑全信息控制问题，所有的量测反馈控制器同时也是

全信息（ｆｕｌｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）控制器，这是因为

┿＝ ╃＝ ［┓２ └２１］［ ］╂╁ （１．３．４）

所以我们首先研究可以极小化 ‖牫牥‖２，［０，牠ｆ］
的全信息控制器

┿＝ ［１ ２］［ ］╂╁ （１．３．５）

如果直接考虑系统（１．３．１），则式（１．３．３）式中的 ╄包含 ┿与 ╂之间

的交叉项，这样会使控制器的结构比较复杂，因此我们考虑下列简

化的情况

╂
燈
（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒１（牠）╁（牠）＋ ┒２（牠）┿（牠），╂（牠０）＝ 

（１．３．６ａ）

╄（牠）＝
┓（牠）╂（牠）［ ］└（牠）┿（牠）

（１．３．６ｂ）

其中 └Ｔ└≡┙，此时有 ╄Ｔ╄＝╂Ｔ┓Ｔ（牠）┓（牠）╂＋┿Ｔ┿。因为一般情况下

都可以通过对控制变量的变换将式（１．３．１）化为上述形式，所以

这样的简化并不失一般性。此时目标函数可表示为

‖牫牥‖２，［０，牠ｆ］＝ 爠 １
爴∫

牠ｆ

０
［╂Ｔ┓Ｔ（牠）┓（牠）╂＋ ┿Ｔ｛ ｝┿］ｄ牠

１
２

（１．３．７）
而相应的控制器为

┿＝ ［－ ┒Ｔ
２（牠） ］［ ］╂╁ ＝－ ┒Ｔ

２（牠）┠（牠）╂ （１．３．８）

其中 ┠（牠）是下列 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解

－ ┠


（牠）＝ ┠（牠）┑（牠）＋ ┑Ｔ（牠）┠（牠）－

┠（牠）┒２（牠）┒Ｔ
２（牠）┠＋ ┓Ｔ（牠）┓（牠），┠（牠ｆ）＝  （１．３．９）
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对于定常系统，可以考虑无限区间上（即 牠ｆ→ ∞ 时）的控制问

题。设式（１．３．１）中的系数矩阵均为定常矩阵，并且（┑，┒２）是可稳

定的，（┑，┓）在虚轴上没有不可观模态，则其最优控制器为

┿＝－ ┒Ｔ
２┠╂ （１．３．１０）

其中 ┠是 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的解

┠┑＋ ┑Ｔ┠－ ┠┒２┒Ｔ
２┠＋ ┓Ｔ┓＝  （１．３．１１）

．． ━│┃滤波

对于实际系统，一般情况下无法直接测量到系统全部的状态

信息和外界干扰信号。在前面的章节中，介绍过利用量测到的系统

输出信息借助状态观测器估计系统的全部状态并用于反馈控制。
这 里仍然需要设法根据量测数据 ╃来估计系统的状态，由于外界

对系统的干扰是随机信号，因此利用 Ｋａｌｍａｎ滤波器对状态进行

最优估计。Ｋａｌｍａｎ滤波器的基本概念简介如下：
对于线性系统

╂
燈
（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒（牠）╁（牠）， ╂（０）＝ （１．３．１２ａ）

╃（牠）＝ ┓（牠）╂（牠）＋ └（牠）╀（牠） （１．３．１２ｂ）
╄（牠）＝ ├（牠）╂（牠） （１．３．１２ｃ）

其中 └Ｔ└≡ ┙。通过设计滤波器 来获得对 ╄＝ ├╂的最优估计 ╄
＝ ╃，并且要求极小化下列目标函数

‖‖２，［０，牠ｆ］＝ 爠 １
爴∫

牠ｆ

０
（╄^－ ├╂）Ｔ（╄^｛ ｝－ ├╂）ｄ牠

１
２

（１．３．１３）
滤波器的具体形式为

╂^
燈

（牠）＝ ┑（牠）╂^（牠）＋ ┡（牠）┓Ｔ（牠）［╃（牠）－ ┓（牠）╂^（牠）］
（１．３．１４ａ）

╄^（牠）＝ ├（牠）╂^（牠） （１．３．１４ｂ）
其中 ┡（牠）是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解
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┡
燈

（牠）＝ ┡（牠）┑Ｔ（牠）＋ ┑（牠）┡（牠）－
┡（牠）┓Ｔ（牠）┓（牠）┡（牠）＋ ┒（牠）┒Ｔ（牠），┡（０）＝ 

（１．３．１５）
显然，上述 Ｒｉｃｃａｔｉ方程与 ├（牠）无关，├（牠）╂^（牠）是对 ├（牠）╂（牠）的最

优估计，而 ╂^（牠）则是对状态 ╂（牠）的最优估计。矩阵 ┡（牠）┓Ｔ（牠）是

Ｋａｌｍａｎ滤波器的增益，╃（牠）－ ┓（牠）╂^（牠）称为“新息”
（ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎｓ）。

现在 考 虑 定 常 系 统 无 限 区 间 上 的 滤 波 问 题，当 牠ｆ→ ∞ 时

Ｋａｌｍａｎ滤波器的形式为

╂^
燈

（牠）＝ 爛╂^（牠）＋ ┡┓Ｔ［╃（牠）－ ┓╂^（牠）］ （１．３．１６ａ）
╄^（牠）＝ ├╂^（牠） （１．３．１６ｂ）

其中 ┡是代数 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

┡┑Ｔ ＋ ┑┡－ ┡┓Ｔ┓┡＋ ┒┒Ｔ ＝  （１．３．１７）
因为要求 ┑－┡┓Ｔ┓的特征值具有负实部，所以只有当（┑，┓）可检

测，（┑，┒）在虚轴上没有不可控模态时才存在满足要求的解。
．． ﹩控制

基于上述知识，现在可以解决本节开始所提出的 ＬＱＧ控制问

题，其最优控制器为

╂^
燈

（牠）＝ ┑（牠）╂^（牠）＋ ┘（牠）［╃（牠）－ ┓２（牠）╂^（牠）］＋ ┒２（牠）┿（牠）
（１．３．１８ａ）

┿（牠）＝－ ┖（牠）╂^（牠） （１．３．１８ｂ）
其中 ┖＝└Ｔ

１２┓１＋┒Ｔ
２┨，┘＝┒１└Ｔ

２１＋┩┓Ｔ
２，而矩阵 ┨和 ┩则分别是

下列 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解

－ ┨
燈
＝ ┨┑

～
＋ ┑

～Ｔ┨－ ┨┒２┒Ｔ
２┨＋ ┓

～Ｔ┓
～
，┨（牠ｆ）＝ 

（１．３．１９）
┩
燈
＝ ┑

－
┩＋ ┩┑

－Ｔ － ┩┓Ｔ
２┓２┩＋ ┒┒Ｔ，┩（０）＝ （１．３．２０）

上式中
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┑
～
＝ ┑－ ┒２└Ｔ

１２┓１ （１．３．２１ａ）

┓
～Ｔ┓

～
＝ ┓Ｔ

１（┙－ └１２└Ｔ
１２）┓１ （１．３．２１ｂ）

┑
－
＝ ┑－ ┒１└Ｔ

２１┓２ （１．３．２２ａ）

┒┒Ｔ ＝ ┒１（┙－ └Ｔ
２１└２１）┒Ｔ

１ （１．３．２２ｂ）
对于定常系统无限时间域的 ＬＱＧ控制问题，在满足（┑，┒２）可稳

定、（┑，┓２）可检测，并且对所有 犽∈ 爲都存在

ｒａｎｋ
┑－ ｊ犽┙ ┒２

┓１ └［ ］１２
＝ 牕＋ 牔 （１．３．２３ａ）

ｒａｎｋ
┑－ ｊ犽┙ ┒１

┓２ └［ ］１２
＝ 牕＋ 牚 （１．３．２３ｂ）

时，最优量测反馈控制器可表示为

╂^
燈

（牠）＝ ┑╂^（牠）＋ ┘［╃（牠）－ ┓２╂^（牠）］＋ ┒２┿（牠）
（１．３．２４ａ）

┿（牠）＝－ ┖╂^（牠） （１．３．２４ｂ）
此时的 ┨，┩是下列代数 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

┨┑
～
＋ ┑

～Ｔ┨－ ┨┒２┒Ｔ
２┨＋ ┓

～Ｔ┓
～
＝  （１．３．２５）

┑
－
┩＋ ┑

－Ｔ┩－ ┩┓Ｔ
２┓２┩＋ ┒┒Ｔ ＝  （１．３．２６）

关于 ＬＱＧ控制问题更详细的介绍可以参考专著 １，２中的有关章

节。

１．４ 变分法基本概念

变分法是研究泛函极值的一种经典方法，在力学、光学、电磁

学 和自动控制等学科中有着广泛的应用。本节将介绍变分法的基

本概念以便理解后续各章的内容，本节内容 取 自 参 考 文 献 ２９～
３１。

首先介绍泛函极小的概念，泛函规定了数 爥与容许函数 牨（牠）
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的对应关系，如果泛函 爥［牨（牠）］在任何一条与 牨＃（牠）接近的曲线

上的值不小于 爥［牨＃（牠）］，即 爥［牨（牠）］－爥［牨＃（牠）］≥０，则称此时泛

函在曲线 牨＃（牠）上达到极小值。
在求函数极值时导数及微分起着重要作用，而研究泛函极值

时泛函的微分（常称变分）则起着类似的作用，以至将求泛函极小

值 和极大值的问题都叫做变分问题，求泛函极值的方法则称为变

分法。
泛函宗量 牨（牠）的变分 δ牨（牠）是指两函数之差，即

δ牨（牠）＝ 牨（牠）－ 牨０（牠） （１．４．１）
连续泛函 爥［牨（牠）］的增量可以表示为

Δ爥＝ 爥［牨（牠）＋ δ牨（牠）］－ 爥［牨（牠）］＝
爧［牨（牠），δ牨（牠）］＋ 牜［牨（牠），δ牨（牠）］ （１．４．２）

其中 爧［牨（牠），δ牨（牠）］是关于 δ牨（牠）的线性连续泛函，牜［牨（牠），δ牨（牠）］
是关于 δ牨（牠）的高阶无穷小，称 爧［牨（牠），δ牨（牠）］为泛函的变分，并

记为

δ爥＝ 爧［牨（牠），δ牨（牠）］ （１．４．３）
显 然泛函的变分就是泛函增量的线性主部。当一个泛函具有变分

时，则称该泛函是可微的。
现 在 给 出 泛 函 极 值 的 必 要 条 件。令 牨＃（牠）是 极 值 曲 线，与

牨＃（牠）接近的容许曲线对于所有 牠∈ ［牠０，牠１］可表示为

牨（牠）＝ 牨＃（牠）＋ 犜犣（牠） （１．４．４）
其 中 犣（牠）是 牨（牠）的变分，犜是一个很小的数。在极值曲线 牨＃（牠）上

必然有


犜爥［牨

＃（牠）＋ 犜犣（牠）］
犜＝０

＝ ０ （１．４．５）

上 式为泛函极值的必要条件，它和 犣（牠）的选择无关。由上式得到

的解可能是极大值，也可能是极小值或驻点。而泛函极小值在 犜＝
０处应满足 ２爥燉犜２＞ ０。由于
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δ爥＝ 
犜爥［牨

＃（牠）＋ 犜犣（牠）］
犜＝０

（１．４．６）

所以泛函极值的必要条件也可以写成

δ爥＝ ０ （１．４．７）
现在来看一个典型的泛函极值问题：使泛函

爠（牨）＝∫
牠ｆ

０
爧（牠，牨（牠），牨燈 （牠））ｄ牠 （１．４．８）

在固定端点条件

牨（０）＝ 犜， 牨（牠ｆ）＝ 犝 （１．４．９）
约束下取极小的变分问题称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ问题。该泛函极值的必要

条件可表示为

爧
牨－ ｄ

ｄ牠
爧
牨燈 ＝ ０，（牠０＜ 牠＜ 牠ｆ） （１．４．１０ａ）

牨（０）＝ 犜， 牨（牠ｆ）＝ 犝 （１．４．１０ｂ）
其中式（１．４．１０ａ）称为 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程，一般来讲上述条件

只是极值存在的必要条件而非充分条件。在许多情况下，根据问题

的 物理意义可以判定极值是否存在，而严格的判断极值存在与否

的条件则是比较复杂的。满足式（１．４．１０）的曲线 牨＃（牠，爞１，爞２）称

为 极值曲线，只有在极值曲线上泛函才能达到极值。另外，容许函

数 牨（牠）的约束条件（１．４．９）也可以直接从下列泛函极值问题中导

出

爥（牨）＝∫
牠ｆ

０
爧（牠，牨（牠），牨燈 （牠））ｄ牠－ 爧

牨燈（牨－ 牨爜［ ］）
牠ｆ

牠０

（１．４．１１）
其中

牨爜（０）＝ 犜， 牨爜（牠ｆ）＝ 犝 （１．４．１２）
这一点由 δ爥（牨）＝ ０经过简单的推导就可以得到。极值曲线 牨＃（牠）
满足
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爧
牨＃ － ｄ

ｄ牠
爧
牨燈＃ ＝ ０，（０＜ 牠＜ 牠ｆ） （１．４．１３ａ）

及

牨＃（牠０）＝ 牨爜（牠０）， 牨＃（牠ｆ）＝ 牨爜（牠ｆ） （１．４．１３ｂ）
当泛函宗量为向量函数时，泛函

爥＝∫
牠ｆ

０
爧（牠，╂（牠），╂燈（牠））ｄ牠 （１．４．１４）

极值存在的必要条件为

爧
╂－ ｄ

ｄ牠
爧
╂燈 ＝ ０ （１．４．１５ａ）

δ╂Ｔ爧
╂燈

牠ｆ

０
＝ ０ （１．４．１５ｂ）

注意式（１．４．１５ｂ）与（１．４．１０ｂ）的区别，这个问题中对 ╂（牠）两端的

取值没有约束。式（１．４．１５ｂ）通常称为横截条件。
下面介绍一类特殊的依赖于两个函数的泛函极值问题，即泛

函极 值 问 题 （１．４．８）的 正 则 形 式。首 先 定 义 牨（牠）的 共 轭 变 量

（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｖａｒｉａｂｌｅ）。

牪（牠）＝ 爧
牨燈 （１．４．１６）

再定义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

爣（牠，牨，牪）＝ 牪牨燈－ 爧（牠，牨，牨燈） （１．４．１７）
其中 牨燈 认为是可以由式（１．４．１３）确定的 牠，牨，牪的函数。而泛函式

（１．４．８）可以写成

爤（牨，牪）＝∫
牠ｆ

０
｛牪牨燈－ 爣（牠，牨，牪）｝ｄ牠 （１．４．１８）

泛函 爤（牨，牪）的宗量函数 牨和 牪相互独立，其 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程

为

ｄ牨
ｄ牠＝ 爣

牪 （１．４．１９ａ）
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－ ｄ牪
ｄ牠＝ 爣

牨 （１．４．１９ｂ）

上 述 方 程 也 称 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正 则 方 程，是 分 析 力 学 中 重 要 的 方

程［２８］。引入与式（１．４．１１）一致的边界条件，得到下列泛函

爤（牨，牪）＝∫
牠ｆ

０
｛牪牨燈－ 爣（牠，牨，牪）｝ｄ牠－ ［牪（牨－ 牨爜）］

牠ｆ
０

（１．４．２０）
这样就可以自然导出边界条件。泛函式（１．４．２０）的驻值曲线 牨，
牪 是下列边值问题的解

ｄ牨

ｄ牠＝ 爣
牪，（牠０＜ 牠＜ 牠ｆ） （１．４．２１）

－ ｄ牪

ｄ牠＝ 爣
牨，（牠０＜ 牠＜ 牠ｆ） （１．４．２２）

牨（０）＝ 牨爜（０），牨（牠ｆ）＝ 牨爜（牠ｆ） （１．４．２３）
泛函式（１．４．２０）的另一种形式为

爤（牨，牪）＝∫
牠ｆ

０
｛－ 牪

燈
牨－ 爣（牠，牨，牪）｝ｄ牠－ ［牪（牨爜）］牠ｆ０

（１．４．２４）
根据式（１．４．２０）定义泛函

爥（牨）＝ 爤（牨，牪（牨）） （１．４．２５）
其中 牪（牨）由

牨燈＝ 爣
牪 （１．４．２６）

确定。根据式（１．４．２４）定义泛函

爢（牪）＝ 爤（牨（牪），牨） （１．４．２７）
其中 牨（牪）由

－ 牪
燈
＝ 爣

牨 （１．４．２８）

确 定。如果 爣（牠，牨，牪）是 牨的凹函数，牪的凸函数，则泛函 爤（牨，牪）
的驻值 爤（牨，牪）满足
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爢（牪）≤ 爢（牪）＝ 爤（牨，牪）＝ 爥（牨）≤ 爥（牨）
（１．４．２９）

而 爢（牪）则称为 爥（牨）的互补（ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ）泛函［３１］。

１．５ 常微分方程和差分方程特征值问题

本书后续章节中介绍并利用了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程和差分方

程特征值问题的有关定理和结论，作为基础，本节对常微分方程和

差 分方程特征值问题的基本概念作简单介绍，本节内容主要取自

参考文献 ３２，３３。
﹢：常微分方程边值问题

考虑一阶微分方程组的边值问题

╃
燈
（牠）－ ┑（牠）╃（牠）＝ ┰（牠），牠∈ ［牃，牄］ （１．５．１ａ）

其边界条件为

┒牃╃（牃）＋ ┒牄╃（牄）＝ ┼ （１．５．１ｂ）
其中矩阵 ┑（牠）∈ 牕×牕，常矩阵 ┒牃∈ 牕×牕，┒牄∈ 牕×牕。如果 ┒牃＝ ┙
且 ┒牄＝ ，则边值问题成为通常的初值问题。

对于 ２维的情况，若令

┑（牠）＝
０， １

牘（牨）
熿

燀

燄

燅－ 牚（牨） ０
（１．５．２ａ）

╃＝
牣

牘（牨）牣
烅
烄
烆

烍
烌
烎燈

Ｔ

（１．５．２ｂ）

┰（牠）＝
０｛ ｝牋（牠）

（１．５．２ｃ）

┒牃＝
犜１ 犜２［ ］０ ０

（１．５．３ａ）
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┒牄＝
０ ０
犝１ 犝［ ］２ （１．５．３ｂ）

则边值问题式（１．５．１）就是 Ｓｔｕｒｍ边值问题。
﹣：常微分方程特征值问题

考虑一阶微分方程组

╃燈（牠）－ ┑（牠，犧）╃（牠）＝ ，牠∈ ［牃，牄］ （１．５．４ａ）
其边界条件为

┒牃（犧）╃（牃）＋ ┒牄（犧）╃（牄）＝  （１．５．４ｂ）
其中 ┑（牠，犧）∈ 牕×牕，┒牃（犧）∈ 牕×牕，┒牄（犧）∈ 牕×牕在 牃≤ 牠≤ 牄上

关于 犧是解析的，且 ｒａｎｋ（┒牃（犧），┒牄（犧））＝ 牕对所有 犧都成立。若 犧
使齐次边值问题（１．５．１）具有非零解 ╃（牠），则称是该边值问题的

特征值，对应的解 ╃（牠）＝╃（牠，犧）则称为关于 犧的特征函数。许多常

微分方程边值问题中的边界条件常常具有分离或部分 分 离 的 形

式，例如

┒牃（犧）＝
┓牃（犧）
┓牄牃［ ］（犧）

， ┒牄（犧）＝

┓牄［ ］（犧）

（１．５．５ａ，ｂ）

﹤：┉┊┇│┐┄┊┋━━微分方程特征值问题

考虑下列二阶常微分方程的边值问题

ｄ
ｄ牠［牘（牠）牣

燈］＋ 牚（牠）牣＋ 犧牜（牠）牣＝ ０， 牠∈ ［牃，牄］

（１．５．６ａ）
其边界条件为

犜１牣（牃）＋ 犜２牣
燈（牃）＝ ０ （１．５．６ｂ）

犝１牣（牄）＋ 犝２牣
燈（牄）＝ ０ （１．５．６ｃ）

其中 牘（牠），牚（牠），牜（牠）都是定义在区间［牃，牄］上的实值连续函数；犜牏，
犝牏 均为实数（牏＝ １，２），对于这个特征值问题，犧是实数。此特征值

问题称为 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌ特征值问题

当 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌ条件成立，即 牘（牠）∈ 爞１［牃，牄］，牚（牠），牜（牠）∈
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爞［牃，牄］；牘（牠）＞０，牜（牠）＞０，牠∈［牃，牄］；犜２
１＋犜２

２＞０，犝２
１＋犝２

２＞０时，
有下面的基本定理：

１．对应于每个特征值的特征函数除了一个常数因子外是惟一

确定的。
２．所有的特征值都是实数

３．特征值存在定理：边值问题（１．５．３）有可数无穷多个特征

值 犧牕（牕＝ ０，１，２，…），并可按其大小排列成

犧０＜ 犧１＜ … ＜ 犧牕＜ … →＋ ∞ （１．５．７）
而且存在常数 牅，爞＞ ０，使对充分大的 牕有

牅牕２≤ 犧牕≤ 爞牕２ （１．５．８）
且对应于 犧牕的特征函数 牣牕（牠）（牕＝０，１，２，…）在区间（牃，牄）内恰好

有 牕个零点。
﹥：┉┊┇│┐┄┊┋━━差分方程特征值问题

ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌ差分方程具有下列形式

Δ（牘牑－１Δ牪牑－１）＋ （牚牑＋ 犧牜牑）牪牑＝ ０ （１．５．９ａ）
边界条件为

犜０牪０＋ 犜１牪１＝ ０ （１．５．９ｂ）

犜爫牪爫 ＋ 犜爫＋１牪爫＋１＝ ０ （１．５．９ｃ）
其中 Δ为差分算子，牑∈ ［１，爫－ １］，且 犧与 牑无关，而 犜０，犜１，犜爫，

犜爫＋１则是给定的常数。当 牘牑，牚牑，牜牑为实数时，特征值 犧亦为实数。若

犧牔 和 犧牕是两个不同的特征值，并记 犗牔，牑和 犗牕，牑是相对应的特征函

数，则有


爫

牑＝１
牜牑犗牔，牑犗牕，牑＝ ０ （１．５．１０）

若取 牜牑＞ ０，则上式表明特征函数｛ 牜槡牑犗牔，牑｝（牔＝ １，２，…，爫）是

相互正交的，也称函数 犗牔，牑是加权正交的，加权系数为 牜牑。
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第二章 离散系统 爣∞全信息控制

全信息（ｆｕｌｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）控制是指受控系统的状态及外界干

扰信 号 都 可 用 于 反 馈 的 控 制，即 控 制 器 的 形 式 为 ┿＝┛［╂Ｔ，
╁Ｔ］［１］［２］。爣∞控制的目的是极小化闭环系统从干扰输入到参考输

出的 爣∞范数。对于随机干扰输入信号，系统的性能指标 爥（╀，╁）
成 为随机变量，对性能指标的极小化则成为对其期望值 爠［爥（╀，
╁）］的极小化。为便于表述，本书中的讨论将基于干扰输入属于平

方可积信号集合的前提（即能量有限）。
本章将首先简要介绍离散系统 爣∞ 全信息控制的基本概念和

基本理论；基于 爣∞ 控制理论进行实际控制系统的设计时需要解

决 的一个基本问题是确定系统的最优 爣∞ 性能指标 犞ｏｐｔ，即最优

爣∞ 诱导范数。犞ｏｐｔ与 Ｒｉｃｃａｔｉ差分方程解的存在性有密切的关系，
而 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解又可以由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程的解构造。本章还

将 通过建立 犞ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值问题之间的联系，给

出计算 犞ｏｐｔ的方法。

２．１ 离散 爣∞ 全信息控制

考虑如下线性时变系统

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ ┒牑┿牑＋ └牑╁牑， ╂０＝  （２．１．１）
╄牑＝ ┘牑╂牑＋ ┞牑┿牑 （２．１．２）

其中 牑∈ ［０，爫－ １］，状态向量 ╂牑∈牕，干扰向量 ╁牑∈牓，控制向

量 ┿牑∈牔，输出向量 ╄牑∈牘。┑牑，┒牑，└牑，┘牑及 ┞牑均为具有恰当维

数的矩阵，┞Ｔ
牑［┘牑 ┞牑］＝ ［┙］，并令 ┘Ｔ

牑┘牑＝ ┡牑。



最优 爣∞ 控制是指确定控制序列 ┿ 使得

犞ｏｐｔ∶＝ ｉｎｆ
┿
‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］＝ ‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］

（２．１．３）
上式中的 犞ｏｐｔ就是系统的最优 爣∞ 诱导范数，也称为最优 爣∞ 性能

指标［１］。另外，上式中

‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］∶ ＝ ｓｕｐ
╁

‖牫牥（┿）‖２

‖╁‖２
（２．１．４）

其中

‖牫牥（┿）‖２＝ １
２

爫－１

牑＝０
╄Ｔ牑╄牑＋ １

２╂Ｔ
爫┡ｆ╂槏 槕爫

１
２

（２．１．５）

‖╁‖２＝ １
２

爫－１

牑＝０
╁Ｔ

牑╁槏 槕牑
１
２

（２．１．６）

式 中 干 扰 输 入 ╁∈ ２［０，爫 － １］，┡ｆ是 对 称 正 定 阵。但 是 按 照

（２．１．３）所定义的目标函数研究问题通常比较困难，因此考虑下

列形式的目标函数以方便研究［３～５］。
‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］＜ 犞 （２．１．７）

这样问题就成为一个次优 爣∞ 控制问题，即在 ２［０，爫－ １］空间

中寻找控制序列｛┿牑｝
┿牑＝ ╂牑 （２．１．８）

使得

１
２

爫－１

牑＝０
╄Ｔ牑╄牑＋ １

２╂Ｔ
爫┡ｆ╂爫 ＜ １

２犞２
爫－１

牑＝０
╁Ｔ

牑╁牑 （２．１．９）

其中 是线性因果算子。这样就可以引入如下形式的目标函数

爥犞（┿，╁）＝ ‖牫牥（┿）‖２
２－ 犞２‖╁‖２

２

＝ １
２

爫－１

牑＝０
╄Ｔ牑╄牑＋ １

２╂Ｔ
爫┡ｆ╂爫 － １

２犞２
爫－１

牑＝０
╁Ｔ

牑╁牑

（２．１．１０）
定理 ．［１］ 对于给定的 犞，当且仅当
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犞２┙－ └Ｔ
牑（┙＋ ┝牑＋１┒牑┒Ｔ

牑）－１┝牑＋１└牑＞ ０ （２．１．１１）
成立时，存在满足条件的次优 爣∞ 控制器，上式中的 ┝牑＋１满足

┝牑＝ ┡牑＋ ┑Ｔ
牑┝牑＋１熅－１

牑 ┑牑， ┝爫 ＝ ┡ｆ （２．１．１２）
其中

熅牑＝ ┙＋ （┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）┝牑＋１ （２．１．１３）
也可以将式（２．１．１２）、（２．１．１３）写成 Ｒｉｃｃａｔｉ差分方程的形式

┝牑＝ ┡牑＋ ┑Ｔ
牑┝牑＋１［┙＋ （┒牑┒Ｔ

牑 － 犞－２└牑└Ｔ
牑）┝牑＋１］－１┑牑

（２．１．１４）
此时的反馈控制 ┿及干扰 ╁分别为

┿牑＝－ （┙＋ ┒Ｔ
牑┝牑＋１┒牑）－１┒Ｔ

牑┝牑＋１（└牑╁牑＋ ┑牑╂牑） （２．１．１５ａ）

╁牑＝ 犞－２└Ｔ
牑┝牑＋１熅－１

牑 ┑牑╂牑 （２．１．１５ｂ）
而且

爥犞（┿，╁）＝ ╂Ｔ
０┝０╂０ （２．１．１６）

若定义 犞的集合 Γ∶＝ ｛犞＞ ０：式（２．１．１１）成立｝，并令 犞
＾

为 Γ
的下确界，即 犞

＾
∶＝ ｉｎｆ｛犞∶犞∈ Γ｝，则有

犞ｏｐｔ＝ 犞
＾

（２．１．１７）

按照时变系统 爣∞ 控制器的形式，可以给出下列线性定常系

统

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┒┿牑＋ └╁牑 （２．１．１８）

╄牑＝ ┘╂牑＋ ┞┿牑 （２．１．１９）
在 有限区间 牑∈［０，爫－１］上的 爣∞ 控制器。即对于给定的 犞＞０，
当且仅当

犞２┙－ └Ｔ（┙＋ ┝牑＋１┒┒Ｔ）－１┝牑＋１└＞ ０ （２．１．２０）
成 立时，存在满足条件的次优 爣∞ 控制器，┝牑＋１是满足下列方程

的矩阵序列

┝牑＝ ┡＋ ┑Ｔ┝牑＋１熅－１
牑 ┑， ┝爫 ＝ ┡ｆ （２．１．２１）
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熅牑＝ ┙＋ （┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）┝牑＋１ （２．１．２２）
即

┝牑＝ ┡＋ ┑Ｔ┝牑＋１［┙＋ （┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）┝牑＋１］－１┑
（２．１．２３）

此时反馈控制及干扰分别为

┿牑＝－ （┙＋ ┒Ｔ┝牑＋１┒）－１┒Ｔ┝牑＋１（└╁牑＋ ┑╂牑） （２．１．２４ａ）

╁牑＝ 犞－２└Ｔ┝牑＋１熅－１
牑 ┑╂牑 （２．１．２４ｂ）

定常系统无限区间次优 爣∞ 控制器存在的条件则为

犞２┙－ └Ｔ（┙＋ ┝┒┒Ｔ）－１┝└＞ ０ （２．１．２５）
其中的 ┝ 为 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的解

┝ ＝ ┡＋ ┑Ｔ┝［┙＋ （┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）┝］－１┑（２．１．２６）
由上述结论可知 爣∞ 全信息控制器存在与否是由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

解的存在性及约束条件（２．１．１１）决定的，事实上条件（２．１．１１）等

价于要求（２．１．１３）中定义的矩阵 熅牑所有特征值为正［１］。显然对于

┡ｆ＞ ０的 边 界 条 件，若 犞的 取 值 使 得 熅牑 奇 异，则 Ｒｉｃｃａｔｉ方 程

（２．１．１４）的解亦不存在，所以这时通过 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的存在性条

件就可以判断满足条件的 爣∞ 全信息控制器存在与否。
文献 １，４，５中还介绍了仅利用系统状态反馈的 爣∞ 控制器的

存 在 条 件 与 具 体 形 式，这 里 也 简 单 介 绍 一 下。仍 然 考 虑 系 统

（２．１．１～ ２．１．２）满足性能指标式（２．１．７）的 爣∞ 控制问题，如果

控制器只能利用系统的状态信息进行反馈，则有如下定理：
定理 ．［１，４］ 对于给定的 犞，当且仅当

犞２┙－ └Ｔ
牑┝牑＋１└牑＞ ０ （２．１．２７）

成立时，存在满足条件的次优 爣∞ 控制器，其中 ┝牑＋１由下列方程

定义

┝牑＝ ┡牑＋ ┑Ｔ
牑┝牑＋１熅－１

牑 ┑牑， ┝爫 ＝ ┡ｆ （２．１．２８）
而
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熅牑＝ ┙＋ （┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）┝牑＋１ （２．１．２９）
或者写成 Ｒｉｃｃａｔｉ差分方程的形式

┝牑＝ ┡牑＋ ┑Ｔ
牑┝牑＋１［爤＋ （┒牑┒Ｔ

牑 － 犞－２└牑└Ｔ
牑）┝牑＋１］－１┑牑

（２．１．３０）
此时状态反馈控制 ┿及干扰 ╁分别为

┿牑＝－ ┒Ｔ
牑┝牑＋１熅－１

牑 ┑牑╂牑 （２．１．３１ａ）

╁牑＝ 犞－２└Ｔ
牑┝牑＋１熅－１

牑 ┑牑╂牑 （２．１．３１ｂ）
而且

爥犞（┿，╁）＝ ╂Ｔ
０┝０╂０ （２．１．３２）

条件（２．１．２７）意味着（２．１．２９）中 熅牑的可逆性，反之则不然。

定义集合 Γ１∶＝ ｛犞＞ ０：式（２．１．２７）成立｝，并令 犞
～

为 牰１的下

确界，即 犞
～

∶＝ ｉｎｆ｛犞∶＝ 犞∈ Γ１｝，则有

犞ｏｐｔ＝ 犞
～

（２．１．３３）

并且 犞
＾

＜ 犞
～

，即全信息 爣∞ 控制系统的性能指标要优于状态反馈

爣∞ 控制系统。
基于时变系统 爣∞ 控制器的形式，可以给出线性定常系统

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┒┿牑＋ └╁牑 （２．１．３４）
╄牑＝ ┘╂牨＋ ┞┿牑 （２．１．３５）

在 有限区间 牑∈［０，爫－１］上的 爣∞ 控制器。即对于给定的 犞＞０，
当且仅当

犞２┙－ └Ｔ┝牑＋１└＞ ０ （２．１．３６）
成 立时，存在满足条件的次优 爣∞ 控制器，┝牑＋１是满足下列方程

的矩阵序列

┝牑＝ ┡＋ ┑Ｔ┝牑＋１熅－１
牑 ┑， ┝爫 ＝ ┡ｆ （２．１．３７）

熅牑＝ ┙＋ （┒┒爴 － 犞－２└└Ｔ）┝牑＋１ （２．１．３８）
即
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┝牑＝ ┡＋ ┑Ｔ┝牑＋１［┙＋ （┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）┝牑＋１］－１┑
（２．１．３９）

此时状态反馈控制及干扰分别为

┿牑＝－ ┒Ｔ┝牑＋１熅－１
牑 ┑╂牑 （２．１．４０ａ）

╁牑＝ 犞－２└Ｔ┝牑＋１熅－１
牑 ┑╂牑 （２．１．４０ｂ）

无限区间次优 爣∞ 控制器存在的条件则为

犞２┙－ └Ｔ┝└＞ ０ （２．１．４１）
其中 ┝ 为 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的解

┝ ＝ ┡＋ ┑Ｔ┝［┙＋ （┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）┝］－１┑（２．１．４２）
现在仍然考虑本节开头讨论的离散 爣∞ 全信息控制问题。引

入 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 熮牑＋１，可以将系统方程约束条件（２．１．１）代入目

标函数得到其增广形式

爥犞（┿，╁，熮）＝ １
２

爫－１

牑＝０
［╂爴

牑┡牑╂牑＋ ┿Ｔ
牑┿牑－ 犞２╁Ｔ

牑╁牑＋

熮Ｔ
牑＋１（┑牑╂牑＋ └牑╁牑＋ ┒牑┿牑－ ╂牑＋１）］＋

１
２╂Ｔ

爫┡ｆ╂爫 （２．１．４３）

由最优的必要条件，即 δ爥犞（┿，╁，熮）＝ ０，可得

┿牑＝－ ┒Ｔ
牑熮牑＋１ （２．１．４４ａ）

╁牑＝ 犞－２└Ｔ
牑熮牑＋１ （２．１．４４ｂ）

以及对偶形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程边值问题

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ （犞－２└牑└Ｔ
牑 － ┒牑┒Ｔ

牑）熮牑＋１ （２．１．４５ａ）

熮牑＝ ┓Ｔ
牑┓牑╂牑＋ ┑Ｔ

牑熮牑＋１ （２．１．４５ｂ）
边界条件为

╂０＝  （２．１．４６ａ）

熮爫 ＝ ┡ｆ╂爫 （２．１．４６ｂ）
将式（２．１．４４）代入式（２．１．４３）可得
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爥犞（╂，熮）＝ 
爫－１

牑＝０
－ 熮Ｔ

牑＋１╂牑＋１－ １
２熮Ｔ

牑＋１┒牑┒Ｔ
牑熮槏 牑＋１＋

１
２犞－２熮Ｔ

牑＋１└牑└Ｔ
牑熮牑＋１＋ 熮Ｔ

牑＋１┑牑╂牑＋ １
２╂Ｔ

牑┡牑╂槕牑 ＋

１
２╂Ｔ

爫┡ｆ╂爫 （２．１．４７）

显然上式存在驻值与差分方程边值问题（２．１．４５）、（２．１．４６）存在

非 平凡解是等价的，还可以将差分方程的特征值表达为一个两类

变量广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的形式，即

犞－２＝ ｓｔ犆１

犆２
（２．１．４８）

其中 犆１和 犆２分别为

犆１＝ 
爫－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１╂牑＋１－ 熮Ｔ

牑＋１┑牑╂牑－ １
２╂Ｔ

牑┡牑╂牑槏 ＋

１
２熮Ｔ

牑＋１┒牑┒Ｔ
牑熮 槕牑＋１ － １

２╂Ｔ
爫┡ｆ┸爫

（２．１．４９ａ）

犆２＝ １
２

爫－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１└牑└Ｔ

牑熮牑＋１ （２．１．４９ｂ）

广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的驻值（特征值）满足 犞－２
１ ≤ 犞－２

２ ≤ …，即 犞１≥ 犞２

≥ …。后面还将证明式（２．１．４８）等价于通常的一类变量 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
商驻值问题，即广义矩阵特征值问题。

２．２ Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值

线 性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统的近期研究成果见文献［６～ ８］，本

节介绍 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值问题的基本概念和定理。
考虑下列差分方程边值问题

Δ╂牑＝ ┑牑（犱）╂牑＋ ┒牑（犱）熮牑＋１ （２．２．１ａ）
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Δ熮牑＝ ┓牑（犱）╂牑－ ┑Ｔ
牑（犱）熮牑＋１ （２．２．１ｂ）

共轭边界条件为

┢
－ ╂０

╂［ ］爫
＋ ┢

熮０

熮［ ］爫
＝  （２．２．２）

其中 牑∈ ［０，爫－ １］，前向差分算子 Δ定义为 Δ╂牑：＝ ╂牑＋１－ ╂牑，

犱为实数，┢和 ┢ 为 ２牕× ２牕矩阵并分别满足

ｒａｎｋ（┢┢）＝ ２牕 （２．２．３ａ）

┢┢Ｔ ＝ ┢┢Ｔ （２．２．３ｂ）
另外，对于所有的 牑∈ ［０，爫－ １］，牕× 牕矩阵 ┑牑（犱），┒牑（犱），┓牑（犱）
是 犱的连续可微函数。而矩阵

┘牑（犱）＝
－ ┓牑（犱） ┑Ｔ

牑（犱）
┑牑（犱） ┒牑［ ］（犱）

（２．２．４）

为对称 Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵。如果实数 犱使得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程边值问

题 （２．２．１）、（２．２．２）存在满足边界条件的非平凡解（╂，熮），则 犱为

Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统（２．２．１）、（２．２．２）的特征值，而相应的解（╂，熮）
称为特征函数。

如果边界条件（２．２．２）可以写成下面的形式，则称其为可分

离边界条件

┢＝
┢０ 
 ┢［ ］爫＋１

（２．２．５ａ）

┢ ＝
－ ┢

０ 

 ┢
爫［ ］＋１

（２．２．５ｂ）

其中的 牕× 牕矩阵 ┢０，┢
０，┢爫＋１，┢

爫＋１分别满足

ｒａｎｋ（┢０┢
０）＝ ｒａｎｋ（┢爫＋１┢

爫＋１）＝ 牕 （２．２．６）

┢０┢Ｔ
０ ＝ ┢

０┢Ｔ
０ （２．２．７ａ）

┢爫＋１┢Ｔ
爫＋１＝ ┢

爫＋１┢Ｔ
爫＋１ （２．２．７ｂ）

若对于 牑∈ ［０，爫］，牕× 牕矩阵 ┨牑，熅牑（代替向量 ╂牑，熮牑）是式
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（２．２．１）的解，并且有

ｒａｎｋ（┨Ｔ
牑 熅Ｔ

牑）＝ 牕，┨Ｔ
牑熅牑＝ 熅Ｔ

牑，┨牑 （２．２．８）
则称（┨，熅）为式（２．２．１）的一个联合基（ｃｏｎｊｏｉｎｅｄｂａｓｉｓ）。如果存

在两个联合基（┨，熅）和（┨，熅）满足

┨Ｔ
牑熅牑－ 熅Ｔ

牑┨牑＝ ┙ （２．２．９）
则 称 它 们 是 式 （２．２．１）的 正 则 联 合 基 （ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｏｎｊｏｉｎｅｄ
ｂａｓｅｓ）。其中 ┙是 牕× 牕单位矩阵。

定理 ．［６］：设（┨，熅）和（┨，熅）为式（２．２．１）的正则联合基。
则 犱为式（２．２．１）、（２．２．２）的特征值当且仅当下列 ２牕×２牕阶矩阵

┥＝ ┢
－ ┨０ － ┨０

┨爫 ┨［ ］爫
＋ ┢

熅０ 熅０

熅爫 熅［ ］爫
（２．２．１０）

为奇异矩阵。
定 理 ．［６］：如 果 边 界 条 件 为 可 分 离 形 式，令（┨，熅）为 式

（２．２．１）的联合基，且

┨爫 ＝－ ┢Ｔ
爫 （２．２．１１ａ）

熅爫 ＝ ┢Ｔ
爫 （２．２．１１ｂ）

则 犱是系统（２．２．１）、（２．２．２）的一个特征值当且仅当 牕× 牕矩阵

┢
０┨０＋ ┢０熅０ （２．２．１２）

为奇异阵。
证明 这里给出的证明与文献 ６中系定理 １的证明类似。对

于 上述联合基，必然存在式（２．２．１）的另一个二联合基（┨，熅）与

（┨，熅）构成正则基［６］。根据定理 ２．３，犱是式（２．２．１）、（２．２．２）的特

征值当且仅当

┥＝ ┢ － ┨０ － ┨０

┨爫 ┨［ ］爫
＋ ┢

熅０ 熅０

熅爫 熅［ ］爫
＝

┢ 
 ┢［ ］

爫

－ ┨０ － ┨０

－ ┢Ｔ
爫 ┨［ ］爫

＋
┢０ 
 ┢［ ］爫

熅０ 熅０

┢Ｔ
爫 熅［ ］爫

＝
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┢
０┨０＋ ┢０熅０ ┢

０┨０＋ ┢０熅０

－ ┢
爫┢Ｔ

爫 ＋ ┢爫┢Ｔ
爫 ┢

爫牀爫 ＋ ┢爫牼［ ］爫
＝

┢
０┨０＋ ┢０熅０ ┢

０┨０＋ ┢０熅０［ ］ － ┙
为奇异矩阵。显然这等价于 ┢

０┨０＋ ┢０熅０是奇异矩阵。
现在考察 Ｒｉｃｃａｔｉ方程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的关系，令 ┑牑（犱）＝ ┙

＋ ┑牑，┒牑（犱）＝ 犞－２└牑└Ｔ
牑－┒牑┒Ｔ

牑，┓牑（犱）＝－┘Ｔ
牑┘牑，则方程（２．２．１）

可以变换为与式（２．１．４５）一致的形式，从而 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（２．１．１４）
的解序列可以由联合基（┨，熅）构造［８］。令 ┠牑＝熅牑┨－１

牑 ，式（２．１．４５）
可写成如下矩阵形式

┠牑＝ ┘Ｔ
牑┘牑＋ ┑Ｔ

牑┠牑＋１（┨牑┨－１
牑＋１）－１ （２．２．１３ａ）

┙＝ ┑牑┨牑┨－１
牑＋１＋ （犞－２└牑└Ｔ

牑 － ┒牑┒Ｔ
牑）┠牑＋１ （２．２．１３ｂ）

若 ┙＋ （┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）┠牑＋１可逆，由上式可得

┠牑＝ ┘Ｔ
牑┘牑＋ ┑Ｔ

牑┠牑＋１［┙＋ （┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）┠牑＋１］－１┑牑

（２．２．１４）
显然式（２．２．１４）与 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（２．１．１４）一 致。考 虑 到（２．１．３０）
式，令

┢ ＝
┙ 
 ┡［ ］ｆ ， ┢＝

 ［ ］ － ┙
（２．２．１５）

则对于联合基（┨，熅）有：┨爫 ＝ ┙，熅爫 ＝ ┡ｆ，┠爫 ＝ 熅爫┨－１
爫 ＝ ┡ｆ并且

┢０＝ ，┢
０ ＝ ┙。按照定理 ２．３，矩阵

┢
０┨０＋ ┢０熅０＝ ┨０ （２．２．１６）

是奇异的当且仅当 犞－２是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差 分 系 统（２．１．４５）（２．１．４６）
的特征 值。显 然，在 这 种 情 况 下 Ｒｉｃｃａｔｉ方 程 解 矩 阵 中 的 元 素 在

牑＝ ０时将趋于无穷大。

２．３ 广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商

考虑下列广义特征值问题
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（┛－ 犱┝）┮＝  （２．３．１）
其中对称矩阵 ┛≥ ０，┝＞ ０及向量 ┮∈爫牕＋牕，且分别具有下列形

式

┛＝

┛牃牃０ ┛牃牄０

┛牄牄０＋ ┛牃牃１

 ┛牃牄爫

牞牪牔牔牉牠牜牪 ┛牄牄爫 ＋ ┣－１

熿

燀

燄

燅ｆ

（２．３．２ａ）

┝ ＝

┝０

┝１


┝

熿

燀

燄

燅爫

（２．３．２ｂ）

┮＝ ［┮Ｔ
０，┮Ｔ

１，…，┮Ｔ
爫］Ｔ （２．３．２ｃ）

其中 ┛牃牃牏，┛牄牄牏为对称阵，┛Ｔ
牃牄牏＝┛牄牃牏，┛牃牃牏，┛牄牄牏，┛牃牄牏∈牕×牕，┮牏∈牕（牏

＝ ０，１，…，爫）。广 义 特 征 值 问 题 （２．３．１）的 特 征 值 是 下 列

Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的驻值

犱＝ ｓｔ┮Ｔ┛┮
┮Ｔ┝┮ （２．３．３）

为与方程（２．１．１）的初始条件一致，设 ┮０＝ ，则有

犱＝ ｓｔ

爫－１

牑＝０
爺０

牑（┮牑，┮牑＋１）＋ １
２┮Ｔ

爫┣－１
ｆ ┮爫


爫－１

牑＝０

１
２┮Ｔ

牑＋１┝牑＋１┮牑＋１

（２．３．４）

其中

爺０
牑（┮牑，┮牑＋１）＝ １

２┮Ｔ
牑┛牃牃牑┮牑＋ ┮Ｔ

牑＋１┛牄牃牑┮牑＋ １
２┮Ｔ

牑＋１┛牄牄牑┮牑＋１

（２．３．５）
特征值问题（２．３．１）等价于变分问题

δ １
２┮Ｔ［ ］（┛－ 犱┝）┮＝ ０ （２．３．６）
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即

δ
爫－１

牑＝０
爺０

牑（┮牑，┮牑＋１）＋ １
２┮Ｔ

爫┣－１
ｆ ┮爫 － 

爫－１

牑＝０

１
２犱┮Ｔ

牑＋１┝牑＋１┮［ ］牑＋１ ＝ ０

（２．３．７）
令

爺牑（┮牑，┮牑＋１）＝ 爺０
牑（┮牑，┮牑＋１）－ １

２犱┮Ｔ
牑＋１┝牑＋１┮牑＋１ （２．３．８）

通过下列离散 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，变分问题（２．３．７）可以变换为等价

的正则形式。即定义

┸牑＝
爺牑

┮牑
＝ ┛牃牃牑┮牑＋ ┛牃牄牑┮牑＋１ （２．３．９ａ）

┸牑＋１＝－ 爺牑

┮牑＋１
＝－ ┛牄牄牑┮牑＋１＋ 犱┝牑＋１┮牑＋１－ ┛牄牃牑┮牑

（２．３．９ｂ）
则 爺牑可以表示为

爺牑（┮牑，┮牑＋１）＝ １
２┸Ｔ

牑┮牑－ １
２┸Ｔ

牑＋１┮牑＋１ （２．３．１０）

令

爣牑（┸牑，┮牑＋１）＝－ ┮Ｔ
牑＋１┸牑＋１－ 爺牑（┮牑，┮牑＋１） （２．３．１１）

由（２．３．９）求解 ┸牑＋１和 ┮牑，可得下列对偶方程

┸牑＋１＝ ┖牑┸牑－ ┗牑┮牑＋１ （２．３．１２ａ）

┮牑＝ ┕牑┸牑＋ ┖Ｔ
牑┮牑＋１ （２．３．１２ｂ）

其中

┖牑＝－ ┛牄牃牑┛－１
牃牃牑 （２．３．１３ａ）

┕牑＝ ┛－１
牃牃牑 （２．３．１３ｂ）

┗牑＝ ┛牄牄牑－ ┛牄牃牑┛－１
牃牃牑┛牃牄牑－ 犱┝牑＋１＝ ┗０

牑－ 犱┝牑＋１

（２．３．１３ｃ）
上述矩阵称为区段矩阵。则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 爣牑（┸牑，┮牑＋１）可变换成
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下列形式

爣牑（┸牑，┮牑＋１）＝－ １
２┸Ｔ

牑┕牑┸牑－ ┮Ｔ
牑＋１┖牑┸牑＋ １

２┮Ｔ
牑＋１┗牑┮牑＋１

（２．３．１４）
令 ┮爫 ＝ ┣ｆ┸爫，此时可得变分问题（２．３．７）的正则形式

δ
爫－１

牑＝０
（－ ┸Ｔ

牑＋１┮牑＋１－ 爣牑（┸牑，┮牑＋１））＋ １
２┸Ｔ

爫┣ｆ┸［ ］爫 ＝

δ
爫－１

牑＝０
－ ┮Ｔ

牑＋１牕牑＋１＋ ┮Ｔ
牑＋１┖牑┸牑＋ １

２┸Ｔ
牑┕牑┸牑－ １

２┮Ｔ
牑＋１┗牑┮槏 槕［ 牑＋１ ＋

１
２┸Ｔ

爫┣ｆ┸］爫 （２．３．１５）

根据上述结果，Ｒａｙｌｅｉｇｈ商定（２．３．４）可以变换为等价 的 两 类 变

量广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商形式

犱＝ ｓｔ犎１

犎２
（２．３．１６）

其中

犎１＝ 
爫－１

牑＝０
┮Ｔ
牑＋１牕牑＋１－ ┮Ｔ

牑＋１爡牑┸牑－ １
２┸Ｔ

牑爠牑┸牑＋ １
２┮Ｔ

牑＋１爢０
牑┮槏 槕牑＋１ －

１
２┸Ｔ

爫┣ｆ┸爫 （２．３．１７ａ）

犎２＝ 
爫－１

牑＝０

１
２┮Ｔ

牑＋１┝牑＋１┮牑＋１ （２．３．１７ｂ）

比较式（２．３．１６）及（２．１．３３）可知其形式与意义完全一致。因为 ┮

∈ 爫牕＋牕，特征值问题（２．３．１）的维数非常大，但这里仅需要计算

一 阶特征值，所以应当选择适合这类问题的算法。这里采用扩展

ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法结合 ２爫 类型的区段合并算法求解这一问

题。
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２．４ 最优 爣∞ 范数计算

．． 〇┉┉┇─┐〇━━│┈特征值计数公式

对于广义特征值问题

（┛－ 犱┝）╂＝  （２．４．１）
其中 ┛≥ ０，┛Ｔ＝┛，┝＞ ０，┝Ｔ＝┝，╂∈爲牕，用 牞｛┑｝表示对称矩

阵 ┑的负特征值个数，定义广义特征值问题（２．４．１）小于给定值

犱＃ 的特征值个数为其特征值计数，并用 爥（犱＃）表示，则有

爥（犱＃）＝ 牞｛┛－ 犱＃┝｝ （２．４．２）
如果将式（２．４．１）中的矩阵及向量分块表示为下列形式

┛牃牃 ┛牃牄

┛牄牃 ┛［ ］牄牄
－ 犱

┝牃牃 ┝牃牄

┝牄牃 ┝［ ］烅
烄

烆
烍
烌

烎牄牄

╂牃

╂［ ］牄 （２．４．３）

其中 ╂牃∈ 牜，╂牄∈ 牕－牜。设 ╂牃＝ ，则有

（┛牄牄－ 犱┝牄牄）╂牄＝  （２．４．４）
记式（２．４．４）小于 犱＃ 的特征值计数为 爥０（犱＃），并记

└（犱＃）＝ ┛牃牃－ 犱＃┝牃牃－ （┛牃牄－ 犱＃┝牃牄）（┛牄牄－ 犱＃┝牄牄）－１

（┛牄牃－ 犱＃┝牄牃） （２．４．５）
则有

爥（犱＃）＝ 爥０（犱＃）＋ 牞｛└（犱＃）｝ （２．４．６）
当 牕→ ∞，└（犱）是 犱的超越函数时上述等式依然成立［９～１０］。这里

给 出的是最简单的情况，这一公式最初是用结构力学的术语描述

并 证明的［９～１０］，文献 １１给出了其数学证明。为适应本章所研究的

广 义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商 特 征 值 问 题 的 需 要，下 面 将 给 出 扩 展

ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数公式及其证明，其最初的表述与证

明见文献 １２。
．． 扩展 〇┉┉┇─┐〇━━│┈特征值计数公式

为简化表达形式，特征值问题（┑－犱┒）牨＝用 ┑牨＝表示。
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本节中的所有特征值问题都用这种缩写形式。按照式（２．３．１３），令

┖牏＝－ ┛牄牃牏┛－１
牃牃牏 （２．４．７ａ）

┕牏＝ ┛－１
牃牃牏 （２．４．７ｂ）

┗牏＝ ┛牄牄牏－ ┛牄牃牏┛－１
牃牃牏┛牃牄牏 （２．４．７ｃ）

注意 ┛牄牄牏在这里是 ┛牄牄牏－ 犱┝ 的缩写形式。由（２．４．７）有

┛牄牃牏＝－ ┖牏┕－１
牏 （２．４．８ａ）

┛牃牃牏＝ ┕－１
牏 （２．４．８ｂ）

┛牄牄牏＝ ┗牏＋ ┖牏┕－１
牏 ┖Ｔ

牏 （２．４．８ｃ）
其中 牏＝ １，２。定义

┸牑＝ ┖１┸牑－１－ ┗１┮牑 （２．４．９ａ）

┮牑－１＝ ┕１┸牑－１＋ ┖Ｔ
１┮牑 （２．４．９ｂ）

┸牑＋１＝ ┖２┸牑－ ┗２┮牑＋１ （２．４．１０ａ）

┮牑＝ ┕２┸牑＋ ┖Ｔ
２┮牑＋１ （２．４．１０ｂ）

及

┸牑＋１＝ ┖牅┸牑－１－ ┗牅┮牑＋１ （２．４．１１ａ）

┮牑－１＝ ┕牅┸牑－１＋ ┖Ｔ
牅┮牑＋１ （２．４．１１ｂ）

由此可以导出下列区段合并方程［１３］

┗牅＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （２．４．１２ａ）

┕牅＝ ┕１＋ ┕Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （２．４．１２ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （２．４．１２ｃ）
考虑特征值问题

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛牄牄１ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛

熿

燀

燄

燅牄牄２

╂牑－１

╂牑

╂

熿

燀

燄

燅牑＋１

＝  （２．４．１３）

令 ╂牑＋１＝ ，而 ╂牑，╂牑－≠ ，则有特征值问题

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛［ ］牄牄１

╂牑－１

╂［ ］牑
＝  （２．４．１４）
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由于

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牄牄１＋ ┛［ ］牃牃２
＝

┙ 
┛牄牃１┛－１

牃牃１［ ］┙×

┛牃牃１ ┛牃牄１

 ┛牃牃２＋ ┛牄牄１－ ┛牄牃１┛－１
牃牃１┛［ ］牃牄１

（２．４．１５）

对给定的 犱＃，式（２．４．１４）的特征值计数为

爥爲牅（犱＃）＝ 牞｛┛牃牃２＋ ┛牄牄１－ ┛牄牃１┛－１
牃牃１┛牃牄１｝＋ 牞｛┛牃牃１｝＝

牞｛┗１＋ ┕－１
２ ｝＋ 牞｛┕－１

１ ｝ （２．４．１６）
令 爥爲１（犱＃）＝ 牞｛┛牃牃１｝，爥爲２（犱＃）＝ 牞｛┛牃牃２｝，则

爥爲牅（犱＃）＝ 爥爲１（犱＃）＋ 爥爲２（犱＃）－ 牞｛┕２｝＋ 牞｛┗１＋ ┕－１
２ ｝

（２．４．１７）
结合区段合并方程（２．４．１２）迭代执行上述方程，可以得到无约束

时特征值问题（２．３．１）的特征值计数。
对于特征值问题

┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛牄牄２＋ ┣－１［ ］ｆ

╂牑

╂［ ］牑＋１
＝  （２．４．１８）

由 Ｓｃｈｕｒ分解

┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛牄牄２＋ ┣－１［ ］ｆ
＝

┙ 
┛牄牃２┛－１

牃牃２［ ］┙×

┛牃牃２ ┛牃牄２

 ┣－１
ｆ ＋ ┛牄牄２－ ┛牄牃２┛－１

牃牃２┛［ ］牃牄２
（２．４．１９）

可知问题（２．４．１８）的特征值计数为

爥爲爳２（犱＃）＝ 牞｛┣－１
ｆ ＋ ┗２｝＋ 牞｛┛牃牃２｝＝ 爥爲２（犱＃）＋ 牞｛┣－１

ｆ ＋ ┗２｝
（２．４．２０）

现在考虑特征值问题

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛牄牄１ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛牄牄２＋ ┣－１

熿

燀

燄

燅ｆ

╂牑－１

╂牑

╂

熿

燀

燄

燅牑＋１

＝  （２．４．２１）
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令 ╂牑＋１＝ ，且 爥０（犱＃）为下列特征值问题的特征值计数

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛［ ］牄牄１

╂牑－１

╂［ ］牑
＝  （２．４．２２）

则

爥０（犱＃）＝ 爥爲牅（犱＃） （２．４．２３）
由式（２．４．５），这一问题的 └（犱＃）为

└（犱＃）＝ （┣－１
ｆ ＋ ┛牄牄２）－ ［ ┛牄牃２］

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牄牄１＋ ┛［ ］牃牃２

－１ 
┛［ ］牃牄２

（２．４．２４）
为求上式中的分块矩阵之逆，令

┓＝
┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛［ ］牄牄１

－１ ┓１ ┓２

┓３ ┓［ ］４ ＝

┕－１
１ － ┕－１

１ ┖Ｔ
１

－ ┖１┕－１
１ ┕－１

２ ＋ ┗１＋ ┖１┕－１
１ ┖［ ］Ｔ

１

－１

（２．４．２５）

由矩阵求逆引理，可得

┓４＝ ［┕－１
２ ＋ ┗１＋ ┖１┕－１

１ ┖Ｔ
１ － （┖１┕－１

１ ）┕１（┕－１
１ ┖Ｔ

１）］－１＝
（┕－１

２ ＋ ┗１）－１ （２．４．２６）
则

└（犱＃）＝ ┣－１
ｆ ＋ ┗２＋ ┖２┕－１

２ ┖Ｔ
２ －

（┖２┕－１
２ ）（┗１＋ ┕－１

２ ）－１（┕－１
２ ┖Ｔ

２）＝
┣－１

ｆ ＋ ┗２＋ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┗１┖Ｔ
２ ＝

┣－１
ｆ ＋ ┗牅 （２．４．２７）

因此式（２．４．２１）的特征值计数为

爥爲爳牅（犱＃）＝ 爥爲牅（犱＃）＋ 牞｛┣－１
ｆ ＋ ┗牅｝ （２．４．２８）

结合式（２．４．１２）执行上式，可以得到原特征值问题（２．３．１）的特

征值计数。
．． 算法描述

这里给出定常系数 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程边值问题一阶特征值
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的计算方法，也就是系统最优 爣∞ 范数的计算方法，时变系统的算

法是类似的。
﹢：有限时间情况

┉┅．｛选择合适的 犞－２
＃ ；┗＝ ┒┒Ｔ － 犞－２

＃ └└Ｔ；┖＝ ┑；┕＝
┘Ｔ┘｝

┉┅．｛┕１＝ ┕；┗１＝ ┗；┖１＝ ┖；┚爲１＝ ０；┕２＝ ┣ｆ；┗２＝ 
┖２＝ ┙；┚爲２＝ ０｝

┉┅．ｆｏｒ（牑＝ １；牑≤ 爫－ １；牑＋＋）｛
｛由 （２．４．１２ａ～ ｃ），（２．４．２８）计 算 ┕牅，┗牅，┖牅 和

┚爲爳牅｝
｛┕２＝ ┕┭；┗２＝ ┗┭；┕２＝ ┖牅；爥爲２＝ 爥爲爳牅｝
ｉｆ（爥爲爳牅＞ ０）｛中断循环；选择较小的 犞－２

＃ 重新开

始 ｝｝
┉┅．ｉｆ（爥爲爳牅＞ ０）

｛犞－２
＃ 是 犞－２

ｏｐｔ的一个上界（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ），在重新计算

时应减小｝
ｅｌｓｅ

｛犞－２
＃ 是 犞－２

ｏｐｔ的一个下界（ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）｝
ｉｆ（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）＞ 犡（犡是预先选定的小

正实数）
｛增加 犞－２

＃ 重新计算｝
ｅｌｓｅ

｛ｂｒｅａｋ｝
迭代可以在满足精度要求后终止，并取 ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ作为 犞－２

ｏｐｔ。
另外，上述算法中计算出的序列 ┕牑就是 ┝牑。当 爫趋向于无穷

时，┝爫 趋近于 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程（２．１．２６）的解［１，４］。
﹣：无限时间情况

┉┅．｛选择合适的 犞－２
＃ ；┖牅＝ ┑；┗牅＝ ┒┒Ｔ－ 犞－２

＃ └└Ｔ；┕牅＝
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┘Ｔ┘｝

┉┅．ｗｈｉｌｅ（‖┖牅‖ ＞ 犡）｛

｛┕１＝ ┕２＝ ┕牅；┗１＝ ┗２＝ ┗牅；┖１＝ ┖２＝ ┖牅；爥爲１＝

爥爲２＝ ０｝

｛由（２．４．１２），（２．４．１７）计算 ┕牅，┗牅，┖牅及 爥爲牅｝

ｉｆ（爥爲牅＞ ０）

｛中断循环；选择较小的 犞－２
＃ 重新开始｝｝

２．５ 算 例

算例 ：
首先考虑文献 １中介绍的一个简单问题，系统参数为：

┑＝ １ ┒＝ １ └＝ １ ┘＝ １
表 ２１给出了不同区间长度时的 犞ｏｐｔ值。当区间长度 爫 趋近无穷

时，犞ｏｐｔ趋近于常数 １，与文献 １中的结论一致。
表  算例 的 熤┄┅┉

┞ ２１ ２２ ２３ ２４

犞ｏｐｔ ０．５４６５８ ０．９８３４０ ０．９９５５０ ０．９９８８３

┞ ２５ ２６ ２７ ２８

犞ｏｐｔ ０．９９９７０ ０．９９９９３ ０．９９９９８ ０．９９９９９

算例 ：
算例选自参考文献 ５，是一个 ４阶离散系统，系统数据如下。

┑＝

１ ０ － ０．１ ０
０ １ ０ － ０．１

０．０３３ － ０．０３３ １ ０

熿

燀

燄

燅０．０３３ － ０．０３３ － ０．００７ １
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┒＝

０．０１ ０
０ ０．０１
０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０

└＝

－ ０．００４ ０
０ － ０．００４

０．０８５ ０

熿

燀

燄

燅０ ０．０８５

┘＝
０．５ ０．５ ０ ０［ ］－ ２．１１３ ２．１１３ ０．３７５ ０．３７５

表 ２２给出了不同时间长度的 犞ｏｐｔ值。当 爫趋近无穷时，犞ｏｐｔ趋近于

常数 ０．１８８８４。

表 ┐ 算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．１３８０３ ０．１５９４４ ０．１８７０９ ０．１８８７０

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ０．１８８８４ ０．１８８８４ ０．１８８８４ ０．１８８８４

文献 ５中研究的是状态反馈控制问题，文中给出的 犞最小值

为 犞 ≈ ０．２０４２４。按照本章方法计算，当 ┞足够大时，最优 爣∞ 范

数是 犞ｏｐｔ≈ ０．１８８８４，显然 犞 ＞ 犞ｏｐｔ，与定理 ２．２中的结论一致。这

是因为本章研究的是全信息控制问题。
图 ２．１至图 ２．３给出了 犞－２＝ 犞－２

ｏｐｔ时，不同区间长度内 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程解的变化情况。由图中可见 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解的变化趋势。图

２．４至图 ２．９给出了 犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ时，不同区间长度内 Ｒｉｃｃａｔｉ

方 程解的变化情况，随着时间的增长，Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解趋于常数

值。
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图 ２．１ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２３，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）

图 ２．２ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２４，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ２．３ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２５，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）

图 ２．４ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２３，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ２．５ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２４，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ２．６ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２５，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

·８６· 线性鲁棒控制的理论与计算



图 ２．７ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２６，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ２．８ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２７，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ２．９ 算例 ２Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ２８，犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

式（２．１．２）中的 ┘矩阵实际上体现了对状态的加权，┘矩阵

变化后系统的最优性能指标也会相应地产生变化。将 ┘矩阵中所

有元素乘 ２后进行与上文中同样的计算，结果列于表 ２┐３中。

表 ┐ ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．２１７９８ ０．２４３２４ ０．２６１９７ ０．２６３３２

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ０．２６３３３ ０．２６３３３ ０．２６３３３ ０．２６３３３

算例 ：
算例 ３是一个 ７维离散系统，系统数据为：
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┑＝

１．０ － ３２．３７ ０．０ ３２．３ ０．０ ０．７ ０．０
－ ０．０００１４ １．０ １０．０ ０．０ ２．０ ０．０ ０．３
－ ０．０１１１ － ３４．７２ １．０ ０．０ ０．０ １．４ ０．０

０．０ ０．０ １．０ １．０ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ ０．０ ０．０ １．０ ０．０ １．７
０．０ － １．０ ０．１ ３．２ ０．０ １．０ ０．０

熿

燀

燄

燅０．０ ０．１ － １．０ ０．０ ０．０ ０．０ １．０

┒＝

０．０
０．０
０．２
０．０００５
０．１
０．０２

熿

燀

燄

燅０．０１

└＝

０．０
－ ０．００１０６４
－ ０．３３８
０．０
０．２
０．１

熿

燀

燄

燅０．０１
┘＝ ｄｉａｇ［０．５，０．５，０．５，１．０，１．０，１．０］

表 ２４给出不同时间长度的 犞ｏｐｔ值。同样，当 ┞趋近无穷时，
犞ｏｐｔ趋近于一个常数。

表 ┐ 算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ８．５０８２ ８．５７４８ ８．６２３５ ８．８４３０

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ １７．１００ ２０．２１７ ２０．２３７ ２０．２３７

将 ┘矩阵中所有元素乘 ０．５并进行与上文中同样的计算，结

果列于表 ２５中。
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表 ┐ ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ６．３０３６ ６．４４７７ ６．４６３１ ６．５５６４

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ９．１１９７ １０．３３８ １０．３４４ １０．３４４

算例 ：
第四个算例是文献 １４中一个连续系统的算例，由该连续系统

离散化得到一个离散系统，然后计算其 犞ｏｐｔ，并将结果与连续系统

的 结果比较。结果分别列于表 ２６和表 ２７中。该连续系统的数据

为

┑＝

－ ０．０６０５ － ３２．３７ ０．０ ３２．２
－ ０．０００１４ － １．４７５ １０．０ ０．０
－ ０．０１１１ － ３４．７２ － ２．７９３ ０．０

熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ １．０ ０．０

┒２＝

０．０
－ ０．００１０６４
－ ０．３３８０

熿

燀

燄

燅０．０

┒１＝

０．０
０．０
０．２

熿

燀

燄

燅０．０００５
┓＝ ｄｉａｇ［０．５，０．５，１．０，１．０］

采用零阶保持器，采样间隔取 ０．２，得到离散化的系统数据为

┑＝

０．９８９８ － ０．４０８３ － １．２８００ ６．４０５１
－ ０．０００５ － ０．５５６８ － ０．１９２３ － ０．００２１
－ ０．０００１６ ０．６６９２ － ０．５３１７ － ０．００１８

熿

燀

燄

燅－ ０．００００６ ０．１５６７ － ０．０１２６ ０．９９９８
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┒＝

０．０５５５
－ ０．０１５３
０．００４４

熿

燀

燄

燅－ ０．００１８

└＝

－ ０．０３２４
０．００９０
－ ０．００２５

熿

燀

燄

燅０．００１２
┘＝ ｄｉａｇ［０．５，０．５，１．０，１．０］

表 ┐ 算例 的 熤┄┅┉及 熤－
┄┅┉（采样间隔 ．）

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．０７０５６ ０．１０５６９ ０．１２８９１ ０．４４８６８

犞－２
ｏｐｔ ２００．８３ ８９．５２１ ６０．１８０ ４．９６７４

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ １．０８３０ １．１６７５ １．１６７８ １．１６７８

犞－２
ｏｐｔ ０．８５２６３ ０．７３３６７ ０．７３３３１ ０．７３３３１

采用零阶保持器，采样间隔取 ０．１，得离散化系统数据为

┑＝

０．９９４４ － １．７７４１ － ０．９４０５ ３．２１０７
－ ０．０００４ － ０．２０４３ ０．４１５６ － ０．０００５
－ ０．０００５ － １．４４１９ － ０．２５０１ － ０．００１２

熿

燀

燄

燅－ ０．００００４ － ０．１１３０ ０．０４６４ ０．９９９９

┒＝

０．０１２５
－ ０．０１１１
－ ０．０１５６

熿

燀

燄

燅－ ０．００１２

└＝

－ ０．００７３
０．００６５
－ ０．００９３

熿

燀

燄

燅０．０００７
┘＝ ｄｉａｇ［０．５，０．５，１．０，１．０］
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表 ┐ 算例 的 熤┄┅┉及 熤－
┄┅┉（采样间隔 ．）

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．０４０４９ ０．０６９１９ ０．１０５０５ ０．１２７６５

犞－２
ｏｐｔ ６０９．８４９ ２０８．８３３ ９０．６１８７ ６１．３７４２

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ０．４４５２３ １．０８２１１ １．１６７４７ １．１６７７７

犞－２
ｏｐｔ ５．０４４６２ ０．８５４００ ０．７３３６７ ０．７３３３１

文献 １４中连续系统的计算结果为 犞－２
ｏｐｔ＝ ０．７３３３１１０８，显然与

这 里的结果是一致的。与前几个算例类似，这里也将 ┘矩阵中所

有元素乘 ２并进行与上文中同样的计算，结果列于表 ２８中。

表 ┐ ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉及 熤－
┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．１３７６８ ０．１９８１４ ０．２４４６０ ０．７３８１２

犞－２
ｏｐｔ ５２．７５１ ２５．４７２ １６．７１４ １．８３５４

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ １．３４３１ １．３７６９ １．３７７０ １．３７７０

犞－２
ｏｐｔ ０．５５４３５ ０．５２７４６ ０．５２７４３ ０．５２７４２

本章建立了离散 爣∞ 全信息控制系统的 犞－２
ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分

系统一阶特征值之间的对应关系。并基于离散 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换及广

义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的概念建立了 犞－２
ｏｐｔ与矩阵广义特征值的对应关系。

最后介绍了离散 爣∞ 控制系统最优 爣∞ 诱导范数的计算方法和几

个 数 值 算 例。类 似 地，对 于 连 续 系 统 爣∞ 全 信 息 控 制，犞－２
ｏｐｔ 则 是

Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程两端点边值问题的一阶特征值，在本书的第七

章对此有详细的介绍。
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第三章 离散系统 爣∞滤波

卡尔曼（Ｋａｌｍａｎ）滤波器在含噪声信号的处理中应用非常广

泛，这种滤波器要求知道信号的产生机理及噪声的统计特性，然而

在 许多情况下只能得到信号的近似模型，有时也无法获得信号的

统 计特性，这在一定程度上限制了卡尔曼滤波器的应用。另外，当

信 号模型存在不确定性时，卡尔曼滤波器的鲁棒性也较差。近年

来，爣∞ 滤波器引起越来越多的兴趣，并且已经取得许多理论研究

成果［１～３］。爣∞ 滤波器可以确保从噪声到估计误差之间传递函数的

爣∞ 范数小于某个给定的正数，且噪声可以是任意的有界信号。与

卡尔曼滤波器相比，爣∞ 滤波器对模型参数的不确定性不太敏感，
鲁棒性较好。

在 爣∞ 滤波器的设计中，系统最优 爣∞ 范数的计算是一个基

本环节。针对这一问题，本章在介绍 爣∞ 滤波器设计理论的基础上

讨论了离散 爣∞ 滤波系统的最优范数计算问题。首先建立了 犞ｏｐｔ与

相 关的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值之间的联系，进而给出了 犞ｏｐｔ与

广义矩阵特征值之间的对应关系。然后介绍了计算 犞ｏｐｔ的方法。

３．１ 离散 爣∞ 滤波

考虑下述线性时变离散系统在有限区间上的滤波问题

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ └牑╁牑，╂０＝  （３．１．１）
╃牑＝ ┓牑╂牑＋ ╀牑 （３．１．２）

╄牑＝ ┘牑╂牑 （３．１．３）



其中 牑∈ ［０，爫－ １］，状态向量 ╂牑∈牕，量测向量 ╃牑∈牚，过程噪

声 向量 ╁牑∈ 牓，量测噪声向量 ╀牑∈ 牔，状态向量的线性组合 ╄牑∈
牘是需要估计的向量。其余矩阵均有恰当的维数。对于给定的正

数 犞及任意的 ╁牑∈爧２［０，爫－ １］及 ╂０∈牕，要求所设计的滤波器

满足

１
２

爫－１

牑＝０
（╄牑－ ╄牑）Ｔ（╄牑－ ╄牑）

＜ １
２犞２ 

爫－１

牑＝０
（╁Ｔ

牑╁牑＋ ╀Ｔ牑╀牑）＋ （╂０－ ╂０）Ｔ┡－１
０ （╂０－ ╂０［ ］）

（３．１．４）
其中 ╄牑是状态滤波 ╂牑的线性组合 ╄牑＝爣牑╂牑，╂０是对初始状态的估

计，并且 ┡－１
０ ＞ ０。最优 爣∞ 滤波的性能指标定义为［１，３］

犞ｏｐｔ：＝ ｉｎｆ
╄

ｓｕｐ
╁，╀，╂０

‖╄牑－ ╄牑‖２

‖╂０－ ╂０‖２＋ ‖╁牑‖２＋ ‖╀牑‖２

（３．１．５）
其中 ‖ 燈‖２表示信号的 ２范数。

对预先给定的噪声抑制指标 犞＞０，当且仅当下列离散 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程存在稳定对称解 犈牑＞０时，存在满足上述条件的 爣∞ 滤波器。

熍牑＋１＝ ┑牑（熍－１
牑 ＋ ┓Ｔ

牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ
牑┘牑）－１┑Ｔ

牑 ＋ └牑└Ｔ
牑

熍０＝ ┡０ （３．１．６）
而相应的中心 爣∞ 滤波器为

╄牑＝ ┘牑╂牑 （３．１．７ａ）
╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ ┛牑（╃牑－ ┓牑╂牑） （３．１．７ｂ）

其中 ┛牑是滤波增益

┛牑＝ ┑牑熍牑（┙－ 犞－２┘Ｔ
牑┘牑＋ ┓Ｔ

牑┓牑）－１┓Ｔ
牑 （３．１．８）

显然，当 犞＝ ０时，滤波器的结构与卡尔曼滤波器是相同的；而当 犞
趋近于 犞ｏｐｔ时，Ｒｉｃｃａｔｉ方程解矩阵的特征值将趋近于无穷大［２］。定

义 一 个 犞的 集 合 牰爡，其 中 所 有 元 素 犞＞ ０且 使 得 Ｒｉｃｃａｔｉ方 程
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（３．１．６）存在稳定对称正定解，则 犞ｏｐｔ：＝ ｉｎｆ｛犞∶犞∈ 牰爡｝［４］。
基于线性时变系统 爣∞ 滤波器的结构，可以很容易地给出下

列线性定常系统

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ └╁牑，╂０＝  （３．１．９）

╃牑＝ ┓╂牑＋ ╀牑 （３．１．１０）

╄牑＝ ┘╂牑 （３．１．１１）
在 有限区间 牑∈［０，爫－１］上的 爣∞ 滤波器。对预先给定的噪声抑

制指标 犞＞ ０，当且仅当下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程存在稳定对称解 熍牑＞ ０
时，存在满足条件的 爣∞ 滤波器。

熍牑＋１＝ ┑（熍－１
牑 ＋ ┓Ｔ┓－ 犞－２┘Ｔ┘）－１┑Ｔ ＋ └└Ｔ，熍０＝ ┡０

（３．１．１２）
其中心 爣∞ 滤波器的形式为

╄牑＝ ┘╂牑 （３．１．１３ａ）

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┛牑（╃牑－ ┓╂牑） （３．１．１３ｂ）
其中 ┛牑是滤波增益

┛牑＝ ┑熍牑（┙－ 犞－２┘Ｔ┘＋ ┓Ｔ┓）－１┓Ｔ （３．１．１４）
现在考虑定常系统在无限区间内的 爣∞ 滤波问题。对预先给

定的噪声抑制指标 犞＞ ０，当且仅当下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程存在稳定对

称解 熍牑＞ ０时，存在满足条件的 爣∞ 滤波器。

熍＝ ┑（熍－１＋ ┓Ｔ┓－ 犞－２┘Ｔ┘）－１┑Ｔ ＋ └└Ｔ （３．１．１５）
这种情况下的中心 爣∞ 滤波器形式为

╄牑＝ ┘╂牑 （３．１．１６ａ）

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┛（╃牑－ ┓╂牑） （３．１．１６ｂ）
其中 ┛是稳态滤波增益

┛＝ ┑熍（┙－ 犞－２┘Ｔ┘＋ ┓Ｔ┓）－１┓Ｔ （３．１．１７）
前 面 所 介 绍 的 爣∞ 滤 波 器 都 利 用 了 当 前 的 测 量 值（ｃｕｒｒｅｎｔ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ），文献 １２中称其为后验滤波器（ａｐｏｓｔｅｒｉｏｒｉｆｉｌｔｅｒ）。
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如果滤波器只能利用前一时刻的测量值，即一步延迟测量值（ｏｎｅ
ｓｔｅｐｄｅｌａｙｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ），则称之为 先 验 滤 波 器（ａｐｒｉｏｒｉｆｉｌｔｅｒ），
这种滤波器的形式为

╄牑＝ ┘╂牑 （３．１．１８ａ）

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┛牗（╃牑－ ┓╂牑） （３．１．１８ｂ）
其中的滤波增益 ┛牗为

┛牗＝ ┑熍
～

┓Ｔ（┙＋ ┓熍
～

┓Ｔ）－１ （３．１．１９）

而 熍
～

则需要满足下列形式的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

熍
～

＝ └└Ｔ ＋ ┑熍
～

┑Ｔ － ┑熍
～

┓Ｔ（┙＋ ┓┝┓Ｔ）－１┓熍
～

┑Ｔ ＋

熍
～

┘Ｔ
犞（┙＋ ┘犞熍

～

┘Ｔ
犞）－１┘犞熍

～

（３．１．２０）
式中的 ┘犞＝ 犞－１┘。

先验 爣∞ 滤波与上一章介绍的离散 爣∞ 全信息反馈控制恰好

构成对偶系统。这一点和连续系统的 爣∞ 滤波与 爣∞ 全信息反馈

控 制构成对偶问题有类似之处，但也存在着区别。对于连续系统，
无论滤波还是控制，都可以利用当前状态的量测信息，本书中所讨

论的连续系统的滤波和控制问题都利用了当前的状态量测信息。
对于离散系统，通常所说的 爣∞ 滤波器，就是利用了当前量测信息

的后验滤波器［１２］。
需 要指出的是，先验和后验 爣∞ 滤波器的最优 爣∞ 性能指标

是不同的。对于给定的 犞＞ ０，如果式（３．１．２０）存在正定解 熍
～

＞ ０，
则 式（３．１．１５）必然存在正定解 熍＞ ０。这是因为两者之间存在下

列关系

熍
～

－１＝ 熍－１－ ┘Ｔ
犞┘犞 （３．１．２１）

显然，熍＞ ０并不能保证 熍
～

＞ ０，所以可以预料，通常所说的 爣∞ 滤

波器，即后验 爣∞ 滤波器的最优 爣∞ 性能指标小于先验 爣∞ 滤波器
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的最优性能指标［１２］。其中一个原因应当是后验 爣∞ 滤波器利用了

更多的信息，即系统当前的量测信息。

３．２ 最优 爣∞ 范数与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差

分系统特征值

定义如下形式的目标函数［３］

爥犞（╄，╁，╀，╂０）＝ １
２

爫－１

牑＝０
［犞－２（╄牑－╄牑）Ｔ（╄牑－╄牑）－（╁Ｔ

牑╁牑＋╀Ｔ牑╀牑）］－

１
２（╂０－ ╂０）Ｔ┡－１

０ （╂０－ ╂０） （３．２．１）

利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 熮牑可以将约束（３．１．１）引入目标函数，并

考虑到式（３．１．２）和（３．１．３），得到增广的性能指标泛函

爥犞（╄，╁，╀，╂０）

＝ 
爫－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１（╂牑＋１－ ┑牑╂牑－ └牑╁牑［ ）＋

１
２犞－２（╂牑－ ╂牑）Ｔ┘Ｔ

牑┘牑（╂牑－ ╂牑）－ １
２╁Ｔ

牑╁牑－

１
２（╃牑－ ┓牑╂牑）Ｔ（╃牑－ ┓牑╂牑 ］）－

１
２（╂０－ ╂０）Ｔ┡－１

０ （╂０－ ╂０） （３．２．２）

由这一性能指标泛函驻值的必要条件可得两端边值问题

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ └牑└Ｔ
牑熮牑＋１ （３．２．３ａ）

熮牑＝ （犞－２┘Ｔ
牑┘牑－ ┓Ｔ

牑┓牑）╂牑＋ ┑Ｔ
牑熮牑＋１＋ ┓Ｔ

牑╃牑－ 犞－２┘Ｔ
牑┘牑╂牑
（３．２．３ｂ）

边界条件为

╂０＝ ╂０＋ ┡０熮０，熮爫 ＝  （３．２．３ｃ）
实际上离散 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３．１．６）的解由式（３．２．３）的齐次方程就
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可以确定，即

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ └牑└Ｔ
牑熮牑＋１ （３．２．４ａ）

熮牑＝ （犞－２┘Ｔ
牑┘牑－ ┓Ｔ

牑┓牑）╂牑＋ ┑Ｔ
牑熮牑＋１ （３．２．４ｂ）

边界条件为

╂０＝ ┡０熮０， 熮爫 ＝  （３．２．４ｃ）
边值问题（３．２．４）存在非平凡解时，相应的 犞－２是其特征值。

由于式（３．２．４）属于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程，为了讨论问题方便，虽然

上 一章中已经有一些介绍，这里仍给出这类方程特征值问题的有

关结论。考虑一般形式的离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值问题

Δ╂牑＝ ┑牑╂牑＋ └牑└Ｔ
牑熮牑＋１ （３．２．５ａ）

Δ熮牑＝ （┓Ｔ
牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）╂牑－ ┑Ｔ
牑熮牑＋１ （３．２．５ｂ）

其中差分算子 Δ的定义为 Δ╂牑＝ ╂牑＋１－ ╂牑，且 牑∈ ［０，爫－ １］。其

边界条件为

┢ － ╂０

╂［ ］爫＋１
＋ ┢

熮０

熮［ ］爫＋１
＝  （３．２．５ｃ）

方程（３．２．５ａ）及（３．２．５ｂ）的矩阵形式为

Δ┨牑＝ ┑牑┨牑＋ └牑└Ｔ
牑熅牑＋１ （３．２．６ａ）

Δ熅牑＝ （┓Ｔ
牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）┨牑－ ┑Ｔ
牑熅牑＋１ （３．２．６ｂ）

如 果对于所有的 牑∈ ［０，爫－ １］，Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程（３．２．６）
的解矩阵 ┨牑，熅牑满足 ｒａｎｋ（┨Ｔ

牑熅Ｔ
牑）＝ 牕及 ┨Ｔ

牑熅牑＝ 熅Ｔ
牑┨牑，则（┨，熅）

称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程的一个联合基［７～８］。
定理 ．［７］ 若差分方程的边界条件为可分离形式

┢ ＝
－ ┢

０ 

 ┢［ ］
爫

（３．２．７ａ）

┢＝
┢０ 
 ┢［ ］爫

（３．２．７ｂ）

并设（┨，熅）为式（３．２．６）的联合基，且 ┨０＝－ ┢Ｔ
０，熅０＝ ┢Ｔ

０ ，则
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犞－２为式（３．２．６）及（３．２．７）的特征值当且仅当 ┢
爫┨爫 ＋ ┢爫熅爫 为

奇异矩阵。

为建立 Ｒｉｃｃａｔｉ方程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程的联系，令 ┑牑＝┙＋
┑牑，└牑＝└牑，┘牑＝┘牑，┓牑＝┓牑，则可将方程（３．２．７）变换为（３．２．４）
的形式，两者等价。而由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程（３．２．６）的联合基即可

构造 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解。令 ┡牑＝ ┨牑熅－１
牑 ，可将（３．２．６ａ）及（３．２．６ｂ）

变换为

┡牑＋１＝ ┑牑┡牑熅牑熅－１
牑＋１＋ └牑└Ｔ

牑 （３．２．８ａ）

┙＋ （┓Ｔ
牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）┡牑＝ ┑牑熅牑＋１熅－１
牑 （３．２．８ｂ）

从而有

┡牑＋１＝ ┑牑┡牑［┙＋ （┓Ｔ
牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）┡牑］－１┑Ｔ
牑 ＋ └牑└Ｔ

牑

（３．２．９）
显然此方程就是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３．１．６）。若令

┢ ＝
－ ┙ ［ ］ 

（３．２．１０ａ）

┢＝
－ ┡０ ［ ］ ┙

（３．２．１０ｂ）

则对于（┨，熅），┨＝ ┡０，熅０＝ ┙，从而 ┡０＝ ┨０熅－１
０ 。又因为 ┢

爫 ＝ ，

┢爫 ＝爤，所以 ┢
爫┨爫 ＋┢爫熅爫 ＝ 熅爫。显然当 犞－２为离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系

统的特征值时，必定有 熅爫 奇异，从而 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３．１．６）在此点

无定义。从 爣∞ 滤波的角度来看，则表明当 犞－２等于一阶特征值 牜－２
１

时，次优 爣∞ 滤波器不存在，此时的 犞就是 爣∞ 滤波系统的最优性

能指标。至此已经建立了最优 爣∞ 范数与离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统一阶

特征值之间的关系。
另外，Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分方程（３．２．３）还是下列离散变分驻值问

题的必要条件
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爥＝ 
爦－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１╂牑＋１－ 熮Ｔ

牑＋１┑牑╂牑＋ １
２╂Ｔ

牑（┓Ｔ
牑┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）╂槏 牑－

１
２熮Ｔ

牑＋１└Ｔ
牑└牑熮 槕牑＋１ ＋ １

２╂Ｔ
０┡－１

０ ╂０ （３．２．１１）

δ爥＝ ０
因此当 ╂牑，熮牑的选取使得 δ爥＝ ０时，有

犞－２＝ ｓｔ犆１

犆２
（３．２．１２）

犆１＝ 
爫－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１╂牑＋１－ 熮Ｔ

牑＋１┑牑╂牑＋ １
２╂Ｔ

牑┓Ｔ
牑┓牑╂槏 牑－

１
２熮Ｔ

牑＋１└Ｔ
牑└牑熮 槕牑＋１ ＋ １

２╂Ｔ
０┡－１

０ ╂０ （３．２．１３ａ）

犆２＝ １
２

爫－１

牑＝０
╂Ｔ
牑┘Ｔ

牑┘牑╂牑 （３．２．１３ｂ）

式（３．２．１２）具有两类变量广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的形式。下一节将

通过离散 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换将一般的矩阵广义特征值问题（一类变量

Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值问题）变换成两类变量广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的形

式，这是应用扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法计算最优 爣∞ 范数的前

提。

３．３ 矩阵特征值及广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商

考虑下列广义矩阵特征值问题

（┛－ 犱┝）┮＝  （３．３．１）
其中对称矩阵 ┛≥ ０，┝ ＞ ０，向量 ┮∈ 爫牕＋牕，并分别具有下列形

式

爦＝

┛牃牃０＋ ┣－１
０ ┛牃牄０

┛牄牄０＋ ┛牃牃１

 ┛牃牄爫

牞牪牔牔牉牠牜牪 ┛

熿

燀

燄

燅牄牄爫

（３．３．２ａ）
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┝ ＝

┝０

┝１


┝

熿

燀

燄

燅爫

（３．３．２ｂ）

┮＝ ［┮Ｔ
０，┮Ｔ

１，…，┮Ｔ
爫］Ｔ （３．３．２ｃ）

其中 ┛牃牃牏，┛牄牄牏为对称阵，┛Ｔ
牃牄牏＝ ┛牄牃牏，┛牃牃牏，┛牄牄牏，┛牃牄牏∈ 牕×牕，┮牏∈ 牕（牏

＝ ０，１，…，爫－１）。众所周知，广义特征值问题（３．３．１）的特征值

是下列 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的驻值

犱＝ ｓｔ┮Ｔ┛┮
┮Ｔ┝┮ （３．３．３）

即

犱＝ ｓｔ

爫－１

牑＝０
爺０

牑（┮牑，┮牑＋１）＋ １
２┮Ｔ

０┣－１
０ ┮０

１
２

爫－１

牑＝０
┮Ｔ
牑┝牑┮牑

（３．３．４）

其中

爺０
牑（┮牑，┮牑＋１）＝ １

２┮Ｔ
牑┛牃牃牑┮牑＋ ┮Ｔ

牑＋１┛牄牃牑┮牑＋ １
２┮Ｔ

牑＋１┛牄牄牑┮牑＋１

（３．３．５）
因为特征值问题（３．３．１）等价于变分问题

δ １
２┮Ｔ［ ］（┛－ 犱┝）┮＝ ０ （３．３．６）

即

δ
爫－１

牑＝０
爺０

牑（┮牑，┮牑＋１）＋ １
２┮Ｔ

０┣－１
０ ┮０－ １

２
爫－１

牑＝０
犱┮Ｔ

牑┝牑┮［ ］牑 ＝ ０

（３．３．７）
现在令

爺牑（┮牑，┮牑＋１）＝ 爺０
牑（┮牑，┮牑＋１）－ １

２犱┮Ｔ
牑┝牑┮牑 （３．３．８）
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通过下列离散 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，变分问题（３．３．７）可以变换为等价

的正则形式。定义

┸牑＝－ 爺牑

┮牑
＝－ ┛牃牃牑┮牑＋ 犱┝牑┮牑－ ┛牃牄牑┮牑＋１ （３．３．９ａ）

┸牑＋１＝
爺牑

┮牑＋１
＝ ┛牃牃牑┮牑＋ ┛牄牄牑┮牑＋１ （３．３．９ｂ）

则 爺牑可以表示为

爺牑（┮牑，┮牑＋１）＝－ １
２┸Ｔ

牑┮牑＋ １
２┸Ｔ

牑＋１┮牑＋１ （３．３．１０）

令

爣牑（┸牑，┮牑＋１）＝ ┮Ｔ
牑＋１┸牑＋１－ 爺牑（┮牑，┮牑＋１） （３．３．１１）

由（３．３．９）求解 ┸牑＋１和 ┮牑，可得下列对偶方程

┮牑＋１＝ ┖牑┮牑＋ ┗牑┸牑＋１ （３．３．１２ａ）

┸牑＝－ ┕牑┮牑＋ ┖Ｔ
牑┸牑＋１ （３．３．１２ｂ）

其中

┖牑＝－ ┛－１
牄牄牑┛牄牃牑 （３．３．１３ａ）

┗牑＝ ┛－１
牄牄牑 （３．３．１３ｂ）

┕牑＝ ┛牃牃牑－ ┛牃牄牑┛－１
牄牄牑┛牄牃牑－ 犱┝牑＝ ┕０

牑－ 犱┝牑（３．３．１３ｃ）
这些矩阵称为区段矩阵。而 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 爣牑（┸牑，┮牑＋１）可表示为

爣牑（┸牑，┮牑＋１）＝－ １
２┮Ｔ

牑┕牑┮牑＋ ┸Ｔ
牑＋１┖牑┮牑＋ １

２┸Ｔ
牑＋１┗牑┸牑＋１

（３．３．１４）
从而得到与变分问题（３．３．７）等价的两类变量变分问题

δ
爫－１

牑＝０
（┸Ｔ

牑＋１┮牑＋１－ ┸Ｔ
牑＋１┖牑┮牑－ １

２┮Ｔ
牑┕牑┮槏 牑［ ＋

１
２┸Ｔ

牑＋１┗牑┸ 槕牑＋１ ＋ １
２┮Ｔ

０┣－１
０ ┮］０ ＝ ０ （３．３．１５）

根据上述结果，Ｒａｙｌｅｉｇｈ商（３．３．４）可以变换为等价的 两 类 变 量

广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的形式
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犱＝ ｓｔ犎１

犎２
（３．３．１６）

其中

犎１＝ 
爫－１

牑＝０
┸Ｔ

牑＋１┮牑＋１－ ┸Ｔ
牑＋１┖牑┮牑＋ １

２┮Ｔ
牑┕０

牑┮牑＋ １
２┸Ｔ

牑＋１┗牑┸槏 槕牑＋１ ＋

１
２┮Ｔ

０┡－１
０ ┮０ （３．３．１７ａ）

犎２＝ １
２

爫－１

牑＝０
┮Ｔ
牑┝牑┮牑 （３．３．１７ｂ）

比较式（３．３．１６）及（３．２．１２）可知其形式与意义完全一致，所以计

算广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的算法也可以用来计算最优 爣∞ 范数。因

为 ┮∈爫牕＋牕，一般来讲特征值问题（３．３．１）的维数会非常大，但这

里仅需要计算一阶特征值，所以应当选择适合于这类问题的算法。
这里采用扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法结合 ２爫 类型的区段合并公

式［９］解决这一问题。合并公式是通过定义

┮牑＝ ┖１┮牑－１＋ ┗１┸牑 （３．３．１８ａ）

┸牑－１＝－ ┕１┮牑－１＋ ┖Ｔ
１┸牑 （３．３．１８ｂ）

┮牑＋１＝ ┖２┮牑＋ ┗１┸牑＋１ （３．３．１９ａ）

┸牑＝－ ┕１┮牑＋ ┖Ｔ
１┸牑＋１ （３．３．１９ｂ）

┮牑＋１＝ ┖牅┮牑－１＋ ┗牅┸牑＋１ （３．３．２０ａ）

┸牑－１＝－ ┕牅┮牑－１＋ ┖Ｔ
牅┸牑＋１ （３．３．２０ｂ）

而导出的公式

┗牅＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （３．３．２１ａ）

┕牅＝ ┕１＋ ┖Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （３．３．２１ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （３．３．２１ｃ）
很明 显，这 种 差 分 方 程 系 数 之 间 的 关 系 不 仅 只 对 式（３．３．１８～
３．３．２１）的情况成立，任意两个相邻区间 １和 ２合并构成一个新区

间 牅时，对应的差分方程系数都有这一关系［９］。
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３．４ 最优 爣∞ 范数计算

．． 扩展 〇┉┉┇─┐〇━━│┈特征值计数公式

第二章中已经给出了 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数公式，为

方便讨论与阅读，这里再简要复述一下。对于广义特征值问题

（┛－ 犱┝）╂＝  （３．４．１）
其中 ┛＞ ０，┛Ｔ＝┛，┝＞ ０，┝Ｔ＝┝，╂∈牕，用 牞｛┑｝表示对称矩

阵 ┑的负特征值个数，定义广义特征值问题（３．４．１）小于给定值

犱＃ 的特征值个数为其特征值计数，用 爥（犱＃）表示，则有

爥（犱＃）＝ 牞｛┛－ 犱＃┝｝ （３．４．２）
如果将矩阵及向量分块表示为下列形式

┛牃牃 ┛牃牄

┛牄牃 ┛［ ］牄牄
－ 犱

┝牃牃 ┝牃牄

┝牄牃 ┝［ ］烅
烄

烆
烍
烌

烎牄牄

╂牃

╂［ ］牄 ＝  （３．４．３）

其中 ╂牃∈ 牜，╂牄∈ 牕－牜。设 ╂牃＝ ，则有

（┛牄牄－ 犱┝牄牄）╂牄＝  （３．４．４）
记（３．４．４）式小于 犱＃ 的特征值计数为 爥０（犱＃），并记

└（犱＃）＝ ┛牃牃－ 犱＃┝牃牃－ （┛牃牄－ 犱＃┝牃牄）（┛牄牄－ 犱＃┝牄牄）－１燈

（┛牄牃－ 犱＃┝牄牃） （３．４．５）
则有

爥（犱＃）＝ 爥０（犱＃）＋ 牞｛└（犱＃）｝ （３．４．６）
当 牕→ ∞，└（犱）是 犱的超越函数时上述等式依然成立。

下面介绍扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数公式及其证明，
这里的公式是适用于 爣∞ 滤波问题的形式，与第二章中介绍的内

容有所区别。
﹢：无约束情况

对于特征值问题
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┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛［ ］牄牄１

╂牑－１

╂［ ］牑
＝  （３．４．７）

若 ╂牑－１＝ ，╂牑≠ ，则有

┛牄牄１╂牑＝  （３．４．８）
其特征值计数为

爥爲１（犱＃）＝ 牞｛┛牄牄１｝＝ 牞｛┗１｝ （３．４．９）
由 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数定理，并利用式（３．３．１４）可得问

题（３．４．７）的特征值计数

爥１（犱＃）＝ 爥爲１（犱＃）＋ 牞｛┕１｝ （３．４．１０）
对于特征值问题

┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛［ ］牄牄２

╂牑

╂［ ］牑＋１
＝  （３．４．１１）

同理可得

爥爲２（犱＃）＝ 牞｛┛牄牄２｝＝ 牞｛┗２｝ （３．４．１２）

爥２（犱＃）＝ 爥爲２（犱＃）＋ 牞｛┕２｝ （３．４．１３）
而对于特征值问题

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛牄牄１ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛

熿

燀

燄

燅牄牄２

╂牑－１

╂牑

╂

熿

燀

燄

燅牑＋１

（３．４．１４）

设 ╂牑－１＝ ，╂牑，╂牑＋１≠ ，则有特征值问题

┛牄牄１＋ ┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛［ ］牄牄２

╂牑

╂［ ］牑＋１
（３．４．１５）

对其进行 Ｓｃｈｕｒ分解

┛牄牄１＋ ┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛［ ］牄牄２
＝

┛牄牄１＋ ┛牄牄２－ ┛牃牄２┛－１
牄牄２┛牄牃２ ┛牃牄２

┛［ ］牄牄２
×

┙ 
┛－１

牄牄２┛牃牄２［ ］┙ （３．４．１６）
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则特征值问题（３．４．１５）的特征值计数可表示为

爥爲牅（犱＃）＝ 爥爲１（犱＃）＋ 爥爲２（犱＃）－ 牞｛┗１｝＋ 牞｛┗－１
１ ＋ ┕２｝

（３．４．１７）
﹣：有约束情况

考虑特征值问题

┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛［ ］牄牄１

╂牑－１

╂［ ］牑
＝  （３．４．１８）

在约束 ╂牑－１＝ ┣０熮牓－１，熮牑＝ 情况下的特征值计数。利用

熮牑－１＝－ ┛牃牃１╂牑－１－ ┛牃牄１╂牑 （３．４．１９）
将其转化为无约束特征值问题。

┣－１
０ ＋ ┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛［ ］牄牄１

╂牑－１

╂［ ］牑
＝  （３．４．２０）

注意其中 熮牑＝ 的条件是自然满足的。进行 Ｓｃｈｕｒ分解后可得到

其特征值计数公式

爥爲爢１（犱＃）＝ 爥爲１（犱＃）＋ 牞｛┣－１
０ ＋ ┕１｝ （３．４．２１）

再考虑特征值问题

┣－１
０ ＋ ┛牃牃１ ┛牃牄１

┛牄牃１ ┛牃牃２＋ ┛牄牄１ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛

熿

燀

燄

燅牄牄２

╂牑－１

╂牑

╂

熿

燀

燄

燅牑＋１

（３．４．２２）

设 ╂牑－１＝ ０，则有特征值问题

┛牄牄１＋ ┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛［ ］牄牄２

╂牑

╂［ ］牑＋１
＝  （３．４．２３）

记其特征值计数为 爥０（犱＃），显然有

爥０（犱＃）＝ 爥爲牅（犱＃） （３．４．２４）
按照式（３．４．５），有

└（犱＃）＝ （┣－１
０ ＋ ┛牃牃１）－ ［┛牃牄１］

┛牄牄１＋ ┛牃牃２ ┛牃牄２

┛牄牃２ ┛［ ］牄牄２

－１ ┛牄牃１［ ］
（３．４．２５）
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由分块矩阵求逆定理得

└（犱＃）＝ ┣－１
０ ＋ ┕１＋ ┖Ｔ

１［┗－１
１ － （┙＋ ┕２┗１）－１┗－１

１ ］┖１

（３．４．２６）
根据式（３．３．２１）可进一步将其变换为

└（犱＃）＝ ┣－１
０ ＋ ┕牅 （３．４．２７）

从而特征值问题（３．４．２２）的特征值计数为

爥爲爢牅（犱＃）＝ 爥爲牅（犱＃）＋ 牞｛┣－１
０ ＋ ┕牅｝ （３．４．２８）

．． 算法描述

综上所述，现将定常系统最优 爣∞ 范数计算的步骤给出，时变

系统的算法是类似的，只不过需要给定系数矩阵 爛牑，爟牑，爞牑，爣牑在

各时刻的值。
┉┅．｛选择合适的 犞－２

＃ ；┕＝ ┓Ｔ┓－ 犞－２
＃ ┘Ｔ┘；┖＝ ┑；┗＝

└└Ｔ｝
┉┅．｛┕２＝┕；┗２＝┗；┖２＝┖；爥爲２＝ ０；┕１＝ ；┗１＝┡０；┖１

＝ ┙；爥爲１＝ ０｝
┉┅．ｆｏｒ（牑＝ １；牑≤ 爦－ １；牑＋＋）｛

｛由 （３．３．２２ａ～ ｃ），（３．４．２８）计 算 ┕牅，┗牅，┖牅 和

爥爲爢牅｝
｛┕１＝ ┕牅；┗１＝ ┗牅；┖１＝ ┖牅；爥爲２＝ 爥爲爢牅｝
ｉｆ（爥爲牅＞ ０）｛中断循环；选择较小的 犞－２

＃ 重新开

始 ｝｝
┉┅．ｉｆ（爥爲爢牅＞ ０）

｛犞－２
＃ 是 犞－２

ｏｐｔ的一个上界（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ），在重新计算

时应减小｝
ｅｌｓｅ

｛犞－２
＃ 为次优参数，是 犞－２

ｏｐｔ 的一个下界（ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ
）｝
ｉｆ（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）＞ 犡（犡是预先选定的小
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正实数）
｛增加 犞－２

＃ 重新计算｝
ｅｌｓｅ

｛ｂｒｅａｋ｝
迭代 可 以 在 满 足 精 度 要 求 后 终 止，并 取 ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ作 为

犞－２
ｏｐｔ。另外，上述算法中计算出的序列 ┗牑就是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３．１．１２）

的解矩阵 熍牑，这与连续系统的结果是一 致 的［５］。对 于 给 定 的 犞＞
犞ｏｐｔ，当 爫 趋向于无穷时，熍爫 趋近于 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程（３．１．１５）的

解。

３．５ 算 例

算例 ：
第一个算例取自文献［３］，参数如下

┑＝
０．５０７９ ０．７５９４［ ］－ ０．７５９４ ０．２８０１

， ┒＝
０．４９２１［ ］０．７５０４

┓＝ ［０ １］， ┘＝ ［１ ０］
计算结果见表 ３１。当 爫逐渐增大时，最优 爣∞ 范数趋近于一个定

值，这个值也是无限时间滤波问题的最优 爣∞ 范数。

表 ┐ 算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ １．１７６２７ １．１８５４１ １．１８６０９ １．１９６０９

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ １．１８６０９ １．１８６０９ １．１８６０９ １．１８６０９

图 ３．１至 图 ３．４则 给 出 了 犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ 时，不 同 区 间 长 度 内

Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况。由 图 中 可 见 Ｒｉｃｃａｔｉ方 程 解 的 增 长 趋

势。
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图 ３．１ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ８，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）

图 ３．２ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ １０，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ３．３ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ １６，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）

图 ３．４ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ３２，犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ３．５至图 ３．７给出了 犞－２＝ ０．９× 犞－２
ｏｐｔ时，不同区间长度内

Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况。

图 ３．５ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ １６，犞－２＝ ０．９× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ３．６ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ３２，犞－２＝ ０．９× 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ３．７ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ６４，犞－２＝ ０．９× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ３．８至图 ３．１０给出了 犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ时，不同区间长度

内 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况。随着时间的增长，Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

趋于常数值。

图 ３．８ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ １６，犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ３．９ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ３２，犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ３．１０ 算例 １Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（爫＝ ６４，犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）

┘矩阵是需估计向量的组合系数矩阵，当 ┘矩阵变化时，系统

的最优性能指标当然也会变化，表 ３┐２给出 ┘＝ ［３ ０］时的计算

结果。
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表  ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ １．０７６６９ ３．５５６２６ ３．５５８２７ ３．５５８２９
┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ３．５５８２９ ３．５５８２９ ３．５５８２９ ３．５５８２９

算例 ：
第二个算例是将文献 ５中例 ２连续系统离散化后的系统，原

连续系统为

╂＝
０．０ １．０［ ］３９．４ ３．８

╂＋
０．０［ ］１．０

╁

╃＝ ［１．０ ０．０］╂＋ ╀
╄＝ ［０．０ ０．２］╂

设输入端有零阶保持器，采样时间为 Δ爴＝ １０燉２７＝ ０．０７８１２５，则

离散后的系统为

╂牑＋１＝
１．１３６ ０．０９５［ ］３．７２９ １．４９５

╂牑＋
０．００３［ ］０．０９５

╁牑

╃牑＝ ［１．０ ０．０］╂牑＋ ╀牑
╄牑＝ ［０．０ ０．２］╂牑

取 爫＝ ２７计算，得 犞ｏｐｔ＝ １．６９１８５。为进行比较，取同样长的时间

段，即对原连续系统取 爴＝１０计算，得 犞ｏｐｔ＝１．６９１８３，可见两个结

果一致。而表 ３３则是不同时间长度的最优范数值，采样间隔仍然

是 Δ爴。

表  算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ １．２９１９６ １．６９１８４ １．６９１８５ １．６９１８５
┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ １．６９１８５ １．６９１８５ １．６９１８５ １．６９１８５
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表 ３４给出的是 ┘＝ ［０ １］时的计算结果。

表  ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ６．４５９７６ ８．４５９１９ ８．４５０２０ ９．４５９２０

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ８．４５９２０ ８．４５９２０ ８．４５９２０ ９．４５９２０

算例 
第三个算例同样也是将一个连续系统离散化后的系统，该连

续系统数据为

┑＝

４．０４ － ７．９０ ６．２９ － ２０．３３ － １１．８５ － ３７．２０ － ９．８３

３．８４ － ５．５７ ２．９７ － １６．００ － ５．２４ － １２．０６ ４．８７

０．０ ０．０ ６．３６ － ４．６９ ３．６１ － １．６４ － ６．１６

０．０ ０．０ ０．３１ － １．２０ － ０．０３ － ２．３５ － ０．９７

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ － ０．４２ － ３．１２ － ０．７４

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０１ ８．９３ － ０．０４

熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ２．０ － ４．８７

┒Ｔ＝
－ ７．０９４ － ７．５０７ － １．４５５ － ７．３４ ３．１２ ４．０４ － ３．１

［ ］－ ３．７８８ ２．１０１ － １．８３５ － ９．６０ － １．４１８ － １．９８ － ４．２

┓＝
５．３２０ ９．１３ ２．４２２ １．６７ － ５．５４１ － ６．４３ － ７．６３

［ ］－ １．２７ ６．３５ － ４．７５ ３．０３ － ３．２６ － ５．２１ ２．１８
├＝ （－ ０．１０ － ０．４０ ０．２６ ０．３９ － ０．２１ ０．４５ － ０．６７）

采样间隔取 ０．０２，则离散后的系统为

┑＝

１．０７８０ － ０．１５５５ ０．１３３２ － ０．３９８９ － ０．２３２４ － ０．８１４５ － ０．２０４３

０．０７５６ ０．８８８８ ０．０６３９ － ０．３１６８ － ０．１０５２ － ０．２６７７ ０．０８０４

０．０ ０．０ １．１３５３ － ０．０９８９ ０．０７６７ － ０．０４０９ － ０．１２４９

０．０ ０．０ ０．００６５ ０．９７６０ － ０．０００４ － ０．０５１４ － ０．０１８６

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．９９１６ － ０．０６８３ － ０．０１４０

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０００２ １．１９５５ － ０．０００８

熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０４１８ ０．９０７２

·９９·第三章 离散系统 爣∞滤波



┒Ｔ＝
－ ０．１４１２ － ０．１４１１ － ０．０１９２ － ０．１４６６ ０．０５９９ ０．０８８５ － ０．０５７４

－ ０．０１８２ ０．０６９２ － ０．０２４９ － ０．１８８０ － ０．０２６３ － ０．０４［ ］３３ － ０．０８０９

┓＝
５．３２０ ９．１３ ２．４２２ １．６７ － ５．５４１ － ６．４３ － ７．６３

［ ］－ １．２７ ６．３５ － ４．７５ ３．０３ － ３．２６ － ５．２１ ２．１８
不 同区间长度的最优 爣∞ 范数计算结果见表 ３５。当 爫 逐渐增大

时，最优 爣∞ 范数趋近于一个定值。

表  算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．１７７７７８ ０．１７７７７８ １．１２６９８ ４．２５８７７

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ４．２５８７７ ４．２５８７７ ４．２５８７７ ４．２５８７７

表 ３６给出的是将 ┘矩阵中所有元素乘以 ２后的计算结果。

表  ┘矩阵变化后算例 的 熤┄┅┉

┞ ２２ ２３ ２４ ２５

犞ｏｐｔ ０．１１６６８９ ０．３５５５５５ ２．２５３９５ ８．５１７５２

┞ ２６ ２７ ２８ ２９

犞ｏｐｔ ８．５１７５２ ８．５１７５２ ８．５１７５２ ８．５１７５２

本章建立了离散 爣∞ 滤波系统的最优范数 犞ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差

分系统一阶特征值之间的关系。并在离散形式 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换及广

义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的基础上指出了 犞－２
ｏｐｔ 与矩阵广义特征值的对 应 关

系。最后介绍了 犞ｏｐｔ的计算方法。类似地，对于连续 爣∞ 滤波系统，
犞－２
ｏｐｔ则是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程两端边值问题的一阶特征值，本书的

第五章将详细讨论这一问题。

·００１· 线性鲁棒控制的理论与计算
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第四章 离散系统 爣∞ 输出

反馈控制简介

前两章分别介绍了离散 爣∞ 全信息控制和 爣∞ 滤波问题，如

果可供控制器利用的只有可测量的输出信号而不是全 部 状 态 信

号，并且输出信号中还夹杂着噪声干扰，则控制问题成为输出反馈

控制或广义调节器问题［１～４］。本章将简单介绍离散 爣∞ 输出反馈

控 制问题的基本概念和基本理论，内容主要取自文献 １～ ２，通过

对比可以发现离散 爣∞ 输出反馈控制与前两章所介绍的离散 爣∞

全信息控制及离散 爣∞ 滤波之间的区别与联系。
虽然基于连续系统 爣∞ 控制的理论可以解决离散系统 爣∞ 控

制 器 的 设 计 问 题［２］，即 首 先 通 过 双 线 性 变 换 牫→ 牞＝ （牫－ １）燉
（牫＋ １）将离散系统转化为连续系统，然后设计该连续系统的控

制器，最后再通过逆变换 牫＝ （１＋ 牞）燉（１－ 牞）将其转化为离散系

统的控制器，但这种方法存在一些固有的缺点，如无法用于时变系

统或有限时间控制等问题。直接从离散系统出发研究其 爣∞ 控制

器 设 计 问 题 在 理 论 与 实 际 上 都 有 其 独 特 的 优 势，利 用 博 弈 论

（ｄｙｎａｍｉｃｇａｍｅｔｈｅｏｒｙ）研究离散 爣∞ 控制问题被认为是最简单和

最直观的方法［１］，因为所有的 爣∞ 最优控制问题实际上就是一个

极大极小优化问题，即零和博弈问题。爣∞ 优化问题大都可以利用

线性二次零和博弈（ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃｚｅｒｏｓｕｍ ｄｙｎａｍｉｃｇａｍｅ）理

论研究解决［１］。

４．１ 时变系统输出反馈控制

首先考虑下列线性时变系统的有限时间控制问题



╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ ┒牑┿牑＋ └牑╁牑 （４．１．１）
╃牑＝ ┓牑╂牑＋ ├牑╁牑 （４．１．２）

╄牑＝ ┘牑╂牑＋ ┢牑┿牑 （４．１．３）
其中 牑∈ ［０，爫－ １］。指标泛函定义为

爥（┿，╁）＝ 燏╂爫燏２
┡ｆ＋ ‖╂‖２

┡牑＋ ‖┿‖２－ 犞２‖╁‖２－ 犞２燏╂０燏２
┡０

（４．１．４）
其中 ┡牊＞ ０，┡０＞ ０。且

┘Ｔ
牑┘牑＝ ┡牑 （４．１．５ａ）

┢Ｔ
牑┢牑＝ ┙ （４．１．５ｂ）

┘Ｔ
牑┢牑＝  （４．１．５ｃ）

├牑├Ｔ
牑 ＝ ┞牑＞ ０ （４．１．５ｄ）

└牑├Ｔ
牑 ＝  （４．１．５ｅ）

ｒａｎｋ
┑牑

┘
烄

烆

烌

烎牑
＝ 牕 （４．１．６ａ）

ｒａｎｋ［┑牑 └牑］＝ 牕 （４．１．６ｂ）
定理 ．［１］ 若在时刻 牑可以利用的量测信息为 ╃牏（牏＝ １，２，

…，牑－ １），则对于给定的正数 犞，上述线性系统存在满足

‖牫牥（┿）‖２
［０，爫－１］＝

燏╂爫燏２
┡ｆ＋ ‖╂‖２

┡牑＋ ‖┿‖２

‖╁‖２＋ 燏╂０燏２
┡０

＜ 犞２

（４．１．７）
的 爣∞ 控制器的条件为

（１）Ｒｉｃｃａｔｉ方程

┝牑＝ ┑Ｔ
牑（┝－１

牑＋１＋ ┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）－１┑牑＋ ┘Ｔ
牑┘牑，┝爫 ＝ ┡ｆ

（４．１．８ａ）
存在满足

犱（┝牑＋１└牑└Ｔ
牑）＜ 犞２ （４．１．８ｂ）

的解。

·４０１· 线性鲁棒控制的理论与计算



（２）Ｒｉｃｃａｔｉ方程

熍牑＋１＝┑牑（熍－１
牑 ＋┓Ｔ

牑┞－１
牑 ┓牑－犞－２┘Ｔ

牑┘牑）－１┑Ｔ
牑＋└牑└Ｔ

牑，熍０＝┡－１
０

（４．１．９ａ）
存在满足

犱（熍牑┘Ｔ
牑┘牑）＜ 犞２ （４．１．９ｂ）

的解。
（３）下列两个条件中任一条件成立

犱（熍
～

牑＋１┝牑＋１）＜ 犞２ （４．１．１０ａ）

犱（熍牑┝
～

牑）＜ 犞２ （４．１．１０ｂ）
其中

┝
～

牑＝ ┑Ｔ
牑（┝－１

牑＋１－ 犞－２└牑└Ｔ
牑）－１┑牑＋ ┘Ｔ

牑┘牑 （４．１．１１）

熍
～

牑＋１＝ ┑牑（熍－１
牑 － 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）－１┑Ｔ
牑 ＋ └牑└Ｔ

牑 （４．１．１２）
若上述三个条件同时成立，则 犞＞ 犞ｏｐｔ（犞ｏｐｔ是系统的最优 爣∞

范数），而相应的 爣∞ 控制器为

┿牑＝ － ┒Ｔ
牑（┝－１

牑＋１＋ ┒牑┒Ｔ
牑－ 犞－２└牑└Ｔ

牑）－１┑牑（┙－ 犞－２熍牑┝牑）－１╂牑
（４．１．１３ａ）

其中

╂牑＋１ ＝ ┑牑╂牑 ＋ ┒牑┿牑 ＋ ┑牑（熍－１
牑 ＋ ┓Ｔ

牑┞－１
牑 ┓牑 － 犞－２┡牑）－１ 燈

［犞－２┡牑╂牑＋ ┓Ｔ
牑┞－１

牑 （╃牑－ ┓牑╂牑）］，╂１＝  （４．１．１３ｂ）
如 果 上 述 三 个 条 件 中 的 任 何 一 个 不 成 立，则 不 存 在 满 足 条 件

（４．１．７）的控制器。

４．２ 定常系统输出反馈控制

上一节给出了时变系统输出反馈控制器存在的条件及控制器

的形式，在时变系统 爣∞ 输出反馈控制器的基础上，可以很容易地
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构造定常系统的 爣∞ 控制器。考虑下列线性定常系统无限区间的

控制问题

╂牑＋１＝ ┑╂牑＋ ┒┿牑＋ └╁牑 （４．２．１）
╃牑＝ ┓╂牑＋ ├╁牑 （４．２．２）
╄牑＝ ┘╂牑＋ ┢┿牑 （４．２．３）

其中（┑，└）可控，（┑，┘）可观，┘Ｔ┘＝ ┡。
定理 ．［１］ 对于给定的正数 犞，线性系统（４．２．１～ ４．２．３）

存在满足

‖牫牥（┿）‖ ＜ 犞 （４．２．４）
的 爣∞ 控制器的条件为：Ｒｉｃｃａｔｉ方程

┝ ＝ ┑Ｔ（┝－１＋ ┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）－１┑＋ ┡ （４．２．５）
及

熍＝ ┑（熍－１＋ ┓Ｔ┞－１┓－ 犞－２┡）－１┑Ｔ ＋ └└Ｔ （４．２．６）
存在半正定稳定化解。并且上述两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解同时满足下

列两个条件

犱（熍┡）＜ 犞２ （４．２．７ａ）

犱（熍
～

┝）＜ 犞２ （４．２．７ｂ）
或者同时满足与（４．２．７）等价的两个条件，即

犱（┝└└Ｔ）＜ 犞２ （４．２．８ａ）
犱（熍┝

～
）＜ 犞２ （４．２．８ｂ）

式（４．２．７ｂ）及（４．２．８ｂ）中的 熍
～

和 ┝
～

和分别为

熍
～

＝ ┑（熍－１－ 犞－２┡）－１┑Ｔ ＋ └└Ｔ （４．２．９）
┝
～
＝ ┑Ｔ（┝－１－ 犞－２└└Ｔ）－１┑＋ ┡ （４．２．１０）

在上述条件成立的前提下，相应的 爣∞ 控制器为

┿牑＝－ ┒Ｔ（┝－１＋ ┒┒Ｔ － 犞－２└└Ｔ）－１┑（┙－ 犞－２熍熆）－１╂牑
（４．２．１１ａ）

其中
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╂牑＋１＝┑╂牑＋┒┿牑＋┑（熍－１＋┓Ｔ┞－１┓－犞－２┡）－１燈［犞－２┡╂牑＋

┓Ｔ┞－１（╃牑－ ┓╂牑）］，╂１＝  （４．２．１１ｂ）
如果上述条件中的任何一个不成立，则 犞＜ 犞ｏｐｔ，即不存在满足条

件（４．２．４）的控制器。
与连续系统 爣∞ 输出反馈控制器存在的条件比较可以发现，

离散 爣∞ 输出反馈控制问题相对复杂一些，对离散 爣∞ 输出反馈

控 制理论更深入的研究见本章所列参考文献。基于上述结果就可

以 设计离散输出反馈 爣∞ 控制器。文献 ５，６研究了离散线性定常

系统无限时间 爣∞ 控制中的最优范数计算问题。

４．３ 延时反馈控制

如果信号传输有一定的迟滞，即在时刻 牑可以利用的输出信

息只有 ╃牏（牏＝１，２，…，牑－犤），其中 犤是一给定的正整数，则称这个

问题为延时量测反馈控制问 题，也 可 以 称 为 犤步 预 测 控 制 问 题。
４．１节所讨论的问题可以认为是预测控制问题的一个特例，即一

步预测控制问题。
考虑下列线性系统的延时量测反馈控制问题

╂牑＋１＝ ┑牑╂牑＋ ┒牑┿牑＋ └牑╁牑 （４．３．１）

╃牑＝ ┓牑╂牑＋ ├牑╁牑 （４．３．２）

╄牑＝ ┘牑╂牑＋ ┢牑┿牑 （４．３．３）
其中 牑∈ ［０，爫－ １］。指标泛函仍然定义为

爥（┿，╁）＝ 燏╂爫燏２
┡ｆ＋ ‖╂‖２

┡牑＋ ‖┿‖２－ 犞２‖╁‖２－ 犞２燏╂０燏２
┡０

（４．３．４）
其中 ┡ｆ＞ ０，┡０＞ ０，其它条件与式（４．１．５）和（４．１．６）相同。

定 理 ．［１］ 若 在 时 刻 牑可 供 控 制 器 利 用 的 量 测 信 息 只 有

╃牏（牏＝ １，２，…，牑－ 犤），则对于给定的正数 犞，上述线性系统存在满
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足

‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］＜ 犞 （４．３．５）
的 爣∞ 控制器的条件为

（１）对于 牑∈ ［０，爫］，下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解存在

┝牑＝ ┑Ｔ
牑（┝－１

牑＋１＋ ┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）－１┑牑＋ ┘Ｔ
牑┘牑，┝爫 ＝ ┡ｆ

（４．３．６ａ）
且满足

犱（┝牑＋１└牑└Ｔ
牑）＜ 犞２ （４．３．６ｂ）

（２）对于 牑∈ ［０，爫－ 犤］，下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解存在

熍牑＋１＝┑牑（熍－１
牑 ＋┓Ｔ

牑┞－１
牑 ┓牑－犞－２┘Ｔ

牑┘牑）－１┑Ｔ
牑＋└牑└Ｔ

牑，熍０＝┡－１
０

（４．３．７）
（３）对于 犳＝ ０，…，爫－ １，牑＝ 犳＋ １，下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

存在

熍
～

牑＋１＝ ┑牑（熍
～

－１
牑 － 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）－１┑Ｔ
牑 ＋ └牑└Ｔ

牑 （４．３．８ａ）
其初始条件为

熍
～

１＝ ┡－１
０ （犳≤ 犤）

熍
～

犳－犤＋１＝ 熍犳－犤＋１

烅
烄

烆 （犳＞ 犤）
（４．３．８ｂ）

且此 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解满足

犱（熍
～

牑┡牑）＜ 犞２ （４．３．９）

（４）对于所有的 犳∈ ［０，爫］

犱（熍
～

犳＋１┝犳＋１）＜ 犞２ （４．３．１０）
若上述四个条件同时成立，则 犞＞ 犞ｏｐｔ，相应的 爣∞ 控制器为

┿犳＝－ ┒Ｔ
犳（┝－１

犳＋１＋ ┒犳┒Ｔ
犳 － 犞－２└犳└Ｔ

犳）－１┑犳（┙－ 犞－２熍
～

犳┝犳）－１╂
～

犳

（４．３．１１）
其中
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╂
～

牑＋１＝ ┑牑（┙－ 犞－２熍
～

牑┡牑）－１╂
～

牑＋ ┒牑┿
－

牑 （４．３．１２ａ）
方程的初始条件为

╂
～

１＝  （犳≤ 犤）

╂
～

犳－犤＋１＝ ╂^犳－犤＋１

烅
烄

烆 （犳＞ 犤）
（４．３．１２ｂ）

而 ╂^犳－犤＋１由式（４．１．１３ｂ）给定。如果上述四个条件中的任何一个

不成立，则不存在满足条件式（４．３．５）的控制器。

４．４ 即时反馈控制

本章 ４．１节中所介绍的输出反馈控制问题中假设 牑时刻控制

器可以利用的输出信息为 ╃牏（牏＝ １，２，…，牑－ １），是一个一步预测

控制问题。若在 牑时刻可以利用的输出信息为 ╃牏（牏＝ １，２，…，牑），
即时刻 牑的信息也可以利用，则成为即时反馈控制问题。下面的定

理给出了即时反馈控制器存在的条件和形式。
定理 ．［１］ 若在时刻 牑可以利用的输出信息为 ╃牏（牏＝ １，２，

…，牑），则对于给定的正数 犞，线性系统（式 ４．３．１～ ４．３．３）存在满

足

‖牫牥（┿）‖［０，爫－１］＜ 犞 （４．４．１）
的 爣∞ 控制器的条件为：

（１）下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解存在

┝牑＝ ┑Ｔ
牑（┝－１

牑＋１＋ ┒牑┒Ｔ
牑 － 犞－２└牑└Ｔ

牑）－１┑牑＋ ┘Ｔ
牑┘牑，┝爫 ＝ ┡ｆ

（４．４．２ａ）
且满足

犱（┝牑＋１└牑└Ｔ
牑）＜ 犞２ （４．４．２ｂ）

（２）下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解存在
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熍牑＋１＝ ┑牑（熍－１
牑 ＋ ┓Ｔ

牑┞－１
牑 ┓牑－ 犞－２┘Ｔ

牑┘牑）－１┑Ｔ
牑 ＋ └牑└Ｔ

牑，熍０＝ ┡－１
０

（４．４．３ａ）
且对所有的 犳＝ ０，…，爫－ １满足

熍－１
犳 ＋ ┓Ｔ

犳┞－１
犳 ┓犳－ 犞－２┘Ｔ

犳┘犳＞ ０ （４．４．３ｂ）
（３）对所有的 犳＝ ０，…，爫－ １有

犱（熍犳＋１┝犳＋１）＜ 犞２ （４．４．４）
若上述条件成立，则存在 犞＞ 犞ｏｐｔ，而相应的 爣∞ 控制器为

┿
～

犳＝ ┒Ｔ
犳（┝－１

犳＋１＋ ┒犳┒Ｔ
犳 － 犞－２└犳└Ｔ

犳）－１┑犳╂
～

犳 （４．４．５）
其中

╂
～

犳＝ ［┙－ 熍犳（犞－２┝犳－ ┓Ｔ
犳┞－１

犳 ┓犳）］－１（╂^熸＋ 熍犳┓Ｔ
犳┞－１

犳 ╃犳）
（４．４．６）

上式中的 ╂^熸由式（４．１．１３ｂ）给定。如果上述条件中的任何一个不

成立，则不存在满足条件（４．４．１）的控制器。
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第五章 连续系统 爣∞ 滤波

前面的章节中介绍了离散系统 爣∞ 控制和滤波的基本理论和

有关的算法。本章将首先介绍连续系统的 爣∞ 滤波理论，然后介绍

系统设计中一些关键计算问题的求解方法。大多数 爣∞ 控制理论

专著中都是先介绍 爣∞ 控制问题，然后基于对偶系统的概念研究

爣∞ 滤波问题［１～３］。但本书将首先介绍 爣∞ 滤波问题，这是为了更

方便地基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统的特征值理论介绍算法。在第二章

和第三章中已经介绍了离散 爣∞ 控制和 爣∞ 滤波系统的最优 爣∞

范 数 犞ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ差分系统特征值之间的关系，并给出了相应

的计算方法。通过对连续系统进行适当的离散化，也可以将这些方

法用于连续系统。

５．１ 连续系统 爣∞ 滤波

考虑下列线性系统在区间 牠∈ ［０，牠ｆ］上的 爣∞ 滤波器设计问

题

╂＝ ┑（牠）╂＋ ┒（牠）╁，╂（０）＝ ╂０ （５．１．１ａ）

╃＝ ┓（牠）╂＋ └（牠）╀ （５．１．１ｂ）
╄＝ ├（牠）╂ （５．１．１ｃ）

其 中干扰向量 ╁，╀∈爧２［０，牠ｆ］，┑∈牕×牕，┒∈牕×牓，┓∈牚×牕，└∈

牚×牔，├∈牘×牕，└Ｔ└＝┙。用 ╂（牠）表示状态 ╂（牠）的滤波估计，╂（０）

＝ ╂０为给定值，并定义



‖‖２
∞，［０，牠ｆ］＝ ｓｕｐ

╁≠０

∫
牠ｆ

０
（╄－ ├╂）Ｔ（╄－ ├╂）ｄ牠

（╂０－ ╂０）Ｔ┡－１
０ （╂０－ ╂０）＋∫

牠ｆ

０
（╁Ｔ╁＋ ╀Ｔ╀）ｄ牠

（５．１．２）
其中 ╄－ ├╂是估计误差，╂０－ ╂０是对初始状态的估计误差，对称

矩阵 ┡－１
０ ＞ ０。要求 爣∞ 滤波器满足条件

‖‖２
［０，牠ｆ］＜ 犞２ （５．１．３）

而正数 犞的下界定义为 犞ｏｐｔ。
定理 ．［１］ 当且仅当 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

┡（牠）＝ ┒（牠）┒Ｔ（牠）＋ ┑（牠）┡（牠）＋ ┡（牠）┑Ｔ（牠）－
┡（牠）［┓Ｔ（牠）┓（牠）－ 犞－２├Ｔ（牠）├（牠）］┡（牠）

┡（０）＝ ┡０ （５．１．４）
在区间 牠∈ ［０，牠ｆ］上有解时存在满足条件的 爣∞ 滤波器。中心 爣∞

滤波器的形式为

╂
燈
＝ ┑（牠）╂＋ ┡（牠）┓Ｔ（牠）［╃－ ┓（牠）╂］，╂（０）＝ ╂０ （５．１．５ａ）

╄＝ ├（牠）╂ （５．１．５ｂ）

当系统矩阵为常值矩阵时，则成为定常系统的 爣∞ 滤波问题。
此时的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（５．１．４）可简写成

┡（牠）＝ ┒┒Ｔ＋ ┑┡（牠）＋ ┡（牠）┑Ｔ － ┡（牠）［┓Ｔ┓－
犞－２├Ｔ├］┡（牠）

┡（０）＝ ┡０ （５．１．６）
系统的状态方程也可以写成式（５．１．７）的形式。当 牠ｆ→ ∞ 时，问题

成为定常系统无限时间滤波问题。
╂＝ ┑╂＋ ┒╁，╂（０）＝ ╂０ （５．１．７ａ）

╃＝ ┓╂＋ └╀ （５．１．７ｂ）
╄＝ ├╂ （５．１．７ｃ）
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其中（┑，┒）可控，（┑，┓）可观。
定理 ．［１］ 当且仅当 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程

┒┒Ｔ＋ ┑┡＋ ┡┑Ｔ － ┡（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┡＝ （５．１．８）
存在使 ┑－ ┡（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ爧）渐进稳定的半正定解时，存在满足

条件的 爣∞ 滤波器，而中心滤波器为

╂
燈
＝ ┑╂＋ ┡┓Ｔ（╃－ ┓╂），╂（０）＝ ╂０ （５．１．９ａ）

╄＝ ├╂ （５．１．９ｂ）

上述 爣∞ 滤波器都是次优滤波器，通过不断减小 犞，可以构造

一系列次优 爣∞ 滤波器逼近“最优”爣∞ 滤波器，直到满足条件的次

优 爣∞ 滤波器不存在为止，此时 犞＝ 犞ｏｐｔ
［２、３］。因为 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

解的存在性与次优 爣∞ 滤波器存在条件等价，此时 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程在［０，牠ｆ］区间上无解，犞ｏｐｔ则是使 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在［０，牠ｆ］区间

上 无解的所有 犞值的上界。基于这一基 本 事 实，可 以 建 立 犞ｏｐｔ与

Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统特征值的联系。

５．２ Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统特征值

．． ﹪│━┉┄┃微分方程的共轭点

Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５．１．６）的解与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程

╂

熮［］＝
┑ ┒┒Ｔ

┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├ － ┑［ ］Ｔ

╂［］熮 （５．２．１ａ）

╂（０）＝ ┡０熮（０），熮（牠ｆ）＝  （５．２．１ｂ）
的状态转移矩阵及其边值问题的特征值之间有密切的联系。定义

爣（╂，熮）＝ 熮Ｔ┑╂－ １
２╂Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂＋ １

２熮Ｔ┒┒Ｔ熮

（５．２．２）
则上述边值问题可由下列变分问题导出
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爥＝∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）］ｄ牠＋ １

２╂Ｔ
０┡－１

０ ╂０，δ爥＝ ０（５．２．３）

当 方 程（５．２．１）存 在 非 平 凡 解，即 犞－２ 为 其 特 征 值 时，利 用 式

（５．１．１ａ）可将方程（５．２．３）变换为

犞－２＝ ｓｔ犆１

犆２
（５．２．４）

其中

犆１＝∫
牠ｆ

０
熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２╂Ｔ┓Ｔ┓╂－ １
２熮Ｔ┒┒Ｔ槏 槕熮ｄ牠＋ １

２╂Ｔ
０┡－１

０ ╂０

（５．２．５ａ）

犆２＝∫
牠ｆ

０

１
２╂Ｔ├Ｔ├╂ｄ牠 （５．２．５ｂ）

并记

爲（╂，熮）＝ 犆１

犆２
（５．２．６）

定义方程（５．２．１）的状态转移矩阵为 熑（０，牠）
ｄ
ｄ牠熑（０，牠）＝ ┘熑（０，牠），熑（０，０）＝ ┙ （５．２．７）

其中

┘＝
┑ ┒┒Ｔ

┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├ － ┑［ ］Ｔ （５．２．８）

则

╂（牠）［ ］熮（牠）
＝

熑１１（０，牠） 熑１２（０，牠）
熑２１（０，牠） 熑２２［ ］（０，牠）

╂（０）［ ］熮（０）
（５．２．９）

并可以证明［１］

╂（牠）＝ ┡（牠）熮（牠） （５．２．１０）
其中

┡（牠）＝ ［熑１１（０，牠）┡０＋ 熑１２（０，牠）］［熑２１（０，牠）┡０＋ 熑２２（０，牠）］－１

（５．２．１１）
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即 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解可以表示成式（５．２．１１）的形式。
现在介绍共轭点的概念，对于区间［０，牠ｆ］内的 牠０，牠１（牠０≤牠１）及

给定的 ┡０，如果对偶微分方程（５．２．１ａ）存在非平凡解且满足 ╂（牠０）
＝ ┡０熮（牠０），熮（牠１）＝ ，则称 牠０，牠１为其共轭点。

定理 ． 若 熑（０，牠）是方程（５．２．１）的状态转移矩阵，则矩

阵 熑２１（牠０，牠１）┡０＋熑２２（牠０，牠１）是奇异矩阵 牠０与 牠１为共轭点。如果不

存 在 牠∈ ［０，牠ｆ］使得 ０和 牠为共轭点，则 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５．１．６）在［０，

牠ｆ］上有解。
证明 设 牠０，牠１为 共 轭 点，则 方 程 存 在 非 平 凡 解 且 ╂（牠０）＝

┡０熮（牠０），熮（牠１）＝ ，所以

╂（牠）［ ］熮（牠）
＝

熑１１（牠０，牠） 熑１２（牠０，牠）
熑２１（牠０，牠） 熑２２（牠０［ ］，牠）

┡０［ ］┙
熮（牠０）

其中 熮（牠０）≠ ，这是因为 ╂（牠）与 熮（牠）不可能同时为 ，并且

熑（０，牠）非奇异。由于

熮（牠１）＝ ［熑２１（牠０，牠１）┡０＋ 熑２２（牠０，牠１）］熮（牠０）＝ 
所以必然有 熑２１（牠０，牠１）┡０＋ 熑２２（牠０，牠１）奇异。

再设 熑２１（牠０，牠１）┡０＋ 熑２２（牠０，牠１）奇异，则必存在向量 ┱≠ ，满

足 ＝ ［熑２１（牠０，牠１）┡０＋ 熑２２（牠０，牠１）］牋，令 熮（牠０）＝ ┱，则有 ╂（牠０）＝
┡０熮（牠０），熮（牠１）＝ ，又因为 熮（牠）不恒为 ，所以 牠０，牠１为共轭点。

另外，因为 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解可以表示为式（５．２．１１）的形

式，所以如果不存在 牠∈ ［０，牠ｆ］使得 ０和 牠为共轭点，则 熑２１（０，牠）┡０

＋ 熑２２（０，牠）必然可逆，从而 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５．１．６）在［０，牠ｆ］上有解。

．． ┎━原理

现在考察式（５．２．１）的特征值问题，显然仅当 犞－２是其特征值

时，两端边值问题存在非平凡解。边界条件 ╂（０）＝ ┡０熮（０），熮（牠ｆ）
＝ 表 明 ０和 牠ｆ是 此 边 值 问 题 的 共 轭 点，所 以 熑２１（０，牠ｆ）┡０ ＋
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熑２２（０，牠ｆ）必定是奇异矩阵，其逆矩阵不存在，此时 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

（５．１．６）在区间［０，牠ｆ］上无解，相应地次优 爣∞ 滤波器也不存在。
方程（５．２．１）的各阶特征值满足 犞－２

１ ≤ 犞－２
２ ≤ … ≤ 犞－２

牔 ，所以

犞１≥犞２≥…≥犞牔，即 犞１是使两端边值问题存在非平凡解的 犞值的

上界，也是使 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（５．１．６）在［０，牠ｆ］上无解的 犞值的上

界。两端边值问题的一阶特征值 犞－２
１ 与最优 爣∞ 范数 犞ｏｐｔ之间的关

系为 犞１＝ 犞ｏｐｔ。因此最优 爣∞ 范数可以通过计算与 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程相 关 的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微 分 方 程 两 端 边 值 问 题 的 特 征 值 得 到。事 实

上，对于两端边值问题（５．２．１）有如下定理。
定 理 ．［４～５］ 若（Ａ１）：矩阵 ┒┒Ｔ，┓Ｔ┓，├Ｔ├对称，且 ┒┒Ｔ ≥

０，├Ｔ├≥０；（Ａ２）：┣１３
－ ╂（０）
╂（牠ｆ［ ］）

＋┣２４
熮（０）
熮（牠ｆ［ ］）＝，并记满足条件的

（╂，熮）∈ 犓，其中 ┣１３，┣２４∈ ２牕×２牕，且 ｒａｎｋ（┣１３，┣２４）＝ ２牕，┣１３┣Ｔ
２４＝

┣２４┣Ｔ
１３；（Ａ３）：（┑，┒┒Ｔ）可控，（┑，┒┒Ｔ，├Ｔ├）“强可观”。则

（１）边值问题（５．２．１）存在可数无穷多个特征值 犞－２
牑 ，犞－２

１ ≤
犞－２
２ ≤ …（包括重特征值），及 相 应 的 正 交 特 征 函 数（熛１，熓１），（熛２，

熓２），…，且〈熛牏，熛牐〉＝∫
牠ｆ

０
熛Ｔ
牏（牠）├Ｔ├熛牐（牠）ｄ牠＝ 犠牏牐。

（２）Ｒａｙｌｅｉｇｈ原理：对于 牔＝ ０，１，２，…，有

犞－２
牔＋１＝ ｍｉｎ｛爲（╂，熮）燏（╂，熮）∈ 犓，╂≠ ，╂⊥ 熛１，…，熛牔｝

（５．２．１２）
其中 爲（╂，熮）由式（５．２．６）定义，具有广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的形式。而 ╂
⊥ 熛牏（牏＝ １，２，…，牔）是指

〈╂，熛牏〉＝∫
牠ｆ

０
╂Ｔ（牠）├Ｔ├熛牏（牠）ｄ牠＝ ０

（３）展开定理

ｌｉｍ
牔→∞

‖╂－ ┽牔‖ ＝ ０ （５．２．１３）

其中 ┽牔 ＝ 
牔

牏＝１
牅牏熛牏，而 牅牏＝ 〈熛┳，╂〉＝∫

牠ｆ

０
熛Ｔ
牏（牠）├Ｔ├╂（牠）ｄ牠
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这个定理可以认为是 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ特征值定理的推广［５］。
这里所研究的问题显然满足定理中的前提条件，分别说明如下：

（Ａ１）显然满足。

（Ａ２）因为 ┣１３＝
┡０ ［ ］ 

，┣２４＝
 ［ ］ ┙

，显然 ｒａｎｋ（┣１３，┣２４）

＝ ２牕，┣１３┣Ｔ
２４＝ ┣２４┣Ｔ

１３。
（Ａ３）因为（┑，┒）可控，显然有 ｒａｎｋ┠牅＝ 牕及 ｒａｎｋ（┠牅┠Ｔ

牅）＝
牕，其中矩阵

┠牅＝ ［┒，┑┒，┑２┒，…，┑牕－１┒］
┠牅┠Ｔ

牅 ＝ ［┒，┑┒，…，┑牕－１┒］［┒，┑┒，…，┑牕－１┒］Ｔ ＝
［┒┒Ｔ，┑┒┒Ｔ，…，┑牕－１┒┒Ｔ］［┙，┑，…，┑牕－１］Ｔ

令 ┠牅牗＝ ［┒┒Ｔ，┑┒┒Ｔ，…，┑牕－１┒┒Ｔ］，┑牗＝ ［┙，┑，…，┑牕－１］Ｔ

则有

牕＝ ｒａｎｋ（┠牅┠Ｔ
牅）＝ ｒａｎｋ（┠牅牗┑牗）

≤ ｍｉｎ｛ｒａｎｋ（┠牅牗），ｒａｎｋ（┑牗）｝ （５．２．１４）
而 ｒａｎｋ（┑牗）＝ 牕，所 以 应 有 ｒａｎｋ（┠牅牗）≥ 牕，但 ┠牅牗∈ 牕×牕牔，因 而

ｒａｎｋ（┠牅牗）＝ 牕，则（┑，┒┒Ｔ）可控的条件满足。因为矩阵 ├的选择应

确 保在区间［牠１，牠２］上 ├┍（牠）≡ ０时必有 ╂（牠）≡ ，否则状态估计便

无意义，所以也满足文献 ４中所谓的“强可观”条件。
由于 爣∞ 控制问题及“控制型”Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程与 爣∞ 滤波问

题及“滤波型”Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程存在一定的对偶关系。利用这一对

偶关系可以自然地将本章所述的定理与结论应用到 爣∞ 控 制 问

题，而且还应注意到对偶系统的 爣∞ 范数是相等的［２］。

５．３ Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程

特征值问题离散化

特 征 值 问 题 可 以 表 达 为 广 义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商 驻 值 的 形 式
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（５．２．４），可以用 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法计算特征值，也可以用差分法、
打靶法等方法计算。正如第二章和第三章中所指出的，如果只需计

算最小特征值，采用类似于 Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ特征值计数方法的扩展

ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法［８］更为合适。本节介绍 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程

的离 散 化，及 其 与 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型 微 分 方 程 特 征 值 问 题 的 联

系。
．． ﹪│━┉┄┃及 ┉┊┇│┐┄┊┋━━型微分方程离散化

将区间［０，牠ｆ］等间距离散为 爦段，并令 犣＝牠牑＋１－牠牑（牑＝０，１，
２，…，爦－１），且 爦犣＝牠ｆ，牠０＝０，牠爦＝牠ｆ。对于任意区段（牠牑，牠牑＋１），若

给定两端边值 ╂（牠牑）及 熮（牠牑＋１），当然可以确定微分方程（５．２．１）在

（牠牑，牠牑＋１）内的解。采取对 ╂向前差分，对 熮向后差分，离散化后有差

分方程

╂牑＋１＝ ┖╂牑＋ ┗熮牑＋１，╂０＝ ┡０熮０ （５．３．１ａ）

熮牑＝－ ┕╂牑＋ ┖Ｔ熮牑＋１，熮爦 ＝  （５．３．１ｂ）
差分方程中各系数矩阵 ┖，┗，┕是计算特征值的基本数据，其性质

和意义将在后文解释。
考虑同样定义在区间 牠∈ ［０，牠ｆ］上的 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型二阶

微分方程

┛２２╂＋ （┛２１－ ┛１２）╂－ ┛１１╂＋ 犱┝╂＝  （５．３．２）
边界条件为 ╂（０）＝ ╂０，╂（牠ｆ）＝ ╂ｆ。且 ┛１１，┛２２，┝ 为对称矩阵，┛２２

非奇异，┛１２＝ ┛Ｔ
２１。当 犱的取值可以使方程存在满足边界条件的非

平凡解时，称 犱为其特征值，而对应的解为特征函数。定义

爧（╂，╂）＝ ╂Ｔ┛２２╂＋ ╂Ｔ┛２１╂＋ ╂Ｔ┛１２╂＋ ╂Ｔ（┛１１－ 犱┝）╂
（５．３．３）

则微分方程边值问题与下列变分驻值问题等价

犠∫
牠ｆ

０
爧（╂，╂）ｄ牠＝ ０，╂（０）＝ ╂０， ╂（牠ｆ）＝ ╂牠ｆ （５．３．４）

进行 Ｌｅｎｇｅｎｄｒｅ变 换 可 将 其 转 化 为 正 则 形 式，进 而 得 到 等 价 的
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则微分方程。令

熮＝ 爧
╂ （５．３．５）

爣（╂，熮）＝ 熮Ｔ╂－ 爧（╂，╂） （５．３．６）
则有

犠∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）］ｄ牠＝ ０ （５．３．７）

且根据

╂＝ 爣
熮 （５．３．８ａ）

熮＝－ 爣
╂ （５．３．８ｂ）

可得

╂

熮［］＝
－ ┛－１

２２┛２１ ┛－１
２２

┛１１－ ┛１２┛－１
２２┛２１－ 犱┝ ┛１２┛－１［ ］２２

╂［］熮 （５．３．９）

若 令 ┑＝－ ┛－１
２２┛２１，┒┒Ｔ ＝ ┛－１

２２，├Ｔ├＝ ┝，┓Ｔ┓＝ ┛１１ －

┛１２┛－１
２２┛２１。则方程（５．３．９）与方程（５．２．１）完全一致，只需再将方

程（５．２．１）的边界条件也做相应的变换，微分方程（５．３．９）的特征

值问题就与方程（５．２．１）的特征值问题等价。
对 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型微分方程特征值问题的研 究 是 经 典 的

课题，也不乏计算特征值的数值方法。例如通过将微分方程离散化

为差分方程，即可利用许多有效的算法计算特征值。因为这里关心

的是一阶特征值的计算，可以采用特定形式的离散化方法。从变分

式（５．３．４）的离散化开始，将［０，牠ｆ］等间距离散为 爦段，并令 犣＝

牠牑＋１－ 牠牑（牑＝ ０，１，２，…，爦－ １），可得式（５．３．４）的离散形式

δ
爦－１

牑＝０
爧牑（╂牑，╂牑＋１｛ ｝）＝ ０ （５．３．１０）

边界条件与式（５．３．４）中相同，且
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爧牑（╂牑，╂牑＋１）＝ ╂Ｔ
牑┛牃牃╂牑＋ ╂Ｔ

牑＋１┛牄牃╂牑＋ ╂Ｔ
牑┛牃牄╂牑＋１＋ ╂Ｔ

牑＋１┛牄牄╂牑＋１

（５．３．１１）
上式中的系数矩阵 ┛牃牃，┛牃牄＝┛Ｔ

牄牃和 ┛牄牄由 ┛１１，┛１２，┛２２，犣，犱确定。对

于线性定常系统及 犣给定的等距离散化，可以认为系数矩阵仅是 犱
的函数。由式（５．３．１０）可得

┛牃牃 ┛牃牄

┛牄牃 ┛［ ］牄牄

╂牑

╂［ ］牑＋１
＝  （５．３．１２）

利 用 式 （５．３．１２） 中 的 系 数 矩 阵 ┛牃牃，┛牃牄，┛牄牄， 根 据

ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数定理可以计算其一阶特征值到指定

的 精 度，当 然 其 他 阶 特 征 值 也 可 同 样 计 算。定 义 离 散 形 式 的

Ｌｅｎｇｅｎｄｒｅ变换为

熮牑＝－ 爧牑

╂牑
＝－ （┛牃牃╂牑＋ ┛牃牄╂牑＋１） （５．３．１３ａ）

熮牑＋１＝
爧牑

╂牑＋１
＝ ┛牄牃╂牑＋ ┛牄牄╂牑＋１ （５．３．１３ｂ）

由此得

╂牑＋１＝－ ┛－１
牄牄┛牄牃╂牑＋ ┛－１

牄牄熮牑＋１ （５．３．１４ａ）

熮牑＝ （－ ┛牃牃＋ ┛牃牄┛－１
牄牄┛牄牃）╂牑－ ┛牃牄┛－１

牄牄熮牑＋１（５．３．１４ｂ）
若令

┖＝－ ┛－１
牄牄┛牄牃 （５．３．１５ａ）

┗＝ ┛－１
牄牄 （５．３．１５ｂ）

┕＝ ┛牃牃－ ┛牃牄┛－１
牄牄┛牄牃 （５．３．１５ｃ）

则式（５．３．１４）与（５．３．１）的形式一致。与式（５．３．１２）特征值的求

解类似，由上述差分方程的系数矩阵 ┖，┗，┕也可计算特征值，但

需要利用适应于对偶变量体系的扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法。

．． 混合能矩阵合并公式及特征值计数公式

差分方程（５．３．１）与离散形式的变分驻值问题
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δ
爦－１

牑＝０
熮Ｔ
牑＋１╂牑＋１－ 熮Ｔ

牑＋１┖╂牑－ １
２╂Ｔ

牑┕╂牑槏［｛ ＋

１
２熮Ｔ

牑＋１┗熮 槕］牑＋１ ＋ １
２╂Ｔ

０┡－１
０ ╂｝０ （５．３．１６）

是等价的。由式（５．３．１６）可定义区段（牠牑，牠牑＋１）的混合能

爼（╂牑，熮牑＋１）＝ 熮Ｔ
牑＋１┖╂牑－ １

２╂Ｔ
牑┕╂牑＋ １

２熮Ｔ
牑＋１┗熮牑＋１

（５．３．１７）
因为 爼（╂牑，熮牑＋１）具有能量的形式，系数矩阵 ┖，┗，┕亦称为区段混

合能矩阵。显然差分方程的解 ╂牑，熮牑逼近微分方程解 ╂（牠牑），熮（牠牑）的

精度取决于 ┖，┗，┕的精度。对于线性定常系统，矩阵 ┖，┗，┕仅是

区间长度 犣的函数，可表示为 ┖（犣），┗（犣），┕（犣）。区间长度为 犣时，
本章中用简化的形式，即 ┖，┗，┕；对区间长度 牑犣，则记为 ┖（牑犣），
┗（牑犣），┕（牑犣）。当 犣→ ０时

┕→ ，┗→ ，┖→ ┙ （５．３．１８）
由差分方程（５．３．１），可设

╂牑＋１＝ ┖（２犣）╂牑－１＋ ┗（２犣）熮牑＋１ （５．３．１９ａ）

熮牑－１＝－ ┕（２犣）╂牑－１＋ ┖Ｔ（２犣）熮牑＋１ （５．３．１９ｂ）
将

╂牑＝ （┙＋ ┗┕）－１（┖╂牑－１＋ ┗┖Ｔ熮牑＋１） （５．３．２０ａ）

熮牑＝ （┙＋ ┕┗）－１（－ ┕┖╂牑－１＋ ┖Ｔ熮牑＋１） （５．３．２０ｂ）
代入式（５．３．１）可得

╂牑＋１＝ ┖（┙＋ ┗┕）－１┖╂牑－１＋ ［┗＋ ┖（┙＋ ┗┕）－１┗┖Ｔ］熮牑＋１

（５．３．２１ａ）

熮牑－１＝－ ［┕＋ ┖Ｔ（┙＋ ┕┗）－１┕┖╂牑－１］＋ ┖Ｔ（┙＋ ┕┗）－１┖Ｔ熮牑＋１

（５．３．２１ｂ）
与式（５．３．１９）比较可知

┗（２犣）＝ ┗＋ ┖（┗－１＋ ┕）－１┖Ｔ （５．３．２２ａ）
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┕（２犣）＝ ┕＋ ┖Ｔ（┕－１＋ ┗）－１┖ （５．３．２２ｂ）
┖（２犣）＝ ┖（┙＋ ┗┕）－１┖ （５．３．２２ｃ）

同理可证下列公式

┗（牏犣＋ 牐犣）＝ ┗（牐犣）＋ ┖（牐犣）［┗－１（牏犣）＋ ┕（牐犣）］－１┖Ｔ（牐犣）
（５．３．２３ａ）

┕（牏犣＋ 牐犣）＝ ┕（牏犣）＋ ┖Ｔ（牏犣）［┕－１（牐犣）＋ ┗（牏犣）］－１┖（牏犣）
（５．３．２３ｂ）

┖（牏犣＋ 牐犣）＝ ┖（牐犣）［┙＋ ┗（牏犣）┕（牐犣）］－１┖（牏犣）
（５．３．２３ｃ）

用图 ５．１中区段 １和 ２分别代表式（５．３．２３）中不同长度区段，
则上述公式可以简洁地表示为

┗牅＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （５．３．２４ａ）

┕牅＝ ┕１＋ ┖Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （５．３．２４ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （５．３．２４ｃ）
并称之为区段合并公式。

图 ５．１ 区段合并

如图 ５．１所示，区段 １的特征值计数定义为：对给定 犞－２
＃ ，在 ╂牃

＝ ，熮牄＝ 的条件下，区段 １特征值小于 犞－２
＃ 的数目，并用 爥爲１表

示。爥爲１ 是 犣及 犞－２
＃ 的 函 数，可 写 成 爥爲１（犞－２

＃ ，犣），为 简 单 起 见 用

爥爲１（犞－２
＃ ）表 示，区 段 ２和 牅的 特 征 值 计 数 分 别 记 作 爥爲２（犞－２

＃ ），

爥爲牅（犞－２
＃ ）。各特征值计数之间的关系为［７］

爥爲牅（犞－２
＃ ）＝ 爥爲１（犞－２

＃ ）＋ 爥爲２（犞－２
＃ ）－ 牞｛┗１｝＋ 牞｛┗－１

１ ＋ ┕２｝
（５．３．２５）
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其中 牞｛┝｝表示矩阵 ┝ 的负特征值个数。牠牃→ 牠牄时，对于给定的有

限值 犞－２
＃ ，有 爥爲１（犞－２

＃ ）＝ ０。

．． 混合能矩阵的微分方程

设 ┾牑，╂牑，熮牑不变，┾牑＋１增加微量 ｄ牠，╂牑＋１，熮牑＋１及 ┖，┗，┕当然有

相应的变化。利用差分方程（５．３．１）及微分方程（５．２．１ａ）可以导

出这些矩阵满足的微分方程。将式（５．３．１）各项求导得

ｄ╂牑＋１

ｄ牠 ＝ ｄ┖
ｄ牠╂牑＋ ｄ┗

ｄ牠熮牑＋１＋ ┗ｄ熮牑＋１

ｄ牠 （５．３．２６ａ）

＝－ ｄ┕
ｄ牠╂牑＋ ｄ┖Ｔ

ｄ牠熮牑＋１＋ ┖Ｔ ｄ熮牑＋１

ｄ牠 （５．３．２６ｂ）

将方程（５．２．１ａ）在 牠＝ 牠牑＋１处的等式关系代入上式得

ｄ┖
ｄ牠╂牑＋ ｄ┗

ｄ牠槏 －┗┑Ｔ － ┒┒槕Ｔ －

熮牑＋１［┑－ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）］╂牑＋１＝  （５．３．２７ａ）

－ ｄ┕
ｄ牠╂牑＋ ｄ┖Ｔ

ｄ牠－ ┖Ｔ┑槏 槕Ｔ 熮牑＋１＋ ┖Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂牑＋１＝ 

（５．３．２７ｂ）
再将差分方程（５．３．１ａ）代入上式消去变量 ╂牑＋１后得

ｄ┖
ｄ牠－ ［┑－ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ｛ ｝├）］┖ ╂牑＋

ｄ┗
ｄ牠－ ┑┗－ ┗┑Ｔ － ┒┒Ｔ ＋ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ｛ ｝├）┗ 熮牑＋１＝ 

（５．３．２８ａ）

－ ｄ┕
ｄ牠＋ ┖Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ｛ ｝├）┖ ╂牑＋

ｄ┖Ｔ

ｄ牠－ ┖Ｔ［┑Ｔ－ （┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）Ｔ┗Ｔ｛ ｝］熮牑＋１＝ 

（５．３．２８ｂ）
由于 ╂牑及 熮牑＋１的任意性，必有下列微分方程成立
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ｄ┗
ｄ牠＝ ┒┒Ｔ＋ ┑┗＋ ┗┑Ｔ － ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┗

（５．３．２９ａ）
ｄ┕
ｄ牠＝ ┖Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┖ （５．３．２９ｂ）

ｄ┖
ｄ牠＝ ［┑－ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）］┖ （５．３．２９ｃ）

式（５．３．１８）是这些方程的初始条件。按照线性系统理论，由上述

方 程可知各混合能矩阵（即差 分 方 程（５．３．１）的 系 数 矩 阵）的 意

义：┗是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解，┖是 ┑－┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）的状态

转移矩阵，而 ┕是［┑－ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├），┓Ｔ
０］的可观性矩阵，其

中 ┓Ｔ
０┓０＝┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├。通过微分方程的积分可以计算这些系数

矩阵，而这些方程的积分亦可根据式（５．３．２４）来进行。这是精细

积分算法所要解决的问题。
．． 混合能矩阵计算

差分方程（５．３．１）解的精度由其系数矩阵 ┖，┗，┕决定。另外，
由上节介绍的特征值计数公式（５．３．２５）可知，特征值计数的精度

也依赖于 ┖，┗，┕的精度。按常规的微分方程离散化方法计算这些

差 分方程的系数不能满足这里的需要，况且在上文中已经给出了

系数矩阵满足的微分方程（５．３．２９）以及合并关系式（５．３．２４），所

以本节将利用精细积分法计算区段长度为 犣的系数矩阵（混合能

矩 阵）┖（犣），┗（犣），┕（犣）。实 质 上 这 一 步 骤 是 将 计 算 矩 阵 ┖（牑犣），
┗（牑犣），┕（牑犣）的公式（５．３．２４）应用于区段 犣，如图 ５．２所示。

根据 ２爫 类算法的特点及精细积分法的要求，一般取 爫＝ ２０，
将 犣等分为

犳＝ 犣燉２爫 ≈ 犣燈１０－６ （５．３．３０）
需要指出的是，精细积分法仅在这一阶段对区段 犣＝ 牠１－ 牠０进行

了进一步的细分，并没有对整个区间［０，牠ｆ］内其他区段进行同样

的 细分。由于 ２爫 类算法的特点，这样的区间细分所增加的计算量
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图 ５．２ 区间等距离散及区段的细化

相对于全部计算量并不占多大比例。
由于 犳非常小，可以对区段矩阵 ┖（犳），┗（犳），┕（犳）作 Ｔａｙｌｏｒ级

数展开。因为更高阶项对计算结果没有影响，因此这里忽略高于 ４
阶的项。则有

┕（犳）≈ ┯１犳＋ ┯２犳２＋ ┯３犳３＋ ┯４犳４ （５．３．３１ａ）

┗（犳）≈ ┱１犳＋ ┱２犳２＋ ┱３犳３＋ ┱４犳４ （５．３．３１ｂ）

┖（犳）≈ ┙＋ ┰１犳＋ ┰２犳２＋ ┰３犳３＋ ┰４犳４＝ ┙＋ ┖′（犳）
（５．３．３１ｃ）

将 式 （５．３．３１ａ）～ （５．３．３１ｃ）分 别 代 入 微 分 方 程 （５．３．２９ａ）～
（５．３．２９ｃ），比较同幂次项的系数有

┯１＝ ┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├

┯２＝ （┰Ｔ
１┯１＋ ┯１┰１）燉２

┯３＝ （┰Ｔ
２┯１＋ ┯１┰２＋ ┰Ｔ

１┯１┰１）燉３

┯４＝ （┰Ｔ
３┯１＋ ┯１┰３＋ ┰Ｔ

２┯１┰１＋ ┰Ｔ
１┯１┰２）燉４ （５．３．３２ａ）

┱１＝ ┒┒Ｔ

┱２＝ （┑┱１＋ ┱１┑Ｔ）燉２

┱３＝ （┑┱２＋ ┱２┑Ｔ － ┱１┯１┱１）燉３

┱４＝ （┑┱２＋ ┱２┑Ｔ － ┱２┯１┱１－ ┱１┯１┱２）燉４ （５．３．３２ｂ）

┰１＝ ┑

┰２＝ （┑┰１－ ┱１┯１）燉２
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┰３＝ （┑┰２－ ┱２┯１－ ┱１┯１┰１）燉３

┰４＝ （┑┰３－ ┱３┯１－ ┱２┯１┰１－ ┱１┯１┰２）燉４ （５．３．３２ｃ）
为避免计算精度的丧失，在此计算阶段，合并公式（５．３．２４ｃ）由下

式代替

┖′牅＝ ┖′－ １
２槏 槕┗┕ （┙＋ ┗┕）－１＋

（┙＋ ┗┕）－１ ┖′－ １
２槏 槕┗┕ ＋ ┖′（┙＋ ┗┕）－１┖′

（５．３．２４ｃ′）
这是精细积分算法的关键步骤之一。┖（犳），┗（犳），┕（犳）当然是 犞－２

的 函 数，因 此 由 ┖（犳），┗（犳），┕（犳）通 过 式 （５．３．２４）计 算 ┕（犳），
┗（犳），┖（犳）的过程中也需要特征值计数，以保证此区段的一阶特

征值大于给定值 犞－２
＃ 。其实质是要求在区域［０，犣］上，Ｈａｍｉｌｔｏｎ微

分方程（５．２．１）的一阶特征值大于 犞－２
＃ ，也就是 犞＃ ＞ 犞ｏｐｔ。

５．４ 最优 爣∞ 范数计算

Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程（５．２．１）离散化之后，其边值问题特征值

的计算就可以利用差分方程（５．３．１）的系数，由公式（５．３．２４）结

合扩展形式的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数公式（５．３．２５）进行。
当最终计算到 ┕（爦犣），┗（爦犣），┖（爦犣）时，对差分方程整个定义区

间 的特征值计数也同时完成，从而可以判定该边值问题的特征值

小于给 定 值 犞－２
＃ 的 个 数。对 于 求 一 阶 特 征 值 来 讲，若 特 征 值 计 数

爥爲（犞－２
＃ ）＝ ０，则表示 犞－２

＃ 小于一阶特征值，即 犞－２
＃ ＜ 犞－２

ｏｐｔ，可以增大

犞－２
＃ 重新计算以更接近 犞－２

ｏｐｔ；若 爥爲（犞－２
＃ ）≠０，则应减小 犞－２

＃ 。当然，由

于特征值的计数始终在计算过程中进行，所以可以在算法中设定，
使得只要出现 爥爲（犞－２

＃ ）≠ ０就修改 犞－２
＃ 重新计算，以提高效率，这

也是扩展的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ特征值计数公式的特点之一。
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由 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）可以递推计算长度为 ２犣，３犣，…，牑犣的区

段矩阵 ┕（牑犣），┗（牑犣），┖（牑犣）。这样计算的 ┕（牑犣）是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程（５．１．６）在边界条件为 ０时的解。方程（５．１．６）在边界条件为 ┡０

时的解 ┡（牑犣）为

┡（牑犣）＝ ┗（牑犣）＋ ┖（牑犣）（┡－１
０ ＋ ┕（牑犣））－１┖Ｔ（牑犣）

（５．４．１）
这个等式在许多研究 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的文献中出现，也可以用结

构力学中的方法证明［９］。
．． 算法描述

最优 爣∞ 范数计算的步骤如下：
Ａ：计 算 差 分 方 程 （５．３．１）的 系 数 （即 犣区 段 混 合 能 矩

阵）┕（犣），┗（犣），┖（犣）的步骤为

┉┅ 给定 犞－２
＃

┉┅ 由式（５．３．３１ａ）～ （５．３．３１ｃ）计算 ┕（犳），┗（犳），┖′（犳）
作为 ┕牅，┗牅，┖′牅，且 爥爲＝ ０

┉┅ ｆｏｒ（牏＝ ０；牏＜ 爫；牏＋＋）｛
｛┕１＝ ┕２＝ ┕牅；┗１＝ ┗２＝ ┗牅；┖′１＝ ┖′２＝ ┖′牅｝
｛按式（５．３．２５）计算 爥爲牅｝（若 爥爲牅＞０，则减小 犞－２

＃

并从 Ｓｔｅｐ１重新开始）
｛按式（５．３．２４ａ），（５．３．２４ｂ），（５．３．２４ｃ′）计算新

的 ┕牅，┗牅，┖′牅｝
｝

┉┅ ┖牅＝ ┙＋ ┖′牅
Ｂ：计算最优 爣∞ 范数的步骤为

┉┅ ｛┕１＝ ；┗１＝┡０；┖１＝┙；爥爲１＝ ０；┕２＝┕牅；┗２＝┗牅；
┖２＝ ┖牅；爥爲２＝ ０｝

┉┅ ｆｏｒ（牏＝ ０；牏＜ 爦；牏＋＋）｛
｛按式（５．３．２５）计算 爥爲牅，若 爥爲牅＞ ０，则减小 犞－２

＃
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并从 Ｓｔｅｐ１重新开始｝
｛按式（５．３．２４）计算新的 ┕牅，┗牅，┖牅｝

｝
┉┅ ｉｆ（爥爲牅＞ ０）

｛犞－２
＃ 是 犞－２

ｏｐｔ 的 上 界（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ），减 小 犞－２
＃ 再 从

Ｓｔｅｐ１开始｝
ｅｌｓｅ
｛犞－２

＃ 是 犞－２
ｏｐｔ的下界（ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ），增大 犞－２

＃ 再从 Ｓｔｅｐ
１开始；

ｉｆ（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）＞犡（犡是指定的小

正实数）
｛增大 犞－２

＃ 再从 Ｓｔｅｐ１开始｝
ｅｌｓｅ

｛ｂｒｅａｋ｝
｝

．． 算例

算例 ：
算例 １是一个二维系统，参数如下

┑＝
０ １［ ］３９．４ ３．８

┒＝ ［］０１ ┓＝ ［１ ０］ ├＝ ［０ ０．２］

└＝
１ ０［ ］０ １

┡０＝
０．０１ ０［ ］０ ０．０１

表 ５１给出了最优 爣∞ 范数随区间长度变化而变化的结果，区

间长度的增加使得 犞ｏｐｔ趋于一个定值，这个值也是无限区间上 爣∞

滤波器的最优 爣∞ 范数。表 ５２给出了 ┡０＝ ┙２时最优 爣∞ 范数随

区间长度变化的结果，表 ５３给出了 ┡０＝ １０× ┙２时系统最优 爣∞

范数随区间长度变化的结果。事实上，计算无限区间的最优 爣∞ 范

数时，将这里的算法稍作改动效率会更高，具体方法可参考第二章
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和第三章的内容及文献 ６，７，这里不作更多的讨论。

表  算例 的 熤┄┅┉（┡＝ ．× ┙）

牠ｆ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００ ２．００ ４．００

犞ｏｐｔ ０．１２９３１ ０．９４８５４ １．６６５５２ １．６９１４４ １．６９１８４ １．６９１８４

表  算例 的 熤┄┅┉（┡＝ ┙）

牠ｆ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００ ２．００ ４．００

犞ｏｐｔ ０．８４８３４ １．６４６８８ １．６９０６０ １．６９１８０ １．６９１８３ １．６９１８４

表  算例 的 熤┄┅┉（┡＝ × ┙）

牠ｆ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００ ２．００ ４．００

犞ｏｐｔ １．２４７２７ １．６７３１３ １．６９１６７ １．６９１９１ １．６９１９１ １．６９１９１

图 ５．３至图 ５．６给出了 犞＝ 犞ｏｐｔ时，系统在不同时间区间内

Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况，因为参数 犞取的是最优值，Ｒｉｃｃａｔｉ方程

解矩阵的元素趋于无穷大。

图 ５．３ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（犞＝ 犞ｏｐｔ，牠ｆ＝ ０．２５）
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图 ５．４ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（犞＝ 犞ｏｐｔ，牠ｆ＝ ０．５）

图 ５．５ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（犞＝ 犞ｏｐｔ，牠ｆ＝ ０．７５）
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图 ５．６ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解（犞＝ 犞ｏｐｔ，牠ｆ＝ １）

图 ５．７至图 ５．９则给出了 犞－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ时不同时间区间内

Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况，随着时间的增加，该解趋于一个定值。

图 ５．７ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ １）
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图 ５．８ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ２）

图 ５．９ 算例 １中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ４）
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算例 ：
算例 ２取自文献 １０，参数如下：

┑＝
－ １

－ ２
熿

燀

燄

燅－ ３

┒＝
２５
２５

熿

燀

燄

燅－ ２５
┓＝ ［－ １ ２ １］ ├＝ ［１ １ １］

└＝
１

１
熿

燀

燄

燅１
表 ５┐４给出了 ┡０＝时最优 爣∞ 范数随区间长度变化的结果，随着

区间长度的增加，犞ｏｐｔ趋于一个定值，这个值与文献 １０的计算结果

是一致的。表 ５５则给出了 ┡０＝ ０．１× ┙３时的计算结果。

表  算例 的 熤┄┅┉（┡＝ ）

牠ｆ １ ２ ３ ５ １０ １５

犞ｏｐｔ ９．２２５８９ ９．３７００９ ９．３７４５３ ９．３７４７５ ９．３７４７５ ９．３７４７５

表  算例 的 熤┄┅┉（┡＝ ．× ┙）

牠ｆ １ ２ ３ ５ １０ １５

犞ｏｐｔ ９．３４０９５ ９．３７３９８ ９．３７４６７ ９．３７４７５ ９．３７４７５ ９．３７４７５

图 ５．１０至图 ５．１４给出了 犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ时，系统在不同时

间区间内 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况。
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图 ５．１０ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ １）

图 ５．１１ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ２）
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图 ５．１２ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ３）

图 ５．１３ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ５）
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图 ５．１４ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ １０）

图 ５．１５至图 ５．１９给出了 犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ时，系统在不同时

间区间内 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的变化情况。

图 ５．１５ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ １）
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图 ５．１６ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ２）

图 ５．１７ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ３）
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图 ５．１８ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ ５）

图 ５．１９ 算例 ２中 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

（犞－２＝ ０．１× 犞－２
ｏｐｔ，牠ｆ＝ １０）
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算例 ：
算例 ３是一个 ７维系统，参数如下

┑＝

４．０４ － ７．９０ ６．２９ － ２０．３３ － １１．８５ － ３７．２０ － ９．８３

３．８４ － ５．５７ ２．９７ － １６．００ － ５．２４ － １２．０６ ４．８７

０．０ ０．０ ６．３６ － ４．６９ ３．６１ － １．６４ － ６．１６

０．０ ０．０ ０．３１ － １．２０ － ０．０３ － ２．３５ － ０．９７

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ － ０．４２ － ３．１２ － ０．７４

０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０１ ８．９３ － ０．０４

熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ２．０ － ４．８７

┒Ｔ＝
－ ７０．９４ － ７５．０７ － １４．５５ － ７．３４ ３．１２ ４．０４ － ３．１

［ ］－ ３７．８８ ２１．０１ － １８．３５ － ９．６０ － １４．１８ － １．９８ － ４．２

┓Ｔ ＝
５３．２０ ９．１３ ２４．２２ １．６７ － ５５．４１ － ６．４３ － ７．６３

［ ］－ １．２７ ６．３５ － ４．７５ ３．０３ － ３．２６ － ５．２１ ２．１８
爧＝ ［－ ０．１０ － ０．４０ ０．２６ ０．３９ － ０．２１ ０．４５ － ０．６７］
表 ５６给出了 ┡０＝ ０．１× ┙７时 犞－２

ｏｐｔ随区间长度变化的结果，
随着区间长度的增加，犞－２

ｏｐｔ趋于一个定值。表 ５７和表 ５８分别给出

了 ┡０＝ ┙７和 ┡０＝ １０× ┙７时系统的 犞－２
ｏｐｔ随区间长度变化的结果。

注意这里给出的不是 犞－２
ｏｐｔ，所以数据随区间长度的变化趋势不同。

表  算例 的 熤－
┄┅┉（┡＝ ．× ┙）

牠ｆ １ ３ ５ １５

犞－２
ｏｐｔ


０．３１１６５２ ０．１４４９３１ ０．１４０９２５ ０．０３０３９１

牠ｆ ２０ ２５ ３０ ５０

犞－２
ｏｐｔ ０．０２８８３６１ ０．０２８７５７５ ０．０２８７５３５ ０．０２８７５３３

表  算例 的 熤－
┄┅┉（┡＝ ┙）

牠ｆ １ ３ ５ １５

犞－２
ｏｐｔ


０．１６９９８３ ０．１２９４７０ ０．０８６５７８４ ０．０２８９２７８

牠ｆ ２０ ２５ ３０ ５０

犞－２
ｏｐｔ ０．０２８７６２１ ０．０２８７５３７ ０．０２８７５３３ ０．０２８７５３３
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表  算例 的 熤－
┄┅┉（┡＝ × ┙）

牠ｆ １ ３ ５ １５

犞－２
ｏｐｔ


０．１１１５３３ ０．０５３０４００ ０．０３５７０７６ ０．０２８７７０５

牠ｆ ２０ ２５ ３０ ５０

犞－２
ｏｐｔ ０．０２８７５４２ ０．０２８７５３３ ０．０２８７５３３ ０．０２９７５３３

至此，本章在研究最优 爣∞ 范数 犞ｏｐｔ、Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的存

在条件、Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程边值问题特征值之间关系的基础上，
介绍了计算最优 爣∞ 范数的特征值算法。求 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程特

征 值问题的数值解需要将微分方程定义区间离散化，上文也介绍

了此类方程与 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型微分方程的关系及将其离散化

为差分方程的过程。差分方程中的系数矩阵（混合能矩阵）不仅是

特征值计算中的基本数据，而且具有特定的意义。

５．５ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的有限逃逸现象

本节基于前面介绍的理论与方法研究 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

解 的有限逃逸现象，在有限时间滤波问题中，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解

的存在性由系统的 爣∞ 诱导范数决定，最优范数 犞ｏｐｔ是含有非定号

二次项的 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程出现有限逃逸现象的临界参数。事

实上，对 爣２滤波与控制中定号 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的研究也是一个

重 要 的 内 容，文 献 １１、文 献 １２介 绍 了 其 有 限 逃 逸 现 象 （ｆｉｎｉｔｅ
ｅｓｃａｐｅｐｈｅｎｏｍｅｎａ）。同样，由于含有非定号二次项的 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ
微分方程在 爣∞ 滤波与控制中的关键作用，对其有限逃逸等瞬态

性质的研究也具有重要意义。文献 １３给出了几个判定解的有界性

和 收敛性的充分条件，这些条件可以保证微分方程的解在初值小

于某个上界时的收敛性。
当其他条件一定时，爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的存在性由参数
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犞决定。对于足够大的 犞，爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程总存在一个解；当 犞
从大于 犞ｏｐｔ逐渐趋近于滤波器的最优 爣∞ 范数 犞ｏｐｔ时，方程的解矩

阵在终端时刻也将趋于无穷大；而当 犞＝ 犞ｏｐｔ时，方程的解存在有

限逃逸时刻。基于 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程共轭

点之间的关系，５．２节和 ５．３节中建立了 犞－２
ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统

特征值之间的对应关系，并利用计算 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统特征值的

方法来计算 犞－２
ｏｐｔ。

．． 有限逃逸条件

考虑线性系统

╂＝ ┑╂＋ ┒╁，╂（０）＝ ╂０ （５．５．１ａ）

╃＝ ┓╂＋ ╀ （５．５．１ｂ）
╄＝ ├╂ （５．５．１ｃ）

爣∞ 滤波问题解的存在性由 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（５．５．２）解的存在性

决定。Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

┡＝ ┒┒Ｔ＋ ┑┡＋ ┡┑Ｔ － ┡（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┡，┡（０）＝ ┡０

（５．５．２）
定义在区间［０，牠ｆ］上，其解可以由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程

╂

熮［］＝
┑ ┒┒Ｔ

┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├ － ┑［ ］Ｔ

╂［］熮 （５．５．３ａ）

╂（０）＝ ┡０熮（０），熮（牠ｆ）＝ ０ （５．５．３ｂ）
的状态转移矩阵 熑（０，牠）表示，即对于

ｄ
ｄ牠熑（０，牠）＝ ┘熑（０，牠）， 熑（０，０）＝ ┙ （５．５．４）

有

╂（牠）［ ］熮（牠）
＝

熑１１（０，牠） 熑１２（０，牠）
熑２１（０，牠） 熑２２［ ］（０，牠）

╂（０）［ ］熮（０）
（５．５．５）

其中
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┘＝
┑ ┒┒Ｔ

┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├ － ┑［ ］Ｔ （５．５．６）

并且

┡（牠）＝ ［熑１１（０，牠）┡０＋ 熑１２（０，牠）］［熑２１（０，牠）┡０＋ 熑２２（０，牠）］－１

（５．５．７）
根 据 定 理 ５．４，边 值 问 题 （５．５．３）存 在 可 数 无 穷 多 个 特 征 值

犞－２
牑 （犞－２

１ ≤ 犞－２
２ ≤ …）及 相 应 的 正 交 特 征 函 数 （熛１，熓１），（熛２，

熓２），．．．，且

〈熛牏，熛牐〉＝∫
牠ｆ

０
熛Ｔ
牏（牠）├Ｔ爧熛牐（牠）ｄ牠＝ 犠牏牐 （５．５．８）

另外有

犞－２
牔＋１＝ ｍｉｎ｛爲（╂，熮）燏╂≠ ，╂⊥ 熛１，…，熛牔｝ （５．５．９）

其 中 牔＝ ０，１，２，…，而 ╂⊥ 熛牏（牏＝ １，２，…，牔）是 指 〈╂，熛牏〉＝

∫
牠ｆ

０
╂Ｔ（牠）├Ｔ├熛牏（牠）ｄ牠＝ ０。爲（╂，熮）的定义为

爲（╂，熮）＝ 犆１

犆２
（５．５．１０）

其中

犆１＝∫
牠ｆ

０
（熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２╂Ｔ┓Ｔ┓╂－ １
２熮Ｔ┒┒Ｔ熮）ｄ牠＋ １

２╂Ｔ
０爯－１

０ ╂０

（５．５．１１ａ）

犆２＝∫
牠ｆ

０

１
２╂Ｔ├Ｔ├╂ｄ牠 （５．５．１１ｂ）

当 犞－２是其特征值时，边值问题（５．５．３）存在非平凡解。边界

条件 ╂（０）＝ ┡０熮（０）及 熮（牠ｆ）＝ 又表明 ０和 牠ｆ是此边值问题的共

轭 点，所以 熑２１（０，牠ｆ）┡０＋ 熑２２（０，牠ｆ）必定是奇异矩阵，因此其逆矩

阵不存在，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解在 牠ｆ时刻为无穷大，出现有限逃逸

现象。因为各阶特征值满足 犞－２
１ ≤犞－２

２ ≤…犞－２
牔 ，所以 犞１是使两端边

值问题存在非平凡解的 犞值的上界，也是使 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在 牠ｆ
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时刻 出 现 有 限 逃 逸 现 象 的 犞值 的 上 界，即 犞１＝ 犞ｏｐｔ。犞ｏｐｔ是 判 定

爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程是否存在有限逃逸现象的临界值。另外，按照

结构力学与最优控制的模拟理论，这里的 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的

解矩阵对应子结构链的动柔度矩阵［７，９］，而子结构链的动柔度矩阵

是随结构的振动频率变化的，当振动频率为结构的固有频率时，其

右端的动柔度矩阵也趋向于无穷大，实质上就是 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分

方程解的有限逃逸现象。
．． 算例

本节中将首 先 用 精 细 积 分 结 合 扩 展 的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算

法计算 犞－２
ｏｐｔ，而用改进的 ＤａｖｉｓｏｎＭａｋｉ算法［１４］求解给定 犞－２时的

爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程。按照文献 １３中定理 ４的第一部分也可以计

算 爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ方程在无限区间（０，∞）的临界参数 犞－２
ｏｐｔ，即当且仅

当

┓Ｔ┓－ １
犞２├Ｔ├≥ ０

时，方程（５．５．２）的解在区间（０，∞）不会发生有限逃逸现象。
算例 ：

算例 １取自文献 １３，系统参数为 槡爛＝－ １，爞＝ １，爜＝ ３燉２，

槡爧＝ ５。按照上述条件，犞－２≤ ０．２时，方程（５．５．２）的解在区间

（０，∞）不会发生有限逃逸现象。按照本节的判定条件和算法，同

样可以计算出 犞－２
ｏｐｔ的值为 ０．２。对于有限区间，则无法按照文献 １３

中的定理来判断并计算 犞－２
ｏｐｔ。本节的方法则可以对任意区间长度

及 任 意 初 始 值 计 算 犞－２
ｏｐｔ。设 牠ｆ＝ ５，爯０ ＝ １０，可 以 计 算 出 使

爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解在区间末端趋于无穷大的临界值 犞－２
ｏｐｔ＝

０．２３７００６３２１５。如图 ５．２０中所示，当取 犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ时，爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ

微 分 方 程 的 解 在 牠＝ ５处 趋 向 于 无 穷 大。另 外，当 犞－２ ＞
０．２３７００６３２１５时，方程的解在 牠＜ ５的某点趋向于无穷大。取 犞－２

＝ ０．２５，则方程的解在 牠＝ ０．７附近趋向于无穷大，如图 ５．２１中所
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示。注意图 ５．２０至图 ５．２３的纵坐标均为以 １０为底的对数坐标，这

样可以更清楚地表示解的有限逃逸现象。

图 ５．２０ 一维系统 犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ时 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

图 ５．２１ 一维系统 犞－２＝ ０．２５时 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

算例 ：
算例 ２是一个 ２维系统。系统参数为
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图 ５．２２ 二维系统 犞－２＝ 犞－２
ｏｐｔ时 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

图 ５．２３ 二维系统 犞－２＝ １时 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

┑＝
０ １［ ］－ １ ０

┒＝ ［］０１ ┓＝
０．１ ０［ ］０ ０．１

├＝ ［０ ０．２］

可以判定当 犞－２≤ ０．２５时，爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在区间（０，∞）内

不会出现有限逃逸现象。按照文献 １３及本节的方法得到的结果是

一 样 的。若 取 牠ｆ＝ １０，┡０＝ ｄｉａｇ［１０，１０］，则 临 界 参 数 为 犞－２
ｏｐｔ ＝
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０．８７２７４４４２１９。
如图 ５．２２所示，当取 犞－２＝ 犞－２

ｏｐｔ时，爣∞Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解

在 牠＝１０处趋向于无穷大，而当 犞－２＞０．８７２７４４４２１９时，方程的解

会在 牠＜１０的某点趋向于无穷大。如图 ５．２３中所示，取 犞－２＝１，则

方程的解在 牠＝ ７附近趋向于无穷大。
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第六章 爣∞ 滤波微分方程求解

爣∞ 滤波是 爣∞ 控制理论的核心内容之一，在前一章中已经介

绍了有关的基本理论及算法。有限时间 爣∞ 滤波问题中的 Ｒｉｃｃａｔｉ
微分方程和滤波微分方程分别为非线性矩阵微分方程和线性变系

数微分方程，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的存在性还依赖于参数 犞－２［１～３］。
上述微分方程的数值求解比较困难，但对于线性定常系统，只要已

经确定最优参数 犞－２
ｏｐｔ，随后的数值计算都可以纳入精细积分体系

中进行［４～８］，本章将介绍这两类微分方程的求解。

６．１ 定常线性系统 爣∞ 滤波器

考虑线性系统

╂＝ ┑╂＋ ┒╁，╂（０）＝ ╂０ （６．１．１ａ）
╃＝ ┓╂＋ ╀ （６．１．１ｂ）

╄＝ ├╂ （６．１．１ｃ）
其 中 ╂为 牕维状态向量，╃为 牚维量测向量，╄为 牘维输出向量，╁为

牓维过程干扰向量，╀为 牚维量测干扰向量，╁，╀∈ 爧２［０，牠ｆ］。定常矩

阵 ┑，┒，┓和 ├有恰当的维数，且（┑，┒）和（┑，┓）分别可控可观。
爣∞ 滤波器需要利用量测信息 ╃给出对系统状态线性组合 ╄＝ ├╂
的最优估计

╄＝ ╃ （６．１．２）
其中滤波器 为线性因果算子。并且估计误差（╄－ ├╂）满足

∫
牠ｆ

０
（╄－ ├╂）Ｔ（╄－ ├╂）ｄ牠＜ 犞２∫

牠ｆ

０
（╁Ｔ╁＋ ╀Ｔ╀）ｄ牠（６．１．３）



如图 ６．１所示，方程（６．１．４）描述的滤波器是上述问题的一

个解。

图 ６．１ 爣∞ 滤波器

╂
燈
＝ ┑╂＋ ┡┓Ｔ（╃－ ┓╂），╂（０）＝ ╂０ （６．１．４ａ）

╄＝ ├╂ （６．１．４ｂ）
其中 ┡满足 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

┡
燈
＝ ┒┒Ｔ＋ ┑┡＋ ┡┑Ｔ － ┡（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┡，┡（０）＝ ┡０

（６．１．５）
上述 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程中的参数 犞－２大于临界值 犞－２

ｏｐｔ时，方程在区

间［０，牠ｆ］上无解。所以需要首先确定 犞－２
ｏｐｔ，并根据 犞－２

ｏｐｔ的值选定合适

的 犞－２，再求解相应的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程以构造滤波器。在上一章中已经

指出 犞－２
ｏｐｔ对应于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程边值问题的一阶特征值，并可

以表示为广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的形式，即

犞－２
ｏｐｔ＝ ｓｔ犆１

犆２
（６．１．６）

其中

犆１＝∫
牠ｆ

０
（熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２╂Ｔ┓Ｔ┓╂－ １
２熮Ｔ┒┒Ｔ熮）ｄ牠＋ １

２╂Ｔ
０┡－１

０ ╂０

（６．１．７ａ）

犆２＝∫
牠ｆ

０

１
２╂Ｔ├Ｔ├╂ｄ牠 （６．１．７ｂ）
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临界参数 犞－２
ｏｐｔ的计算需利用扩展的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ方法结合区

段混合能矩阵微分方程的精细积分进行，第五章对此有详细介绍。
由对偶方程

╂＝ ┑╂＋ ┒┒Ｔ熮 （６．１．８ａ）

熮＝ （┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂－ ┑Ｔ熮－ ┓Ｔ╃＋ 犞－２├Ｔ╄

（６．１．８ｂ）
可以导出 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（６．１．５）和滤波方程（６．１．４ａ）［４］，而且

对偶方程（６．１．８）等价于下列变分驻值问题

爥＝∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）－ ╂Ｔ┓Ｔ╃＋ 犞－２╂Ｔ├Ｔ╄］ｄ牠，犠爥＝ ０

（６．１．９）
其中

爣（╂，熮）＝ 熮Ｔ┑╂－ １
２╂Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂＋ １

２熮Ｔ┒┒Ｔ熮

（６．１．１０）
无限长时间 爣∞ 滤波问题需求解 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程及定常线性

滤波微分方程，相对简单一些。本章主要讨论有限时间 爣∞ 滤波问

题，这里的方法可稍作变化用于解决无限长时间 爣∞ 滤波中的计

算问题。

６．２ 混合能矩阵和向量的微分方程

．． 混合能矩阵及向量

如果仅求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程，则按照上一章中的方法，利用

精 细积分方法求解混合能矩阵所满足的微分方程即可。因为还要

求解滤波微分方程，所以需定义相应的混合能向量，并利用精细积

分方法求解。本节介绍精细积分法求解中心 爣∞ 滤波方程的具体

步骤。首先设定步长 犣及需进行计算的时刻
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牠０＝ ０，牠１＝ 犣，牠２＝ ２犣，…，牠牑＝ 牑犣，…，牠ｆ＝ 牑ｆ犣（６．２．１）
根据 ２爫 类算法的特点及精细积分法的要求，取 爫＝ ２０，将 犣等分

为

犳＝ 犣燉２爫 ≈ 犣燈１０－６ （６．２．２）

图 ６．２ 区段合并

按照式（６．１．９），对图 ６．２中所示区段（牠牃，牠牄）定义区段混合能

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄╂牃－∫

牠牄

牠牃
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）－ ╂Ｔ┓Ｔ╃＋ 犞－２╂Ｔ├Ｔ╄］ｄ牠

（６．２．３）
其中 ０≤ 牠牃≤ 牠牄≤ 牠ｆ。显然 爼（╂牃，熮牄）是 ╂牃与 熮牄的二次式，其一般

形式为

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄┖╂牃－ １

２╂Ｔ
牃┕╂牃＋ １

２熮Ｔ
牄┗熮牄＋ 熮Ｔ

牄┼╂＋ ╂Ｔ
牃┼熮

（６．２．４）
其中 ┕，┗，┖为 牕× 牕阶区段混合能矩阵，┕Ｔ＝ ┕，┗Ｔ＝ ┗，┼╂和 ┼熮
为 牕维向量。对定常系统，矩阵 ┕，┗，┖及向量 ┼╂和 ┼熮分别满足下

列微分方程

ｄ┗
ｄ牠＝ ┒┒Ｔ＋ ┑┗＋ ┗┑Ｔ － ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┗

（６．２．５ａ）
ｄ┕
ｄ牠＝ ┖Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┖ （６．２．５ｂ）

ｄ┖
ｄ牠＝ （┑－ ┗（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├））┖ （６．２．５ｃ）
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ｄ┼╂
ｄ牠＝ ┑┼╂＋ ┗┓Ｔ（╃－ ┓┼╂）＋ 犞－２┗├Ｔ（├┼╂－ ╄）

（６．２．６ａ）

ｄ┼熮
ｄ牠＝ ┖Ｔ┓Ｔ（╃－ ┓┼╂）＋ 犞－２┖Ｔ├Ｔ（├┼╂－ ╄）（６．２．６ｂ）

比较方程（６．２．６ａ）与滤波方程（６．１．４ａ），若以 ╂代替 ┼╂，并利用式

（６．１．４ｂ），可将式（６．２．６ａ）及式（６．２．６ｂ）分别变换为

ｄ┼╂
ｄ牠＝ ┑┼╂＋ ┗┓Ｔ（╃－ ┓┼╂） （６．２．７ａ）

ｄ┼熮
ｄ牠＝ ┖Ｔ┓Ｔ（╃－ ┓┼╂） （６．２．７ｂ）

显然，当 牠牃→ 牠牄时有

┕→ ，┗→ ，┖→ ┙牕，┼╂→ ，┼熮→  （６．２．８）
其中 ┙牕为 牕阶单位阵（本章中未特别说明的 ┙矩阵是具有恰当维数

的 单位阵）。这是微分方程（６．２．５）和（６．２．７）的 初 值 条 件。设 在

（牠牃，牠牄）区段内，╃（牠）线性变化，则 ╃（牠）可以由矩阵 ┩０＝ ┙牘及 ┩１＝

牠┙牘的 ２牘个列向量线性组合而成，┙牘为 牘阶单位阵。从而可将向量

微分方程（６．２．７）转化为等价的矩阵微分方程。
ｄ┢╂

ｄ牠＝ ┑┢╂＋ ┗┓Ｔ（┩－ ┓┢╂） （６．２．９ａ）

ｄ┢熮

ｄ牠＝ ┖Ｔ┓Ｔ（┩－ ┓┢╂） （６．２．９ｂ）

式 中 ┩是 由 ╃（牠）的 基 底 向 量 构 成 的 矩 阵。将 ┩０＝ ┙牚 代 入 式

（６．２．９ａ）及式（６．２．９ｂ）积分所得矩阵记作 ┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳），即这

两个矩阵满足

ｄ┢（０）
╂

ｄ牠 ＝ ┑┢（０）
╂ ＋ ┗┓Ｔ（┙牚－ ┓┢（０）

╂ ） （６．２．１０ａ）

ｄ┢（０）
熮

ｄ牠 ＝ ┖Ｔ┓Ｔ（┙牚－ ┓┢（０）
╂ ） （６．２．１０ｂ）
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将 ┩１＝ 牠┙牚代入式（６．２．９）积分所得矩阵记作 ┢（１）
╂ （０，犳），┢（１）

熮 （０，
犳），即这两个矩阵满足

ｄ┢（１）
╂

ｄ牠 ＝ ┑┢（１）
╂ ＋ ┗┓Ｔ（牠┙牚－ ┓┢（１）

╂ ） （６．２．１１ａ）

ｄ┢（１）
熮

ｄ牠 ＝ ┖Ｔ┓Ｔ（牠┙牚－ ┓┢（１）
╂ ） （６．２．１１ｂ）

比较方程（６．２．５ａ）与 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（６．１．５）可知两者仅在初值条件

上有差别，相应地方程（６．２．７ａ）和滤波方程（６．１．４ａ）的差别为 ┗
和 ┡。上述区段混合能矩阵和向量的微分方程都可以利用区段合

并公式求解。
如图 ６．２所示，相邻区段（牠牃，牠牄）及（牠牄，牠牅）通过对 ╂牄，熮牄的消元

合并成区段（牠牃，牠牅），该区段的混合能矩阵 ┕牅，┗牅，┖牅和向量 ┼╂牅，┼熮牅由

原来两个区段的混合能参数表示为

┗牅＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （６．２．１２ａ）

┕牅＝ ┕１＋ ┖Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （６．２．１２ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （６．２．１２ｃ）

┼熮牅＝ ┼熮１＋ ┖Ｔ
１（┙＋ ┕２┗１）－１（┼熮２－ ┕２┼╂１） （６．２．１３ａ）

┼╂牅＝ ┼╂２＋ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１（┼╂１＋ ┗１┼熮２） （６．２．１３ｂ）
式（６．２．１３）为向量形式，其矩阵形式为

┢熮牅＝ ┢熮１＋ ┖Ｔ
１（┙＋ ┕２┗１）－１（┢熮２－ ┕２┢╂１）（６．２．１４ａ）

┢╂牅＝ ┢╂２＋ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１（┢╂１＋ ┗１┢犧２）（６．２．１４ｂ）
区段合并后的本征值计数公式为

爥爲牅（犞－２
＃ ）＝ 爥爲１（犞－２

＃ ）＋ 爥爲２（犞－２
＃ ）－ 牞｛┗１｝＋ 牞｛┗－１

１ ＋ ┕２｝
（６．２．１５）

式中各量的意义见前一章中的定义。
．． 区段混合能矩阵计算

对长度为 犳的区段矩阵 ┕（犳），┗（犳），┖（犳），┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳）作

Ｔａｙｌｏｒ级数展开，并忽略高于 ４阶的项，可得
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┕（犳）≈ ┯１犳＋ ┯２犳２＋ ┯３犳３＋ ┯４犳４ （６．２．１６ａ）

┗（犳）≈ ┱１犳＋ ┱２犳２＋ ┱３犳３＋ ┱４犳４ （６．２．１６ｂ）

┖（犳）≈ ┙＋ ┰１犳＋ ┰２犳２＋ ┰３犳３＋ ┰４犳４＝ ┙＋ ┖′（犳）
（６．２．１６ｃ）

┢（０）
╂ （犳）≈ 熶╂０１犳＋ 熶╂０２熸２＋ 熶╂０３犳３＋ 熶╂０４犳４ （６．２．１７ａ）

┢（０）
熮 （犳）≈ 熶熮０１犳＋ 熶熮０２犳２＋ 熶熮０３犳３＋ 熶熮０４犳４ （６．２．１７ｂ）

显 然 上 述 公 式 与 微 分 方 程（６．２．５ａ）～ （６．２．５ｃ）和（６．２．７ａ）～
（６．２．７ｃ）的初始条件（６．２．８）相容。由于 ┢（１）

╂ （０，犳）和 ┢（１）
熮 （０，犳）的

特 殊性，还需单独介绍其算法。将式（６．２．１６ａ）～ （６．２．１６ｃ）分别

代入微分方程（６．２．５ａ）～ （６．２．５ｃ），比较同幂次项有

┯１＝ ┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├

┯２＝ （┰Ｔ
１┯１＋ ┯１┰１）燉２

┯３＝ （┰Ｔ
２┯１＋ ┯１┰２＋ ┰Ｔ

１┯１┰１）燉３

┯４＝ （┰Ｔ
３┯１＋ ┯１┰３＋ ┰Ｔ

２┯１┰１＋ ┰Ｔ
１┯１┰２）燉４ （６．２．１８ａ）

┱１＝ ┒┒Ｔ

┱２＝ （┑┱１＋ ┱１┑Ｔ）燉２

┱３＝ （┑┱２＋ ┱２┑Ｔ － ┱１┯１┱１）燉３

┱４＝ （┑┱３＋ ┱３┑Ｔ － ┱２┯１┱１－ ┱１┯１┱１）燉４ （６．２．１８ｂ）
┰１＝ ┑

┰２＝ （┑┰１－ ┱１┯１）燉２
┰３＝ （┑┰２－ ┱２┯１－ ┱１┯１┰１）燉３

┰４＝ （┑┰３－ ┱３┯１－ ┱２┯１┰１－ ┱１┯１┰２）燉４ （６．２．１８ｃ）
将 式 （６．２．１７ａ）～ （６．２．１７ｂ）代 入 微 分 方 程 （６．２．１０ａ）～
（６．２．１０ｂ），比较同幂次项有

熶╂０１＝ 

熶╂０２＝ ┱Ｔ
１┓Ｔ燉２

熶╂０３＝ （┑熶╂０２＋ ┱２┓Ｔ）燉３
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熶╂０４＝ （┑熶╂０３－ ┱１┯１熶╂０２＋ ┱３┓Ｔ）燉４ （６．２．１９ａ）

熶熮０１＝ ┓Ｔ

熶熮０２＝ ┰Ｔ
１┓Ｔ燉２

熶熮０３＝ （┰Ｔ
２┓Ｔ － ┯１熶╂０２）燉３

熶熮０４＝ （┰Ｔ
３┓Ｔ － ┰Ｔ

１┯１熶╂０２－ ┯１熶╂０３）燉４ （６．２．１９ｂ）
由于相邻区段的 ┕（犳），┗（犳），┖（犳），┢（０）

╂ （犳），┢（０）
熮 （犳）相同，因而

由 犳时段的矩阵通过执行区段合并公式 爫次计算 犣时段的混合能

矩阵并不需要其它的步骤，而 ┢（１）
╂ （０，犳）和 ┢（１）

熮 （０，犳）则不同。
按照式（６．２．１７ａ）～ （６．２．１７ｃ）计算时，因区段非常短，该区

段的 一 阶 本 征 值 是 一 个 非 常 大 的 正 数，对 于 任 何 给 定 的 有 限 值

犞－２
＃ ，一般有 爥爲＝ ０；若 爥爲≠ ０，只需将 犳取更小些使 爥爲＝ ０即可。

为 避免丧失计算精度，此计算阶段中的合并公式（６．２．１２ｃ）由下

式代替

┖′牅＝ ┖′－ １
２槏 槕┗┕ （┙＋ ┗┕）－１＋

（┙＋ ┗┕）－１ ┖′－ １
２槏 槕┗┕ ＋ ┖′（┙＋ ┗┕）－１┖′

（６．２．１２ｃ′）
这是精细积分算法的关键步骤之一。

因为矩阵 ┢（１）
╂ （０，犳）和 ┢（１）

熮 （０，犳）满足的微分方程是（６．２．１１ａ）
～ （６．２．１１ｂ），其中含有 犳，所以相邻两个区段（０，犳）和（犳，２犳）的矩

阵 ┢（１）
╂１，┢（１）

熮１ 和 ┢（１）
╂２，┢（１）

熮１ 是不同的。但依据叠加原理及量测 ╃（牠）在

犣区段内线性变化的假设，也可以得到适用于 ２爫 算法的表达式。对

于（０，犳）区段

┢（１）
╂１ ＝ ┢（１）

╂ （０，犳）； ┢（１）
熮１ ＝ ┢（１）

熮 （０，犳） （６．２．２０ａ）
对于（犳，２犳）区段

┢（１）
╂２ ＝ 犳┢（０）

╂ （犳）＋ ┢（１）
╂ （０，犳）； ┢（１）

熮１ ＝ 犳┢（０）
熮 （犳）＋ ┢（１）

熮 （０，犳）
（６．２．２０ｂ）

·５５１·第六章 爣∞滤波微分方程求解



式（６．２．２０ａ）～ （６．２．２０ｂ）中的 ┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳）由式（６．２．１７ａ）～

（６．２．１７ｂ）计算，而 ┢（１）
╂ （０，犳）和 ┢（１）

熮 （０，犳）则由其 Ｔａｙｌｏｒ级数展开

式

┢（１）
╂ （０，犳）≈ 熶╂１１犳＋ 熶╂１２犳２＋ 熶╂１３犳３＋ 熶╂１４犳４ （６．２．２１ａ）

┢（１）
熮 （０，犳）≈ 熶熮１１犳＋ 熶熮１２犳２＋ 熶熮１３犳３＋ 熶熮１４犳４ （６．２．２１ｂ）

计 算。 将 式 （６．２．２１ａ）～ （６．２．２１ｂ）代 入 式 （６．２．１１ａ）～
（６．２．１１ｂ），比较同幂次项可得上式中的系数为

熶╂１１＝ 

熶╂１２＝ 

熶╂１３＝ ┱１┓Ｔ燉３

熶╂１４＝ （┑熶╂１３＋ ┱２┓Ｔ）燉４ （６．２．２２ａ）

熶熮１１＝ 

熶熮１２＝ ┓Ｔ燉２

熶熮１３＝ ┰Ｔ
１┓Ｔ燉３

熶熮１４＝ （┰Ｔ
２┓Ｔ － ┯１熶牨１３）燉４ （６．２．２２ｂ）

计 算 犣区 段 混 合 能 矩 阵 ┕（犣），┗（犣），┖（犣），┢（０）
╂ （犣），┢（０）

熮 （犣），

┢（１）
╂ （０，犣），┢（１）

熮 （０，犣）的详细过程见 ６．４节。

６．３ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程和滤波

微分方程的精细积分

．． ┉微分方程精细积分

由 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）可以递推计算长度为 ２犣，３犣，…，牑犣区段

的混合能矩阵。若已计算了 牑犣长的区段，以它为区段 １，而 犣长区

段为区段 ２，由式（６．２．１２ａ）～ （６．２．１２ｃ）可以计算（牑＋ １）犣长区

段的 ┕，┗，┖。但按此计算的 ┕阵是方程（６．１．５）在边界条件为 时

的解。为求方程在任意边界条件时的解，需假设在 牠０处有一集中区
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段，该区段的混合能矩阵为 ┗１＝┡０，┕１＝，┖１＝┙，以已经计算出

的 牑犣区段作为区段 ２按公式

┡＝ ┗＋ ┖（┡－１
０ ＋ ┕）－１┖Ｔ （６．３．１）

┖牚＝ ┖（┙＋ ┡０┕）－１ （６．３．２）
进行 合 并，即 可 得 牑犣处 Ｒｉｃｃａｔｉ方 程（６．１．５）的 解 及 微 分 方 程

（６．２．５ｃ）在初始条件变化后的解。本征值计数也应按下述公式再

执行一遍以确定 犞－２
ｏｐｔ

爥爲牚＝ 爥爲－ 牞｛┡０｝＋ 牞｛┡－１
０ ＋ ┕｝ （６．３．３）

利用文献 ８中的方法，还可以证明

ｄ┡
ｄ牠＝ ┒┒Ｔ ＋ ┑┡＋ ┡┑Ｔ － ┡（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┡（６．３．４）

当 牠＝ ０时，┕＝┗＝ ，┖＝┙，可知由式（６．３．１）计算得到的 ┡（０）
＝ ┡０。

滤波系统设计时，要求 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解矩阵正定。在所考虑

的 区间，要求在最后执行完区段合并及本征值计数后 爥爲牚＝ ０。这

表示可以增大 犞－２
＃ 。如果此时 爥爲牚＞０，则表示 犞－２

＃ 应当减小。结合二

分法经过多次迭代，可以得到满足给定精度要求的临界参数 犞－２
ｏｐｔ，

详细算法可参考前一章的内容。
．． 滤波微分方程精细积分

得到临界参数 犞－２
ｏｐｔ后，可根据要求取小于 犞－２

ｏｐｔ的值，按上面的

方法求解相应参数时的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，为求解滤波方程提供数据，
此时不再需要进行本征值计数。

可以验证式（６．３．２）中的 ┖牚满足微分方程

ｄ┖牚

ｄ牠＝ （┑－ ┡┓Ｔ┓）┖牚 （６．３．５）

且 ┖牚（０）＝ ┙牕。所以 ┖牚的各列向量必定满足滤波方程（６．１．４ａ）的

齐次方程，则式（６．１．４ａ）的齐次方程的解可以表示为 ┖牚╂０。根据

线 性微分方程解的叠加原理，齐次方程的解加上零初值条件时非
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齐次方程的解可构成滤波方程完整的解。仍设在 牠０处有一集中区

段作为区段 １，其区段矩阵为 ┗１＝ ┡０，┕１＝ ，┖１＝ ┙，┢╂１＝ ，┢熮１

＝ ，而 牑犣长的区段作为区段 ２，按合并公式（６．２．１４）有

┢╂牚＝ ┢╂＋ ┖牚┡０┢熮 （６．３．６ａ）

┢熮牚＝ （┙＋ ┕┡０）－１┢熮 （６．３．６ｂ）
其中 ┖牚按式（６．３．２）计算。可以证明 ┢╂牚满足的微分方程为

ｄ┢╂牚

ｄ牠＝ （┑－ ┡┓Ｔ┓）┢╂牚＋ ┡┓Ｔ┩ （６．３．７）

这与滤波方程是相同的。因为 ╃由矩阵 ┩线性组合而成，╂（牠）可以

由 ┢╂牚同样线性组合。并且 牠→ ０时，┢╂牚＝ ，所以 ┢╂牚是滤波方程

零初值条件的解。
混 合 能 矩 阵 ┕（犣），┗（犣），┖（犣），┢（０）

╂ （犣），┢（０）
熮 （犣），┢（１）

╂ （０，犣），
┢（１）

熮 （０，犣）与量测 ╃无关，可以先计算存储。滤波实时计算采用单步

递 推算法，将已经得到的 牠牑＝牑犣时刻的 ┡（牑）和 ╂（牑）作为 ┡０，╂０进

行下一步的计算。详细步骤见 ６．４节。

６．４ 算法与算例

．． 算法描述

Ａ：区段 犣的混合能矩阵和向量计算

┉┅ 给定一个 犞－２
＃

┉┅ 由式（６．２．１６ａ）～ （６．２．１６ｃ），（６．２．１７ａ）～
（６．２．１７ｂ）计算 ┕（犳），┗（犳），┖′（犳），┢（０）

╂ （犳），┢（０）
熮 （犳）作为 ┕牅，┗牅，┖′牅，

┢（０）
╂牅，┢（０）

熮牅，爥爲＝ ０
┉┅ 由式（６．２．２１ａ）～ （６．２．２１ｂ）计算 ┢（１）

╂ （０，犳）及

┢（１）
熮 （０，犳）

┉┅ ｆｏｒ（牏＝ ０；牏＜ 爫；牏＋＋）｛
｛┕１＝ ┕２＝ ┕牅；┗１＝ ┗２＝ ┗牅；┖′１＝ ┖′２＝ ┖′牅；┢（０）

╂１ ＝
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┢（０）
╂２ ＝ ┢（０）

╂牅；┢（０）
熮１ ＝ ┢（０）

熮２ ＝ ┢（０）
熮牅｝

｛三角分解 ┗１及 ┡２＋ ┗－１
１ ，按式（６．２．１５）计算 爥爲牅，

若 爥爲牅＞ ０，则减小 犞－２
＃ 并从 Ｓｔｅｐ１重新开始｝

｛按式（６．２．２０）计算 ┢（１）
╂１，┢（１）

╂２，┢（１）
熮１，┢（１）

熮２；并执行 犳＝
犳＋ 犳｝

｛按 式 （６．２．１２ａ～ （６．２．１２ｂ）、（６．２．１２ｃ′）及

（６．２．１４ａ）～ （６．２．１４ｂ）计 算 新 的 ┕牅，┗牅，┖′牅，┢（０）
╂牅，

┢（０）
熮牅 及 ┢（１）

╂牅（０，犳），┢（１）
熮牅（０，犳）｝

｝
┉┅ ┖牅＝ ┙＋ ┖′牅
Ｂ：Ｒｉｃｃａｔｉ方程及滤波方程的求解

┉┅ 给定小于 犞－２
ｏｐｔ的参数 犞－２，计算各混合能矩阵，爥爲＝ ０

┉┅ 按式（６．２．１２ａ）～ （６．２．１２ｃ），（６．２．１４ａ）～
（６．２．１４ｂ）计算以式（６．２．８）为初值条件的各时刻混合能矩阵

┉┅ 按式（６．２．１２ａ）～ （６．２．１２ｃ），（６．２．１４ａ）～
（６．２．１４ｂ）计算以 ┗１＝┡０，┕１＝ ，┖１＝┙为初值条件的混合能矩

阵 ┕（牑），┗（牑），┖（牑），此时 ┗（牑）成为 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解 ┡（牑）
┉┅ ｆｏｒ（牑＝ １；牑≤ 牑ｆ；牑＋＋）｛

｛以 ┡（牑－ １）作为 ┡０，按式（６．３．２）计算从 牑－ １到

牑的 ┖牚（牑）｝
｛按 式（６．３．６），分 别 由 ┢（０）

╂ （犣），┢（０）
熮 （犣）和 ┢（１）

╂ （０，
犣），┢（１）

熮 （０，犣）计算从 牑－１到 牑的 ┢（０）
╂牚（牑）和 ┢（１）

╂牚（牑）｝
｝（以上计算可以离线进行）

┉┅ ｛牠＝ ０为初始点，读取 ╂０，量测 ╃０｝
ｆｏｒ（牑＝ １；牑≤ 牑ｆ；牑＋＋）｛

｛读取 ┖牚（牑），┢（０）
╂牚（牑），┢（１）

╂牚（牑）｝
｛量测 ╃牑｝
｛╂牑＝ ┖牚（牑）╂牑－１＋ ┢（０）

╂牚（牑）╃牑－１＋ ┢（１）
╂牚（牑）（╃牑－
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╃牑－１）｝
｝

．． 算例

算例 ：
第一个算例的系统参数为

┑＝
０ １［ ］－ １ ０

┒＝ ［］０１ ┓＝ ［１ ０］ ├＝ ［０ ０．２］

┗０＝
０．０１ ０［ ］０ ０．０１

╂０＝
－ １［ ］１

牠ｆ＝ ２５

首先利用精细积分法结合扩展的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算 法 得 到 临

界参数 犞－２
ｏｐｔ＝ １８．７２３２９８２５，然后取 犞－２＝ ０．３× 犞－２

ｏｐｔ，由精细积分

法求 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解。图 ６．３所示为 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解。

图 ６．３ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解（犞－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ）

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在 牠＝２５时的解记作 ┡ｆ，而对应的 Ｒｉｃｃａｔｉ代

数方程的解由 Ｍａｔｌａｂ软件中的函数 ａｒｅ求解，记作 ┡∞。其值分别

为
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┡ｆ＝
１．１３８８７６９０９ ０．６０７１２４１６７［ ］０．６０７１２４１６７ １．６１０６３０４１５

┡∞ ＝
１．１３８８７７０２０ ０．６０７１２４１７９［ ］０．６０７１２４１７９ １．６１０６３０４３４

可见两矩阵非常接近。增加 牠ｆ则微分方程的稳态解会逐渐趋近于

对应代数方程的解，这也同时验证了算法的正确性。
系统状态和滤波的时间历程见图 ６．４，滤波初值取 ╂０＝ 。

图 ６．４ 系统状态及其滤波（牜－２＝ ０．３× 犞－２
ｏｐｔ）

现 在 取 犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，按 相 同 的 方 法 和 步 骤 计 算，此 时

Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解、系统的状态及其滤波值分别在图 ６．５和图 ６．６
中给出。在 犞－２接近最优值时，滤波估计误差反而增大，原因之一

是 爣∞ 滤波的目标是对干扰噪声的抑制，这里不作更多讨论。
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图 ６．５ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ６．６ 系统状态及其滤波（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

算例 ：
第二个算例的系统参数为
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┑＝
０ － ２［ ］１ ０

┒＝ ［］０２ ┓＝ ［０ １］ ├＝ ［０ ０．２］

┗０＝
０．０１ ０［ ］０ ０．０１

╂０＝
－ ２［ ］１

牠ｆ＝ ３５

首先计算得到临界参数为 犞－２
ｏｐｔ＝ ２６．３６６８８７２，然后取 犞－２＝ ０．２×

犞－２
ｏｐｔ，利 用 精 细 积 分 法 求 解 Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程 及 滤 波 微 分 方 程。

图 ６．７给出了 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解，图 ６．８为系统状态和滤波的

时间历程，滤波初值仍然取 ╂０＝ 。

图 ６．７ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解（犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在 牠＝３５时的解记作 ┡ｆ，对应 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方

程的解记作 ┡∞。其值分别为

┡ｆ＝
４．５０３０１７４３０１０１４０ ０．００００００００００００００［ ］０．００００００００００００００ ２．２５１５０８７１５０５０７０

┡∞ ＝
４．５０３０１７４３０１０１４１ ０．００００００００００００００［ ］０．００００００００００００００ ２．２５１５０８７１５０５０７０

现 在 取 犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ，按 相 同 的 方 法 和 步 骤 计 算，此 时

Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解、系统的状态及其滤波值分别在图 ６．９和图 ６．１０
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图 ６．８ 系统状态及其滤波（犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）

中给出。与算例 １中结果类似，在 犞－２接近最优值时，滤波估计误差

增 大。如 果 取 犞－２ ＝ ０．８× 犞－２
ｏｐｔ，效 果 更 加 明 显，见 图 ６．１１和

图 ６．１２。

图 ６．９ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解（犞－２＝ ０．５× 犞－２
ｏｐｔ）

·４６１· 线性鲁棒控制的理论与计算



图 ６．１０ 系统的状态及其滤波（犞－２＝ ０．２× 犞－２
ｏｐｔ）

图 ６．１１ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解（犞－２＝ ０．８× 犞－２
ｏｐｔ）
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图 ６．１２ 系统状态及其滤波（犞－２＝ ０．８× 犞－２
ｏｐｔ）

本章介绍了利用精细积分方法求解 爣∞ 滤波问题中的 Ｒｉｃｃａｔｉ
微 分方程和滤波微分方程的具体过程，类似的方法还可应用于最

优跟踪问题［９］。
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第七章 连续系统 爣∞ 状态反馈控制

爣∞ 状态反馈控制器可以利用系统的全部状态实现控制，如

图 ７．１中所示。控制器的设计目标是极小化闭环系统从干扰输入 ╁
到参考输出 ╄的 爣∞ 诱导范数［１，２］。本章首先介绍 爣∞ 状态反馈控

制问题的基本理论，然后介绍定常系统最优 爣∞ 诱导范数计算以

及 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程求解的方法，并在此基础上介绍求解闭环系统

状态微分方程的精细积分方法。对有限时间 爣∞ 控制问题，系统的

闭 环状态微分方程是变系数线性微分方程，其数值求解也可以利

用精细积分方法。
在有关 爣∞ 滤波问题的章节中已经介绍了 犞ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微

分系统一阶特征值之间的联系，并给出了相应的计算方法。本章将

从对偶系统的角度介绍 爣∞ 控制与 爣∞ 滤波之间的关系，阐述两

者构成对偶系统时其最优 爣∞ 范数的等价性，这样就可以利用前

面章节中的方法计算状态反馈控制系统的最优 爣∞ 范数。

图 ７．１ 状态反馈控制系统



７．１ 爣∞ 状态反馈控制

考虑线性时变系统

╂＝ ┑（牠）╂＋ ┒１（牠）╁＋ ┒２（牠）┿，╂（０）＝ ╂０ （７．１．１ａ）

╄＝ ┓１（牠）╂＋ └１２（牠）┿ （７．１．１ｂ）
在有限区间［０，牠ｆ］上的控制系统设计问题。其中 ╂为 牕维状态向量

╁∈ 爧２［０，牠ｆ］，╁为 牓维外扰向量，┿为 牔维控制向量，╄为 牘维输出

向 量，牘≥ 牔，且 └Ｔ
１２└１２ ＝ ┙牔，┙牔 为 牔 维 单 位 阵。参 考 输 出 式

（７．１．１ｂ）中包含了状态变量的线性组合及控制变量的线性组合，
通过对控制变量的变换，可以将式（７．１．１ｂ）化为下列形式

╄＝
┓（牠）╂［ ］└（牠）┿

（７．１．１ｃ）

其中 └Ｔ（牠）└（牠）＝ ┙。爣∞ 控制的目的是寻找线性状态反馈控制

┿＝ ┛╂ （７．１．２）
该控制器使闭环系统的 爣∞ 诱导范数

‖╄╁‖２
∞，［０，牠ｆ］＝ ｓｕｐ

‖╁（牠）‖２，［０，牠ｆ］≠０

∫
牠ｆ

０
╄Ｔ╄ｄ牠＋ ╂Ｔ（牠ｆ）爳ｆ╂（牠ｆ）

∫
牠ｆ

０
╁Ｔ╁ｄ牠

＜ 犞２

（７．１．３）
其中 ┣ｆ≥０，犞是给定的正数。满足上述条件的控制器称为次优 爣∞

控制器，犞值的下界称为系统的最优 爣∞ 诱导范数，记作 犞ｏｐｔ。设 犡
＞ ０，上述性能指标还可以表示为

‖╄‖２
２－ 犞２‖╁‖２

２＋ ╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ）≤－ 犡‖╁‖２
２（７．１．４）

定理 ．［１］ 当且仅当 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

－ ┣（牠）＝ ┑Ｔ（牠）┣（牠）＋ ┣（牠）┑（牠）＋ ┓Ｔ（牠）┓（牠）－

┣（牠）［┒２（牠）┒Ｔ
２（牠）－ 犞－２┒１（牠）┒Ｔ

１（牠）］┣（牠），
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┣（牠ｆ）＝ ┣ｆ （７．１．５）
在区间［０，牠ｆ］上存在半正定解时，系统（７．１．１）存在满足性能指标

的控制器。线性状态反馈控制

┿＝－ ┒Ｔ
２（牠）┣（牠）╂ （７．１．６ａ）

是 满足条件的一个解，并称之为中心控制器（Ｃｅｎｔｒａｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ）。
而外扰向量为

╁＝ 犞－２┒Ｔ
１（牠）┣（牠）╂ （７．１．６ｂ）

以此为基础，通过线性分式变换（ｌｉｎｅａｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）
就可以构造出所有满足性能指标条件的控制器。

当 系统参数为定常值，且 牠ｆ→ ∞ 时，则成为定常系统的无限

时间稳态控制问题。此时系统可表示为

╂＝ ┑╂＋ ┒１╁＋ ┒２┿，╂（０）＝ ╂０ （７．１．７ａ）

╄＝
┓╂［ ］└┿

（７．１．７ｂ）

并且（┑，┒２）可控，（┑，┓）可观。
定理 ．［１］ 当且仅当 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程

┑Ｔ┣＋ ┣┑＋ ┓Ｔ┓－ ┣（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┣＝ ０（７．１．８）
存在半正定解，且矩阵 ┑－（┒２┒Ｔ

２－犞－２┒１┒Ｔ
１）┣的特征值实部为负

时，系统（７．１．７）存在满足条件的控制器。线性状态反馈控制

┿＝－ ┒Ｔ
２┣╂ （７．１．９ａ）

是满足条件的一个解。此时外扰向量为

╁＝ 犞－２┒Ｔ
１┣╂ （７．１．９ｂ）

同样，对于 犞＞ 犞ｏｐｔ，可以用参数化方法给出所有满足性能指标的

控制器。
上述关于 爣∞ 状态反馈控制器的 定 理 给 出 的 实 际 上 是 次 优

爣∞ 控制器，通过不断减小 犞可以逐渐逼近最优 爣∞ 控制器，直至

次优 爣∞ 控制器不存在为止，犞值的下界则记作 犞ｏｐｔ
［２］。因此确定最
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优 爣∞ 诱导范数 犞ｏｐｔ是控制系统设计中的一个关键环节。在关于

爣∞ 滤波问题的章节中已经介绍了 爣∞ 滤波器最优诱导范数的计

算方法。这些方法同样可以用于这里的 犞ｏｐｔ计算，其理论依据在文

献 ３中已有阐述。本章则从对偶系统的角度建立 犞ｏｐｔ与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
微分系统特征值的关系，进而介绍有关的计算问题。

７．２ 对偶系统

考虑下列线性时变因果系统

╂（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒（牠）┿（牠） （７．２．１ａ）
╃（牠）＝ ┓（牠）╂（牠）＋ └（牠）┿（牠） （７．２．１ｂ）

其对偶系统定义为

╂
燈

（犳）＝ ┑Ｔ（牠ｆ－ 犳）╂（犳）＋ ┓Ｔ（牠ｆ－ 犳）╃（犳） （７．２．２ａ）

┿（犳）＝ ┒Ｔ（牠ｆ－ 犳）╂（犳）＋ └Ｔ（牠ｆ－ 犳）╃（犳） （７．２．２ｂ）
对偶系统（７．２．２）与原系统（７．２．１）的状态转移矩阵，脉冲响应函

数，２范数及 ∞范数之间分别存在下列等价关系［２］：
槇熑（牠，犳）＝ 熑Ｔ（牠ｆ－ 犳，牠ｆ－ 牠） （７．２．３ａ）

槇┱（牠，犳）＝ ┱Ｔ（牠ｆ－ 犳，牠ｆ－ 牠） （７．２．３ｂ）

‖┱‖２，［０，牠ｆ］
槇＝ ‖┱‖２，［０，牠ｆ］ （７．２．３ｃ）

‖┱‖∞，［０，牠ｆ］
槇＝ ‖┱‖∞，［０，牠ｆ］ （７．２．３ｄ）

对于定常系统，当 牠ｆ→ ∞ 时式（７．２．３ｃ）和（７．２．３ｄ）仍然成立［２］。
这里简单解释一下定常对偶系统 ∞范数之间的关系，系统（７．２．
１）的传递函数为

┗（牞）＝ ┓（牞┙－ ┑）－１┒＋ └ （７．２．４）
将上式转置可得其对偶系统的传递函数
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┗Ｔ（牞）＝ ┒Ｔ（牞┙－ ┑Ｔ）－１┓Ｔ ＋ └Ｔ ＝ ┗
～

（牞） （７．２．５）
对偶系统的 ∞范数为

‖┗
～

（牞）‖∞ ＝ ｓｕｐ
犽
｛犲［┗

～

（牐犽）］｝＝ ｓｕｐ
犽
｛犲［┗Ｔ（牐犽）］｝＝

ｓｕｐ
犽
｛犲［┗（牐犽）］｝＝ ‖┗（牞）‖∞ （７．２．６）

所以互为对偶系统的 ∞范数相等。
现在考虑下列线性系统的滤波问题

╂（牠）＝ ┑（牠）╂（牠）＋ ┒（牠）╁（牠） （７．２．７ａ）
╃（牠）＝ ┓（牠）╂（牠）＋ └（牠）╁（牠） （７．２．７ｂ）

┯（牠）＝ ├（牠）╂（牠）－ ╄（牠） （７．２．７ｃ）
╄（牠）＝ ｛╃（牠）｝ （７．２．７ｄ）

式 （７．２．７ｄ）中 的 ｛燈｝表 示 线 性 滤 波 器，且 └（牠）┒Ｔ（牠）＝ ，
└（牠）└Ｔ（牠）＝ ┙。上述系统的对偶系统定义为

╂
燈
（犳）＝ ┑Ｔ（犳）╂（犳）＋ ┓Ｔ（犳）╃（犳）＋ ├Ｔ（犳）┯（犳）（７．２．８ａ）

╁（犳）＝ ┒Ｔ（犳）╂（犳）＋ └Ｔ╃（犳） （７．２．８ｂ）

╄
～
（犳）＝－ ┯（犳） （７．２．８ｃ）

╃（犳）＝ ｛╄
～
（犳）｝ （７．２．８ｄ）

若将 ╃（犳）看作控制输入，则系统（７．２．８）可以认为是一个控制系

统，通过设计 爣∞ 控制器 ｛燈｝，使得

爥＝ ‖爢╁～ ┯～‖∞，［０，牠ｆ］＝ ｓｕｐ
‖牉‖２，［０，牠ｆ］

≠０

‖╁‖２，［０，牠ｆ］

‖┯‖２，［０，牠ｆ］
＜ 犞（７．２．９）

显然此控制问题与问题（７．１．１）非常相似，还应注意到（└Ｔ）Ｔ┒Ｔ＝
，（└Ｔ）Ｔ└Ｔ ＝ ┙。另外，对偶系统的初始条件亦假设为 ０。更多关于

对偶系统的介绍见文献 ２。
回顾关于 爣∞ 滤波系统的最优 爣∞ 范数与相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微

分系统特征值之间的联系，如果采取与通常的程序相反的步骤，将

爣∞ 反馈控制系统变换为其对偶系 统，即 爣∞ 滤 波 系 统，则 两 个
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Ｒｉｃｃａｔｉ方程也是对偶的。这样第五章中的有关结论和方法也同样

适用于 爣∞ 状态反馈控制系统，这里不再重复。

７．３ 最优 爣∞ 范数计算及闭环

系统微分方程求解

．． 最优 ┘∞ 范数与广义 ┎━商特征值

无 限 时 间 爣∞ 控 制 系 统 设 计 问 题 已 经 有 相 当 多 的 求 解 方

法［４～５］，有限时间 爣∞ 控制系统设计则相对要困难一些，因为系统

设计中需要判断 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的存在性，并确定最优 爣∞ 范

数 犞ｏｐｔ。第五章中针对 爣∞ 滤波问题详细介绍了最优 爣∞ 范数与相

关的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分系统特征值之间的关系，其特征值还可以表示

成广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的驻值。
由于第五章中已经详细介绍了相关的理论，所以本章将重点

讨论线性定常系统（７．１．７）的 爣∞ 控制器设计问题。定理 ７．１给出

了有 限 时 间 爣∞ 控 制 器 存 在 的 条 件 和 具 体 的 形 式。对 于 系 统

（７．１．７），通过引入拉格朗日乘子 熮，利用变分法也可得到

┿＝－ ┒Ｔ
２熮 （７．３．１ａ）

╁＝ 犞－２┒Ｔ
１熮 （７．３．１ｂ）

及对偶方程组

╂＝ ┑╂－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）熮 （７．３．２ａ）

熮
燈

＝－ ┓Ｔ┓╂－ ┑Ｔ熮 （７．３．２ｂ）
其边界条件为

╂（０）＝ ╂０ （７．３．３ａ）

熮牠ｆ＝ ┣ｆ╂（牠ｆ）＝ ┣ｆ╂牠ｆ （７．３．３ｂ）

这是一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程边值问题。若其中 犞－２的取值使得方

程（７．３．２ａ）、（７．３．２ｂ）存在满足边界条件（７．３．３）的非平凡解，则
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犞－２称为该边值问题的特征值。
爣∞ 控制器作用下闭环系统的状态方程为

╂＝ ［┑－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┣］╂ （７．３．４）
求解这一具有时变项 ┣的线性微分方程，即可得到闭环系统状态

的变化规律。
Ｈａｍｉｌｔｏｎ微分方程边值问题（７．３．２）、（７．３．３）与变分驻值问

题

δ∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）］ｄ牠－ １

２╂Ｔ
牠ｆ┣ｆ╂牠｛ ｝ｆ ＝ ０ （７．３．５）

等价。上式中 爣（╂，熮）的定义为

爣（╂，熮）＝ 熮Ｔ┑╂＋ １
２╂Ｔ┓Ｔ┓╂－ １

２熮Ｔ（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）熮

（７．３．６）
由式（７．３．５）也可以导出对偶方程（７．３．２）及边界条件（７．３．３）。
将变分式（７．３．５）中的参数 犞－２分离出来可表示为如下形式

犞－２＝ δ犆１

犆２
（７．３．７）

其中

犆１＝∫
牠ｆ

０
熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂－ １

２╂Ｔ┓Ｔ┓╂＋ 熮Ｔ┒２┒Ｔ
２槏 槕熮ｄ牠－ １

２╂Ｔ
牠ｆ┣ｆ╂牠ｆ

（７．３．８ａ）

犆２＝ １
２∫

牠ｆ

０
熮Ｔ┒１┒Ｔ

１熮ｄ牠 （７．３．８ｂ）

式（７．３．７）是广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商驻值的形式，与第五章中 爣∞ 滤波系

统的结果是类似的。广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商（７．３．７）的最小特征值是使

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程正定解存在的临界参数 犞－２
ｏｐｔ，而 犞ｏｐｔ是闭环系统的

最优 爣∞ 诱导范数。由于微分方程（７．３．４）的积分也可纳入精细积

分求解体系，所以可在完成 爣∞ 控制系统设计的同时计算闭环系

统的初值响应。
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下面将首先定义相应的区段混合能，然后介绍求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微

分方程及计算最优 爣∞ 范数的方法，最后给出闭环系统微分方程

积分的具体步骤。
．． 区段混合能及区段合并

求解微分方程需要将其定义区间离散化，本文中所说的区段

就是离散化后的区间。根据式（７．３．５）及（７．３．６），可以对图 ７．２中

的区段（牠牃，牠牄）定义下列形式的区段混合能［３］

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄╂牄－∫

牠牄

牠牃
［熮Ｔ╂－ 爣（╂，熮）］ｄ牠 （７．３．９）

图 ７．２ 区段合并

其中 ０≤ 牠牃≤ 牠牄≤ 牠ｆ，╂，熮满足微分方程（７．３．２），给定两端条件

╂（牠牃）＝ ╂牃，熮（牠牄）＝ 熮牄，则可由微分方程确定区段内的 ╂，熮。
由混合能的定义可知，爼（╂牃，熮牄）可以表达成 ╂牃与 熮牄的二次式

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄┖╂牃＋ １

２╂Ｔ
牃┕╂牃－ １

２熮Ｔ
牄┗熮牄 （７．３．１０）

其中 ┕，┗，┖为 牕×牕阶的区段混合能矩阵，而且 ┕Ｔ＝┕，┗Ｔ＝┗。
这三个只和系统矩阵有关的矩阵决定了此二次式，并且矩阵 ┕，┗，
┖与系统矩阵 ┑，┒１，┒２，┓和 └之间的关系可以用下面的微分方程

表达［３］

ｄ┕
ｄ牠＝ ┓Ｔ┓＋ ┑Ｔ┕＋ ┕┑－ ┕（┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）┕＝

┖Ｔ┓Ｔ┓┖ （７．３．１１ａ）
ｄ┗
ｄ牠＝ ┖（┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）┖Ｔ ＝

（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）＋ ┑┗＋ ┗┑Ｔ － ┗┓Ｔ┓┗（７．３．１１ｂ）
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ｄ┖
ｄ牠＝ ┖［┑－ （┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）┕］＝

（┑－ ┗┓Ｔ┓）┖ （７．３．１１ｃ）
当 牠牄→ 牠牃时

┕→ ，┗→ ，┖→ ┙ （７．３．１２）
这是微分方程组（７．３．１１）的初值条件，其中 ┙是单位矩阵。

用 常 规 差 分 方 法 求 解 区 段 混 合 能 矩 阵 所 满 足 的 微 分 方 程

（７．３．１１）一般来讲比较困难，由于方程中有参数 犞－２的影响，还需

判断正定解的存在性。但是按照精细积分方法，相邻区段合并后的

新区段混合能矩阵可以通过区段合并消元得到，递推进行，可以计

算 整个区间内不同长度区段的混合能矩阵，这些矩阵就是微分方

程在相应时刻的数值解。
图 ７．２所示相邻的两个区段（牠牃，牠牄）及（牠牄，牠牅）可以通过对 ╂牄，熮牄

的消元合并成区段（牠牃，牠牅），其相应的混合能矩阵 ┕牅，┗牅，┖牅可以由

原来区段的混合能矩阵按下列合并消元公式计算

┕牅＝ ┕１＋ ┖Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （７．３．１３ａ）

┗┭＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （７．３．１３ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （７．３．１３ｃ）
上述公式在文献 ６中有详细的介绍，并广泛用于解决 ＬＱ控

制［８～９］、Ｋａｌｍａｎ滤波［１０］等问题。与 ＬＱ控制问题不同，爣∞ 控制问

题需要确定最优 爣∞ 范数 犞ｏｐｔ，犞－２
ｏｐｔ是广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的一阶特征

值。一个区段除了用矩阵 ┕，┗，┖表示其两端特性外（即在 牠牃，牠牄，牠牅
等 时 刻 的 值），还 应 当 用 特 征 值 表 达 其 内 部 特 性。此 区 段 的

Ｒａｙｌｅｉｇｈ商特征值也按照式（７．３．７）定义，所不同的是那里的区

段 是整个区间。如何确定区段合并后新区段的特征值当然是关键

问 题，这 里 仍 然 用 区 段 特 征 值 计 数 的 方 法 来 解 决，即 根 据 扩 展

ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法确定区段合并后的特征值计数，通过区段

的 逐步合并得到整个区间的特征值计数，而这个计数结合二分法
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迭代搜索就可以计算最小特征值。所谓特征值计数是指：对于给定

值 犞－２
＃ ，一个区段在其两端分别给定 ╂牃＝ ，熮牄＝ 的条件下，区段

特征值小于 犞－２
＃ 的数目，并用 爥爲（犞－２

＃ ）来表示这一计数。显然 爥爲是

牠牃，牠牄的函数，所以应当记作 爥爲（犞－２
＃ ，牠牃，牠牄），这里省略了后两项。本

章 中 区 段 １，２及 牅小 于 犞－２
＃ 的 特 征 值 个 数 分 别 用 爥爲１（犞－２

＃ ），
爥爲２（犞－２

＃ ），爥爲牅（犞－２
＃ ）表示。区段合并后的特征值计数公式为

爥爲牅（犞－２
＃ ）＝ 爥爲１（犞－２

＃ ）＋ 爥爲２（犞－２
＃ ）－ 牞｛┕２｝＋ 牞｛┕－１

２ ＋ ┗１｝
（７．３．１４）

式中的 牞｛┝｝表示将矩阵 ┝三角分解为 ┝＝├└├Ｔ后，└阵中对角

线元素小于 ０的个数。当 牠牄→ 牠牃时，对于给定的有限值 犞－２
＃ ，显然有

爥爲（犞－２
＃ ）＝ ０。上述公式的证明可参考文献 ７及本书的第二、三章。
．． 最优 ┘∞ 范数计算及 ┉方程精细积分

很明显，将方程（７．３．１１ａ）时间逆向就是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，仅在边

界条件上有差别。求此方程的数值解并计算 犞－２
ｏｐｔ 需利用区段合并

公式（７．３．１３）和特征值计数公式（７．３．１４）来进行。首先选择一个

参数 犞－２
＃ ，并设定步长 犣及需进行计算的时间点

牠０＝ ０，牠１＝ 犣，牠２＝ ２犣，…，牠牑＝ 牑犣，…，牠ｆ＝ 牑ｆ犣
（７．３．１５）

求 Ｒｉｃｃａｔｉ方程在这些时刻的数值解，就是求长度分别为 犣，２犣，…，
牑犣，… 的区段混合能矩阵。同时还要计算各区段的特征值计数，因

为需要根据特征值计数来确定最优 爣∞ 范数。
进行上述计算首先需要有长度为 犣的区段的混合能矩阵 ┕，

┗，┖，这当然可以通过对微分方程（７．３．１１）进行积分得到。按照精

细积分法，需进一步将 犣划分为 ２爫 段，一般选用 爫＝ ２０，则 ２爫 ＝
１０４８５７６，于是步长成为

犳＝ 犣燉２爫 ≈ 犣燈１０－６ （７．３．１６）
此时再对区段混合能矩阵作 Ｔａｙｌｏｒ级数展开，计算时一般保留到

犳４，即
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┕（犳）≈ ┯１犳＋ ┯２犳２＋ ┯３犳３＋ ┯４犳４ （７．３．１７ａ）

┗（犳）≈ ┱１犳＋ ┱２犳２＋ ┱３犳３＋ ┱４犳４ （７．３．１７ｂ）

┖（犳）≈ ┙＋ ┰１犳＋ ┰２犳２＋ ┰３犳３＋ ┰４犳４＝ ┙＋ ┖′（犳）
（７．３．１７ｃ）

显然这些级数展开式与微分方程（７．３．１１）的初始条件（７．３．１２）
是相容的。为求上述公式中的系数，将式（７．３．１７）代入微分方程

（７．３．１１），对比同幂次项可得

┯１＝ ┓Ｔ┓

┯２＝ （┰Ｔ
１┯１＋ ┯１┰１）燉２

┯３＝ （┰Ｔ
２┯１＋ ┯１┰２＋ ┰Ｔ

１┯１┰１）燉３

┯４＝ （┰Ｔ
３┯１＋ ┯１┰３＋ ┰Ｔ

２┯１┰１＋ ┰Ｔ
１┯１┰２）燉４ （７．３．１８ａ）

┰１＝ ┑
┰２＝ （┑┰１－ ┱１┯１）燉２

┰３＝ （┑┰２－ ┱２┯１－ ┱１┯１┰１）燉３
┰４＝ （┑┰３－ ┱３┯１－ ┱２┯１┰１－ ┱１┯１┰２）燉４ （７．３．１８ｂ）

┱１＝ ┒２┒Ｔ
２ － 犞－２

＃ ┒１┒Ｔ
１

┱２＝ （┑┱１＋ ┱１┑Ｔ）燉２

┱３＝ （┑┱２＋ ┱２┑Ｔ － ┱１┯１┱１）燉３

┱４＝ （┑┱３＋ ┱３┑Ｔ － ┱２┯１┱１－ ┱１┯１┱２）燉４ （７．３．１８ｃ）
由于式（７．３．１７）中 犳所代表的区段非常短，所以对于计算中指定

的有限正数 犞－２
＃ ，必然有该区段的特征值计数 爥爲（犞－２

＃ ）＝ ０，这样就

得到了长度为 犳的区段混合能矩阵表达式和特征值计数，进而可

以按照 ２爫 算法计算长为 犣的区段混合能矩阵。为保持计算精度，在

这一计算阶段区段合并公式要用下列形式

┕牅＝ ┕＋ （┙＋ ┖′）Ｔ（┕－１＋ ┗）－１（┙＋ ┖′）（７．３．１９ａ）

┗牅＝ ┗＋ （┙＋ ┖′）Ｔ（┗－１＋ ┕）－１（┙＋ ┖′）（７．３．１９ｂ）

┖′牅＝ （┖′－ ┗┕燉２）（┙＋ ┗┕）－１＋ （┙＋ ┗┕）－１（┖′－ ┗┕燉２）＋

·８７１· 线性鲁棒控制的理论与计算



┖′（┙＋ ┗┕）－１┖′ （７．３．１９ｃ）
事实上这是精细积分法中的关键步骤之一［６］。

得到 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）后，就可递推计算长度为 ２犣，３犣，…，牑犣
区段的混合能矩阵。设已计算了 牑犣长的区段，以它为区段 ２，而 犣
长的区段为区段 １，由（７．３．１３）就可以算出长度为（牑＋ １）犣的区

段的混合能矩阵，并可逐步递推直至 牑ｆ犣。由（７．３．１２）可知此时的

┕阵并不满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的边界条件。仍然按区段合并的思想，设

在 牠ｆ处有一集中区段，该区段的混合能矩阵分别为 ┕２＝ ┣ｆ，┖２＝
┙，┗２＝ ，以前面计算的任一区段作为区段 １与之进行合并消元。
计 算 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（７．１．５）在 牑犣时刻的解时，取区段 １的长度为（牑ｆ

－ 牑）犣，按公式

┣＝ ┕＋ ┖爴（┣－１
ｆ ＋ ┗）－１┖＝

┕＋ ┖Ｔ（┙＋ ┣ｆ┗）－１┣ｆ┖ （７．３．２０）
┖牘＝ （┙＋ ┗┣ｆ）－１┖ （７．３．２１）

┗牘＝ （┗－１＋ ┣ｆ）－１ （７．３．２２）
进行合并，即可得到 牑犣时刻 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解以及另外两个微分方

程（７．３．１１ｂ），（７．３．１１ｃ）在初始 条 件 变 化 后 的 解。而 特 征 值 计 数

自然也要按下面的公式再执行一遍

爥爲爳牅＝ 爥爲牅－ 牞｛┣ｆ｝＋ 牞｛┣－１
ｆ ＋ ┗｝ （７．３．２３）

上述公式的证明在第二章中已经给出。
令 ｄ燉ｄ犳＝－ ｄ燉ｄ牠，对（７．３．２０）两边求导，并利用恒等式

ｄ
ｄ牠（┨

－１）＝－ ┨－１┨┨－１ （７．３．２４）

及 ┕，┗，┖所满足的微分方程（７．３．１３ａ）～ （７．３．１３ｃ），可以证明

ｄ┣
ｄ牠＝－ ┑Ｔ┣－ ┣┑－ ┓Ｔ┓＋ ┣（┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）┣

（７．３．２５）
显 然这与 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（７．１．５）一致，注意到当 牠＝牠ｆ时，┕＝┗
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＝ ，┖＝ 爤，按照式（７．３．２０）计算还可满足 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的末

端条件 ┣（牠ｆ）＝ ┣ｆ，所以根据式（７．３．２０）得到的 ┣（牠）就是 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程的解。

基于上述讨论，可以按照下面的步骤求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程：
首先按初始条件（７．３．１２）求解式（７．３．１１ａ）～ （７．３．１１ｃ），然后用

式（７．３．２０）计算末端条件为 ┣ｆ时 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解。因为末端

条 件 ┣ｆ最后才考虑，当需要修改 ┣ｆ进行重新计算时，前半部分不

用重算，可以减少许多计算工作量。
控制系统设计时，一般要求 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解矩阵正定。对于

所 考虑的时间区间，要求在最后执行完区段合并及特征值计数后

爥爲爳牅＝ ０。这表示所给定的 犞－２
＃ 是次优参数，即 犞－２

＃ 小于一阶特征值

犞－２
ｏｐｔ，可以增大。如果此时 爥爲爳牅＞ ０，则表示 犞－２

＃ 应当减小。通过多次

二分法迭代，可以得到满足精度要求的临界参数 犞－２
ｏｐｔ。

．． 闭环系统微分方程精细积分

将 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解代入式（７．３．４）即构成闭环系统，求

解 这一变系数微分方程组就可以得到闭环系统的初值响应。一般

的变系数微分方程组无法用精细积分法求解，而方程（７．３．４）有

其特殊性，可以用精细积分法求解。
考察式（７．３．２０）中 ┖牘所满足的微分方程。令 ｄ燉ｄ犳＝－ ｄ燉ｄ牠，

并利用恒等式（７．３．２４），可以证明

ｄ┖牘

ｄ牠＝－ ┖牘［┑－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┣］ （７．３．２６）

进而还可以导出

ｄ
ｄ牠（┖

－１
牘 ）＝ ［┑－ （┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）┣］┖－１

牘 （７．３．２７）

这个微分方程就是式（７．３．４）的矩阵形式。通过引入向量

熱０＝ ┖牘（０）╂０ （７．３．２８）
可以将 ╂（牠）表示为
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╂（牠）＝ ┖－１
牘 （牠）熱０ （７．３．２９）

这样就不需再通过对方程（７．３．４）积分得到 ╂（牠），只需由矩阵计

算 便可完成。因为 ┖牘（牠）是状态转移矩阵，可按照合并公式计算，
所以按式（７．３．２９）计算的 ╂（牠）也是精细积分解。

７．４ 算法与算例

．． 算法描述

Ａ：计算区段 犣的混合能矩阵 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）
┉┅ 选定 犞－２

＃

┉┅ 由 式 （７．３．１７ａ）～ （７．３．１７ｃ）计 算 ┕（犳），┗（犳），
┖′（犳），并令其分别等于 ┕牅，┗牅，┖′牅，且 爥爲牅＝ ０

┉┅ ｆｏｒ（牑＝ ０；牑＜ 牑ｆ；牑＋＋）｛
｛┕１＝ ┕２＝ ┕牅；┗１＝ ┗２＝ ┗牅；┖′１＝ ┖′２＝ ┖′牅｝
｛三角分解 ┕２及 ┕－１

２ ＋ ┗１，按式（７．３．１４）计算 爥爲牅，
若 爥爲牅＞ ０，应减小 犞－２

＃ 并重新由 Ｓｔｅｐ１开始｝
｛由式（７．３．１９ａ）～ （７．３．１９ｃ）计算 ┕牅，┗牅，┖′牅｝

｝
┉┅ ┖牅＝ ┙＋ ┖′牅，┕（犣）＝ ┕牅，┗（犣）＝ ┗牅，┖（犣）＝ ┖牅

Ｂ：计算 犞ｏｐｔ

┉┅ 选定 犞－２
＃

┉┅ ｛┕１＝┕牅；┗１＝┗牅；┖１＝┖牅；爥爲１＝０；┕２＝┣ｆ；┗２＝；
┖２＝ ┙；爥爲２＝ ０｝

┉┅ ｆｏｒ（牑＝ 牑ｆ－ １；牑≥ ０；牑－－）｛
｛由 式（７．３．１３ａ）～ （７．３．１３ｃ）及（７．３．１４）计 算

┕牅，┗牅，┖牅和 爥爲牅｝
｛┕２＝┕牅；┗２＝┗牅；┖２＝┖牅；┚爲２＝┚爲牅｝（┕１，┗１，┖１，

爥爲１不变）
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ｉｆ（爥爲牅＞ ０）｛跳出循环以较小的 犞－２
＃ 重新从 Ｓｔｅｐ

１开始｝
｝

┉┅ ｉｆ（爥爲牅＞ ０）
｛犞－２

＃ 是 犞－２
ｏｐｔ的上界（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ），重新计算前应

减小｝
ｅｌｓｅ

｛犞－２
＃ 是次优参数即 犞－２

ｏｐｔ的下界（ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）｝
ｉｆ（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）＞ 犡

｛加大 犞－２
＃ 重新计算｝（犡＞ ０是预先指定的计算

精度）
ｅｌｓｅ

｛ｂｒｅａｋ｝
｝

当计算 结 果 满 足 预 定 要 求 时，停 止 迭 代，下 界（ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ）
作为 犞－２

ｏｐｔ。
Ｃ：求解闭环系统方程及 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

┉┅ 选择 犞－２
＃ ＜ 犞－２

ｏｐｔ，即 犞＃ ＞ 犞ｏｐｔ

┉┅ ｛计算 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）；┕１＝┕牅＝┕（犣），┗１＝┗牅＝
┗（犣），┖１＝ ┖牅＝ ┖（犣）｝

┉┅ ｆｏｒ（牑＝ 牑ｆ－ １；牑≥ ０；牑－－）｛
｛存储 ┕牅，┗牅，┖牅在第 牑站｝
｛┕２＝ ┕牅；┗２＝ ┗牅；┖２＝ ┖牅｝（┕１，┗１，┖１不变）
｛按照式（７．３．１３ａ）～ （７．３．１３ｃ），计算新的 ┕牅，
┗牅，┖牅｝

｝
｛读入边界条件 ┕２＝ ┣ｆ，┗２＝ ０，┖２＝ ┙｝

┉┅ ｆｏｒ（牑＝ ０；牑＜ 牑ｆ；牑＋＋）｛
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｛读入存储的 ┕牅，┗牅，┖牅作为 ┕，┗，┖｝
｛按照（７．３．２０）（７．３．２１）计算 ┣，┖牘｝
｛由（７．３．２９）计算闭环系统初值响应｝

｝
．． 算例

当 犞－２
＃ 趋近于 犞－２

ｏｐｔ时，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解矩阵在 牠＝ ０时刻

趋于无穷大奇异对称阵，这是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的一种有限逃逸现

象。实际上无法根据这种数值上无限增长的病态阵来导出增益阵

及控制律，所以连续系统“最优”意义上的 爣∞ 控制是无法按照这

里的方法实现的。应用中一般取小于 犞－２
ｏｐｔ的参数（即大于最优 爣∞

范数 犞ｏｐｔ的 犞），然后求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，进而构造反馈控制律。因此，
本章中的算例在计算临界参数后，取小于 犞－２

ｏｐｔ 的值进行闭环系统

响应的计算。
算例 ：
第一个算例的系统参数为

┑＝
０．０ １．０［ ］３９．４ ３．８

┒１＝
０．５［ ］０．５

┒２＝
０．０［ ］１．０

┓＝
１．０ ０．０［ ］０．０ １．０

┣ｆ＝
１０．０ ０．０［ ］０．０ １０．０

有限时间区段长 爴＝ ３，计算结果为 犞－２
ｏｐｔ＝ ０．１２３４９０３９。设系统初

值干扰为 ╂０＝ （１．５，１）Ｔ，当 犞－２＝ ０．９５× 犞－２
ｏｐｔ 时的系统状态及

Ｒｉｃｃａｔｉ方程解矩阵的对角线元素分别在图 ７．３和图 ７．４中用虚线

表示，而 犞－２＝ ０．９０× 犞－２
ｏｐｔ时的系统状态及 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解矩阵的

对角线元素在图 ７．３和图 ７．４中分别用实线表示。从图中可以发

现 犞的变化对系统动态响应特性的影响，接近最优 爣∞ 范数的 犞值

将导致更大的反馈增益和更大幅度的瞬态响应。
如果区间长度 牠ｆ和边界条件 ┣ｆ发生变化，则相应的最优 爣∞

范数也会产生变化，表 ７１、表 ７２和表 ７３分别给出了相应的结
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果。

图 ７．３ 系统响应的时间历程

图 ７．４ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解
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表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ．× ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ １．７８９０２ ０．１３３３２ ０．１２３５１

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．１２３４９ ０．１２３４９ ０．１３４９

表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ ０．４０９１５ ０．１２６５２ ０．１２３５０

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．１２３４９ ０．１２３４９ ０．１２３４９

表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ × ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ ０．２０５６８ ０．１２４７８ ０．１２３４９

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．１２３４９ ０．１２３４９ ０．１２３４９

系统参数中的 ┓矩阵为指标加权阵，如果将 ┓中的元素 ┓（２，
２）改为 ７．０，其它参数不变，计算结果为 犞－２

ｏｐｔ＝ ０．０６８１３３７７１。与图

７．３和图 ７．４类似，犞－２＝ ０．９５× 犞－２
ｏｐｔ时的系统状态及 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

解矩阵的对角线元素分别在图 ７．５和图 ７．６中用虚线表示，而 犞－２

＝ ０．９０× 犞－２
ｏｐｔ时系统状态及 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解矩阵的对角线元素在

图 ７．５和图 ７．６中分别用实线表示。加权阵的变化对闭环系统的

爣∞ 范数和 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的影响可以通过对比图 ７．３和图 ７．５发

现。
┓矩阵变化后，相应的最优 爣∞ 范数也会产生变化，表 ７４、

表 ７５和表 ７６分别给出了相应区间长 度 牠ｆ和 边 界 条 件 ┣ｆ时 的
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犞－２
ｏｐｔ。

表 ┐ 矩阵 ┓变化后算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ．× ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ ０．３１４２２ ０．０９３１１２ ０．０７１６８９

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．０６８３０８ ０．０６８１３６ ０．０６８１２５

表 ┐ 矩阵 ┓变化后算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ ０．２９０６５ ０．０９２２１７ ０．０７１６０２

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．０６８３０４ ０．０６８１３５ ０．０６８１２５

表 ┐ 矩阵 ┓变化后算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ × ┙）

牠ｆ ０．２ ０．５ １．００

犞－２
ｏｐｔ ０．１９８９６ ０．０９７６２６ ０．０７１１２６

牠ｆ ２．００ ３．００ ４．００

犞－２
ｏｐｔ ０．０６８２８３ ０．０６８１３４ ０．０６８１２４

如果取 犞－２＝０，则 爣∞ 控制成为 ＬＱ控制问题，Ｒｉｃｃａｔｉ方程解

矩 阵中的各元素相应变小，此时系统在控制作用下的初值响应幅

值也远小于上文图中给出的响应。

·６８１· 线性鲁棒控制的理论与计算



图 ７．５ 矩阵 ┓变化后系统的响应

图 ７．６ 矩阵 ┓变化后 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

算例 ：
第二个算例的系统参数为
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┑＝

－ ０．０６０５ － ３２．３７ ０．０ ３２．２ ０．０
－ ０．０００１４ － １．４７５ １０．０ ０．０ ２．０
－ ０．０１１１ － ３４．７２ － ２．７９３ ０．０ ０．０

０．０ ０．０ １．０ ０．０ ０．０

熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ １．０ ０．０

┒１＝

０．０
０．０
０．２
０．０００５

熿

燀

燄

燅０．１

┒２＝

０．０
－ ０．００１１
－ ０．３３８０
０．０

熿

燀

燄

燅０．２
┓＝ ｄｉａｇ［０．５，０．５，１．０，１．０，１．０］
┣ｆ＝ ｄｉａｇ［０．１，０．１，０．１，０．１，０．１］

取 有 限 区 间 长 度 为 牠ｆ＝ １０，相 应 的 计 算 结 果 为 犞－２
ｏｐｔ ＝

３．１０５２４２９。当系统的初值干扰为 牨０＝ （０，０．１，０，０，０．１）Ｔ 时，令

犞－２取小于 犞－２
ｏｐｔ的不同的值，按本章介绍的方法计算系统的状态。

图 ７．７至图 ７．１１分别给出了状态向量各分量随时间的变化曲线，
其中 犞－２＝ ０．３× 犞－２

ｏｐｔ时的状态变化用实线表示，犞－２＝ ０．６× 犞－２
ｏｐｔ

时的状态变化用虚线表示，犞－２＝ ０．９× 犞－２
ｏｐｔ时的状态变化用点划

线表示。从中可以发现系统 爣∞ 范数的变化对系统动态响应的影

响，其变化规律与第一个系统类似。
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图 ７．７ 系统响应的时间历程

图 ７．８ 系统响应的时间历程
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图 ７．９ 系统响应的时间历程

图 ７．１０ 系统响应的时间历程

·０９１· 线性鲁棒控制的理论与计算



图 ７．１１ 系统响应的时间历程

与 算例 １类似，表 ７７、表 ７８、表 ７９分别给出了区间长度 牠ｆ和

边界条件 ┣ｆ发生变化时系统的 犞－２
ｏｐｔ。

表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ × ┙）

牠ｆ ０．５ １．０ ２．０ ３．０ ５．０

犞－２
ｏｐｔ ２０８．７８９ ４９．６９２９ ６．８２４２３ ３．５２６３３ ３．１７３９８

牠ｆ １０ １５ ２０ ２５ ３０

犞－２
ｏｐｔ ３．１０５２４ ３．０８８０２ ３．０８６５３ ３．０８６３２ ３．０８６２９

表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ┙）

牠ｆ ０．５ １．０ ２．０ ３．０ ５．０

犞－２
ｏｐｔ ３２．２１０２ ９．５６７４９ ３．１１５９５ ３．００５９１ ３．００５９１

牠ｆ １０ １５ ２０ ２５ ３０

犞－２
ｏｐｔ ３．００５９１ ３．００５９１ ３．００５９１ ３．００５９１ ３．００５９１
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表 ┐ 算例 的 熤－
┄┅┉（┣ｆ＝ ．× ┙）

牠ｆ ０．５ １．０ ２．０ ３．０ ５．０

犞－２
ｏｐｔ ２０８．７８９ ４９．６９２９ ６．８２４２３ ３．５２６３３ ３．１７３９８

牠ｆ １０ １５ ２０ ２５ ３０

犞－２
ｏｐｔ ３．１０５２４ ３．０８８０２ ３．０８６５３ ３．０８６３２ ３．０８６２９

本章介绍了求解 爣∞ 状态反馈控制系统设计问题的精细积分

法，给出了有限时间内闭环系统响应计算的方法。对比文献９中所

介绍的 ＬＱ控制系统设计的精细积分法可以发现 ＬＱ与 爣∞ 控制

的相似和不同之处，更多讨论见参考文献 １１～ １４。
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第八章 连续系统 爣∞输出反馈控制

爣∞ 输出反馈控制问题也称为广义调节器问题，爣∞ 输出反馈

控 制器只能利用系统可测量的状态信号而非全部状态信息，该控

制器可以由一个 爣∞ 全信息控制器和一个 爣∞ 滤波器构成。爣∞ 输

出反馈控制与 ＬＱＧ控制有一些相似之处，但也有本质的差别。根

据分离性原理，ＬＱＧ控制问题可以分解成一个最优状态反馈控制

问 题和一个最优状态滤波问题。最优状态反馈控制器通过逆时间

方向求解一个给定终端条件的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程来构造，这个最优

状 态反馈控制器也是最优的全信息控制器；最优状态滤波器则是

一个 Ｋａｌｍａｎ滤波器，滤波增益可以通过沿时间方向求解另外一

个给定始端条件的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程得到。对于定常系统无限时间

域的控制问题，则是求解相应 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的稳定化解。ＬＱＧ
控 制系统设计中的控制与滤波问题是完全解耦的，设计全信息控

制器时并不需要了解噪声的方差，而 Ｋａｌｍａｎ滤波器的实现也与

控制问题的目标函数无关。这是因为 ┐┖╂的最优估计由 ┐┖╂给出，
而 ╂是与 ┖无关的最优状态估计。爣∞ 滤波问题则无此特性，其状

态估计与 ┖有关，滤波器的设计还需要考虑控制问题的目标函数。
爣∞ 全信息控制器与外界信号进入系统的方式有关，即与 ┒１有关。
而全信息 ＬＱＧ控制问题中的 ┒１只对最优目标函数的值有影响，
与最优控制器无关。另外，爣∞ 控制问题还需要研究解的存在性，
因为 爣∞ 全信息控制与滤波问题中的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程并不总是有解，
这是 爣∞ 控制与 ＬＱＧ控制问题的本质区别［１、２］。

爣∞ 输出反馈控制问题存在解的充要条件为［１、２］：两个 Ｒｉｃｃａｔｉ
方 程的解存在并且这两个解的乘积满足谱半径约束条件，在这两



个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的基础上通过线性分式变换可以构造所有满足

要求的 爣∞ 控制器。前面的章节中已经介绍了求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程并

判 定其解的存在性的方法，其解的存在性由相应系统的最优 爣∞

诱导范数决定。对于 爣∞ 输出反馈控制问题，只需要将前几章的方

法进行综合就可用于计算系统的最优 爣∞ 诱导范数，从而给出解

的存在性条件。因为利用精细积分方法既可以求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程也可以求解 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程，所以对于线性定常系统可以用统

一的方法求解有限时间和无限时间 爣∞ 输出反馈控制中的有关计

算问题。本章将首先介绍 爣∞ 输出反馈控制的基本理论，然后以文

献 ３～７的内容为基础介绍该系统最优 爣∞ 诱导范数的计算方法，
并从结构力学的角度介绍 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的求解。

８．１ 爣∞ 输出反馈控制

．． 输出反馈控制器存在条件

本节介绍 爣∞ 输出反馈控制问题的基本理论。从一般的问题

出发，考虑图 ８．１中所示线性时变系统 ┠，系统的状态方程为

╂＝ ┑（牠）╂＋ ┒１（牠）╁＋ ┒２（牠）┿ （８．１．１ａ）
╄＝ ┓１（牠）╂＋ └１２（牠）┿ （８．１．１ｂ）
╃＝ ┓２（牠）╂＋ └２１（牠）╁ （８．１．１ｃ）

其中 ╂为 牕维状态向量，╁为 牓维外扰向量，┿为 牔维控制向量，╃为

牚维量测向量，╄为 牘维输出向量，牘≥牔，牓≥牚。系统矩阵 ┑，┒１，┒２，
┓１，┓２，└１２和 └２１分别具有恰当的维数，并且

└Ｔ
１２└１２＝ ┙牔 （８．１．２ａ）

└２１└Ｔ
２１＝ ┙牚 （８．１．２ｂ）

┙牔 和 ┙牚分别是 牔和 牚阶单位矩阵。矩阵对（┑，┒２）和（┑，┓２）分别是

可稳定和可检测的。另外对于所有的实数 犽，还应当满足下列矩阵

秩条件（８．１．３）
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图 ８．１ 输出反馈控制

ｒａｎｋ
┑－ ｊ犽┙ ┒２

┓１ └［ ］１２
＝ 牕＋ 牔 （８．１．３ａ）

ｒａｎｋ
┑－ ｊ犽┙ ┒１

┓１ └［ ］２１
＝ 牕＋ 牚 （８．１．３ｂ）

有限时间 爣∞ 输出反馈控制问题是指寻找系统 ┠的线性控制器

┿＝ ╃ （８．１．４）
对于给定的正数 犞，该控制器使闭环系统从外扰 ╁到输出 ╄的 爣∞

诱导范数满足

‖╄╁‖∞，［０，牠ｆ］＝ ｓｕｐ
‖╁（牠）‖２，［０，牠ｆ］

≠０

‖╄（牠）‖２，［０，牠ｆ］

‖╁（牠）‖２，［０，牠ｆ］
＜ 犞（８．１．５）

当 ┠为定常系统时，其无限长时间控制器应当在使系统 ┠内稳定

的同时满足

‖╄╁‖∞ ＜ 犞 （８．１．６）
条件（８．１．５）可以转化为

爥犞＝ ‖╄（牠）‖２
２，［０，牠ｆ］－ 犞２‖╁（牠）‖２

２，［０，牠ｆ］≤－ 犡２‖╁（牠）‖２
２，［０，牠ｆ］

（８．１．７）
其中 犡为一正数。文献 １、２介绍了 爣∞ 输出反馈控制器存在的充要

条 件，文献 ３从结构力学与最优控制模拟理论的角度对此给出了

新的阐述。下面直接引述这些结论。
定 理 ．［１、２］ 在 有 限 时 间 情 况 下，系 统 ┠存 在 满 足 式

（８．１．５）的线性输出反馈控制器的充要条件是
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１．Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（８．１．８）在区间［０，牠ｆ］有解 ┨∞

┨∞ ＝－ ┓Ｔ┓－ ┑Ｔ┨∞ － ┨∞┑＋ ┨∞（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┨∞

┨∞（牠ｆ）＝ ┣ｆ （８．１．８）
其中 ┑＝ ┑－ ┒２└Ｔ

１２┓１，┓Ｔ┓＝ ┓Ｔ
１（┙－ └１２└Ｔ

１２）┓１。
２．Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（８．１．９）在区间［０，牠ｆ］有解 牁∞

┩∞ ＝ ┒┒Ｔ ＋ ┑┩∞ ＋ ┩∞┑Ｔ － ┩∞（┓Ｔ
２┓２－ 犞－２┓Ｔ

１┓１）┩∞

┩（０）＝ ┠０ （８．１．９）
其中 ┑＝ ┑－ ┒１└Ｔ

２１┓２，┒┒Ｔ ＝ ┒１（┙－ └Ｔ
２１└２１）┒Ｔ

１。
３．对于所有的 牠∈ ［０，牠ｆ］，犱（┨∞（牠）┩∞（牠））＜ 犞２，其中 犱（燈）表

示矩阵的谱半径，这就是所谓谱半径条件。
在 上述条件同时成立的条件下，控制器  由下列线性分式

变换给定

＝ 牓（┛牃，┥） （８．１．１０）
线性因果系统 ┥应满足

‖┥‖［０，牠ｆ］＜ 犞 （８．１．１１）
而 ┛牃是由下式描述的系统

┛牃＝

┑牑 ┒牑１ ┒牑２

┓牑１  ┙
┓牑２

熿

燀

燄

燅┙ 
（８．１．１２）

其中

┑牑＝ ┑＋ 犞－２┒１┒Ｔ
１┨∞ － ┒２┖∞ － ┒牑１┓２牫 （８．１．１３ａ）

［┒牑１ ┒牑２］＝ ［┒１└Ｔ
２１＋ ┪∞┓Ｔ

２牫 ┒２＋ 犞－２┪∞┖Ｔ
∞］
（８．１．１３ｂ）

┓牑１

┓［ ］牑２
＝

－ ┖∞

－ ┓［ ］２牫
（８．１．１３ｃ）

┖∞ ＝ └Ｔ
１２┓１＋ ┒Ｔ

２┨∞ （８．１．１３ｄ）
┪∞ ＝ ┩∞（┙－ 犞－２┨∞┩∞）－１＝ （┙－ 犞－２┩∞┨∞）－１┩∞

（８．１．１３ｅ）
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┓２牫＝ ┓２＋ 犞－２└２１┒Ｔ
１┨∞ （８．１．１３ｆ）

令 ┥＝ ，则可得到中心控制器

╂
燈
＝ ┑╂＋ ┒１╁ ＋ ┒２┿＋ ┒牑１［╃－ （┓２╂＋ └２１╁）］

（８．１．１４）
┿＝－ ┖∞╂ （８．１．１５）

╁ ＝ 犞－２┒Ｔ
１┨∞╂ （８．１．１６）

定理 ．［１、２］ 对于定常系统 ┠无限时间情况下的控制问题，系统

存在满足式（８．１．６）的线性输出反馈控制器的充要条件是

１．Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程（８．１．１７）有解

－ ┓Ｔ┓－ ┑Ｔ┨∞ － ┨∞┑＋ ┨∞（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┨∞ ＝ 
（８．１．１７）

并且 ┨∞ ≥ ０，┑－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┨∞ 渐进稳定。
２．Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程（８．１．１８）有解

┒┒Ｔ ＋ ┑┩∞ ＋ ┩∞┑Ｔ － ┩∞（┓Ｔ
２┓２－ 犞－２┓Ｔ

１┓１）┩∞ ＝ 
（８．１．１８）

其中 ┩∞ ≥ ０，┑－ ┩∞（┓Ｔ
２┓２－ 犞－２┓Ｔ

１┓１）渐进稳定。
３．犱（┨∞┩∞）＜ 犞２

若上述条件同时成立，则控制器 可由下列线性分式变换

＝ 牓（┛牃，┥）
给定，式中 ‖┥‖∞ ＜ 犞，┛牃的定义与定理 ８．１中的定义相同，而中

心控制器也由式（８．１．１４）～ （８．１．１６）定义。
图 ８．２给出了 爣∞ 中心控制器的示意图［１］。从图中可以看到，

控制向量 ┿由反馈增益 ┖∞ 与状态估计 ╂的乘积构成，而 ╂由一个

观测器生成。此观测器由量测 ╃与量测估计 ╃ ＝ ┓２╂＋ └２１╁ 之

间 的差驱动，而这个差值是由最坏情况（ｗｏｒｓｔｃａｓｅ）外界干扰 ╁

引起的。因此 爣∞ 控制是在最坏外界干扰下的控制。
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图 ８．２ 爣∞ 中心控制器

两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程有解仅是 爣∞ 输出反馈控制器存在的必要条

件而非充分条件。尽管如此，爣∞ 输出反馈控制器的解仍是通过求

解全信息控制问题和滤波问题得到的，这是 爣∞ 控制的分离性原

理［１］。
显然，确定满足定理 ８．１或定理 ８．２条件的 犞值的下界 犞ｏｐｔ是

爣∞ 控制系统设计中的基本环节。根据上述定理中的充要条件确

定可行参数 犞并求解两个 Ｒｉｃｃａｔｉ微分或代数方程之后，就可以利

用 方程的解构造相应的 爣∞ 控制器。计算 犞ｏｐｔ的步骤在 ８．３节中介

绍。
．． 两个特殊的输出反馈控制问题

前面讨论的是一般形式的线性系统输出反馈控制问题，现在

介绍两种特殊情况下的系统控制问题，这两种情况下只需求解一

个Ｒｉｃｃａｔｉ方程就可以解决问题。首先考虑当式（８．１．１ｃ）简化为

╃＝ ┓２╂＋ ╁ （８．１．１９）
时的控制问题。此时系统的观测器为

╂
燈
＝ ┑╂＋ ┒２┿＋ ┒１（╃－ ┓２╂） （８．１．２０）

╁＝ ╃－ ┓２╂ （８．１．２１）
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对系统状态 ╂的估计和外界干扰 ╁的估计都可以利用量测数据 ╃。
这样全信息控制器中所需的状态 ╂就可以由 ╂代替。而且此输出

反馈控制问题存在的条件为当且仅当下列 Ｒｉｃｃａｔｉ方程在区间［０，
牠ｆ］上有解。

┨∞ ＝－ ┓Ｔ┓－ ┑Ｔ┨∞ － ┨∞┑＋ ┨∞（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┨∞

┨∞（牠ｆ）＝ ┣ｆ （８．１．２２）
其中 ┑＝ ┑－ ┒２└Ｔ

１２┓１，┓Ｔ┓＝ ┓Ｔ
１（爤－ └１２└Ｔ

１２）┓１。显然这就是方程

（８．１．８）。
现在考虑当式（８．１．１ｂ）简化为

╄＝ ┓１╂＋ ┿ （８．１．２３）
时 的 控 制 问 题。此 时 输 出 反 馈 控 制 器 存 在 的 充 要 条 件 为 下 列

Ｒｉｃｃａｔｉ方程在区间［０，牠ｆ］上有解。
┩∞ ＝ ┒┒Ｔ ＋ ┑┩∞ ＋ ┩∞┑Ｔ － ┩∞（┓Ｔ

２┓２－ 犞－２┓Ｔ
１┓１）┩∞

┩（０）＝ ┠０ （８．１．２４）
其中 ┑＝ ┑－ ┒１└Ｔ

２１┓２，┒┒Ｔ ＝ ┒１（┙－ └Ｔ
２１└２１）┒Ｔ

１。

８．２ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解的力学意义

下面以 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（８．１．８）的求解为例简要介绍结构力

学与最优控制模拟理论的基本内容，方程（８．１．９）的求解与之相

类似。首先介绍一个最基本的模拟关系：控制系统的状态变量和协

态变量分别与子结构链内的位移和内力对应。另外，如图 ８．３中所

示，［０，牠ｆ］时间段表示 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的求解区间，数值计算时这

一 时间段可以分为 牕个等长区段，图中区段 牏的长度为 犣＝牠牄－牠牃，
然后再计算方程在各时刻的值。与之相对应，图 ８．３中还给出了由

牕个等长子结构所组成的子结构链，其长度为 牂。Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

的末端条件 ┣ｆ对应于子结构链在 牂端的边界支撑刚度阵；Ｒｉｃｃａｔｉ
微分方程的解在 牠牐时刻的值 ┨（牠牐）对应于子结构链在 牫牐处的刚度
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阵 ┡（牫牐）［４］。按照结构力学理论，子结构链在 牫牐（牐＝ ０，１，２，．．．，牕
－ １）处 的 刚 度 阵 可 以 通 过 区 段 混 合 能 合 并 公 式 来 计 算，所 以

Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解也可以通过定义相应的混合能，然后进行区段合

并得到。模拟理论还指出：确保 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（８．１．８）在区间［０，牠ｆ］
上有解的临界参数 犞－２

ｏｐｔ对应于子结构链弹性稳定或结构振动的最

小 特征值，而子结构链的一阶特征值可以利用精细积分法结合扩

展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法计算到任意指定的精度［７］，Ｒｉｃｃａｔｉ方程

（８．１．８）的临界参数 犞－２
ｏｐｔ当然亦可同样计算。本书第五章还介绍过

犞－２
ｏｐｔ是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在区间［０，牠ｆ］上出现有限逃逸现象的临界

值。

图 ８．３ Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解与子结构链刚度

一 般 求 解 Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程 的 方 法 都 属 于 差 分 类 方 法，而

Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程的解则可以通过求解相关矩阵的广义特征值问

题 等许多方法得到。精细积分方法对于这两类方程采用的是一致

的 方法，并可保证数值计算的精确性和稳定性，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

的 解在经过一定的步数后趋向于稳态解，即 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程 的

解。精细积分法不同于求解微分方程的差分类方法，在方程的末端

（或初始）条件改变时，不需要全部重新计算。
精细积分方法的核心是相邻区段混合能的合并，通过合并得
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到 新 区 段 的 混 合 能 矩 阵，逐 步 递 推 得 到 整 个 区 间 上 的 解。考 虑

图 ８．３中所示子结构链中的第 牏段。设 ┡１阵是当 牄端完全自由时，
在 牃端的刚度阵；┗１阵是当子结构的 牃端位移为 ０时，牄端的柔度

阵；┖１阵是 牄端完全自由，在 牃端给出单位位移时 牄端发生的位移，
即位移的传递阵。╂牃，╂牄为 牃，牄端的位移向量，熮牃，熮牄为 牃，牄端的内力

向 量。利用混合能矩阵 ┡１，┗１，┖１和位移，内力向量，可将区段 牏的

混合能表示为

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄┖１╂牃＋ ╂Ｔ

牃┡１╂牃燉２－ 熮Ｔ
牄┗１熮牄燉２ （８．２．１）

与其相邻的子结构 牏＋１也有相应的混合能矩阵 ┡２，┗２，┖２。两个子

结构合并在一起构成的结构段（牫牃，牫牅）的 ┡牅，┗牅，┖牅矩阵可以通过

下面的公式计算

┡牅＝ ┡１＋ ┖Ｔ
１（┡－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （８．２．２ａ）

┗牅＝ ┗２＋ ┖２（┗－１
２ ＋ ┡１）－１┖Ｔ

１ （８．２．２ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙牕＋ ┡２┗１）－Ｔ┖１ （８．２．２ｃ）
其中 ┙牕为 牕阶单位阵。

这些区段合并公式可以递推运用，也就是子结构递推合并，逐

步得到子结构链中各端口的 ┡，┗，┖矩阵。参考图 ８．３中的模拟关

系可知，区段合并公式也是求 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程数值解的公式，由

此得 到 Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程 在 牠牐 时 刻 的 值 牀（牠牐）。定 义 用 于 求 解

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的区段混合能矩阵为 ┡＝ ┡（Δ牠），┗＝ ┗（Δ牠），┖
＝ ┖（Δ牠）（Δ＝ 牠牄－ 牠牃），它们与子结构的混合能矩阵参数一一对

应。矩阵 ┡，┗，┖满足下列微分方程

ｄ┡
ｄ牠＝ ┖Ｔ┓Ｔ┓爡＝

┓Ｔ┓＋ ┑Ｔ┡＋ ┡┑－ ┡（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２

＃ ┒１┒Ｔ
１）┡ （８．２．３ａ）

ｄ┗
ｄ牠＝ ┖（┒２┒Ｔ

２ － 犞－２
＃ ┒１┒Ｔ

１）┖Ｔ ＝

（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２

＃ ┒１┒Ｔ
１）＋ ┑┗＋ ┗┑Ｔ － ┗┓Ｔ┓┗ （８．２．３ｂ）
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ｄ┖
ｄ牠＝ ┖［┑－ （┒２┒Ｔ

２ － 犞－２
＃ ┒１┒Ｔ

１）┡］＝

（┑－ ┗┓Ｔ┓）┖ （８．２．３ｃ）
在 牠＝ 牠ｆ处的末端条件为

┡＝ ，┗＝ ，┖＝ ┙牕 （８．２．４）
式 中的求导对于 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程是时间，对于子结构链则是 长

度。对子结构链来说，式中的系数矩阵当然是由子结构的物理参数

决定的。方程（８．２．３ａ）与 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（８．１．８）的差别在于对

时间求导的方向和边界条件。
Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在区间［０，牠ｆ］有解的临界参数 犞－２

ｏｐｔ对应于整

个子 结 构 链 的 一 阶 固 有 特 征 值。按 扩 展 的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算

法，计算整个子结构链的特征值需要引入特征值计数的概念，即对

于给定的值 犽２
＃（犽２

＃ ＝ 犞－２
＃ ），用 爥爲（犽＃）表示区段（牫牃，牫牄）在 牃端位

移和 牄端内力分别为 ０的条件下，其特征值 犽２＜ 犽２
＃ 的个数，对于

Ｒｉｃｃａｔｉ方程来讲就是 犞－２＜ 犞－２
＃ 的计数。如果已知区段（牫牃，牫牄）和

（牫牄，牫牅）的特征值计数为 爥爲１（犽＃）和 爥爲２（犽＃），那么合并后区段（牫牃，
牫牅）的特征值计数 爥爲牅（犽＃）可以用下式计算

爥爲牅（犽＃）＝ 爥爲１（犽＃）＋ 爥爲２（犽＃）－ 牞｛┡２｝＋ 牞｛┡－１
２ ＋ ┗１｝

（８．２．５）
其中 牞｛┝｝表示将矩阵 ┝三角分解为 ┝＝├└├Ｔ时，└中负对角元

素的个数。
方程（８．２．３ａ）与 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（８．１．８）的末端条件不同，因此

仅按合并公式（８．２．２）得到的 ┡只是末端条件 ┣ｆ＝ ０时 Ｒｉｃｃａｔｉ微

分 方程的解。要得到任意末端条件 ┣ｆ时的解，还需要在求出整个

区间内的 ┡，┗，┖，┚爲 后再按下式计算

┨＝ ┡＋ ┖Ｔ（┣－１
ｆ ＋ ┗）－１┖ （８．２．６）

爥爲爳牅＝ 爥爲牅－ 牞｛┣ｆ｝＋ 牞｛┣－１
ｆ ＋ ┗｝ （８．２．７）

此时的 ┨和 爥爲爳牅就分别是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在末端条件为 ┣ｆ时的

·３０２·第八章 连续系统 爣∞输出反馈控制



解 和特征值计数。末端条件变化时，只需利用前面存储的数据，按

照式（８．２．６）（８．２．７）重新计算一遍即可，这是精细积分方法的特

点之一。
按照式（８．２．６）、（８．２．７）计算后，如果 爥爲牞＝ ０，则表示此时的

犞－２
＃ 小于临界参数 犞－２

ｏｐｔ，只是次优参数。从子结构链的角度来解释

就是子结构链的一阶特征值大于 犽２
＃。如果 爥爲牞≠ ０，则结论正好相

反。爣∞ 状态反馈控制或 爣∞ 滤波问题只需求解一个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，
可 以在此时根据计数结果增大或减小 犞－２

＃ （犽２
＃），并不断重复直到

找到满足精度要求的临界参数。爣∞ 输出反馈控制问题则应同时

考虑两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程及谱半径约束条件。
精细积分方法求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程是通过区段合并实现的，

因此首先需要确定长为 犣的区段（基本区段）的混合能矩阵 ┡，┗，
┖。由微分方程（８．２．３）用差分法计算是一个很自然的思路，但精

细积分法则是将图 ８．３中的一个区段再等分成 ２爫 小段，每一小段

的 ┡，┗，┖矩阵用 Ｔａｙｌｏｒ级数展开，由于每一小段长度非常小，对

于给定的有限数值 犞－２
＃ ，必然有该小段的计数 爥爲 ＝ ０，这可以从非

常短结构的一阶特征值非常大的角度来理解。以此为出发点，重复

执行合并公式（８．２．２）爫 次就可以得到此区段的 ┡，┗，┖矩阵及

其特征值计数 爥爲，然后以 犣长区段的混合能矩阵 ┡，┗，┖为起点再

执行合并公式（８．２．２），就得到了整个区间的解。
这里介绍一种利用矩阵指数函数 ２爫 精细算法［９］计算基本区

段矩阵 ┡，┗，┖的方法，当然也属于精细积分体系。首先考察可以

导出 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（８．１．８）的两端边值问题

╂

熮［］＝
┑ － （┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）

－ ┓Ｔ┓ － ┑［ ］Ｔ

╂［］熮 （８．２．８）

其状态转移矩阵为

熑（０，牠）＝ ｅ┘┾ （８．２．９）
其中
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┘＝
┑ － （┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１）

－ ┓Ｔ┓ － ┑［ ］Ｔ
（８．２．１０）

从而有

╂（牠）［ ］熮（牠）
＝ ｅ┘┾ ╂（０）［ ］熮（０）

（８．２．１１）

按照结构力学与最优控制的模拟关系，状态向量 ╂对应于位移，协

态向量 熮对应于内力。因此上式也可以认为是子结构链中位移与

内力的传递矩阵。
图 ８．２中的基本区段长度 犣＝ 牠牄－ 牠牃，其状态向量和协态向量

如图 ８．４中所示，并有如下关系式

╂（犣）［ ］熮（犣）
＝ ｅ┘犣 ╂（０）［ ］熮（０）

（８．２．１２）

图 ８．４ 区段示意图

按文献 ９附录 Ｂ中介绍的方法计算 ｅ┘犣，计算结果可以表示为

ｅ┘犣＝
１ ２
３ ［ ］４ （８．２．１３）

其中 １，２，３，４均为 牕维方阵。现在根据这些条件计算图 ８．３中区

段的混合能矩阵，根据前面给出的这些矩阵的力学意义，按下述步

骤来确定。
为 表述方便，下面将式（８．２．１２）写成等价的矩阵形式。令区

段左端为单位位移，右端无外力作用，即

┨（犣）［ ］
＝

１ ２
３ ［ ］４

┙牕［ ］熅（０）
（８．２．１４）

而此时 ┡等于左端的力，┖等于右端的位移，因此
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┡＝ 熅（０）＝－ －１
４ ３ （８．２．１５ａ）

┖＝ ┨（犣）＝ １＋ ２熅（０）＝ １－ ２－１
４ ３ （８．２．１５ｂ）

再令左端位移为 ０，右端作用有单位力，则有

┨（犣）
－ ┙［ ］牕

＝
１ ２
３ ［ ］４


熅［ ］（０）

（８．２．１６）

此时，┖Ｔ 等于左端的力，┗等于右端的位移，因而

┖Ｔ ＝ 熅（０）＝－ －１
４ （８．２．１７ａ）

┗＝ ┨（犣）＝ ２熅（０）＝－ ２－１
４ （８．２．１７ｂ）

这样就可以求出基本区段的混合能矩阵 ┡，┗，┖和 ┖Ｔ，┖和 ┖Ｔ 还

可 以分别计算以互相校验。需要注意的是计算中基本区段长度的

选取应保证特征值计数 爥爲＝ ０。

８．３ 算法与算例

（１）选定初始参数 犞。
（２）通过精细积分方法结合扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法在检

验两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的存在性的同时求解该方程。只要有一个方

程的解不存在，则减小参数 犞，再重复这一步。
（３）检验计算出的各个时刻 ┨（牠），┩（牠）值是否符合谱半径条

件。如果满足，犞是次优参数，可以减小。然后回到步骤 ２以寻求更

接近 最 优 值 的 参 数。如 果 不 满 足 条 件，增 大 犞值，然 后 回 到 步 骤

（２），再依次进行上面的步骤。
上述步骤结合二分法循环执行就可以找到满足给定的精度要

求的最优 爣∞ 范数 犞ｏｐｔ，并同时得到两个 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在区间

［０，牠ｆ］上的解。对于无限时间问题，计算的步骤是类似的，只要将

时间段取得足够长即可，因为这时 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的稳态解趋近

于代数方程的解。当然对此类问题也可以利用已有的其他方法［８］。

·６０２· 线性鲁棒控制的理论与计算



算例 ：
系统参数为

┑＝

－ ０．０８ － ３．０ ０ ２．０ ０．５
０．０４ － １．４ １０．０ ０ ０

－ ０．０１ － ４．０ － ２．８ ０ ０
０ ０ １．０ ０ ０．３

熿

燀

燄

燅０．２ ０ ０ ０ １．０

┒１＝

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

０．２ ０ ０．３ ０ ０
０．００１ ０．４ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０．５ ０ ０ ０ ０

┒２＝

０
－ ０．１
－ ３．３
０
１

熿

燀

燄

燅．１

┓１＝
０．５ ０ ０ ０ － ０．５
０ ０ ０．８ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０．５ ０

┓２＝
１．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０［ ］０．０ ０．０ ０．０ ４．０ ０．０

└２１＝
０ １ ０［ ］０ ０ １

└１２＝ ［０ ０ １］Ｔ

┣ｆ＝ ┙５× １０－３ ┠０＝ ┙５× １０－３

用本章介绍的方法分别计算不同区间长度时的 犞－２
ｏｐｔ，结果列

于表 ８１中。Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程 的 解 也 可 以 同 时 得 到，这 里 不 再 列

出。由表 ８１中的结果可见，随着区间长度的增加，结果趋于一个

定值。表 ８２及表 ８３则给出了不同区间长度时 ┨矩阵在区间起点

和 ┩矩阵在区间终点的值。
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表  例 计算结果

牠ｆ 犞－２
ｏｐｔ

１ １５．８３９２８９５４３８６

２ ２．５４１８５３６４６３９９

４ ０．２９４５４１３７４３４６

８ ０．０８５１０３２８１４２５

１２ ０．０５１９６９７２７０４５

１６ ０．０４１９２５１３７３８７

２４ ０．０４１４０９６９２７１２

３２ ０．０４１４０１００８４４２

６４ ０．０４１４００８７１２４６

１２８ ０．０４１４００８７１２４６

表 ┐ 算例 计算结果 —┨矩阵

牠ｆ ┨

１ ９．７２９５ － ２．７１４５ － ６．７６０３ １３．１８０５ － １７．０７４２
－ ２．７１４５ ０．７８５５ １．８７８７ － ３．６８６６ ４．７６０８
－ ６．７６０３ １．８７８７ ４．７８６５ － ９．１８５１ １１．８７９４
１３．１８０５ － ３．６８６６ － ９．１８５１ １７．９６５５ － ２３．１９８７

－ １７．０７４２ ４．７６０８ １１．８７９４ － ２３．１９８７ ３０．０２３８
２ １２．６８１８ － ５．５９９９ － ７．６２２０ ４９．８８６０ － ４７．００７７

－ ５．５９９９ ２．５０４７ ３．３５９７ － ２２．１３０４ ２０．８２４６
－ ７．６２２０ ３．３５９７ ４．６６７３ － ３０．０１６５ ２８．２７４６
４９．８８６０ － ２２．１３０４ － ３０．０１６５ １９８．３２２３ － １８６．５２３８

－ ４７．００７７ ２０．８２４６ ２８．２７４６ － １８６．５２３８ １７５．５７２４
４ ０．３０４４ － ０．１１９１ － ０．１６９５ ０．６５７８ － ０．５１８３

－ ０．１１９１ ０．０８６７ ０．０５６２ － ０．４５６３ ０．２８７９
－ ０．１６９５ ０．０５６２ ０．１８１３ － ０．３３１７ ０．２７２６

０．６５７８ － ０．４５６３ － ０．３３１７ ４．５２６２ － ２．９５１７
－ ０．５１８３ ０．２８７９ ０．２７２６ － ２．９５１７ ２．７６８７

·８０２· 线性鲁棒控制的理论与计算



（续表）

牠ｆ ┨

８ ０．３８６１ － ０．２６００ － ０．１７３９ １．９５３９ － ０．２５４２
－ ０．２６００ ０．３３４６ ０．０６２３ － ２．７６０８ － ０．１３６３
－ ０．１７３９ ０．０６２３ ０．１８２０ － ０．３７７４ ０．２４２６

１．９５３９ － ２．７６０８ － ０．３７７４ ２５．９３６４ １．１０３１
－ ０．２５４２ － ０．１３６３ ０．２４２６ １．１０３１ ３．０７８０

１２ ０．３７３６ － ０．２４５５ － ０．１７０１ １．８１０７ － ０．２３１４
－ ０．２４５５ ０．３２０３ ０．０５６８ － ２．６１５１ － ０．１８４５
－ ０．１７０１ ０．０５６８ ０．１８１３ － ０．３２５６ ０．２４５０

１．８１０７ － ２．６１５１ － ０．３２５６ ２４．４５８７ １．５４１５
－ ０．２３１４ － ０．１８４５ ０．２４５０ １．５４１５ ３．２１２８

１６ ０．３６６５ － ０．２３３９ － ０．１６９４ １．７０１５ － ０．２４３１
－ ０．２３３９ ０．３００８ ０．０５５９ － ２．４３０５ － ０．１６１２
－ ０．１６９４ ０．０５５９ ０．１８１１ － ０．３１７４ ０．２４４４

１．７０１５ － ２．４３０５ － ０．３１７４ ２２．７１４２ １．３２２８
－ ０．２４３１ － ０．１６１２ ０．２４４４ １．３２２８ ３．１６８２

２４ ０．３６６２ － ０．２３３４ － ０．１６９４ １．６９６３ － ０．２４３６
－ ０．２３３４ ０．２９９９ ０．０５５９ － ２．４２１７ － ０．１６０１
－ ０．１６９４ ０．０５５９ ０．１８１１ － ０．３１７０ ０．２４４４

１．６９６３ － ２．４２１７ － ０．３１７０ ２２．６３１１ １．３１２３
－ ０．２４３６ － ０．１６０１ ０．２４４４ １．３１２３ ３．１６６０

３２ ０．３６６１ － ０．２３３４ － ０．１６９４ １．６９６２ － ０．２４３７
－ ０．２３３４ ０．２９９８ ０．０５５９ － ２．４２１５ － ０．１６０１
－ ０．１６９４ ０．０５５９ ０．１８１１ － ０．３１７０ ０．２４４４

１．６９６２ － ２．４２１５ － ０．３１７０ ２２．６２９７ １．３１２１
－ ０．２４３７ － ０．１６０１ ０．２４４４ １．３１２１ ３．１６６０

６４ ０．３６６１ － ０．２３３４ － ０．１６９４ １．６９６２ － ０．２４３７
－ ０．２３３４ ０．２９９８ ０．０５５９ － ２．４２１５ － ０．１６０１
－ ０．１６９４ ０．０５５９ ０．１８１１ － ０．３１７０ ０．２４４４

１．６９６２ － ２．４２１５ － ０．３１７０ ２２．６２９７ １．３１２１
－ ０．２４３７ － ０．１６０１ ０．２４４４ １．３１２１ ３．１６６０
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表 ┐ 算例 计算结果 —┩矩阵

牠ｆ ┩

１ ０．１８９７ － ０．０３１２ － ０．０１１７ ０．０９８５ ０．７３１５
－ ０．０３１２ ０．０１５３ ０．００３５ － ０．０１３３ － ０．０８７１
－ ０．０１１７ ０．００３５ ０．００６５ － ０．００８６ － ０．０５９１

０．０９８５ － ０．０１３３ － ０．００８６ ０．０５６６ ０．４２７１
０．７３１５ － ０．０８７１ － ０．０５９１ ０．４２７１ ３．２７０８

２ １．３１８６ － ０．０６９７ － ０．０１９４ ０．２７２３ ２．４５８４
－ ０．０６９７ ０．０１５０ ０．００２８ － ０．０１４５ － ０．１１３３
－ ０．０１９４ ０．００２８ ０．００５７ － ０．００５９ － ０．０４３４

０．２７２３ － ０．０１４５ － ０．００５９ ０．０６７５ ０．５７１４
２．４５８４ － ０．１１３３ － ０．０４３４ ０．５７１４ ５．０２８２

４ １．８７７６ － ０．０５２９ － ０．０１８８ ０．２１７３ ３．３４７８
－ ０．０５２９ ０．０１３９ ０．００２４ － ０．０１００ － ０．０７５２
－ ０．０１８８ ０．００２４ ０．００５５ － ０．００４３ － ０．０４０１

０．２１７３ － ０．０１００ － ０．００４３ ０．０４８５ ０．４４１５
３．３４７８ － ０．０７５２ － ０．０４０１ ０．４４１５ ６．４９９６

８ １．９１０７ － ０．０５５９ － ０．０１９９ ０．２３１１ ３．４９７０
－ ０．０５５９ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８５４
－ ０．０１９９ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４５

０．２３１１ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４２ ０．４８９４
３．４９７０ － ０．０８５４ － ０．０４４５ ０．４８９４ ７．０７２４

１２ １．９０１１ － ０．０５５６ － ０．０１９７ ０．２２９６ ３．４７６９
－ ０．０５５６ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８４７
－ ０．０１９７ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４２

０．２２９６ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４２ ０．４８６３
３．４７６９ － ０．０８４７ － ０．０４４２ ０．４８６３ ７．０３２４

１６ １．８９８１ － ０．０５５５ － ０．０１９７ ０．２２９０ ３．４７０５
－ ０．０５５５ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８４５
－ ０．０１９７ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４１

０．２２９０ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４１ ０．４８５１
３．４７０５ － ０．０８４５ － ０．０４４１ ０．４８５１ ７．０１８６

２４ １．８９８０ － ０．０５５５ － ０．０１９７ ０．２２９０ ３．４７０２
－ ０．０５５５ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８４５
－ ０．０１９７ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４１
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（续表）

牠ｆ ┩

０．２２９０ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４１ ０．４８５１
３．４７０２ － ０．０８４５ － ０．０４４１ ０．４８５１ ７．０１７９

３２ １．８９８０ － ０．０５５５ － ０．０１９７ ０．２２９０ ３．４７０２
－ ０．０５５５ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８４５
－ ０．０１９７ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４１

０．２２９０ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４１ ０．４８５１
３．４７０２ － ０．０８４５ － ０．０４４１ ０．４８５１ ７．０１７９

６４ １．８９８０ － ０．０５５５ － ０．０１９７ ０．２２９０ ３．４７０２
－ ０．０５５５ ０．０１４２ ０．００２５ － ０．０１１３ － ０．０８４５
－ ０．０１９７ ０．００２５ ０．００５６ － ０．００４７ － ０．０４４１

０．２２９０ － ０．０１１３ － ０．００４７ ０．０５４１ ０．４８５１
３．４７０２ － ０．０８４５ － ０．０４４１ ０．４８５１ ７．０１７９

算例 ：
系统参数为

┑＝
－ １ ０［ ］０ ３

┒１＝
１ ０［ ］０ １

┒２＝ ［］０１
┓１＝

０ １［ ］１ ０
┓２ ［ ］＝ １ １ └１２＝ ［］０１ └２１ ［ ］＝ ０ １

在 牠ｆ→∞ 时，Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的稳态解趋近于对应的 Ｒｉｃｃａｔｉ代数

方 程的解，对于这个例题来说 牠ｆ≥ ４０已经足够。为了与别的计算

方法比较，本例将区间取足够长，使有限时间的解趋近于无限长时

间问题的解。表 ８４中的计算结果与上面的结论是相符的，其中无

限时间 爣∞ 输出反馈控制问题的结果利用 ＭＡＴＬＡＢ软件 犨分析

与 综 合 工 具 箱 中 的 函 数 求 解。用 精 细 积 分 方 法 可 以 得 到 两 个

Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程 的 解， 同 时 得 到 临 界 参 数 为 犞－２
ｏｐｔ ＝

０．０２５５９４９２９８３，即 该 调 节 器 问 题 的 最 优 爣∞ 范 数 为 犞ｏｐｔ＝
６．２５０６１９００９。
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表  例 计算结果

利用 犨工具箱中的函数

（无限时间，代数方程的解）

利用精细积分方法

（有限时间 爴＝ ４５，微分方程的解）

犞ｏｐｔ ６．２５０６１９００４ ６．２５０６１９００９

┨
０．３９５１６５７７８４ － １．５２２４８７８００

－ １．５２２４８７８００ ６．３２９３６６８７７

０．３９５１６５７７８３－ １．５２２４８７８００

－ １．５２２４８７８００ ６．３２９３６６８７７

┩
０．４７５０７２９３３５ － ０．７３８９００３８２８

－ ０．７３８９００３８２８ ５．７８９３４７９２２

０．４７５０７２９３３５ － ０．７３８９００３８２８

－ ０．７３８９００３８２８ ５．７８９３４７９２１

犱（┨┩） ３９．０７０２３７９４ ３９．０７０２３７９４

表 ┐ 算例 计算结果 —熤┄┅┉

牠ｆ 犞ｏｐｔ
１ １．７９６０９７７９５６６
２ ５．３２７１８２２０１７８
３ ６．１８５６１２２３０７３
５ ６．２４９１９４４４２６５
１０ ６．２５０６１８９５９１２
１５ ６．２５０６１９００９４５
２０ ６．２５０６１９００９４５
３０ ６．２５０６１９００９４５
４０ ６．２５０６１９００９４５
４５ ６．２５０６１９００９４５

图 ８．５则给出了在 犞ｏｐｔ＝ ６．２５０６１９００９时，两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解

矩 阵的谱半径及其乘积矩阵的谱半径随时间变化的曲线。图中曲

线 １为 犱（┨）与时间的关系，曲线 ２为 犱（┩）与时间的关系，曲线 ３
为 犱（┨┩）与时间的关系。

为了更清楚地看出各设计参数随区间长度变化的规律，表８５
和表８６分别给出了参数 犞ｏｐｔ，┨矩阵在区间起点和 ┩矩阵在区间

终点的值。
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表 ┐ 算例 计算结果 —┨矩阵及 ┩矩阵

牠ｆ ┨ ┩

１ ０．５０４２ － ２．００１１ ０．４８３７ － ０．７６５１
－ ２．００１１ ８．４８１２ － ０．７６５１ ４．８５３８

２ ０．３９９０ － １．５３８０ ０．４７４４ － ０．７４５４
－ １．５３８０ ６．３９４２ － ０．７４５４ ５．８４３５

３ ０．３９５４ － １．５２３４ ０．４７５０ － ０．７３８９
－ １．５２３４ ６．３３３０ － ０．７３８９ ５．７９１７

５ ０．３９５２ － １．５２２５ － １．５２２５ ６．３２９４
０．４７５１ － ０．７３８９ － ０．７３８９ ５．７８９４

１０ ０．３９５２ － １．５２２５ ０．４７５１ － ０．７３８９
－ １．５２２５ ６．３２９４ － ０．７３８９ ５．７８９３

１５ ０．３９５２ － １．５２２５ ０．４７５１ － ０．７３８９
－ １．５２２５ ６．３２９４ － ０．７３８９ ５．７８９３

２０ ０．３９５２ － １．５２２５ ０．４７５１ － ０．７３８９
－ １．５２２５ ６．３２９４ － ０．７３８９ ５．７８９３

３０ ０．３９５２ － １．５２２５ ０．４７５１ － ０．７３８９
－ １．５２２５ ６．３２９４ － ０．７３８９ ５．７８９３

４０ ０．３９５２ － １．５２２５ ０．４７５１ － ０．７３８９
－ １．５２２５ ６．３２９４ － ０．７３８９ ５．７８９３

图 ８．５ 犱（┨），犱（┩），犱（┨┩））在区间［０，牠ｆ］上的变化
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目前 爣∞ 控制系统设计的软件包主要解决与 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方

程有关的问题，对需要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的问题则难以处理。
结构力学与最优控制的模拟理论为研究解决这个问题提供了一条

新的途径。
本章介绍了精细积分方法求解有限时间 爣∞ 输出反馈控制问

题的过程，并将区间足够长时 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程稳态解的计算结果

与目前比较成熟算法的结果进行了比较，两者是一致的。对 爣∞

控制理论更详细的介绍可参考这方面的专著和相关文献 １～ ２，１０
～ １３。
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ａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，１９９４，１７（１）：１５３～１６０

１３ ＢａｓａｒＴ，ＢｅｒｎｈａｒｄＰ．爣∞牗牘牠ｉｍａｌＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＲｅｌａｔｅｄＭｉｎｉｍａｘＤｅｓｉｇｎ

Ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｂｏｓｔｏｎ：Ｂｉｒｋｈｏ
··
ｕｓｅｒ，１９９５
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第九章 分散 爣∞控制与滤波

分散控制是大系统理论中的一个重要分支，是解决大规模复

杂系统控制的一种有效的方法。大系统广泛存在于工程技术和社

会经济的诸多领域：例如对国家安全具有重要意义的空间站、航天

飞机等大型航天器、大型预警雷达网及快速反击武器系统；对经济

发展至关重要的大型电力网、大型通讯网络系统、工业机器人等。
由于构成大系统的基本单元数量众多、结构层次复杂、信息采集处

理量巨大，使得大系统的建模、分析及控制都非常复杂，对大系统

采用集中式的控制模式通常非常困难，甚至无法实现，因此需要采

用分散控制或递阶控制等方案以确保系统的稳定运行及性能指标

的优化。在此基础上，还要求控制系统具备鲁棒性、自适应性、故障

诊断及容错能力等一系列智能控制特性，这是复杂大系统控制的

发展趋势［１］［２］。
本书前面的章节已经介绍了离散及连续 爣∞ 控制和 爣∞ 滤波

系统设计的理论与计算方法。本章则进一步基于结构力学中的模

态综合法研究分散 爣∞ 控制系统的范数计算问题，并将这一方法

用于研究其对偶问题——分散 爣∞滤波问题。

９．１ 大系统分散 爣∞ 控制

爣∞ 鲁棒控制理论与分散控制技术相结合在解决大系统的干

扰 抑制、可靠控制等问题方面有其特定的优势［３～５］。从实际控制系

统设计的角度讲，闭环控制系统最优参数 犞－２
ｏｐｔ的确定（即系统最优

范数 犞ｏｐｔ的确定）是应当首先考虑的问题。本书前面已经介绍过，



线性二次（ＬＱ）控制以及 ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波与结构静力学互相模

拟［６］；爣∞ 控制及 爣∞ 滤波的临界参数 犞－２
ｏｐｔ与结构力学中振动问题

的一阶特征值互相对应［７～９］；本章的内容则进一步表明结构力学

中的动力子结构分析对应于分散 爣∞ 控制和滤波问题。
首先考虑状态反馈 爣∞ 控制问题。设大系统的状态方程为

╂＝ ┑╂＋ ┒１╁＋ ┒２┿ （９．１．１）
╄＝ ┓╂＋ └┿ （９．１．２）

其中 ╂是 牕维状态向量，┿是 牔２维控制向量，╁是 牔１维过程干扰噪

声向量，矩 阵 ┑，┒１，┒２，┓，└具 有 恰 当 的 维 数。设（┑，┒１），（┑，┒２）
可控，且

└Ｔ└＝ ┙牔２ （９．１．３ａ）

┓Ｔ└＝  （９．１．３ｂ）
有限时间段［０，牠ｆ］上的 爣∞ 控制问题可以归结为下列变分问

题：

‖‖２＝ ｍａｘ
╁

ｍｉｎ
┿

∫
牠ｆ

０
╄Ｔ╄ｄ牠＋ ╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ）

∫
牠ｆ

０
╁Ｔ╁ｄ牠

（９．１．４）

其中 ‖‖ 是闭环系统的 爣∞ 范数，┣ｆ是半正定矩阵，下标 ｆ表示

在 牠＝牠ｆ处取值。利用条件（９．１．３），可将其中的二次指标进一步表

示为

爥＝ １
２∫

牠ｆ

０
（╂Ｔ┓Ｔ┓╂＋ ┿Ｔ┿）ｄ牠＋ １

２╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ） （９．１．５）

以上是对整个大系统集中控制问题的描述。分散控制技术则

是将大系统的状态向量 ╂分解为 牘个状态子向量 ╂牏，牏＝ １，２，…，牘
之直和，它们互不相交。通过分别对 牘个子系统进行控制来实现大

系统的控制目标［１～５］。此时任一子系统的状态方程可表示为

╂牏＝ ┑牏牏╂牏＋ ┒１，牏牏╁牏＋ ┒２，牏牏┿牏＋ 
牘

牐≠牏
┑牏牐╂牐 （９．１．６）
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╄牏＝ ┓牏牏╂牏＋ └牏牏┿牏 （９．１．７）
其 中 矩 阵 ┑牏牐 表 示 子 系 统 之 间 的 联 系，还 可 以 表 示 为 ┑牏牐＝

┝牏├牏牐┘牐（牏≠ 牐），而 ├Ｔ
牏牐├牏牐＜ ┙。另外要求（┑牏牏，┒２，牏牏），（┑牏牏，┒１，牏牏）可控，

└Ｔ
牏牏└牏牏＝ ┙且 ┓Ｔ

牏牏└牏牏＝ 。
对于无限时间域的分散 爣∞ 控制问题，文献３给出了下列控制

方案：对 预 先 给 定 的 常 数 犞＞ ０，如 果 存 在 常 数 犣牏＞ ０使 得“局

部”Ｒｉｃｃａｔｉ方程

┑Ｔ
牏牏┠牏＋ ┠牏┑牏牏－ ┠牏（┒２，牏牏┒Ｔ

２，牏牏－ 犞－２┒１，牏牏┒Ｔ
１，牏牏）┠牏＋ ┓Ｔ

牏牏┓牏牏＋

犣牏┠牏┝牏┝Ｔ
牏┠牏＋ 

牘

牐≠牏

１
犣槏 槕牐

┘Ｔ
牏┘牏＋ ┡牏＝  （９．１．８）

存在对称正定解 ┠牏（牏＝ １，２，…，牘），其中 ┡牏是给定的正定矩阵，则

由 式（９．１．６）、（９．１．７）构成的大系统是分散可镇定的，且闭环大

系统的 爣∞ 范数小于 犞。各子系统的局部状态反馈增益矩阵为

┛牏＝－ ┒Ｔ
２，牏牏┠牏 （９．１．９）

大系统的 爣∞ 范数则定义为

‖（牞）‖∞ ＝ ‖（┓＋ └┛）（牞┙－ ┑）－１┒１‖∞

其中

┑＝ ┑＋ ┒２┛

┑＝

┑１１ ┑１２ … ┑１牘

┑２１ ┑２２  ┑２牘

   
┑牘１ … … ┑

熿

燀

燄

燅牘牘

┒２＝ ｄｉａｇ［┒２，１１，┒２，２２，…，┒２，牘牘］

┒１＝ ｄａｉｇ［┒１，１１，┒１，２２，…，┒１，牘牘］

┓＝ ｄｉａｇ［┓１１，┓２２，…，┓牘牘］

└＝ ｄｉａｇ［└１１，└２２，…，└牘牘］

┛＝ ｄｉａｇ［┛１，┛２，…，┛牘］
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目 前 分 散 爣∞ 控 制 问 题 的 解 法 大 都 基 于 上 述 类 型 的 代 数

Ｒｉｃｃａｔｉ方程［３，４，５］，虽然 ┡牏并不影响此问题的可解性条件［３］，但对

于 复杂大规模系统，确定这一系列方程的可解性条件以及系统在

分散控制器作用下的最优 爣∞ 范数比较困难。本章从有限时间控

制 问 题 出 发，基 于 结 构 力 学 与 最 优 控 制 的 模 拟 关 系，利 用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的模态综合法计算 爣∞ 分散控制系统的临界参数

犞－２
ｏｐｔ。

为简单起见，设 牘＝ ２，则系统矩阵及向量也相应地成为分块

形式：

╂＝
╂１

╂［ ］２ （９．１．１０ａ）

╄＝
╄１
╄［ ］２ （９．１．１０ｂ）

┿＝
┿１

┿［ ］２ （９．１．１０ｃ）

╁＝
╁１

╁［ ］２ （９．１．１０ｄ）

┑＝
┑１１ 犡┑１２

犡┑２１ ┑［ ］２２
（９．１．１１ａ）

┒２＝
┒２，１１ 
 ┒［ ］２，２２

（９．１．１１ｂ）

┒１＝
┒１，１１ 
 ┒［ ］１，２２

（９．１．１１ｃ）

┓＝
┓１１ 
 ┓［ ］２２

（９．１．１１ｄ）

└＝
└１１ 
 └［ ］２２

（９．１．１１ｅ）
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从上述公式可以看出，除了 ┑阵的分块中有带参数的子块外，
其他 的 项 对 于 两 个 状 态 子 向 量 ╂１，╂２ 的 方 程 都 是 分 立 的，将 式

（９．１．６）及（９．１．７）代入方程（９．１．１）～ （９．１．４）可得

╂１＝ ┑１１╂１＋ 犡┑１２╂２＋ ┒１，１１╁１＋ ┒２，１１┿１ （９．１．１２ａ）
╄１＝ ┓１１╂１＋ └１１┿１ （９．１．１２ｂ）

╂２＝ ┑２２╂２＋ 犡┑２１╂１＋ ┒１，２２╁２＋ ┒２，２２┿２ （９．１．１３ａ）
╄２＝ ┓２２╂２＋ └２２┿２ （９．１．１３ｂ）

如果取 犡＝ ０，则所得的方程组表明这是两个完全独立的系统，这

里所采用的子系统之间的联系形式与式（９．１．６）、（９．１．７）中略有

不同。含 犡项将两个子系统联系在一起，在分析时可以先将它们独

立分析，然后再把它们通过含 犡的项联系在一起，而且 犡不必一定

是小参数。
文献 ７采用精细积分法求解 爣∞ 控制的临界最优参数值 犞－２

ｏｐｔ，
即一阶特征值，利用精细积分还可以进一步求解 爣∞ 控制的全部

特 征解［犞－２
牐 ，熻牐（牠）］（牐＝ １，２，３，．．．），其中 熻牐（牠）是无穷多个特征

函数。熻牐（牠）是定义于区间［０，牠ｆ］上的向量函数，组成此向量的向

量 ╂犺牐和 熮犺牐则分别构成状态向量 ╂及其对偶向量 熮的正交基，这相

当于结构振动的振型。
精细积分首先用于初值问题的积分［１０～１２］，随后又推广到两点

边值问题［１３～１５］，而与两点边值问题密切相关的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

也可由此法求解。本章中特征解的计算也采用这种方法。求解了子

系 统的特征解后，对全系统的分析可采用子系统特征解的综合方

法［１６，１７］，因此分散 爣∞ 控制系统最优参数的计算与结构动力分析

的模态综合法是一致的。

９．２ 爣∞ 控制子系统的特征解

将大系统分解为各个子系统，并取 犡＝ ０，则各个子系统之间

·０２２· 线性鲁棒控制的理论与计算



的 耦合解除。对其中的任一个子系统，省略其编号下标，则可用式

（９．１．１）、（９．１．２）描述，而问题的变分形式为

‖‖２＝ ｍａｘ
╁

ｍｉｎ
┿

∫
牠ｆ

０
╄Ｔ╄ｄ牠＋ ╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ）

∫
牠ｆ

０
╁Ｔ╁ｄ牠

（９．２．１）

其中 ┣ｆ是给定的半正定矩阵。问题成为方程（９．１．１）和（９．１．２）约

束下的极小 极大问题。第七章中已经介绍过这一问题。
对 约束方程（９．１．１）引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ向量乘子函数 熮（牠），并将

式（９．１．２）代入。对向量 ┿和 ╁取极值并考虑到式（９．１．３）得

┿＝－ ┒Ｔ
２熮 （９．２．２）

╁＝ 犞－２┒Ｔ
１熮 （９．２．３）

其中 犞＝ ‖‖。对于任一个参数 犞－２，消去 ┿和 ╁给出

爥＝∫
牠ｆ

０
－ 熮Ｔ╂＋ 熮Ｔ┑╂＋ １

２犞－２熮Ｔ┒１┒Ｔ
１熮－ １

２熮Ｔ┒２┒Ｔ
２槏 熮＋

１
２╂Ｔ┓Ｔ 槕┓╂ｄ牠＋ １

２╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ） （９．２．４）

犠爥＝ ０
完成变分运算得到对偶微分方程

╂＝ ┑╂－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）熮 （９．２．５ａ）

熮＝－ ┓Ｔ┓╂－ ┑Ｔ熮 （９．２．５ｂ）
对应的边界条件为

╂（０）＝ ╂０ （９．２．６ａ）

熮（牠ｆ）＝ ┣ｆ╂（牠ｆ） （９．２．６ｂ）
其中 ╂０是给定向量，即初始状态。定义系统（９．２．５）和（９．２．６）的

全状态向量为

╀（牠）＝
╂（牠）［ ］熮（牠）

（９．２．７）

由边界条件（９．２．６ｂ）可知线性对偶微分方程（９．２．５）的解有
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下列关系：
熮（牠）＝ ┣（牠）╂（牠） （９．２．８）

其中 ┣（牠）是一个 牕× 牕对称矩阵，将其代入对偶微分方程（９．２．５）
给出

┣＝－ ┓Ｔ┓－ ┑Ｔ┣－ ┣┑＋ ┣（┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┣，┣（牠ｆ）＝ ┣ｆ

（９．２．９）

╂＝ ［┑－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２┒１┒Ｔ

１）┣］╂，╂（０）＝ ╂０ （９．２．１０）
方程（９．２．９）就是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程，求解 牕× 牕矩阵 ┣（牠）后，状态

向量 ╂（牠）可以通过向前逐步积分时变微分方程（９．２．１０）而获得。
上述问题中 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程（９．２．９）的求解是关键一步。标

准 爣∞ 控制问题要求参数 犞－２一定是次优的，即 犞－２＞ 犞－２
ｏｐｔ，其中

犞－２
ｏｐｔ＝ 犞－２

１ 为一阶特征值，此时解矩阵 ┣（牠）在区间［０，牠ｆ］内可以保

证不出现无穷大。但当前的问题需要全部特征值 犞－２
牐 （牐＝ １，２，…）

及相应的特征函数向量 熻牐（牠），至少要有前 牕牉阶特征解。此时 ┣牐（牠）
在整个时间段［０，牠ｆ］内会出现无穷大，这里 ┣牐（牠）是对应于 犞－２

牐 （牐

＝ １，２，…）的 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解矩阵，┣牐（牠）在力学上的解释是

刚度阵，当参数 犞－２超过基本特征值 犞－２
ｏｐｔ＝ 犞－２

１ 时，在［０，牠ｆ］内必然

出现无穷大，但特征函数向量 熻牐（牠）不会出现无穷大问题。
变分原理（９．２．４）可以改写为

犠（犆１－ 犞－２犆２）＝ ０ （９．２．１１）
其中

犆１＝∫
牠ｆ

０
熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２熮Ｔ┒２┒Ｔ
２熮－ １

２╂Ｔ┓Ｔ［ ］┓╂ｄ牠－

１
２╂Ｔ（牠ｆ）┣ｆ╂（牠ｆ） （９．２．１２）

犆２＝ １
２∫

牠ｆ

０
［熮Ｔ┒１┒Ｔ

１熮］ｄ牠 （９．２．１３）

变分方程（９．２．１１）可以写为
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犞－２＝ ｍｉｎ
熮

ｍａｘ
╂

Π１

Π２
（９．２．１４）

这是广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商，其中有两类变量 ╂与 熮参与变分。当矩阵 ┓
是满秩时，广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商可以退化为常见的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商。但在

最优控制问题中，矩阵 ┓常常不是满秩的，此时系统的可控性与可

观性保证了广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的存在。
运用精细积分法再结合扩展的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法［１８］，可

以将任意 牕牉个特征值计算到选择的精度。文献 ７给出的算法只计

算最低阶特征值，且未给出相应的特征函数向量 熻１（牠），不能适合

当前问题的需要。分散控制需要对各个子系统作出分析，即令 犡＝
０，求解各子系统前 牕牉阶特征解［犞－２

牐 ，熻牐（牠）］（牐＝ １，２，…，牕牉），在此

基础上考虑子系统间的耦合条件（此时 犡＞ ０），并按照模态综合法

计 算整个系统的最优范数。综合全部分散子系统的特征解以获得

整体大系统的特征值，这在结构力学的动力分析中有相似的情况，
称为子结构模态综合法［１６，１７］。

当 前 所 考 虑 的 状 态 反 馈 控 制 问 题 解 的 形 式 是 熮（牠）＝
┣（牠）╂（牠），两端齐次边界条件为

╂（０）＝  （９．２．１５ａ）
熮（牠ｆ）＝ ┣ｆ╂（牠ｆ） （９．２．１５ｂ）

如果 犞－２不是特征值，则 Ｒｉｃｃａｔｉ矩阵 ┣（０）（即刚度矩阵）并不是无

穷 大，对 偶 微 分 方 程 满 足 齐 次 边 界 条 件（９．２．１５）的 解 只 有 平 凡

解。然而当 犞－２的取值是特征值 犞－２
牐 时，┣（０）将是数值非常大的奇

异矩阵。据此可以找到非零向量 熮（０）对应于边界条件（９．２．１５）。
然后由 ╂（０），熮（０）开始，利用 ２爫 算法可将全状态的特征函数向量

计算出来。即

犞－２
牐 ，熻牐（牠）＝

╂犺牐（牠）
熮犺牐

烄

烆 （牠）
，（牐＝ １，２，３，…） （９．２．１６）

其中下标 犺表示 ╂犺牐（牠），熮犺牐（牠）是向量 熻牐（牠）的组成部分，牐表示阶
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次。
通过精细积分与扩展 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法的结合使用，可

以将给定范围 ０＜ 犞－２
牐 ＜ 犞－２

＃ 内的特征解全部找出，这里 犞－２
＃ 是预

先 给定的一个值。得到全部特征解后，任意初值条件与任意参数

犞－２ ＜ 犞－２
ｏｐｔ 的 全 状 态 向 量 就 可 以 用 全 状 态 的 特 征 向 量 函 数

（９．２．１６）展开来表示。

９．３ 特征解的正交归一性、
完备性及展开定理

结构振动问题中特征向量展开是一种基本的求解方法，其前

提是特征向量的正交性和完备性。结构振动问题是 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商特

征值问题，属于 Ｌａｇｒａｎｇｅ体系，但 爣∞ 控制是广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商特

征值问题，属于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，其正交性应当重新考察。这里所讨

论的特征值问题的特征函数显然满足下列特性。

∫
牠ｆ

０
熻Ｔ

牏（牠）┚ ｄ
ｄ牠［ ］［ ］＋ ┘ 熻牐（牠）ｄ牠＝ ０ （９．３．１）

其中

┚＝
 ┙［ ］－ ┙ 

（９．３．２ａ）

┘＝
－ ┑ ┒２┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒Ｔ
１

┓Ｔ┓ ┑［ ］Ｔ
（９．３．２ｂ）

下面基于上述关系给出更具体的结果。设有两个特征解 熻牏（牠）与 熻
牐（牠），它们分别满足方程

熻牏（牠）＋ ┘熻牏（牠）＝  （９．３．３ａ）
熻牐（牠）＋ ┘熻 牐（牠）＝  （９．３．３ｂ）

即

╂犺牏＝ ┑╂犺牏－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２

牏 ┒１┒Ｔ
１）犧犺牏 （９．３．４ａ）
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熮犺牏＝－ ┓Ｔ┓╂犺牏－ ┑Ｔ熮犺牏 （９．３．４ｂ）

╂犺牐＝ ┑╂犺牐－ （┒２┒Ｔ
２ － 犞－２

牐 ┒１┒Ｔ
１）犧犺牐 （９．３．５ａ）

熮犺牐＝－ ┓Ｔ┓╂犺牐－ ┑Ｔ熮犺牐 （９．３．５ｂ）
和（９．２．６）中给定的齐次边界条件。将 熮Ｔ

犺牐左乘式（９．３．４ａ），╂Ｔ
犺牐左

乘式（９．３．４ｂ），按照（９．３．１）式，将两者相减后对［０，牠ｆ］全区段积

分，运用分部积分法，并注意到 熮犺牏（牠ｆ）＝ ┣ｆ╂犺牏（牠ｆ），可导出

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐－ 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏－ 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐＋ 熮Ｔ

犺牐（┒２┒Ｔ
２

－ 犞－２
牏 ┒１┒Ｔ

１）犧犺牏－ ╂Ｔ
犺牐┓Ｔ┓╂犺牏］ｄ牠－ ╂Ｔ

犺牐（牠ｆ）┣ｆ╂犺牏（牠ｆ）＝ ０
（９．３．６）

上式就是（９．３．１）式所表述的特征函数正交性的具体形式。将 熮Ｔ
犺牏

左乘式（９．３．５ａ），╂Ｔ
犺牏左乘式（９．３．５ｂ），相减后再对［０，牠ｆ］全区段积

分，运用分部积分法，并注意到 熮犺牐（牠ｆ）＝ ┣ｆ╂犺牐（牠ｆ），又可导出

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐－ 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏－ 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐＋ 熮Ｔ

犺牐（┒２┒Ｔ
２ －

犞－２
牐 ┒１┒Ｔ

１）犧犺牏－ ╂Ｔ
犺牐┓Ｔ┓╂犺牏］ｄ牠－ ╂Ｔ

犺牐（牠ｆ）┣ｆ╂犺牏（牠ｆ）＝ ０ （９．３．７）
两者相减得到

（犞－２
牏 － 犞－２

牐 ）∫
牠ｆ

０
熮Ｔ
犺牐┒１┒Ｔ

１熮犺牏ｄ牠＝ ０ （９．３．８）

上式就是特征函数对于非负对称矩阵 ┒１┒Ｔ
１ 的正交性定理：对于不

同的特征值 犞－２
牏 与 犞－２

牐 ，相应的全状态特征函数 熻牏（牠）和 熻牐（牠）对于

非负对称矩阵 ┒１┒Ｔ
１ 是正交的。这与结构振动中特征向量对于质量

阵的正交类似。而归一化条件则可以表示为

１
２∫

牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牏┒１┒Ｔ
１熮犺牏］ｄ牠＝ １ （９．３．９）

运用该正交性结果，由（９．３．６）得到

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐－ 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏－ 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐＋ 熮Ｔ

犺牐┒２┒Ｔ
２熮犺牏－

╂Ｔ
犺牐┓Ｔ┓╂犺牏］ｄ牠－ ╂Ｔ

犺牐（牠ｆ）┣ｆ╂犺牏（牠ｆ）＝ ０ （９．３．１０）
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这 与结构振动时特征向量对于刚度阵的正交类似。由归一化条件

（９．３．９），又有

∫
牠ｆ

０
熮Ｔ
犺牏╂犺牏－ 熮Ｔ

犺牏┑╂犺牏＋ １
２熮Ｔ

犺牏┒２┒Ｔ
２熮熻┳－ １

２╂Ｔ
犺牏┓Ｔ┓╂［ ］犺牏 ｄ牠－

１
２╂Ｔ

犺牏（牠ｆ）┣ｆ╂犺牏（牠ｆ）＝ 犞－２
牏 （９．３．１１）

特征函数的完备性参照文献 ２０中的证明步骤在这里给出。由

方程（９．２．５）的矩阵形式

－ ╂

－ 熮［ ］＋
┑ － ┒２┒Ｔ

２ ＋ 犞－２┒１┒Ｔ
１

－ ┓Ｔ┓ － ┑［ ］Ｔ

╂［］熮＝  （９．３．１２）

可以定义下列算子

＝－ ┙ｄ
ｄ牠＋

┑ － ┒２┒Ｔ
２

－ ┓Ｔ┓ － ┑［ ］Ｔ
（９．３．１３ａ）

＝
 － ┒１┒Ｔ

１［ ］ 
（９．３．１３ｂ）

再 根 据 式（９．２．１２）及（９．２．１３），对 任 意 全 状 态 向 量 函 数 ╀（牠）＝
［╂Ｔ

牤，熮Ｔ
牤］Ｔ 及 熪（┾）＝ ［╂Ｔ

犤，熮Ｔ
犤］Ｔ 定义下列二次型泛函

犆１（╀，熪）＝ １
２∫

牠ｆ

０
╀Ｔ（┚）熪ｄ牠＝ １

２∫
牠ｆ

０

╂牤

熮［ ］牤
Ｔ

（┚）
╂犤

熮［ ］犤 ｄ牠＝

１
２∫

牠ｆ

０
［熮Ｔ

牤╂犤＋ 熮Ｔ
犤╂牤－ 熮Ｔ

牤┑╂犤－ 熮Ｔ
犤┑╂牤＋ 熮Ｔ

牤┒２┒Ｔ
２熮犤－

╂Ｔ
牤┓Ｔ┓╂牤］ｄ牠－ １

２╂Ｔ
牤（牠ｆ）┣ｆ╂犤（牠ｆ） （９．３．１４ａ）

及

犆２（╀，熪）＝ １
２∫

牠ｆ

０
╀Ｔ（┚）熪ｄ牠＝ １

２∫
牠ｆ

０

╂牤

熮［ ］牤
Ｔ

（┚）
╂犤

熮［ ］犤 ｄ牠＝

１
２∫

牠ｆ

０
［熮Ｔ

牤┒１┒Ｔ
１熮犤］ｄ牠 （９．３．１４ｂ）

对 于这里所讨论的问题，其特征函数的完备性是指任意满足边界

条件（９．２．６）的连续函数 ╀（牠）都可以表示为
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犆２（╀，╀）＝ 
∞

牐＝１
牃２
牐 （９．３．１５）

其中

牃牐＝ １
２∫

牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐（牠）┒１┒Ｔ
１熮牤（牠）］ｄ牠 （９．３．１６）

这是由正交性定理和归一化条件得到的。
为证明（９．３．１５），首先考虑用前 牕阶特征函数逼近 ╀（牠），并令

两者之差为

熶牕（牠）＝ ╀（牠）－ 
牕

牐＝１
牃牐熻 牐（牠） （９．３．１７）

则显然有

犆２［熻 牐（牠），熶牕（牠）］＝ ０，（牐＝ １，２，３，．．．，牕）（９．３．１８）
从而下列不等式成立

０≤ 犆２［熶牕（牠），熶（牠）］＝

犆２ ╀（牠）－ 
牕

牐＝１
牃牐熻 牐（牠），╀（牠）－ 

牕

牐＝１
牃牐熻 牐［ ］（牠）＝

犆２［╀（牠），╀（牠）］－ 
牕

牐＝１
牃２
牐＝

犆２［熮牤（牠），熮牤（牠）］－ 
牕

牐＝１
牃２
牐 （９．３．１９）

利用前面的正交性条件（９．３．１１）还可得到

犆１［熻 牐（牠），熶牕（牠）］＝ ０ （９．３．２０）
基于上述关系及（９．３．１４ａ）可得

犆１［╀（牠），╀（牠）］＝

犆１ 
牕

牐＝１
牃牐熻 牐（牠），

牕

牐＝１
牃牐熻 牐［ ］（牠）＋

２犆１ 
牕

牐＝１
牃牐熻 牐（牠）熶牕［ ］（牠）＋ 犆１［熶牕（牠），熶牕（牠）］＝

·７２２·第九章 分散 爣∞控制与滤波



犆１ 
牕

牐＝１
牃牐熻 牐（牠），

牕

牐＝１
牃牐熻 牐［ ］（牠）＋ 犆１［熶牕（牠），熶牕（牠）］＝


牕

牐＝１
犞－２
牐 牃２

牐＋ 犆１［熶牕（牠），熶牕（牠）］ （９．３．２１）

因 为 犆１［╀（牠），╀（牠）］是 有 界 的［２１］，而 且
牕

牐＝１
犞－２
牐 牃２

牐 为 一 正 数，所 以

犆１［熶牕（牠），熶牕（牠）］必有上界，再考虑到ｌｉｍ
牕→∞

犞－２
牕 ＝ ∞ 以及特征值 犞－２

牕＋１

满足的不等式

犞－２
牕＋１犆２［熶牕，熶牕］≤ 犆１［熶牕，熶牕］ （９．３．２２）

必然有 牕→ ∞ 时

犆２［╀（牠），╀（牠）］－ 
∞

牐＝１
牃２
牐＝ 犆２［熶（牠），熶（牠）］→ ０（９．３．２３）

这就证明了（９．３．１５）式，即特征函数的完备性。
由于这些特征函数是完备的，故任意全状态向量函数 ╀（牠）可

以用特征解来展开

╀（牠）＝
╂牤（牠）
熮牤

烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝ 

∞

牐
牃牐熻 牐（牠）＝ 

∞

牐
牃牐

╂犺牐（牠）
熮犺牐

烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
（９．３．２４）

其中 牃牐由（９．３．１６）式定义。

需要说明的是，特征解一定保证 犆２＝∫
牠ｆ

０
熮Ｔ
犺牐（牠）┒１┒Ｔ

１熮犺牐（牠）ｄ牠＞

０，所以归 一 化 条 件 可 以 成 立。事 实 上，特 征 解 是 从 广 义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
商（９．２．１２）～ （９．２．１４）导出的，对于有限值 牐，特征值 犞－２

牐 不会是

无穷大，表明 犆２不可能是零。

９．４ 分散控制系统最优 爣∞ 范数计算

现在基于模态综合的思想研究分散 爣∞ 控制系统最优范数的

计算问题，即基本特征值 犞－２
ｏｐｔ 的计算。前文为表述简单起见，各子
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系统的基本特征值也用 犞－２
ｏｐｔ表示。本节的 犞－２

ｏｐｔ指的则是全系统的特

征值。子系统的划分规则是将全系统的状态向量 ╂表示为子系统

状 态向量 ╂（牏）的直和，相应地对偶向量 熮也是 熮（牏）的直和，下面采用

变分问题的直接法来求解。
因为变分原理（９．２．１４）中有两类变量 ╂与 熮独立地变分，并

且对于泛函是取最小 最大（ｍｉｎｍａｘ），所以仅利用全部子系统的

特 征解来展开是不够的。通常所说的按特征解展开是基于一类变

量自共轭算子的展开定理［２０］，该定理表明第 １个子系统的状态向

量 ╂（１）可以用其特征向量的状态向量部分 ╂（１）
牐 来展开，同样第 １个

子系统的对偶向量 熮（１）可以用其特征向量的对偶向量部分 熮（１）
牐 来

展 开。但这个问题中两个展开式的系数是互相无关的，也就是说，
状态向量与其对偶向量应分别展开，即

╂（牠）＝
╂（１）

╂
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牄（１）牐 ╂（１）

牐


牑
牄（２）牑 ╂（２）

烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．４．１ａ）

熮（牠）＝
熮（１）

熮
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牃（１）
牐 熮（１）

牐


牑
牃（２）
牑 熮（２）

烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．４．１ｂ）

根 据线性组合原理，也可以将系数 牃（牏）的形函数取为子系统的全

特征向量函数，于是

╂（牠）＝
╂（１）

╂
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
（牃（１）

牐 ＋ 牄（１）牐 ）╂（１）
牐


牑
（牃（２）

牑 ＋ 牄（２）牑 ）╂（２）
烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．４．２ａ）

熮（牠）＝
熮（１）

熮
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牃（１）
牐 熮（１）

牐


牑
牃（２）
牑 熮（２）

烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．４．２ｂ）

相当于
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╀（牠）＝
╀（１）

╀
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
（牃（１）

牐 熻 （１）
牐＋ 牄（１）牐 熣（１）

牐 ）


牑
（牃（２）

牑 熻 （２）
牑＋ 牄（２）牑 熣（２）

牑

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
（９．４．３）

其中 牃（１）
牐 ，牃（２）

牑 ，牄（１）牐 ，牄（２）牑 为待定参数，这些参数由变分原理（９．２．１４）
来 确定，熣（牏）

牐 表示对应于向量函数 熣（牏）＝｛╂（牏）Ｔ，Ｔ｝Ｔ的第 牐阶特征函

数（牏＝ １，２）。
公式（９．２．１２）与（９．２．１３）中的各项除 ┑阵外，都是各子系统

独立的。因此大系统的 犆１与 犆２分别是各子系统的变分泛函 犆（牏）
１

与 犆（牏）
２ 之和，再加上 ┑阵中含有 犡的非对角子矩阵。这里先将 犆（牏）

１

与 犆（牏）
２ 计算出来。理论上讲特征函数展开需要取无穷多项，但实际

上，只需要取有限多项就可以了［１６，１７］。设子系统 １和 ２分别取 牕牉１和

牕牉２项展开，相应的泛函为

犆（牏）
１ ＝∫

牠ｆ

０
熮（牏）Ｔ╂（牏）－ 熮（牏）Ｔ┑牏牏╂（牏）＋ １

２熮（牏）Ｔ┒２，牏牏┒Ｔ
２，牏牏熮（牏）［ －

１
２╂（牏）Ｔ┓Ｔ

牏牏┓牏牏╂ ］（牏） ｄ牠－ １
２╂（牏）Ｔ（牠ｆ）┣ｆ牏牏╂（牏）（牠ｆ） （９．２．１２′）

犆（牏）
２ ＝ １

２∫
牠ｆ

０
［熮（牏）Ｔ┒１，牏牏┒Ｔ

１，牏牏熮（牏）］ｄ牠 （９．２．１３′）

将 ╂（牏），熮（牏）代入，根据正交归一条件以及（９．３．４ｂ）（９．３．５ｂ），可以

导出

犆（牏）
１ ＝ 

牕牉牏

牐＝１
犞（牏）－２

牐 牃（牏）２
牐 －∫

牠ｆ

０
牕牉牏

牑＝１
（╂（牏）Ｔ

牐 ┓Ｔ
牏牏┓牏牏╂（牏）

牑 燉２）燈（牄（牏）牐 牄（牏）牑［ ］）［ ｄ牠－


牕牉牏

牑＝１
［（╂（牏）Ｔ

牐ｆ ┣ｆ牏牏╂（牏）
牑ｆ燉２）燈（牄（牏）牐 牄（牏）牑 ］）］＝


牐
犞（牏）－２

牐 牃（牏）２
牐 － ┬（牏）Ｔ┓（牏）

牅 ┬（牏）燉２ （９．４．４ａ）

其中

┓（牏）
牅 ＝∫

牠ｆ

０
┨（牏）Ｔ┓Ｔ

牏牏┓牏牏┨（牏）ｄ牠－ ┨（牏）Ｔ
ｆ ┣ｆ牏牏┨（牏）

ｆ
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而 ┨（牏）＝ ［╂（牏）
１ ，╂（牏）

２ ，…，╂（牏）
牕牉牏］是 牏号子系统特征向量函数组成的子

矩阵，┨（牏）
ｆ 是矩阵 ┨（牏）在 牠＝ 牠ｆ时的值，┬（牏）＝ ｛牄（牏）１ ，牄（牏）２ ，…，牄（牏）牕牉牏｝

Ｔ 是

参数组成的待定向量。由于 牏号子系统的可控可观性，┓（牏）
牅 是对称

正定矩阵［１８］。又因为

犆（牏）
２牐 ＝∫

牠ｆ

０
［熮（牏）Ｔ

牐 ┒１，牏牏┒Ｔ
１，牏牏熮（牏）

牐 燉２］ｄ牠＝ １

所以有

犆（牏）
２ ＝ 

牕牉牏

牐＝１
犆（牏）

２牐 燈牃（牏）２
牐 ＝ 

牐
牃（牏）２
牐 （９．４．４ｂ）

其中上标（牏）代表子系统号（牏＝ １，２），下标 牐代表特征解的阶次。
泛函中的子系统交互项为

犆１牔 ＝－∫
牠ｆ

０
［熮（１）Ｔ┑１２╂（２）＋ 熮（２）Ｔ┑２１╂（１）］ｄ牠＝

－ 犡
牕牉１

牐＝１

牕牉２

牑＝１
［牅（１２）牐牑 牃（１）

牐 （牃（２）
牑 ＋牄（２）牑 ）＋牅（２１）牑牐 牃（２）

牑 （牃（１）
牐 ＋牄（１）牐 ）］

（９．４．５）
其中

牅（１２）牐牑 ＝∫
牠ｆ

０
［熮（１）Ｔ

牐 ┑１２╂（２）
牑 ］ｄ牠 （９．４．６ａ）

牅（２１）牐牑 ＝∫
牠ｆ

０
［熮（２）Ｔ

牐 ┑２１╂（１）
牑 ］ｄ牠 （９．４．６ｂ）

由此可组成矩阵 ┓（１２）与 ┓（２１），于是

犆１牔 ＝－ 犡［┫（１）Ｔ┓（１２）（┫（２）＋ ┬（２））＋ ┫（２）Ｔ┓（２１）（┫（１）＋ ┬（１））］
（９．４．５′）

综合方程（９．４．４）与（９．４．５）给出整个系统的泛函

犆１＝ 犆（１）
１ ＋ 犆（２）

１ ＋ 犆１牔 （９．４．７ａ）
犆２＝ 犆（１）

２ ＋ 犆（２）
２ （９．４．７ｂ）

将两个子系统的待定参数组成未知向量

┫＝ ｛┫（１）Ｔ；┫（２）Ｔ｝Ｔ ＝ ｛牃（１）
１ ，牃（１）

２ ，…，牃（１）
牕牉１；牃

（２）
１ ，牃（２）

２ ，…，牃（２）
牕牉２｝

Ｔ

（９．４．８ａ）
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┬＝ ｛┬（１）Ｔ；┬（２）Ｔ｝Ｔ ＝ ｛牄（１）１ ，牄（１）２ ，…，牄（１）牕牉１；牄
（２）
１ ，牄（２）２ ，…，牄（２）牕牉２｝

Ｔ

（９．４．８ｂ）
有

犆１＝
牕牉１

牐＝１
犞（１）－２

牐 牃（１）２
牐 ＋

牕牉２

牐＝１
犞（２）－２

牐 牃（２）２
牐 － １

２┬Ｔｄｉａｇ［┓（１）
牅 ，┓（２）

牅 ］┬－

犡┫Ｔ  ┓（１２）

┓（２１）［ ］
（┫＋ ┬） （９．４．９ａ）

犆２＝ 
牕牉１

牐＝１
牃（１）２
牐 ＋ 

牕牉２

牐＝１
牃（２）２
牐 （９．４．９ｂ）

由于全部子系统可控可观，对于参数向量 ┬取最大可以先在 犆１中

完成，得到对 ┫的二次齐次型

犆１（┫）＝ ┫Ｔ┛┫ （９．４．１０ａ）

犆２（┫）＝ ┫爴┫ （９．４．１０ｂ）

┛＝ ｄｉａｇ（［犞（１）
１ ）－２，…，（犞（１）

牕牉１）
－２，（犞（２）

１ ）－２，…，（犞（２）
牕牉２）

－２］－

犡
 ┓（１２）

┓（２１）［ ］
＋ １

２犡２
 ┓（１２）

┓（２１）［ ］

┓（１）
牅 

 ┓（２）［ ］牅

－１

 ┓（１２）

┓（２１）［ ］

Ｔ

（９．４．１１）

然后只剩下对参数向量 ┫取最小。这样，确定全系统分散 爣∞ 控制

的最优参数 犞－２
ｏｐｔ成为下列特征值问题

犞－２
ｏｐｔ＝ ｍｉｎ

┫

犆１（┫）
犆２（┫） （９．４．１２）

由于 犆２（牃）的特点，这个问题可以直接用矩阵特征值算法求解。

９．５ 分散控制系统算例

例  设两个子系统均为二维。系统参数如下：
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┑１１＝
０．０ ０．９３４［ ］１．０ ０．０３６

， ┑２２＝
０．１ ０．９３４［ ］１．０ ０．１

┑１２＝
１．０ ２．０［ ］３．０ ４．０

， ┑２１＝
２．０ １．０［ ］３．０ ２．０

┓１１＝
１．０ ０．０［ ］０．０ ０．３

， ┓２２＝
１．０ ０．０［ ］０．０ ０．３

┒１，１１＝ ┙２，┒１，２２＝ ┙２，┒２，１１＝ ┙２，┒２，２２＝ ┙２

┣ｆ＝ ４， 牠ｆ＝ １．６，犡＝ ０．５
对 每个子系统，分别计算前 １１阶特征函数，然后用模态综合法计

算整体系统的特征值，前三阶特征值分别为

犞－２
１ ＝ １．００１２０； 犞－２

２ ＝ ３．１４２０２； 犞－２
３ ＝ ７．４３１７３

另外，按整体大系统计算得到的前三阶特征值分别为

犞－２
１ ＝ １．００３４８； 犞－２

２ ＝ ３．２９８７６； 犞－２
３ ＝ ７．６４４８８

可以发现两种方法计算的结果是相符的。当然 爣∞ 控制问题只需

要最低阶特征值，即 犞－２
ｏｐｔ＝ 犞－２

１ 。因此 犞ｏｐｔ＝ ０．９９９。
例  本例中矩阵 ┑和 ┒２参数取自文献 ２第 ２２６页的例题。

┑１１＝
－ １．０ ０．５［ ］０．１ － ２．０

， ┑１２＝
０．１ ０．５ ０［ ］－ ０．５ ０．２ － ０．１

┑２１＝
０．２ ０
０．１ － ０．２

熿

燀

燄

燅０．４ ０．１
， ┑２２＝

－ ５．０ ０．５ － １．０
０ － ２．０ ０

熿

燀

燄

燅－ ０．５ ０ － ４．０
┓１１＝ ┙２， ┓２２＝ ┙３

┒２，１１＝
１．０［ ］０．０

，┒２，２２＝
０．０
１．０

熿

燀

燄

燅１．０
，┒１，１１＝ ┙２，┒１，２２＝ ┙３

┣ｆ１１＝ ２，┣ｆ２２＝ ３，牠ｆ＝ １．０，犡＝ １．０
对 每个子系统，分别计算前 １２阶特征函数，然后用模态综合法计

算整体系统的特征值，前三阶特征值分别为

·３３２·第九章 分散 爣∞控制与滤波



犞－２
１ ＝ ５．５２６０６；犞－２

２ ＝ ９．２８５３５；犞－２
３ ＝ １０．６３４５８

当然也可以按整体大系统计算前三阶特征值

犞－２
１ ＝ ５．５２５６６；犞－２

２ ＝ ９．２９５２１；犞－２
３ ＝ １０．６３４４６

两种方法的结果是相符的。而 犞ｏｐｔ＝ ０．４２５。
例  系统为 ９阶，系统的构成如下所示

┑＝
┑１１ 犡┑１２

犡┑２１ ┑


［ ］２２

＝

０ ０．５４５ ０ ０ ０ － ０．５４５ ０ ０ ０
－ ６ － ０．０５ ６ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ － ３．３３ ３．３３ ０ ０ ０ ０ ０
０ － ５．２１ ０ － １２．５ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０．４２５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
６ ０ ０ ０ ０ － ０．０５ ６ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ － ３．３３ ３．３３ ０
０ ０ ０ ０ ０ － ５．２１ ０ － １２．５ ０


















熿

燀

燄

燅－ １ ０ ０ ０ ０ ０．４２５ ０ ０ ０

┒２＝
┒２，１１ 
 ┒


［ ］２，２２

＝

０ ０
０ ０
０ ０

１２．５ ０
０ ０
０ ０
０ ０
０ １２．５


















熿

燀

燄

燅０ ０
┒１＝ ┙９，┓＝ ┙９，牠ｆ＝ ０．５

首先取 ┣牊＝ ９计算，然后再取 ┣ｆ＝ ０．１× ┙９计算。对每个子系统

分别计算前 １５阶特征函数，再利用模态综合法计算整体系统的特
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征值，对第一种末端条件，前三阶特征值分别为

犞－２
１ ＝ ２．６１８５７；犞－２

２ ＝ ７．２８４６７；犞－２
３ ＝ ９．３４６１７

而对大系统直接计算得到的结果是

犞－２
１ ＝ ２．６１８５７；犞－２

２ ＝ ７．２８４６７；犞－２
３ ＝ ９．３４６１７

因 此 犞ｏｐｔ＝ ０．６１８。对第二种末端条件，利用模态综合法得到的前

三阶特征值分别为

犞－２
１ ＝ １．７９１３５；犞－２

２ ＝ ５．６０８５８；犞－２
３ ＝ ６．５３２１１

直接计算大系统前三阶特征值的结果为

犞－２
１ ＝ １．７９１０８；犞－２

２ ＝ ５．５９８０７；犞－２
３ ＝ ６．５３０５６

所 以 犞ｏｐｔ＝ ０．７４７。对两种不同的末端条件，两种方法的计算结果

都是相符的。
例  现在考虑下列 ６阶系统

┑＝
┑１１ 犡┑１２

犡┑２１ ┑


［ ］２２

＝

０ １．０ ０．５ １．０ ０．６ ０
－ ２．０ － ３．０ １．０ ０ ０ １．０

０．５ １．０ ０ ２．０ １．０ ０．５
０ － ０．５ １．０ ３．０ ０ － ０．５

１．０ ０ １．０ ０ ０ １．０













熿

燀

燄

燅０ ０．５ ０．５ ０ － ３．０ － ４．０

┒２＝
┒２，１１ 
 ┒


［ ］２，２２

＝

０ ０ ０ ０
１．０ ０ ０ ０
０ ３．０ ０ ０
０ ０ ４．０ ０
０ ０ ０ ２．０













熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ２．０
┒１＝ ┙６，┓＝ ┙６，┣ｆ＝ ０．１× ┙６，牠ｆ＝ １．６

对每个子系统分别计算前 １５阶特征函数，再利用模态综合法计算
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整体系统的前三阶特征值

犞－２
１ ＝ １．７４５９０；犞－２

２ ＝ ４．１７４１６；犞－２
３ ＝ ７．４７３６５

作为比较，直接计算大系统的前三阶特征值为

犞－２
１ ＝ １．７４５６３；犞－２

２ ＝ ４．１６１８３；犞－２
３ ＝ ７．４７８４５

因此系统的 犞ｏｐｔ＝ ０．７５７。由上述几个算例可以发现，两种方

法计算的结果是相符的，当然其间也有一些误差，因为模态综合法

对每一个子系统只取了前十几阶特征模态，总会有一些误差。

９．６ 分散 爣∞ 滤波

爣∞ 滤波是 爣∞ 控制的对偶问题，可以将分散 爣∞ 控制问题中

的一些方法用于解决分散 爣∞ 滤波问题。分散滤波在提高系统容

错性、可靠性及鲁棒性等方面的诸多优势，使得分散滤波成为大系

统分散控制中一个重要的研究方向［２２］，而且分散滤波本身也是先

进 飞 行 器 导 航 系 统 设 计 和 大 型 空 间 结 构 状 态 估 计 中 的 核 心 问

题［２２，２３］。目前，基于 Ｋａｌｍａｎ滤波理论的分散式滤波系统是解决分

散 滤波问题的主要方法［２４，２５］，但这类滤波方法对系统模型精度的

要求比较高，而且要求外界干扰噪声信号的统计特性已知，否则难

以达到预定的性能指标，甚至会产生较大的误差。由于 爣∞ 滤波器

可 以将外界干扰信号对估计误差的影响尽可能减小，且在一定的

模型误差范围内仍能保持预定的性能指标［２６］，人们开始考虑基于

爣∞ 理论的分散滤波系统设计方案［２７，２８］。文献 ２７，２８中所设计的分

散 爣∞ 滤波器在 犞趋向于无穷大时成为相应的分散 Ｋａｌｍａｎ滤波

器，这一点与集中式 爣∞ 滤波器是类似的。文献 ２９，３０中的方法提

供了各子系统独立设计，量测数据在各子系统并行处理的机制，可

以在获得各子系统状态估计的基础上综合得到大系统 的 状 态 估

计。这种方法可以保证系统的稳定性，但是不能保证整个滤波系统

性能指标的最优性。
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本节将首先介绍分散 爣∞ 滤波器的设计方法［２８］，然后利用本

章前几节中的方法研究分散 爣∞ 滤波中的计算问题。考虑下列线

性定常系统的滤波问题

╂＝ ┑╂＋ ╁ （９．６．１）
其 中 ╂是 牕维状态向量，╁是干扰向量。对系统的第 牏（牏＝ １，２，…，
牘）组量测为

╃牏＝ ┓牏╂＋ ╀牏 （９．６．２）
其中 ╃牏和 ╀牏分别为 牔维量测向量和干扰向量。要求所设计的滤波

器满足下列性能指标

∫
牠ｆ

０
（╂－ ╂）Ｔ┡（╂－ ╂）ｄ牠

（╂０－ ╂０）Ｔ┠－１
０ （╂０－ ╂０）＋∫

牠ｆ

０
（╁Ｔ┧－１╁＋ 

牘

牏＝１
╀Ｔ牏┦－１

牏 ╀牏）ｄ牠
＜ 犞２

（９．６．３）
其中 ╂是对状态的估计，加权矩阵 ┧和 ┦牏为正定阵，┡为半正定矩

阵，初始状态协方差阵 ┠０正定。满足性能指标式（９．６．３）的全局滤

波器对系统全部状态的估计为

╂
燈
＝ ┑╂＋ ┠

牘

牏＝１
┓Ｔ

牏┦－１
牏 （╃牏－ ┓牏╂），╂（０）＝  （９．６．４）

其中 ┠由下列方程计算

┠＝ ┑┠＋ ┠┑Ｔ＋ ┧＋ 犞－２┠┡┠－ ┠
牘

牏＝１
┓Ｔ

牏┦－１
牏 ┓牏┠，┠（０）＝ ┠０

（９．６．５）
各局部滤波器对系统全部状态的估计为

╂
燈
牏＝ ┑╂┳＋ ┠牏┓Ｔ

牏┦－１
牏 （╃牏－ ┓牏╂牏），╂牏（０）＝  （９．６．６）

其中 ┠牏由下列方程决定

┠牏＝ ┑┠牏＋ ┠牏┑Ｔ＋ ┧＋ 犞－２┠牏┡┠牏－ ┠┓Ｔ
牏┦－１

牏 ┓牏┠牏，┠牏（０）＝ ┠牏０

（９．６．７）
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各局部滤波器的滤波值与全局滤波器滤波值之间的关系为

╂＝ 
牘

牏＝１
（┠┠－１

牏 ╂牏＋ ┲牏） （９．６．８）

其中 ┲牏是由第 牏个局部滤波器决定的向量，并满足下列方程

┲牏＝ （┑－ ┠
牘

牏＝１
┓Ｔ

牏┦－１
牏 ┓牏）┲牏＋ （┠┠－１

牏 － ┙）┧┠－１
牏 ╂牏＋

犞－２┠┡（┙－ ┠┠－１
牏 ）╂牏，┲牏（０）＝  （９．６．９）

方程（９．６．８）表明全局滤波可以分解为局部滤波 ╂牏与 ┲牏的线性组

合。上述形式的分散滤波器中各局部滤波器虽然只利用了局部测

量数据，但仍然是基于整个系统模型的滤波，给出的是全部状态的

估计。下面介绍仅利用子系统模型的局部滤波器，这种滤波器只给

出对部分状态的估计，其形式与上面介绍的分散 爣∞ 滤波器有所

不同［２８］。
将系统划分成 牘个子系统，各子系统的状态和量测方程为

╂牏＝ ┑牏╂牏＋ ╁牏 （９．６．１０）

╃牏＝ ┘牏╂牏＋ ╀牏 （９．６．１１）
其 中 ╁牏和 ╀牏分别为 牔维过程噪声和 牜维量测噪声，矩阵 ┑牏和 ┘牏是

具有恰当维数的子系统矩阵。这里设局部量测噪声 ╀牏与全局量测

噪声相一致，而局部过程噪声 ╁牏与全局过程噪声不同，这是由于

子系统之间存在相互耦合影响。全局滤波器仍然为式（９．６．４）和

（９．６．５），各局部滤波器的形式为

╂
燈
牏＝ ┑牏╂牏＋ ┠牏┘Ｔ

牏┦－１
牏 （╃牏－ ┘牏╂牏），╂牏（０）＝ （９．６．１２）

┠牏＝ ┑牏┠牏＋ ┠牏┑Ｔ
牏 ＋ ┧牏＋ 犞－２┠牏┡牏┠牏－ ┠牏┘Ｔ

牏┦－１
牏 ┘牏┠牏，┠牏（０）＝ ┠牏０

（９．６．１３）
上式中的加权矩阵 ┧牏和 ┦牏正定，┡牏半正定。如果存在矩阵 ┣牏使得

┓牏＝ ┘牏┣牏，（牏＝ １，２，…，牘） （９．６．１４）
则可将系统全部状态的滤波表示为
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╂＝ 
牘

牏＝１
（┗牏╂＋ ┲牏） （９．６．１５）

其中

┲牏＝ ┖┲牏＋ （┖┗牏－ ┗牏－ ┗牏┖牏）╂牏，┲牏（０）＝ （９．６．１６）

┖＝ ┑－ ┠
牘

牏＝１
┓Ｔ

牏┦－１
牏 ┓牏 （９．６．１７）

┖牏＝ ┑牏－ ┠牏┘Ｔ
牏┦－１

牏 ┘牏 （９．６．１８）
┗牏＝ ┠┣Ｔ

牏┠－１
牏 （９．６．１９）

而 ┗牏可以由式（９．６．１３）及式（９．６．１９）确定。
现 在 将 系 统 （９．１．１）（９．１．２）写 成 更 一 般 的 形 式，即 式

（９．６．２０）及式（９．６．２１），当然状态方程中不包含输入项 ┿会使滤

波问题的表述简单一些

╂＝ ┑╂＋ ┒１╁＋ ┒２┿ （９．６．２０）
╄＝ ├╂ （９．６．２１）

╃＝ ┓╂＋ └╁ （９．６．２２）
其中 ┿是 牔２维控制向量；╁是 牔１维干扰噪声向量；╂是 牕维状态向

量；╃是 牚维量测向量，╄是 牘维输出向量；矩阵 ┑，┒１，┒２，├，┓，└是

具有恰当维数的矩阵。（┑，┒２），（┑，┒１）可控，（┑，┓）可测。
有限时间［０，牠ｆ］上的 爣∞ 滤波问题为：在最不利干扰噪声 ╁的

作用下，寻找满足因果律的线性算子 ，使估计误差 ╄－ ├╂的范

数最小，其中 ╄（牠）＝ （╃，┿），即

‖‖２＝ ｍａｘ
╁

ｍｉｎ
┿

１
２∫

牠ｆ

０
（╄－ ├╂）Ｔ（╄－ ├╂）ｄ牠

１
２∫

牠ｆ

０
╁Ｔ╁ｄ牠＋ １

２（╂０－ ╂０）Ｔ┠－１
０ （╂０－ ╂０）

（９．６．２３）
分散滤波时将大系统分成 牞个子系统，相应地状态向量 ╂也分

解为 牞个状态子向量 ╂牏（牏＝ １，２，…，牞）的直和。本章中为简单起

见，设 牞＝ ２，则系统矩阵和向量也相应地写成分块形式
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╂＝
╂１

╂
烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（９．６．２４ａ）

╄＝
╄１
╄

烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（９．６．２４ｂ）

╃＝
╃１

╃
烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（９．６．２４ｃ）

┿＝
┿１

┿
烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（９．６．２４ｄ）

╁＝
╁１

╁
烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（９．６．２４ｅ）

┑＝
┑１１ 犡┑１２

犡┑２１ ┑［ ］２２
（９．６．２５ａ）

┒２＝
┒２，１１ 
 ┒［ ］２，２２

（９．６．２５ｂ）

┒１＝
┒１，１１ 
 ┒［ ］１，２２

（９．６．２５ｃ）

├＝
├１１ 
 ├［ ］２２

（９．６．２５ｄ）

┓＝
┓１１ 
 ┓［ ］２２

（９．６．２５ｅ）

└＝
└１１ 
 └［ ］２２

（９．６．２５ｆ）

出于讨论问题的需要，这里的子系统划分方式比式（９．６．１０）
具体一些。这样系统（９．６．２０）～ （９．６．２２）可以分解为

╂１＝ ┑１１╂１＋ 犡┑１２╂２＋ ┒１，１１╁１＋ ┒２，１１┿１ （９．６．２６ａ）

╄１＝ ├１１╂１ （９．６．２６ｂ）

╃１＝ ┓１１╂１＋ └１１╁１ （９．６．２６ｃ）
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╂２＝ ┑２２╂２＋ 犡┑２１╂１＋ ┒１，２２╁２＋ ┒２，２２┿２ （９．６．２７ａ）

╄２＝ ├２２╂２ （９．６．２７ｂ）

╃２＝ ┓２２╂２＋ └２２╁２ （９．６．２７ｃ）
含 犡的项将两个子系统联系在一起，如果取 犡＝０，可得到两个完全

独立的系统。因此可以先将它们独立分析，然后再通过含 犡的项联

系在一起。

９．７ 爣∞ 滤波子系统特征解

为表述简单，忽略子系统下标，任一子系统的 爣∞ 滤波问题都

可导出下列变分问题［１９］

爥＝

∫
牠ｆ

０
熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２╂Ｔ（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂－ １
２熮Ｔ┒┒Ｔ［ ］熮ｄ牠＋

１
２╂Ｔ

０┠－１
０ ╂０，犠爥＝ ０ （９．７．１）

其中

┑＝ ┑－ ┒１└Ｔ┓ （９．７．２ａ）

┒┒Ｔ ＝ ┒１（┙－ └Ｔ└）┒Ｔ
１ （９．７．２ｂ）

由变分原理（９．７．１）可得对偶方程

╂＝ ┑╂＋ ┒┒Ｔ犧 （９．７．３ａ）
熮＝ （┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）╂－ ┑Ｔ熮 （９．７．３ｂ）

及两端边值条件

熮０＝ ┠－１
０ ╂０ （９．７．４ａ）

熮ｆ＝  （９．７．４ｂ）
变分原理（９．７．１）可以写成

犠（犆１－ 犞－２犆２）＝ ０ （９．７．５）
其中
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犆１＝∫
牠ｆ

０
熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂＋ １

２╂Ｔ┓Ｔ┓╂－ １
２熮Ｔ┒┒Ｔ［ ］熮ｄ牠＋ １

２╂Ｔ
０┠－１

０ ╂０

（９．７．６）

犆２＝ １
２∫

牠ｆ

０
［╂Ｔ├Ｔ├╂］ｄ牠 （９．７．７）

变分方程式（９．７．５）可以写为

犞－２
ｏｐｔ＝ ｍｉｎ

╂
ｍａｘ

熮

犆１

犆２
（９．７．８）

这是广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商，有两类变量 ╂与 熮参与变分。此滤波问题的

Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程为

┠＝ ┒┒Ｔ ＋ ┑┠＋ ┠﹢Ｔ － ┠（┓Ｔ┓－ 犞－２├Ｔ├）┠，┠（０）＝ ┠０

（９．７．９）
方 程（９．７．３）的解满足 ╂（牠）＝ ┠（牠）熮（牠），对于两端齐次边界条件

（９．７．４），如果 犞－２不是特征值，则 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解 ┠（牠ｆ）并不奇

异，于是满足齐次边界条件的只有平凡解；而当 犞－２是特征值 犞－２
牐

时，┠（牠ｆ）将是奇异矩阵，这样可以找到非零向量 ╂（牠ｆ）对应于边界

条 件（９．７．４）。然后由 ╂（牠ｆ），熮（牠ｆ）利用 ２爫 算法将全状态的特征向

量计算出来。即

犞－２
牐 ，熻 牐（牠）＝

╂犺牐（牠）
熮犺牐

烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
，牐＝ １，２，３，… （９．７．１０）

得到全部特征解后，对任意初值条件及任意参数 犞－２＜ 犞－２
ｏｐｔ，

全状态向量都可以用全状态的特征向量函数（９．７．１０）展开来求

解。与 爣∞ 控制问题类似，这里简单介绍特征向量函数的正交性。
设有两个特征解 熻 牏（牠）与 熻 牐（牠）（牏≠ 牐），它们分别满足方程

╂犺牏＝ ┑╂犺牏＋ ┒┒Ｔ熮犺牏 （９．７．１１ａ）

熮犺牏＝ （┓Ｔ┓－ 犞－２
牏 ├Ｔ├）╂犺牏－ ┑Ｔ熮犺牏 （９．７．１１ｂ）

╂犺牐＝ ┑╂犺牐＋ ┒┒Ｔ熮犺牐 （９．７．１２ａ）

熮犺牐＝ （┓Ｔ┓－ 犞－２
牐 ├Ｔ├）╂犺牐－ ┑Ｔ熮犺牐 （９．７．１２ｂ）
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熮Ｔ
犺牐左乘式（９．７．１１ａ），╂Ｔ

犺牐左乘式（９．７．１１ｂ），相减并积分得

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐（╂犺牏－ ┑╂犺牏－ ┒┒Ｔ熮犺牏）－ ╂Ｔ
犺牐熮犺牏＋ ╂Ｔ

犺牐（┓Ｔ┓－

犞－２
牏 ├Ｔ├）╂犺牏－ ╂Ｔ

犺牐┑Ｔ熮犺牏］ｄ牠＝  （９．７．１３）
分部积分并利用 熮０＝ ┠－１

０ ╂０，熮ｆ＝ 可得

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏 ＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏 － 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┒┒Ｔ熮犺牏 ＋

╂Ｔ
犺牐（┓Ｔ┓－ 犞－２

牏 ├Ｔ├）╂犺牏］ｄ牠＋ ╂Ｔ
犺牐（０）┠－１

０ ╂犺牏（０）＝ ０ （９．７．１４）
对式（９．７．１３ａ）和式（９．７．１３ｂ）做类似运算得

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏 ＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏 － 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┒┒Ｔ熮犺牏 ＋

╂Ｔ
犺牐（┓Ｔ┓－ 犞－２

牐 ├Ｔ├）╂犺牏］ｄ牠＋ ╂Ｔ
犺牐（０）┠－１

０ ╂犺牏（０）＝ ０ （９．７．１５）
式（９．７．１４）与式（９．７．１５）相减，有

（犞－２
牏 － 犞－２

牐 ）∫
牠ｆ

０
╂Ｔ
犺牐├Ｔ├╂犺牏ｄ牠＝ ０ （９．７．１６）

由此即导出对于非负对称矩阵 ├Ｔ├的正交性定理，即不同特征值

犞－２
牏 与 犞－２

牐 所对应的全状态特征向量函数 熻牏（牠）和 熻牐（牠）对于非负

对称矩阵 ├Ｔ├是正交的。

∫
牠ｆ

０
╂Ｔ
犺牐├Ｔ├╂犺牏ｄ牠＝ ０，（牏≠ 牐） （９．７．１７）

归一化条件则可以表示为

１
２∫

牠ｆ

０
［╂Ｔ

犺牐├Ｔ├╂犺牏］ｄ牠＝ １ （９．７．１８）

利用该正交性结果，又得到

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牐╂犺牏 ＋ 熮Ｔ
犺牏╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┑╂犺牏 － 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牐 － 熮Ｔ

犺牐┒┒Ｔ熮犺牏 ＋

╂Ｔ
犺牐┓Ｔ┓╂犺牏］ｄ牠＋ ╂Ｔ

犺牐（０）┠－１
０ ╂犺牏（０）＝ ０，（牏≠ 牐） （９．７．１９）

由归一化条件又有

∫
牠ｆ

０
［熮Ｔ

犺牏╂犺牏－ 熮Ｔ
犺牏┑╂犺牏－ １

２熮Ｔ
犺牏┒┒Ｔ熮犺牏＋ １

２╂Ｔ
犺牏┓Ｔ┓╂犺牏］ｄ牠＋
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１
２╂Ｔ

犺牏（０）┠－１
０ ╂犺牏（０）＝ 犞－２

牏 （９．７．２０）

特征向量函数的完备性可按类似于 ９．３节中的步骤得到，这

里不再重复。这样任意全状态向量函数 ╀（牠）就可以用特征函数展

开

╀（牠）＝
╂╀（牠）
熮╀

烅
烄

烆
烍
烌

烎（牠）
＝ 

∞

牐
牃牐熻 牐（牠）＝ 

∞

牐
牃牐

╂犺牐（牠）
熮犺牐［ ］（牠）

（９．７．２１）

其中 牃牐是待定系数。根据正交性定理及归一化条件，有

牃牐＝ １
２∫

牠ｆ

０
［╂Ｔ

犺牐（牠）├Ｔ├╂（牠）］ｄ牠 （９．７．２２）

９．８ 分散滤波系统最优 爣∞ 范数计算

在子系统特征解的基础上，就可以利用模态综合法来计算分

散滤波系统的最优 爣∞ 范数。将状态向量及其对偶向量分别展开

为

╂（牠）＝
╂（１）

╂
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牄（１）牐 ╂（１）

牐


牑
牄（２）牑 ╂（２）

烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．８．１ａ）

熮（牠）＝
熮（１）

熮
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牃（１）
牐 熮（１）

牐


牑
牃（２）
牑 熮（２）

烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．８．１ｂ）

根据线性组合的原理，也可以将系数 牃（牏）的形函数取为子系统的全

特征向量，于是

╂（牠）＝
╂（１）

╂
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
牄（１）牐 ╂（１）

牐


牑
牄（２）牑 ╂（２）

烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．８．２ａ）
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熮（牠）＝
熮（１）

熮
烅
烄
烆

烍
烌
烎（２） ＝


牐
（牃（１）

牐 ＋ 牄（１）牐 ）熮（１）
牐


牑
（牃（２）

牑 ＋ 牄（２）牑 ）熮（２）
烅
烄

烆
烍
烌

烎牑

（９．８．２ｂ）

其中，牃（１）
牐 ，牃（２）

牑 ，牄（１）牐 ，牄（２）牑 为待定参数，应当由变分原理（９．７．８）来确

定。
由式（９．６．２６）～ 式（９．６．２７）可知原系统矩阵的构成特点使

得式（９．７．６）与式（９．７．７）中的各项除 ┑阵外，都是各子系统独立

的。因此 犆１与 犆２的组成是各子系统的变分泛函 犆（牏）
１ 与 犆（牏）

２ 之和，
再加上 ┑的非对角块子矩阵。可以先将 犆（牏）

１ 与 犆（牏）
２ 计算出来。特征

函数展开需要取无穷多项，但实际计算中只需要取有限多项。设子

系统 １和 ２分别取 牕牉１和 牕牉２项展开

犆（牏）
１ ＝∫

牠ｆ

０
熮（牏）Ｔ╂（牏）－ 熮（牏）Ｔ┑牏牏╂（牏）＋ １

２╂（牏）Ｔ┓Ｔ
牏牏┓牏牏╂（牏）［ －

１
２犧（牏）

Ｔ
┒牏牏┒Ｔ

牏牏熮 ］（牏） ｄ牠＋ １
２╂（牏）Ｔ（０）┠－１

０牏牏╂（牏）（０） （９．８．３）

犆（牏）
２ ＝ １

２∫
牠ｆ

０
╂（牏）Ｔ├Ｔ

牏牏├牏牏╂（牏）ｄ牠 （９．８．４）

将 ╂（牏），熮（牏）代入，根据正交归一条件以及（９．７．１１）（９．７．１２）可以

导出

犆（牏）
１ ＝


牕牉牏

牐＝１
犞（牏）－２

牐 牄（牏）
２

牐 －∫
牠ｆ

０
牕牉牏

牑＝１
（熮（牏）Ｔ

牐 ┒牏牏┒Ｔ
牏牏熮（牏）

牑 燉２）燈（牃（牏）
牐 牃（牏）

牑［ ］）［ ］ｄ牠＝


牐
犞（牏）－２

牐 牄（牏）
２

牐 － ┫（牏）Ｔ┓（牏）
犝 ┫（牏）燉２ （９．８．５）

其中

┓（牏）
犝 ＝∫

牠ｆ

０
熅（牏）Ｔ┒牏牏┒Ｔ

牏牏熅（牏）ｄ牠

而 熅（牏）＝［熮（牏）
１ ，熮（牏）

２ ，…，熮（牏）
牕牉牏］是（牏）号子系统特征向量函数组成的子

矩阵，┫（牏）＝｛牃（牏）
１ ，牃（牏）

２ ，…，牃（牏）
牕牉牏｝

Ｔ是参数组成的待定向量。（牏）号子系
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统的可控可观性使得 ┓（牏）
牅 是对称正定矩阵。因为

犆（牏）
２牐 ＝∫

牠ｆ

０
［╂（牏）Ｔ

牐 ├Ｔ
牏牏├牏牏╂（牏）

牐 燉２］ｄ牠＝ １

所以有

犆（牏）
２ ＝ 

牕牉牏

牐＝１
犆（牏）

２牐 燈牄（牏）
２

牐 ＝ 
牐
牄（牏）

２

牐 （９．８．６）

其中上标（牏）代表子系统号，下标 牐代表特征解阶次。
子系统交互项为

犆１牔 ＝－∫
牠ｆ

０
［熮（１）Ｔ┑１２╂（２）＋ 熮（２）Ｔ┑２１╂（１）］ｄ牠＝

－ 犡
牕牉１

牐＝１

牕牉２

牑＝１
［牅（１２）牐牑 （牃（１）

牐 ＋ 牄（１）牐 ）牄（２）牑 ＋ 牅（２１）牑牐 （牃（２）
牑 ＋ 牄（２）牑 ）牄（１）牐 ］

（９．８．７）
其中

牅（１２）牐牑 ＝∫
牠ｆ

０
［熮（１）Ｔ

牐 ┑１２╂（２）
牑 ］ｄ牠 （９．８．８ａ）

牅（２１）牐牑 ＝∫
牠ｆ

０
［熮（２）Ｔ

牐 ┑２１╂（１）
牑 ］ｄ牠 （９．８．８ｂ）

由此可组成矩阵 ┓（１２）与 ┓（２１），于是

犆１牔 ＝－ 犡［（┫（１）＋ ┬（１））Ｔ┓（１２）┬（２）＋ （┫（２）＋ ┬（２））Ｔ┓（２１）┬（１）］
（９．８．９）

综合方程（９．８．５）（９．８．６）与（９．８．９）给出总系统的泛函

犆＝ 犆（１）
１ ＋ 犆（２）

１ ＋ 犆１牔 （９．８．１０）
犆２＝ 犆（１）

２ ＋ 犆（２）
２ （９．８．１１）

将两个子系统的待定参数组成未知向量

┫＝ ｛┫（１）Ｔ；┫（２）Ｔ｝Ｔ ＝ ｛牃（１）
１ ，牃（１）

２ ，…，牃（１）
牕牉１；牃

（２）
１ ，牃（２）

２ ，…，牃（２）
牕牉２｝

Ｔ

（９．８．１２）

┬＝ ｛┬（１）Ｔ；┬（２）Ｔ｝Ｔ ＝ ｛牄（１）１ ，牄（１）２ ，…，牄（１）牕牉１；牄
（２）
１ ，牄（２）２ ，…，牄（２）牕牉２｝

Ｔ

（９．８．１３）
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熤＝ ｄｉａｇ［（熤（１）
１ ）－２，…，（熤（１）

牕牉１）
－２，（熤（２）

１ ）－２…，（熤（２）
牕牉２）

－２］

（９．８．１４）
有

犆１＝ ┬Ｔ熤┬－ １
２┫Ｔｄｉａｇ［┓（１）

犝 ，┓（２）
犝 ］┫－

犡（┫＋ ┬）Ｔ  ┓（１２）

┓（２１）［ ］
┬ （９．８．１５）

犆２＝ ┬Ｔ┬ （９．８．１６）
由于全部子系统皆可控可观，对参数向量 ┫取最大可以先对 犆１完

成，得到 ┬的二次齐次型，有

犆１（┬）＝ ┬Ｔ┛┬ （９．８．１７ａ）
犆２（┬）＝ ┬Ｔ┬ （９．８．１７ｂ）

┛＝ ｄｉａｇ［（犞（１）
１ ）－２，…，（犞（１）

牕牉１）
－２，（犞（２）

１ ）－２，…，（犞（２）
牕牉２）

－２］－

犡
 ┓（１２）

┓（２１）［ ］
＋ １

２犡２
 ┓（１２）

┓（２１）［ ］

┓（１）
牅 

 ┓（２）［ ］０

－１

 ┓（１２）

┓（２１）［ ］

Ｔ

（９．８．１８）

然 后就只有对于参数向量 ┬取最小了。因此全系统 爣∞ 滤波的最

优参数 犞－２
ｏｐｔ的计算又成为下列特征值问题

犞－２
ｏｐｔ＝ ｍｉｎ

牄

犆１（┬）
犆２（┬） （９．８．１９）

９．９ 分散滤波系统算例

例  两个子系统各为两维。大系统的各矩阵参数为

┑＝

０．８ １．０ １．０ １．０
２．０ ０．９ ０．０ １．０
１．０ ０．０ ０．８ １．０









熿

燀

燄

燅０．０ １．０ ２．０ ０．４
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┒１＝

１．０ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ １．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ １．０ ０．０









熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ １．０

└＝

０．１ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．１ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ ０．１ ０．０









熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ ０．１

┓＝

１．０ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ １．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ １．８ ０．０









熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ １．０

├＝

１．０ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ １．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ １．０ ０．０









熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ １．０

┠０＝

１．０ ０．０ ０．０ ０．０
０．０ １．０ ０．０ ０．０
０．０ ０．０ １．０ ０．０









熿

燀

燄

燅０．０ ０．０ ０．０ １．０
牠ｆ＝ ０．８

首先对每个子系统计算，取前 ２０阶特征函数利用模态综合法

计算，所得前三阶特征值为

犞－２
１ ＝ １．０２６９２，犞－２

２ ＝ １．４１８１１，犞－２
３ ＝ ２．２００３５

而作为一个大系统直接计算的前三阶特征值

犞－２
１ ＝ １．０２６８３，犞－２

２ ＝ １．４１３１１，犞－２
３ ＝ ２．１８４６９

因此分散滤波系统的最优 爣∞ 范数为 犞ｏｐｔ＝ ０．９８７。计算中不需要

┒２，所以未列出其数据，下一个例子与此相同。
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例  两个子系统均为 ５阶系统。大系统矩阵参数为

┑＝
０．１ ０．５４５ ０ ０ ０ ０．５ ３．０ ０ ０ ０

－ ６ － ０．０５ ６ ０ ０ ０ ０．５ ０ ０ ０

０ ０ － ３．３３ ３．３３ ０ ０ ０ ０．５ ０ ０

０ － ５．２１ ０ － １２．５ ０ ０ ０ ０ ０．５ ０

１ ０．４２５ ０ ０ ０．２ ０ ０ ０ ０ ０．５

０．５ ０ ０ ０ ０ ０．１ ０．８ ０．２ ０ ０．１

０ ０．５ ０ ０ ０ － ４ － ０．５ ６ ０ ０

０ ０ ０．５ ０ ０ ０ ０ － ３ ２ ０

０ ０ ０ ０．５ ０ ０ － ５．３３ ０ － ２．５ １

















熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０．５ １ ０．４５ ０ ０ ０．２

┒１＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０



















熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

└＝
０．１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０


［ ］０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０．１ ０ ０

┓＝
０ ０ ０ １２．５ ０ ０ ０ ０ ０ ０


［ ］０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ ０ ０
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├＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０．５ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０．５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０．５ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０．５ ０



















熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０．５

┠０＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０



















熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
牠ｆ＝ ０．５

分为两个子系统计算，取前 ２０阶特征函数利用模态综合法计

算，所得前三阶特征值为

犞－２
１ ＝ １．２１７０９；犞－２

２ ＝ ２．３３９２４；犞－２
３ ＝ ３．０２１０９

而作为一个大系统直接计算的前三阶特征值

犞－２
１ ＝ １．２１３４６；犞－２

２ ＝ ２．３２９９；犞－２
３ ＝ ３．０１０７９

则分散滤波系统的最优 爣∞ 范数为 犞ｏｐｔ＝ ０．９０８。
结构静力学与最优控制相模拟，也与 ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波相模

·０５２· 线性鲁棒控制的理论与计算



拟［１１］，爣∞ 控制与 爣∞ 滤波则与结构动力学相模拟［１９］。本章的内容

进 一步说明，子结构振动的模态综合法可应用于大系统分散 爣∞

控制和 爣∞ 滤波系统的最优范数计算，因此结构力学以及最优控

制的许多方法可以相互借鉴、共同发展。
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附录 线性系统最优跟踪问题

跟踪问题是控制工程中一类重要的问题，控制雷达天线跟踪

人造地球卫星或其它飞行目标属于典型的跟踪问题。这类问题要

求通过控制器的作用使系统的输出尽量接近所期望的轨线，并极

小化给定的性能指标泛函。调节器问题是跟踪问题的一个特例，即

零轨线的跟踪问题。线性定常系统二次型性能指标跟踪问题是最

基本的问题，其最优控制律的构造需要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程和外

部控制输入向量所满足的微分方程［１］。由于前者是非线性矩阵微

分方程，后者是变系数线性微分方程，通常的方法求解它们比较复

杂，本章将利用精细积分法求解这些微分方程。因为基于 ＬＱＧ理

论所设计的跟踪系统的鲁棒性比较差，爣∞ 控制理论也被 用 于 研

究具有鲁棒性的最优跟踪系统设计问题，本章将简单介绍这一问

题，并把本书中所介绍的方法用于求解系统设计中的一些问题。

Ａ．１ ＬＱ最优跟踪

设所考虑的线性系统的状态方程和输出方程为

╂＝ ┑╂＋ ┒┿， ╂（０）＝ ╂０ （Ａ．１．１）
╃＝ ┓╂ （Ａ．１．２）

其 中 ╂为 牕维状态向量，╃为 牔维输出向量，┿为 牘维输入向量；┑，
┒，┓为相应维数的定常矩阵。并且（┑，┒）可控，（┑，┓）可观。最优

跟踪问题是寻找最优控制律 ┿（牠），使系统的输出 ╃（牠）跟踪预期的

轨线 ╃（牠），且使下列性能指标最小



爥＝ １
２（╃ｆ－ ╃ｆ）Ｔ┣ｆ（╃ｆ－ ╃ｆ）＋

１
２∫

牠ｆ

０
［（╃－ ╃）Ｔ┡（╃－ ╃）＋ ┿Ｔ┢┿］ｄ牠 （Ａ．１．３）

其中 ┡，┣ｆ为非负定矩阵，┢为正定矩阵，这一性能指标要求在跟踪

误差尽可能小的同时限制控制输入的幅度。
引入协态变量，通过变分可得对偶方程

╂＝ ┑╂－ ┒┢－１┒Ｔ熮 （Ａ．１．４）
熮＝－ ┓Ｔ┡┓╂－ ┑Ｔ熮＋ ┓Ｔ┡╃ （Ａ．１．５）

边界条件为

╂（０）＝ ╂０

熮（牠ｆ）＝ ┓Ｔ┣ｆ┓╂（牠ｆ）－ ┓Ｔ┣ｆ╃（牠ｆ）
上述对偶方程可以由变分原理

爥牉＝∫
牠ｆ

０
（－ 熮Ｔ╂＋ 熮Ｔ┑╂－ １

２熮Ｔ┒┢－１┒Ｔ熮＋ １
２╂Ｔ┓Ｔ┡┓╂－

╂Ｔ┓Ｔ┡╃）ｄ牠＋ １
２（╃ｆ－ ╃ｆ）Ｔ┣ｆ（╃ｆ－ ╃ｆ） （Ａ．１．６）

δ爥牉＝ ０
导出。后面将据此引入区段混合能。此跟踪问题的最优控制律为

┿（牠）＝－ ┢－１┒Ｔ［┠（牠）╂（牠）－ ┬（牠）］ （Ａ．１．７）
其中 ┠（牠）是下列 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解

－ ┠（牠）＝ ┠（牠）┑＋ ┑Ｔ┠（牠）－ ┠（牠）┒┢－１┒Ｔ┠（牠）＋ ┓Ｔ┡┓
┠（牠ｆ）＝ ┓Ｔ┣ｆ┓ （Ａ．１．８）

而向量 ┬（牠）则满足

┬（牠）＝－ （┑Ｔ － ┒Ｔ┢－１┒┠（牠））┬（牠）－ ┓Ｔ┡╃（牠）
┬（牠ｆ）＝ ┓Ｔ┣ｆ╃（牠ｆ） （Ａ．１．９）

最优控制作用下系统的状态方程为

╂（牠）＝ （┑－ ┒┢－１┒Ｔ┠（牠））╂（牠）＋ ┒┢－１┒Ｔ┬（牠）
╂（０）＝ ╂０ （Ａ．１．１０）
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确定跟踪问题的最优控制律需要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ微分 方 程（Ａ．１．８）
及 外部控制输入方程（Ａ．１．９）。虽然这一方程是变系数方程，精细

积分法仍可以在求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的同时给出其数值解。下面将首

先引入此问题区段混合能的概念，以此为基础介绍方程的求解。

Ａ．２ 区段混合能

﹢．． 区段混合能的定义

根 据 变 分 原 理（Ａ．１．６）的 形 式，定 义 区 段（牠牃，牠牄）的 混 合 能

为［２］

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄╂牄－∫

牠牄

牠牃
（熮Ｔ╂－ 熮Ｔ┑╂－ １

２╂Ｔ┓Ｔ┡┓╂＋

１
２熮Ｔ┒┢－１┒Ｔ熮＋ ╂Ｔ┓Ｔ┡╃）ｄ牠 （Ａ．２．１）

爼（╂牃，熮牄）是 ╂牃与 熮牄的二次式，可表示为

爼（╂牃，熮牄）＝ 熮Ｔ
牄┖╂牃＋ １

２╂Ｔ
牃┕╂牃－ １

２熮Ｔ
牄┗熮牄＋ 熮Ｔ

牄┼╂－ ╂Ｔ
牃┼熮

（Ａ．２．２）
其中 ┕，┗，┖皆为 牕× 牕矩阵，┕Ｔ＝ ┕，┗Ｔ＝ ┗，这三个矩阵决定了

混合能中的二次项。┼╂和 ┼熮为 牕维向量，决定混合能中的一次项。
┕，┗，┖只与系统阵 ┑，┒，┓及加权阵 ┢，┡有关，而 ┼╂和 ┼熮还与预期

轨线 ╃（牠）有关。注意本章中混合能定义式中各项符号与文献 ３中

是有区别的，那里所讨论的是 Ｋａｌｍａｎ滤波问题。
令 犳＝ 牠牄－ 牠牃，经过与文献 ３中类似的推导，可以得到下面的

微分方程

ｄ┕
ｄ犳＝ ┓Ｔ┡┓＋ ┑Ｔ┕＋ ┕┑－ ┕┒┢－１┒Ｔ┕ （Ａ．２．３ａ）

ｄ┗
ｄ犳＝ ┖┒┢－１┒Ｔ┖Ｔ （Ａ．２．３ｂ）
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牆┕
ｄ犳＝ ┖（┑－ ┒┢－１┒Ｔ┕） （Ａ．２．３ｃ）

ｄ┼╂
ｄ犳＝ ┖┒┢－１┒Ｔ┼熮 （Ａ．２．４ａ）

ｄ┼熮
ｄ犳＝ （┑Ｔ － ┕┒┢－１┒Ｔ）┼熮＋ ┓Ｔ┡╃ （Ａ．２．４ｂ）

当 牠牃→ 牠牄时，有初值条件

┕→ ，┗→ ，┖→ ┙牕，┼╂→ ，┼熮→  （Ａ．２．５）
其 中 ┙牕为 牕阶 单 位 阵。设 在（牠牃，牠牄）区 段 内，╃（牠）为 线 性 变 化，则

╃（牠）可以由 ┩０＝┙牚及 ┩１＝ 犳┙牚矩阵的 ２牚个列向量线性组合而成，
┙牚为 牚阶单位阵。从而可以将向量微分方程（Ａ．２．４）转化为等价的

矩阵微分方程。
ｄ┢╂

ｄ犳＝ ┖┒┢－１┒Ｔ┢熮 （Ａ．２．６ａ）

ｄ┢熮

ｄ犳＝ （┑Ｔ － ┕┒┢－１┒Ｔ）┢熮＋ ┓Ｔ┡┩ （Ａ．２．６ｂ）

其中 ┩是 ╃（牠）的基底向量构成的矩阵。
将 ┩０ ＝ ┙牚 代 入 上 述 方 程 中 积 分 所 得 矩 阵 记 作 ┢（０）

╂ （犳），
┢（０）

熮 （犳），即

ｄ┢（０）
╂

ｄ犳 ＝ ┖┒┢－１┒爴┢（０）
熮 （Ａ．２．７ａ）

ｄ┢（０）
熮

ｄ犳 ＝ （┑Ｔ － ┕┒┢－１┒Ｔ）┢（０）
熮 ＋ ┓Ｔ┡┙牚 （Ａ．２．７ｂ）

将 ┩１＝ 犳┙牚代入上述方程中积分得到的矩阵记作 ┢（１）
╂ （０，犳），

┢（１）
熮 （０，犳），即

ｄ┢（１）
╂

ｄ犳 ＝ ┖┒┢－１┒爴┢（１）
熮 （Ａ．２．８ａ）

ｄ┢（１）
熮

ｄ犳 ＝ （┑Ｔ － ┕┒┢－１┒Ｔ）┢（１）
熮 ＋ ┓Ｔ┡犳┙牚 （Ａ．２．８ｂ）

方 程 （Ａ．２．３ａ）（Ａ．２．４ｂ）时 间 逆 向 后 分 别 对 应 于 方 程
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（Ａ．１．８）和（Ａ．１．９），但在初值条件上有差别。这里的微分方程形

式与文献 ３中的方程是一致的，但因为是控制问题，所用的是一组

时 间逆向的方程，而文献 ３中的滤波问题用到的是一组时间正向

的方程。上述方程都可以通过区段合并公式来求解，这是精细积分

法求解的特点之一，下面给出区段合并公式。
﹢．． 区段合并公式

微分方程（Ａ．２．３）及（Ａ．２．４）的数值求解用常规差分方法一

般比较困难，方程（Ａ．２．４）中的时变系数也增加了求解的复杂程

度。按照精细积分方法，这些微分方程的解是区段混合能矩阵，相

邻区段合并后的新区段混合能矩阵可以通过区段合并消元得到，
递推进行可以得到整个区间内不同长度区段的混合能矩阵［２］。这

些混合能矩阵就是微分方程在相应时刻的数值解。
图 Ａ．１所示相邻的两个区段（牠牃，牠牄）及（牠牄，牠牅）可以通过对 ╂牄，熮牄

的消元合并成区段（牠牃，牠牅），其相应的矩阵 ┕牅，┗牅，┖牅可以由原来两

个区段的混合能矩阵来表示。

图 Ａ．１ 区段合并

从混合能的一般型（Ａ．２．２）可以导出区段合并消元公式

┕牅＝ ┕１＋ ┖Ｔ
１（┕－１

２ ＋ ┗１）－１┖１ （Ａ．２．９ａ）

┗牅＝ ┓２＋ ┖２（┗－１
１ ＋ ┕２）－１┖Ｔ

２ （Ａ．２．９ｂ）

┖牅＝ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１┖１ （Ａ．２．９ｃ）

┼熮牅＝ 熮熮１＋ ┖Ｔ
１（┙＋ ┕２┗１）－１（┼熮２－ ┕２┼╂１）（Ａ．２．１０ａ）

┼╂牅＝ ┼╂２＋ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１（┼╂１＋ ┗１┼熮２）（Ａ．２．１０ｂ）
式（Ａ．２．１０）为向量形式，其矩阵形式为
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┢熮牅＝ ┢熮１＋ ┖Ｔ
１（┙＋ ┕２┗１）－１）（┢熮２－ ┕２┢╂１）

（Ａ．２．１１ａ）

┢╂牅＝ ┢╂２＋ ┖２（┙＋ ┗１┕２）－１）（┢╂１＋ ┗２┢熮２）
（Ａ．２．１１ｂ）

这 些公式与文献 ３中的区段合并公式完全相同，这一点是由混合

能矩阵 爼（╂牃，熮牄）的一般型表达式（Ａ．２．２）导致的。

Ａ．３ Ｒｉｃｃａｔｉ方程与最优控制律的精细积分

将方程（Ａ．２．３ａ）及（Ａ．２．４ｂ）的时间逆向就得到 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

（Ａ．１．８）及外部控制输入方程（Ａ．１．９），差别仅在初值条件上。求

它们的数值解可通过区段合并公式（Ａ．２．９）和（Ａ．２．１１）进行。首

先设定步长 犣及需进行计算的时间点

牠０＝ ０，牠１＝ 犣，牠２＝ ２犣，…，牠牑＝ 牑犣，…，牠ｆ＝ 牑ｆ犣 （Ａ．３．１）
求方 程 在 这 些 时 间 点 的 数 值 解，就 是 求 长 度 分 别 为 牑ｆ犣，…牑犣，
…２犣，犣的区段混合能矩阵。

在步长 犣的基础上，再进一步将 犣划分为 ２爫 段，一般选用 爫＝

２０，则 ２爫 ＝ １０４８５７６，于是步长成为

犳＝ 犣燉２爫 ≈ 犣燈１０－６ （Ａ．３．２）

﹢．． 熩区段矩阵计算

由于 ┢（１）
╂ （０，犳）和 ┢（１）

熮 （０，犳）的特殊性，需单独介绍其算法。首

先对区段矩阵 ┕（犳），┗（犳），┖（犳），┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳）作 Ｔａｙｌｏｒ级数展

开

┕（犳）≈ ┯１犳＋ ┯２犳２＋ ┯３犳３＋ ┯４犳４ （Ａ．３．３ａ）

┗（犳）≈ ┱１犳＋ ┱２犳２＋ ┱３犳３＋ ┱４犳４ （Ａ．３．３ｂ）

┖（犳）≈ ┙＋ ┰１犳＋ ┰２犳２＋ ┰３犳３＋ ┰４犳４＝ ┙＋ ┖′（犳）
（Ａ．３．３ｃ）
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┢（０）
╂ （犳）≈ 熶牨０１犳＋ 熶牨０２犳２＋ 熶牨０３犳３＋ 熶牨０４犳４ （Ａ．３．４ａ）

┢（０）
熮 （犳）≈ 熶犧０１犳＋ 熶犧０２犳２＋ 熶犧０３犳３＋ 熶犧０４犳４ （Ａ．３．４ｂ）

这组公式与微分方程的初值条件（Ａ．２．５）是相容的。
将式（Ａ．３．３）代入微分方程（Ａ．２．３），对比各幂次有

┯１＝ ┓Ｔ┡┓

┯２＝ （┰Ｔ
１┯１＋ ┯１┰１）燉２

┯３＝ （┰Ｔ
２┯１＋ ┯１┰２＋ ┰Ｔ

１┯１┰１）燉３

┯４＝ （┰Ｔ
３┯１＋ ┯１┰３＋ ┰Ｔ

２┯１┰１＋ ┰Ｔ
１┯１┰２）燉４ （Ａ．３．５ａ）

┱１＝ ┒┢－１┒Ｔ

┱２＝ （┑┱１＋ ┱１┑Ｔ）燉２

┱３＝ （┑┱２＋ ┱２┑Ｔ － ┱１┯１┱１）燉３

┱４＝ （┑┱３＋ ┱３┑Ｔ － ┱２┯１┱１－ ┱１┯１┱２）燉４ （Ａ．３．５ｂ）
┰１＝ ┑

┰２＝ （┑┰１－ ┱１┯１）燉２
┰３＝ （┑┰２－ ┱２┯１－ ┱１┯１┰１）燉３

┰４＝ （┑┰３－ ┱３┯１－ ┱２┯１┰１－ ┱１┯１┰２）燉４ （Ａ．３．５ｃ）
将式（Ａ．３．４）代入微分方程（Ａ．２．４），对比各幂次有

熶牨０１＝ 

熶牨０２＝ ┱Ｔ
１┓Ｔ┡燉２

熶牨０３＝ （┑熶牨０２＋ ┱２┓Ｔ┡）燉３

熶牨０４＝ （┑熶牨０３－ ┱１┯１熶牨０２＋ ┱３┓Ｔ┡）燉４ （Ａ．３．６ａ）

熶犧０１＝ ┓Ｔ┡

熶犧０２＝ ┰Ｔ
１┓Ｔ┡燉２

熶犧０３＝ （┰Ｔ
２┓Ｔ┡－ ┯１熶牨０２）燉３

熶犧０４＝ （┰Ｔ
３┓Ｔ┡－ ┰Ｔ

１┯１熶牨０２－ ┯１熶牨０３）燉４ （Ａ．３．６ｂ）
对于相邻的区段，其 ┕（犳），┗（犳），┖（犳），┢（０）

╂ （犳），┢（０）
熮 （犳）矩阵是相同

的，因而由 犳时段的矩阵通过执行区段合并公式 爫 次来计算 犣时
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段的相应矩阵并不需要其它的步骤。为避免损失有效数位，在这一

计算阶段不能使用合并公式（Ａ．２．９ｃ），而要代之以

┖′牅＝ ┖′１＋ ┖′２＋ ┖′２┖′１－ （┙＋ ┖′２）（┕－１
２ ┗－１

１ ＋ ┙）－１（┙＋ ┖′１）

（Ａ．２．９ｃ′）
因 为 矩 阵 ┢（１）

╂ （０，犳）和 ┢（１）
熮 （０，犳）满 足 的 微 分 方 程 是 式

（Ａ．２．８ａ）（Ａ．２．８ｂ），其中含有 犳，所以对于相邻的两个区段（０，犳）
和（犳，２犳），┢（１）

╂１，┢（１）
熮１ 和 ┢（１）

╂２，┢（１）
熮２ 是不相同的。但依据叠加性原理及

预期轨线 ╃（牠）在 犣长区段内线性变化的前提，也可以得到适用于

２爫 算法的表达式。
对于（０，犳）区段

┢（１）
╂１ ＝ ┢（１）

╂ （０，犳） ┢（１）
熮１ ＝ ┢（１）

熮 （０，犳） （Ａ．３．７ａ）
对于（犳，２犳）区段

┢（１）
╂２ ＝ 犳┢（０）

╂ （犳）＋ ┢（１）
╂ （０，犳） ┢（１）

熮２ ＝ 犳┢（０）
熮 （犳）＋ ┢（１）

熮 （０，犳）
（Ａ．３．７ｂ）

式（Ａ．３．７）中的 ┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳）当 然 由 式（Ａ．３．４）计 算，而

┢（１）
╂ （０，犳）和 ┢（１）

熮 （０，犳）则由其 Ｔａｙｌｏｒ展开式

┢（１）
╂ （０，犳）≈ 熶牨１１犳＋ 熶牨１２犳２＋ 熶牨１３犳３＋ 熶牨１４犳４ （Ａ．３．８ａ）

┢（１）
熮 （０，犳）≈ 熶犧１１犳＋ 熶犧１２犳２＋ 熶犧１３犳３＋ 熶犧１４犳４ （Ａ．３．８ｂ）

来计算。将式（Ａ．３．８）代入（Ａ．２．８），比较同幂次得到上式中的系

数

熶牨１１＝ 

熶牨１２＝ 

熶牨１３＝ ┱１┓Ｔ┡燉３

熶牨１４＝ （┑熶牨１３＋ ┱２┓Ｔ┡）燉４ （Ａ．３．９ａ）

熶犧１１＝ 

熶犧１２＝ ┓Ｔ┡燉２

熶犧１３＝ ┰Ｔ
１┓Ｔ┡燉３
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熶犧１４＝ （┰Ｔ
２┓Ｔ┡－ ┯１熶牨１３）燉４ （Ａ．３．９ｂ）

计算 犣区段各矩阵 ┕（犣），┗（犣），┖（犣），┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳），┢（１）
╂ （０，

犳），┢（１）
熮 （０，犳）的步骤为：
┈┉┅  由 式 （Ａ．３．３）（Ａ．３．４） 计 算 ┕（犳），┗（犳），┖′（犳），

┢（０）
╂ （犳），┢（０）

熮 （犳）作为 ┕牅，┗牅，┖′牅，┢（０）
╂牅，┢（０）

熮牅。
┈┉┅ 由式（Ａ．３．８）计算 ┢（１）

╂ （０，犳）及 ┢（１）
熮 （０，犳）

┈┉┅ Ｆｏｒ（牏牠牉牜＝ ０；牏牠牉牜＜ 爫；牏牠牉牜＋＋）｛
｛┕１＝ ┕２＝ ┕牅；┗１＝ ┗２＝ ┗牅；┖′１＝ ┖′２＝ ┖′牅；┢（０）

╂１ ＝
┢（０）

╂２ ＝ ┢（０）
╂牅；┢（０）

熮１ ＝ ┢（０）
熮２ ＝ ┢（０）

熮牅｝
｛按 式（Ａ．３．７ａ）（Ａ．３．７ｂ）计 算 ┢（１）

╂１，┢（１）
╂２，┢（１）

熮１，┢（１）
熮２；

并执行 犳＝ 犳＋ 犳｝
｛按 式 （Ａ．２．９ａ）（Ａ．２．９ｂ）（Ａ．２．９ｃ′）（Ａ．２．１１ａ）
（Ａ．２．１１ｂ）计 算 新 的 ┕牅，┗牅，┖′牅，┢（０）

╂牅，┢（０）
熮牅 及 ┢（１）

╂ （０，
犳），┢（１）

熮 （０，犳）｝
｝

┉┅ ┖牅＝ ┙＋ ┖′牅
﹢．． ┉方程的精细积分

计算出 ┕（犣），┗（犣），┖（犣）后，就可以依据区段合并公式递推

计算长度为 ２犣，３犣…牑犣区段的矩阵。设已计算了 牑犣长的区段，以它

为区段 ２，而 犣长的区段为区段 １，运用式（Ａ．２．９ａ）～（Ａ．２．９ｃ）就

可 以算出（牑＋１）犣的 ┕，┗，┖直至 牑ｆ犣。但此时的 爠阵还不满足微分

方程（Ａ．１．８）的边界条件。为此设在 牠ｆ处有一集中区段，该区段的

混合能矩阵为 ┕２＝┣ｆ，┖２＝┙，┗２＝ 。计算 牠牑＝牑犣处 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

（Ａ．１．８）的解时，以前面计算的长度为（牑ｆ－ 牑）犣的区段作为区段

１与该集中区段按下式进行合并消元

┠（牠）＝ ┕＋ ┖Ｔ（┣－１
ｆ ＋ ┗）－１┖＝ ┕＋ ┖Ｔ（┙＋ ┣ｆ┗）－１┣ｆ┖

（Ａ．３．１０）
┖牘（牠）＝ （┙＋ ┗┣ｆ）－１┖ （Ａ．３．１１）
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┗牘（牠）＝ （┗－１＋ ┣ｆ）－１ （Ａ．３．１２）
即可得到 牠牑＝ 牑犣处 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．１．８）的解以及另外两个微分

方 程（Ａ．２．３ｂ），（Ａ．２．３ｃ）在初值条件变化后在 牠牑的解。令 ｄ
ｄ犳＝

－ ｄ
ｄ牠，

对式（Ａ．３．１０）两边求导，并利用恒等式

ｄ
ｄ牠（┨

－１）＝－ ┨－１┨┨－１ （Ａ．３．１３）

及 ┕，┗，┖所满足的微分方程（Ａ．２．５ａ）～ （Ａ．２．５ｃ）可以得到

ｄ┠
ｄ牠＝－ ┑Ｔ┠（牠）－ ┠（牠）┑－ ┓Ｔ┡┓＋ ┠（牠）┒┢－１┒Ｔ┠（牠）

（Ａ．３．１４）
这 就是式（Ａ．１．８）；注意到当 牠＝ 牠ｆ时，┕＝ ┗＝ ，┖＝ ┙，由 式

（Ａ．３．１０）可知末端条件 ┠（牠ｆ）＝ ┣ｆ也得到满足，所以按（Ａ．３．１０）
计算的 ┠（牠）就是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解。

求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．１．８）按照下面的顺序：首先按初值条件

（Ａ．２．５）求解式（Ａ．２．３ａ）～（Ａ．２．３．ｃ），然后用（Ａ．３．１０）计算终

端条件为 ┣ｆ时的解。这样计算的好处是末端条件 ┣ｆ是最后才进入

计 算过程，当需要修改 ┣ｆ进行重新设计时，前半部分不用重算，从

而减少许多计算工作量。Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．１．８）的精细积分解可表

示为

┠（牠牑）＝ ┕（（牑ｆ－ 牑）犣）＋ ┖Ｔ（（牑ｆ－ 牑）犣）
［┣－１

ｆ ＋ ┗（（牑ｆ－ 牑）犣）］－１┖（（牑ｆ－ 牑）犣） （Ａ．３．１５）
﹢．． 向量 ┬（牠）的精细积分

为利用精细积分法求解外部控制输入的微分方程（Ａ．１．９），

首先考察式（Ａ．３．１１）中 ┖牘所满足的微分方程。令 ｄ
ｄ犳＝－ ｄ

ｄ牠，
利用

恒等式（Ａ．３．１３），可以证明

ｄ┖牘

ｄ牠＝－ ┖牘［┑－ ┒┢－１┒Ｔ┠（牠）］ （Ａ．３．１６）
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进而导出

ｄ┖Ｔ
牘

ｄ牠＝－ ［┑Ｔ － ┠（牠）┒┢－１┒Ｔ］┖Ｔ
牘 （Ａ．３．１７）

与外部控制输入 ┬（牠）的微分方程比较可知 ┖Ｔ
牘 的各列向量满足方

程（Ａ．１．９）的齐次方程，并且由于 ┖Ｔ
牘（牠ｆ）＝ ┙，方程（Ａ．１．９）的齐

次方程在初值条件为 ┬（牠ｆ）时的解为 ┖Ｔ
牘（牠）┬（牠ｆ）。根据线性微分方

程解的叠加性原理，再叠加上零初值条件时非齐次方程（Ａ．１．９）
的 解就可以构成方程（Ａ．１．９）完整的解。为此仍然设在 牠ｆ处有一

集中区段，该区段的混合能矩阵为 ┕２＝ ┣ｆ，┖２＝ ┙，┗２＝ ，┢╂２＝
，┢熮２＝ ，将前面计算的长度为（牑ｆ－ 牑）犣的区段作为区段 １与之

进行合并消元

┢╂牘（牠）＝ （┙＋ ┗┣ｆ）－１┢╂ （Ａ．３．１８ａ）

┢熮牘（牠）＝ ┢熮－ ┖Ｔ（┙＋ ┣ｆ┗）－１┣ｆ┢╂＝ ┢熮－ ┖Ｔ
牘┣ｆ┢╂

（Ａ．３．１８ｂ）
可 以得到方程（Ａ．２．６ｂ）零初值条件时在 牠牑处的解。注意与文献

［３］中相应公式的区别。令 ｄ
ｄ犳＝－ ｄ

ｄ牠，
可以得到

┢熮牘

牠＝ ┢熮

牠－ ┖Ｔ
牘

牠┣ｆ┢╂－ ┖Ｔ
牘┣ｆ

┢╂

牠＝

－ （┑Ｔ － ┕┒┢－１┒Ｔ）┢熮＋ （┑Ｔ － ┠┒┢－１┒Ｔ）┖Ｔ
牘┣ｆ┢╂＋

┖Ｔ
牘┣ｆ┖┒┢－１┒Ｔ┢熮－ ┓Ｔ┡┩＝

［┑Ｔ－ （┕＋ ┖Ｔ
牘┣ｆ┖）┒┢－１┒Ｔ］┢熮＋

（┑Ｔ－ ┠┒┢－１┒Ｔ）┖Ｔ
牘┣ｆ┢╂－ ┓Ｔ┡┩＝

－ （┑Ｔ － ┠┒┢－１┒Ｔ）（┢熮－ ┖Ｔ
牘┣ｆ┢╂）－ ┓Ｔ┡┩＝

－ （┑Ｔ － ┠┒┢－１┒Ｔ）┢熮爮 － ┓Ｔ┡┩ （Ａ．３．１９）
与（Ａ．１．９）比较可知，┢熮牘 的各列向量满足方程（Ａ．１．９），又因为

╃（牠）是由 ┩线性组合而成，所以 ┬（牠）可以由 ┢熮牘按同样的方式线性

组合构成，这就是零初值条件下非齐次方程的解。因为已知条件是
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┬（牠）在 牠ｆ的值为 ┬（牠ｆ），所以 ┬（牠）是逆向递推计算得到的。这时可以

采用时间移轴的方法，设已经积分到 牠牑处，以 ┠（牠牑）构成区段混合

能［┠（牠牑），０，┙］与单步长 犣的混合能矩阵［┕（犣），┗（犣），┖（犣）］进行

合并运算。按式（Ａ．３．１１）得到单步长的 ┖牘（牠牑－１），按式（Ａ．３．１８ｂ）
得到单步长的 ┢（０）

熮牘（牠牑－１）及 ┢（１）
熮牘（牠牑－１）。以 ┬（牠牑）作为已知条件，再向

前积分一步。具体来讲，外部控制输入向量 ┬（牠）在 牠牑－１＝ （牑－ １）犣
处的值可以表示为

┬（牠牑－１）＝ ┖Ｔ
牘（牠牑－１）┬（牠牑）＋ ┢（０）

熮牘（牠牑－１）╃（牠牑）＋

┢（１）
熮牘（牠牑－１）［╃（牠牑－１）－ ╃（牠牑）］ （Ａ．３．２０）

因为最优跟踪问题的预期轨线是完全知道的，所以 ┬（牠）可以

提 前 离 线 求 出，Ｒｉｃｃａｔｉ方 程 的 解 ┠（牠）也 是 离 线 求 出 的。由 式

（Ａ．１．７）可知，至此最优跟踪控制律所需数据已经完备，只需将状

态进行反馈即可构成闭环最优跟踪控制系统。

Ａ．４ 最优跟踪系统响应的精细积分

系统在最优控制作用下的状态方程为（Ａ．１．１０），系统响应可

以表示为

╂（牠）＝ 熑（牠，０）╂０＋∫
牠

０
熑（牠，牠牆）┒┢－１┒Ｔ┬（牠牆）ｄ牠牆 （Ａ．４．１）

上式中的状态转移矩阵 熑（牠，０）也可以由前面精细积分的结果给

出，但由于非齐次项的存在，在这里并不适用，而应当由精细积分

法给出单步长 犣的状态转移矩阵 熑（牠牑＋ 犣，牠牑）。然后采用梯形近似

积分公式计算系统响应

╂（牠牑＋１）＝ 熑（牠牑＋ 犣，牠牑）╂（牠牑）＋

∫
牠牑＋犣

牠牑
熑（牠牑＋ 犣，牠牆）┒┢－１┒Ｔ┬（牠牆）ｄ牠ｄ

≈ 熑（牠牑＋ 犣，牠牑），╂（牠牑）＋ ［熑（牠牑＋ 犣，牠牑）┒┢－１┒Ｔ┬（牠牑）＋
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┒┢－１┒Ｔ┬（牠牑＋１）］犣燉２ （Ａ．４．２）
而单步长 犣的状态转移矩阵 熑（牠牑＋ 犣，牠牑）按下式计算

熑（牠牑＋ 犣，牠牑）＝ ［┙＋ ┗（犣）┠（牠牑＋１）］－１┖（犣） （Ａ．４．３）
这相当于利用 牠牑＋１＝ 牠牑＋ 犣时刻的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解 ┠（牠牑＋１）组成区

段 混 合 能 矩 阵［┠（牠牑＋１），，┙］与 单 步 长 犣的 混 合 能 矩 阵［┕（犣），
┗（犣），┖（犣）］合并。有了单步长的状态转移矩阵就可以按照 公 式

（Ａ．４．２）计算系统的响应，因为 ┬（牠）已经在前面计算出来了。

Ａ．５ ＬＱ最优跟踪算例

这里给出两个对系统初值响应进行跟踪的数值算例。由于利

用了精细积分法的特点，最优跟踪系统的设计与仿真可同时完成。
算例 ：
给定二阶系统数据如下

┑＝
０ － １［ ］３９．４ － ３．８

┒＝
１０［ ］１０

┓＝
１ ０［ ］０ １

┡＝
１００ ０［ ］０ １

┣ｆ＝
１０ ０［ ］０ １０

牠ｆ＝ ３

分别对两种不同初值条件时系统的响应进行跟踪系统的设计与仿

真。图 Ａ．２中的虚线是初值条件为 ╂０＝ （５，５）Ｔ 时系统的响应曲

线，实线为零初值条件下系统在最优控制作用下的跟踪曲线。图

Ａ．４中的虚线为初值条件为 ╂０＝ （－ １，１０）Ｔ 时系统的响应曲线，
实 线为零初值条件下在最优控制作用下的跟踪曲线，由图中可见

在 ０．５秒内均可实现误差很小的跟踪。┢是性能指标中的加权矩

阵，体现了对控制输入幅值的要求，图 Ａ．３和图 Ａ．５分别给出了 ┢
变化后系统的跟踪曲线。
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图 Ａ．２ ╂０＝ （５，５）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １０）

图 Ａ．３ ╂０＝ （５，５）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ ０．１）
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图 Ａ．４ ╂０＝ （－ １，１０）Ｔ时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １０）

图 Ａ．５ ╂０＝ （－ １，１０）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ ０．１）

·８６２· 线性鲁棒控制的理论与计算



算例 ：
三阶系统数据如下：

┑＝
０ － １ ３
９ － ３．８ ２

熿

燀

燄

燅０ ０ － ５
┒＝

１０
１０

熿

燀

燄

燅１０

┓＝
１ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
┡＝

１００ ０ ０
０ １０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

┣ｆ＝
１０ ０ ０
０ １０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １０
牠ｆ＝ ２．５

同 样分别对两种不同初值条件下系统的响应进行跟踪。图 Ａ．６中

的虚线为初值条件为 ╂０＝ （－ ５，５，－ ５）Ｔ 时系统的响应曲线，实

图 Ａ．６ ╂０＝ （－ ５，５，－ ５）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １０）
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线 为系统在零初值条件及最优控制作用下的跟踪曲线。图 Ａ．７为

初 值 条 件 ╂０＝ （１０，１０，１０）Ｔ 时 系 统 的 响 应 曲 线 及 跟 踪 曲 线。
图 Ａ．８为初值条件 ╂０＝ （－ １０，－ １０，－ １０）Ｔ时系统的响应曲线

及跟踪曲线。图 Ａ．９和图 Ａ．１０则是加权矩阵 ┢变化后系统的响应

和跟踪曲线。

图 Ａ．７ ╂０＝ （１０，１０，１０）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １０）

一个系统跟踪能力的强弱是由其闭环部分的动态特性所决定

的，即状态的线性反馈部分所决定［１］。本章的算例是跟踪系统本身

的初值响应，跟踪效果较好，而对于任意预期轨线及外界干扰影响

下 的跟踪问题，则不一定会有这样的结果。但这属于系统设计问

题，这里不作更多的讨论，因为本章主要是介绍最优跟踪系统设计

和仿真问题的算法。
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图 Ａ．８ ╂０＝ （－ １０，－ １０，－ １０）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １０）

图 Ａ．９ ╂０＝ （－ １０，－ １０，－ １０）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ １）
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图 Ａ．１０ ╂０＝ （－ １０，－ １０，－ １０）Ｔ 时系统的响应和跟踪曲线（┢＝ ０．１）

Ａ．６ 爣∞ 跟踪问题

在前文中已经看到，跟踪问题一般要求在极小化性能指标的

前提下系统的输出尽量接近所希望的轨线。但由于按照 ＬＱＧ方法

设计的最优跟踪系统鲁棒性较差，因此 爣∞ 优化方法被用来设计

具有鲁棒性的跟踪系统［４］。通常的办法是把要跟踪的信号作为影

响 量测信号和目标函数的干扰，从而使跟踪问题转化为标准 爣∞

设 计问题进行求解。这一方法的主要缺点在于假设参考信号是任

意的，但实际上对其都有一定程度的了解，所以在任意性假设基础

上 设计的系统往往过分强调了系统的跟踪特性，从而可能削弱系

统的抗干扰能力。另一种方法是用博弈论的方法求解 爣∞ 跟踪问

题，在此框架内可以按照特定的参考信号极小化性能指标泛函，因
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而可以克服按照标准 爣∞ 设计问题求解所遇到的困难［４］。博弈论

方法所得的 爣∞ 跟踪问题可解性条件与标准 爣∞ 设计问题的条件

类似［５］，都需要判断 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解的存在性，只有求解该方程后

方可构造控制系统。当然对于有限时间问题是 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程，
而无限时间问题则要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程。

求解有限时间 爣∞ 跟踪问题时，需要求解含参数 犞的 Ｒｉｃｃａｔｉ
微分方程，其中的 犞是度量受控系统跟踪性能的一个指标。这里介

绍用精细积分方法判断 爣∞ 跟踪问题可解性的过程，具体来讲就

是判断 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程解是否存在并求解该方程，同时计算临界

最优参数值 犞ｏｐｔ。
考虑如下线性定常系统的跟踪问题

╂（牠）＝ ┑╂（牠）＋ ┒１╁（牠）＋ ┒２┿（牠）＋ ┒３┼（牠），╂（０）＝ ╂０

（Ａ．６．１）
╄（牠）＝ ┓１╂（牠）＋ └１２┿（牠）＋ └１３┼（牠） （Ａ．６．２）
╃（牠）＝ ┓２╂（牠）＋ └２１╁（牠）＋ ╀（牠） （Ａ．６．３）

其中 ╂（牠）为 牕维状态向量，╂０是系统初始状态向量，╁（牠）为 牘维外

扰 向 量，┿（牠）为 牔维 控 制 向 量，┼（牠）是 已 知 或 可 测 的 参 考 信 号，
╃（牠）为 牑维量测向量，╀（牠）为 牑维量测噪声，╄（牠）为 牚维被控向量。
╄（牠）是系统输出 ┓１╂（牠）＋└１２┿（牠）与参考轨迹 －└１３┼（牠）之间的跟

踪误差。
所谓 爣∞ 跟踪问题就是根据量测 ╃（燈）及参考信号 ┼（燈）设计

区间［０，牠ｆ］上的控制律 ┿（燈），并尽可能地减小初始状态不确定性、
干扰 ╁（牠）及测量噪声 ╀（牠）等因素对被控输出 ╄（牠）的影响。一般通

过极小化下列泛函指标来达到要求

爥（┼，┿，╀，╁，╂０）＝ ‖╄‖２
２－ 犞２‖╁‖２

２＋ ‖╀‖２
２＋ ‖╂０‖２

爲－１

（Ａ．６．４）
其中 犞＞０是表征受控系统跟踪性能的指标，┢＝┢Ｔ＞０是初始状

态的加权函数，可以表征初始状态不确定性与 ╁（牠），╀（牠）不确定性
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之间的相对大小。式中 ‖╂０‖２
爲－１＝╂Ｔ

０┢－１╂０，而 ‖燈‖２表示 爧２［０，

牠ｆ］范数，其定义为 ‖╁‖２
２＝∫

牠ｆ

０
╁Ｔ╁ｄ犳。下面引述文献 ４中给出的

爣∞ 跟踪问题可解性的条件，为简明起见，仅以参考信号完全已知

的情况为例，其它条件时的结论相同。
状态反馈 爣∞ 跟踪问题：给定 犞＞０，系统（１）的所有状态可以

完全不受干扰地测量，则 爣∞ 跟踪问题可解的充要条件为 Ｒｉｃｃａｔｉ
微分方程

－ ┨（牠）＝ （┑－ ┒２┦１└Ｔ
１２┓１）Ｔ┨＋ ┨（┑－ ┒２┦１└Ｔ

１２┓１）＋ ┓Ｔ
１（┙－

└１２┦１└
１２）┓１－ ┨（┒２┦┒Ｔ

２ － 犞－２┒１┒
１）┨ （Ａ．６．５）

┨（牠ｆ）＝ 
在 区 间 ［０，牠ｆ］上 的 解 存 在，且 ┨（０）＜ 犞２┢－１。其 中 ┦１ ＝
（└Ｔ

１２└１２）－１。
输 出 反 馈 爣∞ 跟 踪 问 题：给 定 犞＞ ０，系 统 （Ａ．６．１）～

（Ａ．６．３）爣∞ 跟踪问题可解的充要条件为：
１．Ｒｉｃｃａｔｉ微 分 方 程（Ａ．６．５）在 区 间［０，牠ｆ］上 的 解 存 在，且

┨（０）＜ 犞２┢－１。
２．Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

┩（牠）＝ （┑－ ┒１└Ｔ
２１┦２┓２）┩＋ ┩（┑－ ┒１└Ｔ

２１┦２┓２）Ｔ ＋ ┒１（┙－
└Ｔ

２１┦２└２１）┒Ｔ
１ － ┩（┓Ｔ

２┦２┓２－ 犞－２┓Ｔ
１┓１）┩ （Ａ．６．６）

┩（０）＝ ┢
在区间［０，牠ｆ］上的解存在。其中 ┦２＝ （┙＋ └２１└Ｔ

２１）－１。
３．┙－ 犞－２┨（牠）┩（牠）＞ ０，牠∈ ［０，牠ｆ］
根据上述条件按给定参数 犞求解两个 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程，即可

利用解 ┨（牠），┩（牠）构造相应的 爣∞ 跟踪系统控制器。爣∞ 跟踪问题

在 参考信号 ┼（牠）为 ０时便退化为标准 爣∞ 控制问题，即第八章中

介绍的调节器问题，两者的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程没有本质的差别。
状态反馈跟踪问题是输出反馈跟踪问题的一个特例，因此这
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里只介绍 爣∞ 输出反馈跟踪问题解的存在性判定及临界参数 犞ｏｐｔ

的计算：
１．给定初始参数 犞。
２．利用精细积分方法结合扩展的 ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ算法在

检验两个 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．６．５）（Ａ．６．６）解的存在性的同时求解该

方 程。只要有一个方程的解不存在，就可判定跟踪问题不可解。若

要计算可行的参数，则减小 犞，再重复这一步。
３．检验计算出的各个时刻 ┨（牠），┩（牠）值是否符合谱半径条

件，即 ┨（０）＜ 犞２┢－１是否成立。如果满足这些条件，可以增大 犞后

回 到步骤 ２以寻求更接近临界值的参数。如果不满足条件，减小 犞
值，然后回到步骤 ２，再依次进行上面的步骤。

上述步骤循环执行就可以找到 满 足 给 定 精 度 要 求 的 临 界 值

犞ｏｐｔ，并同时得到两个 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程在区间［０，牠ｆ］的解。
Ｒｉｃｃａｔｉ方程的求解只需给定如下数据，不需要方程（Ａ．６．１～

Ａ．６．３）中其余的数据。

┑＝
－ １ ０［ ］０ ３

┒１＝
１ ０［ ］０ １

┒２＝ ［］０１
┓１＝

０ １［ ］１ ０
┓２＝ ［１ １］

└１２＝ ［］０１ └２１＝ ［０ １］ ┢＝
０ ０［ ］０ ０

当区间为［０，４］时，临界参数为

犞ｏｐｔ＝ ７７．００６１２３３８
此时 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．６．５）（Ａ．６．６）的部分解曲线如图 Ａ．１１及图

Ａ．１２所示。
如果区间长度取足够长，则 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的解趋近于对应

的代数方程的解，此时的临界参数为

犞ｏｐｔ＝ ７７．２７２２０９８８
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图 Ａ．１１ Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．６．５）的解

图 Ａ．１２ Ｒｉｃｃａｔｉ方程（Ａ．６．６）的解

而两个 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程稳态时的解为

┨（０）＝
０．３８９８４７８８ － １．５０１４４２９［ ］－ １．５０１４４２９ ６．２４５６０９７

┩（∞）＝
０．４８７４５１２９ － ０．７５４０２２６２［ ］－ ０．７５４０２２６２ １１．９８１２５６

·６７２· 线性鲁棒控制的理论与计算



可以验证该解满足对应的 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程，也可以将临界参数代

入 Ｒｉｃｃａｔｉ代数方程用其它方法求解，结果是一致的，这里不再列

出。
求 解 爣∞ 跟踪问题时需要判定解的存在性，这一点与 爣∞ 标

准设计问题是相似的。对于有限时间问题，求解其中的 Ｒｉｃｃａｔｉ微

分方程、计算临界参数是其关键性步骤，精细积分方法可以有效地

求解这一问题，这是精细积分方法求解 爣∞ 优化问题的又一个例

子。
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