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●●●第十二章 一元二次方程

１２１ 用公式法解一元二次方程

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 一元二次方程的定义；用直接开平方法、配方法、

求根公式法解数字系数的一元二次方程．
难点 用配方法推导一元二次方程的求根公式．
探究点 方程是解决实际问题常用的思想方法，实数运算、代数式的变

形、几何问题以及市场经济等热点问题常常以一元二次方程为背景．与一元
二次方程概念有关的问题通常有两种情形：一是考查一元二次方程的定义，

如在方程未知数的系数、指数的位置设有字母，此时要注意二次项系数不为

０．运用分类思想、掌握分类标准是形成探究能力的关键；二是考查一元二次
方程根的定义，通过正用与逆用，达到激活思维的目的．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
对于一元二次方程的一般形式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ

≠０）的概念的理解和各项系数的确定是用公式法解一
元二次方程的基础，特别要注意隐含条件：二次项系数ａ≠０．
在一元二次方程的解法中，公式法是一般方法，适用于任意的一元二次

方程；直接开平方法是特殊方法，在解符合方程左边是含未知数的完全平方

式、右边是正常数的方程时，非常简便；如果题目没有特别要求，一般不使用

配方法解方程．但配方法是一种非常重要的数学方法，在解许多数学问题时
都有广泛的应用，应用配方法解一元二次方程时，首先要熟悉完全平方式的

结构特点，“把二次项系数化为１”是配方法的前提，“方程两边都加上一次项
系数一半的平方”是配方法的关键；应用公式法解一元二次方程时，首先要

正确找出一元二次方程的各项系数，只有平时加强练习，才能准确熟练地使
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用求根公式．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 写出方程（１－２ｘ）（３ｘ＋２）＝３中的二次项系
数、一次项系数及常数项．

思维技巧 确定一元二次方程的二次项系数、一次项系数、常数项时，

一定要把方程化为ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的形式，然后确定ａ、ｂ、ｃ．其中二次项系
数ａ可取正也可取负，但一般取正数．这样做，不但可以减少错误，而且有利
于今后的学习．
解 去括号，得３ｘ＋２－６ｘ２－４ｘ＝３，
移项，合并同类项，得方程的一般形式６ｘ２＋ｘ＋１＝０，
因此，二次项系数为６，一次项系数为１，常数项为１．
同类变式 把关于ｘ的方程ａｘ２－ｘ 槡－ ２ｘ 槡＋ ３ｘ２＋ｂ＝ｃ（ａ为有理数）

化成一般形式，并指出它的二次项系数、一次项系数及常数项．
解 由原方程得（ａ 槡＋ ３）ｘ２－（ 槡１＋ ２）ｘ＋ｂ－ｃ＝０，

因为ａ为有理数，所以ａ 槡＋ ３≠０．
所以二次项系数为（ａ 槡＋３），一次项系数为－（ 槡１＋２），常数项是（ｂ－ｃ）．
【例２】 判断关于ｘ的方程ｘ２－ｍｘ（２ｘ－ｍ＋１）＝ｘ是不是一元二次
方程．如果是，指出其二次项系数、一次项系数及常数项．
思维技巧 因为题目所给的方程不是一般形式，所以先要化为一元二

次方程的一般形式，又因为方程各项系数含有字母ｍ，所以要特别注意题目
的表述，“关于ｘ的方程

獉獉
⋯⋯”与“关于ｘ的一元二次方程

獉獉獉獉獉獉
⋯⋯”是不同的，后

者已知条件中有隐含条件：二次项系数不为０；而前者则不受这一条件限制，
往往需要分类讨论．
解 去括号，得ｘ２－２ｍｘ２＋ｍ２ｘ－ｍｘ＝ｘ，
移项，合并同类项，得（１－２ｍ）ｘ２＋（ｍ２－ｍ－１）ｘ＝０，

当１－２ｍ＝０，即当ｍ＝１
２
时，原方程为－５

４ｘ＝０，不是一元二次方程；

当１－２ｍ≠０，即当ｍ≠１
２
时，原方程是一元二次方程，此时，二次项系

数为１－２ｍ，一次项系数为ｍ２－ｍ－１，常数项为０．
激活思维 本例中方程的系数含有字母ｍ，当字母ｍ 发生变化时，方

程未知数的最高次数也随之发生变化，因此，要掌握分类标准，对方程进行
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分类研究．对于含字母系数的方程，学生往往有一种心理定势：视字母系数
为常数，从而忽视分类讨论．
思维拓展 ｋ为何值时，关于ｘ的方程（ｋ２－１）ｘ２＋（ｋ＋１）ｘ－２＝０

是：（１）一元二次方程；（２）一元一次方程？
解 当ｋ２－１≠０，即ｋ≠±１时，是一元二次方程；当ｋ２－１＝０，且ｋ＋１

≠０，即ｋ＝１，原方程是一元一次方程．

【例３】 ｋ为何值时，关于ｘ的方程（ｋ－３）ｘｋ２－２＋ｘ２＋ｋｘ＋１＝０（ｘ≠
０）是一元二次方程？
思维技巧 例３是例２的延伸和拓展，既在未知数ｘ系数位置含有字

母，又在ｘ指数的地方含有字母，同时在题目的表述上有区别．由于方程（ｋ

－３）ｘｋ２－２＋ｘ２＋ｋｘ＋１＝０是一元二次方程，所以围绕（ｋ－３）ｘｋ２－２＋ｘ２进

行分类讨论．分ｋ－３＝０；或ｋ２－２＝２且ｋ－３＋１≠０；或ｋ２－２＝０（ｘ≠０）；

或ｋ２－２＝１等情形进行探究，然后求出相应的ｋ值．
解 当ｋ－３＝０，即ｋ＝３时，原方程是一元二次方程；
当ｋ２－２＝２且ｋ－３＋１≠０，即ｋ＝－２时，原方程是一元二次方程；
当ｋ２－２＝０（ｘ≠０），即ｋ 槡＝± ２时，原方程是一元二次方程；

当ｋ２－２＝１，即ｋ 槡＝± ３时，原方程是一元二次方程．

综上所述，当ｋ＝－２或３或 槡± ２或 槡± ３时，关于ｘ的方程（ｋ－３）ｘｋ２－２

＋ｘ２＋ｋｘ＋１＝０是一元二次方程．
激活思维 由于未知数ｘ的系数和指数都含有字母，使题目变得异常

复杂，抓住一元二次方程的概念建立相关知识之间的联系是关键．既要对指
数进行分类讨论，又要对系数进行分类讨论，这正是此题比常规题灵活的地

方．由于受字母系数和字母指数的影响，常常会出现分类的错误，在第一种
情形下，易出现ｋ－３≠０的错误；因为ｘ≠０，对ｋ２－２＝０这种情形容易
遗漏．
【例４】 （１）用直接开平方法解方程９ｘ２－２５＝０；

（２）用配方法解方程２ｘ２－４ｘ＋１＝０；

（３）用公式法解方程４ｐ＝１－３
２ｐ２．

思维技巧 根据平方根的概念，可用开平方法解形如ｘ２＝ｃ（ｃ≥０）的方
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程，开方要取“±”，切莫失根；当二次项系数为１时，才能配上“一次项系数
一半的平方”，但需注意，配方时应在方程两边同时加上所配的那个数；用求

根公式解方程，首先应将方程化简为一般形式，找各项系数时，要特别注意

符号．

解 （１）将原方程变形为ｘ２＝２５
９
，

两边开平方取正负，得ｘ＝±５
３
；

（２）方程两边同时除以２，得

ｘ２－２ｘ＋１
２＝０，

移项，得ｘ２－２ｘ＝－１
２
，

配方，得ｘ２－２ｘ＋１２＝１２－１
２．

即 （ｘ－１）２＝１
２
，

所以ｘ－１＝±槡２
２
，所以ｘ＝１±槡２

２
；

（３）原方程变形，得３ｐ２＋８ｐ－２＝０，
因为ａ＝３，ｂ＝８，ｃ＝－２，

ｂ２－４ａｃ＝８２－４×３×（－２）＝８８＞０，

所以ｐ＝ 槡－８± ８８
６
，

因此，ｐ１＝
槡２２－４

３
，ｐ２＝

槡－ ２２－４
３ ．

同类变式 用不同的方法解方程２ｘ２－５ｘ＋２＝０．
本题考查一元二次方程的解法．
解法一（配方法）：

将原方程变形（二次项系数化为１），得

ｘ２－５
２ｘ＋１＝０，

即ｘ２－５
２ｘ＝－１．

两边都加上（ ）５４
２
，得ｘ２－５

２ｘ＋（ ）５４
２
＝－１＋（ ）５４

２
．
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即 ｘ－（ ）５４
２
＝９
１６
，

ｘ－５
４＝±３

４
，

所以ｘ１＝２，ｘ２＝
１
２．

解法二（公式法）：

因为ａ＝２，ｂ＝－５，ｃ＝２，

ｂ２－４ａｃ＝（－５）２－４×２×２＝９，

所以ｘ＝－（－５） 槡± ９
２×２ ＝５±３

４
，

所以ｘ１＝２，ｘ２＝
１
２．

【例５】 若实数ｘ满足条件（ｘ２＋４ｘ－５）２＝－｜ｘ２－２５｜，求 （ｘ＋２）槡 ２

－ ｘ２－２ｘ槡 ＋１的值．
思维技巧 这是一道赋条件的求值问题，它是以方程为背景，正确求出

ｘ的值是关键．利用非负数的性质，求出两个方程的相同的根，再求值．
解 因为（ｘ２＋４ｘ－５）２＝－｜ｘ２－２５｜，

所以（ｘ２＋４ｘ－５）２＋｜ｘ２－２５｜＝０．
因为ｘ为实数，
所以ｘ２＋４ｘ－５＝０且ｘ２－２５＝０．
解方程ｘ２＋４ｘ－５＝０得，ｘ１＝－５或ｘ２＝１．
解方程ｘ２－２５＝０得，ｘ３＝５或ｘ４＝－５．
因此ｘ＝－５，
原式 ＝｜ｘ＋２｜－｜ｘ－１｜＝｜－５＋２｜－｜－５－１｜＝３－６＝－３．
激活思维 此例从非负数的性质中寻找等量关系，得出两个一元二次

方程，然后灵活选取方法解方程．以一元二次方程为背景，把非负数的性质
与根式结合在一起，有助于活跃学生的思维．

同类变式 已知关于ｘ的方程（ｍ＋１）ｘｍ２＋１＋（ｍ－３）ｘ－１＝０，问：

（１）ｍ 取何值时，它是一元二次方程，并求出此方程的解；
（２）ｍ 取何值时，它是一元一次方程．
根据一元二次方程和一元一次方程的定义可知此方程为一元二次方程
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的条件是：ｍ２＋１＝２且ｍ＋１≠０；此方程为一元一次方程的条件是：ｍ＋１

＝０且ｍ－３≠０或者ｍ２＋１＝１且（ｍ＋１）＋（ｍ－３）≠０．
解 （１）当ｍ２＋１＝２且ｍ＋１≠０时，方程为一元二次方程．
由ｍ２＋１＝２解得ｍ１＝１，ｍ２＝－１．
又因为ｍ＋１≠０，所以ｍ≠－１，只能取ｍ＝１．
所以ｍ＝１时，方程是一元二次方程．
此时，方程为２ｘ２－２ｘ－１＝０，

解得ｘ１＝
槡１＋ ３

２
，ｘ２＝

槡１－ ３
２ ．

（２）由ｍ＋１＝０且ｍ－３≠０，得ｍ＝－１，这时方程为一元一次方程；
另外，当ｍ２＋１＝１且（ｍ＋１）＋（ｍ－３）≠０时，即当 ｍ＝０时，该方程

也是一元一次方程．
故当ｍ＝－１或ｍ＝０时，方程为一元一次方程．
思维拓展 已知（ｍ２－１）ｘ２－（ｍ＋１）ｘ＋８＝０是关于ｘ的一元一次

方程．
（１）求代数式１９９（ｍ＋ｘ）（ｘ－２ｍ）＋３ｍ 的值；
（２）求关于ｙ的方程ｍ｜ｙ｜＝ｘ的解．
解 （１）因为（ｍ２－１）ｘ２－（ｍ＋１）ｘ＋８＝０是关于ｘ的一元一次方程，

所以
ｍ２－１＝０，

ｍ＋１≠０
｛

，
所以ｍ＝１，ｘ＝４．

所以１９９（ｍ＋ｘ）（ｘ－２ｍ）＋３ｍ＝１９９（１＋４）（４－２）＋３×１＝１９９３．
（２）由（１）知，｜ｙ｜＝４，所以ｙ＝±４．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）一元一次方程２ｘ２＋４ｘ－１＝０的二次项系数、一次项系数及常数

项之和为 ．
（２）若ｋｘ２＋ｘ＝３ｘ２＋１是一元二次方程，则ｋ的取值范围是 ．
（３）（重庆市，２００２）方程ｘ２－５ｘ＋３＝０的解是 ．
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（４）（天津市，２００２）若关于ｘ的方程ｘ２－ａｘ－３ａ＝０的一个根是－２，
则它的另一个根是 ．

（５）（永州，２００１）若ｘ＝－１
２
是方程ｋｘ２－ｘ－２＝０的一个根，则ｋ＝

．
（６）（湖南邵阳市，２００１）已知关于ｘ的方程：ｘ２－３ｘ＋ｃ＝０有一个解

是ｘ＝１，则ｃ＝ ，它的另一个解是 ．
（７）（厦门市，２００２）一元二次方程ｘ２＋ｘ－１＝０的根是 ．

（８）（海南省，２００２）如果分式ｘ
２－９

ｘ－３
的值为零，那么ｘ＝ ．

（９）当ｙ＝ 时，代数式ｙ２＋７ｙ＋６的值与ｙ＋１的值相同．
（１０）若ｘ２＋ｘ－２＝３，则２ｘ２＋２ｘ＋１等于 ．

（１１）已知ｘ＝－１是方程ｘ２－ａｘ＋６＝０的一个根，则 ａ２槡 －１＝
．
（１２）若（ｘ２＋２ｘ－３）０＝ｘ２－３ｘ＋３，则ｘ＝ ．
２选择题
（１）在下列方程中，一元二次方程的个数是（ ）

３ｘ２＋７＝０；ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０；（ｘ－２）（ｘ＋３）＝ｘ２－１；ｘ２－５槡ｘ＋４

＝０；ｘ２－（ 槡１＋ ２）ｘ 槡＋ ２＝０；２ｘ２ 槡－５ ２ｘ＝（ｘ－２）２；３ｘ２－４
ｘ＋６＝０．

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个
（２）（武汉市，２００２）一元二次方程ｘ２－４＝０的根为（ ）

Ａ．ｘ＝２ Ｂ．ｘ＝－２
Ｃ．ｘ１＝２，ｘ２＝－２ Ｄ．ｘ１ 槡＝ ２，ｘ２ 槡＝－ ２
（３）下列方程是一元二次方程的是（ ）

Ａ．（ｘ－１）ｘ＝ｘ２ Ｂ．ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０

Ｃ．２ｘ２＋１
ｘ＋１＝０ Ｄ．ｘ２＝１

（４）一元二次方程－５ｘ２＋ｘ－３＝０，把二次项系数变为正数，且使方程
的根不变的是（ ）

Ａ．５ｘ２－ｘ＋３＝０ Ｂ．５ｘ２－ｘ－３＝０
Ｃ．５ｘ２＋ｘ－３＝０ Ｄ．５ｘ２＋ｘ＋３＝０
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（５）若ａｘ２－５ｘ＋３＝０是一元二次方程，则不等式３ａ＋６＞０的解
是（ ）

Ａ．ａ＞－２ Ｂ．ａ＜－２

Ｃ．ａ＞－２且ａ≠０ Ｄ．ａ＞１
２

（６）已知ｘ２＋３ｘ＋５的值为９，则代数式３ｘ２＋９ｘ－２的值为（ ）

Ａ．４ Ｂ．６ Ｃ．８ Ｄ．１０

（７）（杭州市，２００２）已知２是关于ｘ的方程 ３
２ｘ２－２ａ＝０的一个解，

则２ａ－１的值是（ ）

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６
（８）（北京市东城区，２００２）关于ｘ的一元二次方程（ａ－１）ｘ２＋ｘ＋

ａ２－１＝０的一个根是０，则ａ的值为（ ）

Ａ．１ Ｂ．－１ Ｃ．１或－１ Ｄ．１
２

（９）关于ｘ的方程（ｍ２－ｍ－２）ｘ２＋ｍｘ＋ｍ＝０是一元二次方程的条
件是（ ）

Ａ．ｍ≠１ Ｂ．ｍ≠－１且ｍ≠２
Ｃ．ｍ≠２ Ｄ．ｍ≠１且ｍ≠２
（１０）多项式ａ２＋４ａ－１０的值等于１１，则ａ的值为（ ）

Ａ．３或７ Ｂ．－３或７ Ｃ．３或－７ Ｄ．－３或－７
（１１）（甘肃省，２００２）方程（ｍ＋２）ｘ｜ｍ｜＋３ｍｘ＋１＝０是关于ｘ的一元
二次方程，则（ ）

Ａ．ｍ＝±２ Ｂ．ｍ＝２ Ｃ．ｍ＝－２ Ｄ．ｍ≠±２
（１２）（重庆市，２００１）下面是某同学在一次测验中解答的填空题：

① 若ｘ２＝ａ２，则ｘ＝ａ；

② 方程２ｘ（ｘ－１）＝ｘ－１的解为ｘ＝０；

③ 若直角三角形有两边长分别为３和４，则第三边的长为 ５ ．
其中答案完全正确的题目个数为（ ）．
Ａ．０个 Ｂ．１个 Ｃ．２个 Ｄ．３个

３．选用适当方法解下列方程

（１）３４ｘ２－１．５＝０； （２）４ｔ＋２１＝ｔ２；
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（３）（３ｘ－１）（ｘ＋５）＝－５； （４）２ｘ２－５ｘ＋２＝０．
４．关于ｘ的方程（２ｍ２＋ｍ－３）ｘｍ＋１＋５ｘ＝１３可能是一元二次方程
吗？为什么？（２ｍ２＋ｍ－３）ｘｍ－１＋５ｘ＝１３呢？

５．关于ｘ的一元二次方程（ｍ＋１）ｘ２＋３ｘ＋ｍ２－３ｍ－４＝０的一根为
零，求ｍ 的值．

６．已知ｃ为实数，并且方程ｘ２－３ｘ＋ｃ＝０的一个根的相反数是方程

ｘ２＋３ｘ－ｃ＝０的一个根，求方程ｘ２＋３ｘ－ｃ＝０的根和ｃ的值．
７．（孝感市，１９９８）解关于ｘ的方程（ａ－１）ｘ２－２ａｘ＋ａ＝０．

探究能力测试

８．（１）如表：方程１，方程２，方程３，⋯是按照一定规律排列的一列方
程，解方程３，并将它的解填在表中的空白处；

序号 方 程 方程的解

１ ｘ２－２ｘ－３＝０ ｘ１＝－１ ｘ２＝３

２ ｘ２－４ｘ－１２＝０ ｘ１＝－２ ｘ２＝６

３ ｘ２－６ｘ－２７＝０ ｘ１＝ ｘ２＝

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

（２）ｘ１＝－１０，ｘ２＝３０是不是（１）中所给的一列方程中的一个方程的
两个根？

（３）请写出这列方程中第ｋ个方程；
（４）用你探究的规律，解答下列两个方程．
①ｘ２＋１０２ｘ－３６×１８＝０；

②ｘ２－９ｘ－３２４＝０．
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１２．２ 用因式分解法解一元二次方程

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 用因式分解法解一元二次方程．
难点 熟练地进行因式分解．

探究点 在一元二次方程的几种解法中，因式分解法运用较多，其方法

简便、快捷、灵活．在解含字母系数的一元二次方程时应观察其特点，尽量使用
因式分解法．由于一元二次方程的求解过程受字母取值范围的影响，因此，在
解方程时，要注意对其字母条件进行探究，用因式分解法解一元二次方程有一

定局限性，当因式分解的结果不易看出时，可考虑用其他方法．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
因式分解法是特殊方法，只适用于解具有某些特点

的一元二次方程，因此，抓住方程的特点是一个关键，再

者，要透彻理解因式分解法解方程的理论根据，切记方程的右边必须是０，而
左边则需化为两个一次因式的积的形式，此外，熟练地对多项式进行因式分

解又是一个关键．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 解方程（ｘ＋５）（ｘ－１）＝７．
思维技巧 在解方程（ｘ＋５）（ｘ－１）＝７时，容易把它

与（ｘ＋５）（ｘ－１）＝０的解法混淆．一般地，方程（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）＝０与“ｘ－ａ
＝０或ｘ－ｂ＝０”是同义的．但是，“若ａ×ｂ＝ｃ×ｄ，则ａ＝ｃ或ｂ＝ｄ”却是
一个错误的命题．例如２×５＝１×１０，但２≠１，５≠１０．所以，要使用因式分解
法解方程时，需将方程右边化为零．
解 把原方程的右边化为０，得

ｘ２＋４ｘ－１２＝０，
分解因式，得（ｘ－２）（ｘ＋６）＝０，
所以ｘ１＝２，ｘ２＝－６．
同类变式 用因式分解法解下列方程：

（１）３（ｘ－５）２＝２（５－ｘ）；
（２）４（３ｘ－１）２－９（３ｘ＋１）２＝０．
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解 （１）原方程可变形为３（５－ｘ）２－２（５－ｘ）＝０，
（５－ｘ）［３（５－ｘ）－２］＝０，
（５－ｘ）（１３－３ｘ）＝０，
所以５－ｘ＝０或１３－３ｘ＝０．

所以ｘ１＝５，ｘ２＝
１３
３．

（２）原方程可变形为
［２（３ｘ－１）＋３（３ｘ＋１）］［２（３ｘ－１）－３（３ｘ＋１）］＝０，
整理后，得（３ｘ＋５）（１５ｘ＋１）＝０，
所以３ｘ＋５＝０或１５ｘ＋１＝０，

所以ｘ１＝－５
３
，ｘ２＝－１

１５．

思维拓展 方程（ｍ－２）ｘｍ２－５ｍ＋８＋（ｍ－３）ｘ＋５＝０，求当ｍ 取何值

时是一元二次方程，并求此方程的解．
解 当ｍ２－５ｍ＋８＝２且ｍ－２≠０时，方程为一元二次方程，由ｍ２－

５ｍ＋８＝２得ｍ２－５ｍ＋６＝０，即（ｍ－２）（ｍ－３）＝０，

解得ｍ１＝２，ｍ２＝３．
又因为ｍ－２≠０，得ｍ≠２，
所以ｍ＝３时，原方程为一元二次方程．
把ｍ＝３代入原方程，得ｘ２＋５＝０，此方程无解．
【例２】 （宜昌市，２００２）阅读下题的解答过程，请判断其是否有错，若有
错误，请你写出正确解答．
已知：ｍ 是关于ｘ的方程ｍｘ２－２ｘ＋ｍ＝０的一个根，求ｍ 的值．
解 把ｘ＝ｍ 代入原方程，化简得 ｍ３＝ｍ，两边同除以ｍ，得ｍ２＝１．
所以ｍ＝１，把ｍ＝１代入原方程检验可知，ｍ＝１符合题意．
答：ｍ 的值是１．
思维技巧 近几年来，各地中考试卷以阅读题的形式出现频率较高，背

景 、形式多样，或提供全新的阅读材料，介绍新知识，考查学以致用的能力；或

定义新思路，新方法，考查理解、应变能力；或是给出解答过程，判断正误，考查

相关知识的易错点．此例正是考查解方程过程中，容易出错的相关知识．
答：有错．
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解 把ｘ＝ｍ 代入原方程，化简得ｍ３－ｍ＝０，
分解因式得 ｍ（ｍ＋１）（ｍ－１）＝０，
所以ｍ＝０或ｍ＋１＝０或ｍ－１＝０．
所以ｍ１＝０，ｍ２＝－１，ｍ３＝１．
把ｍ 的三个值代入原方程检验，均符合题意．
答：ｍ 的值是０，－１，１．
激活思维 这是一道查寻解题过程是否错误的阅读理解题，“方程两边

同时除以不为零的代数式，所得方程与原方程同解”，其中，“不为零”易被学

生忽视，本题正是抓住了这一点，以考查学生思维的缜密性．
同类变式 （大连市，２００１）阅读材料：为解方程（ｘ２－１）２－５（ｘ２－１）＋

４＝０，我们可以将ｘ２－１视为一个整体，然后设ｘ２－１＝ｙ，则（ｘ２－１）２＝

ｙ２，原方程化为ｙ２－５ｙ＋４＝０， ①
由①（ｙ－４）（ｙ－１）＝０，得ｙ１＝１，ｙ２＝４，

当ｙ＝１时，ｘ２－１＝１，ｘ２＝２，
所以ｘ 槡＝± ２，当ｙ＝４时，ｘ２＝５，

所以ｘ 槡＝± ５，

所以原方程的解为ｘ１ 槡＝ ２，ｘ２ 槡＝－ ２，ｘ３ 槡＝ ５，ｘ４ 槡＝－ ５．
解答问题 （１）填空：在由原方程得到 ①的过程中，利用 法达

到降次的目的，体现了 的数学思想．
（２）解方程ｘ４－ｘ２－６＝０．
答：（１）换元 转化
（２）设ｘ２＝ｙ，则原方程变为ｙ２－ｙ－６＝０，
（ｙ－３）（ｙ＋２）＝０．所以ｙ１＝３，ｙ２ 槡＝－ ２（舍去），

所以ｘ２＝３，ｘ 槡＝± ３．
思维拓展 （绍兴市，２００２）若一个三角形的边长均满足方程ｘ２－６ｘ＋

８＝０，则此三角形的周长为 ．
【分析】 先用因式分解法求方程ｘ２－６ｘ＋８＝０的两根，再根据方程的
根是三角形的边长分情况讨论，结合三角形三边关系求出周长．
解 由方程ｘ２－６ｘ＋８＝０得
（ｘ－２）（ｘ－４）＝０，解之ｘ１＝２，ｘ２＝４．

名校经验 创新设计

１２

新
教
材
同
步
学
案



当三角形三边长都为２时，其周长为６；
当三角形三边长都为４时，其周长为１２；
当三角形底边为２，腰长为４时，其周长为１０；
当三角形底边为２，腰长为２时，不符合三角形三边关系，此三角形不存在．
因此，三角形周长为６，１０，１２．
【例３】 在高尔夫球比赛中，某运动员打出的球在空中飞行高度ｈ（ｍ）
与打出后飞行的时间ｔ（ｓ）之间的关系是ｈ＝－ｔ（ｔ－７）．求：
（１）经过多少秒钟，球飞行的高度为１０ｍ；
（２）经过多少秒钟，球又落到地面．
思维技巧 运用数学知识解决实际问题，首先从实际问题中获取必要

的信息，通过分析、处理有关信息，建立数学模型，然后解决这个数学问题，

最后解答原问题．此例可通过球在空中运动的规律，建立两个方程．
解 （１）依题意有 １０＝－ｔ（ｔ－７），
整理得 ｔ２－７ｔ＋１０＝０．
因式分解得 （ｔ－２）（ｔ－５）＝０，
解之 ｔ１＝２，ｔ２＝５．
因此，当经过２ｓ或５ｓ时，球飞行的高度是１０ｍ．
（２）当ｈ＝０时，有 －ｔ（ｔ－７）＝０，
解之ｔ１＝７，ｔ２＝０（不合题意舍去）．
因此，经过７ｓ后，球又落到地面．
激活思维 由于现实生活中信息的来源是多种多样的，提供信息的方

式往往各不相同，因此从实际问题中获取并分析、处理信息是十分重要的一

步，正确地建立数学模型是一个关键．由于缺乏从实际问题中收集、处理信
息的能力，学生思维活动容易出现障碍，从而不能很好地建立数学模型，只

有善于从实际问题中收集、处理信息，弄清数学知识与实际问题的结合点，

才能恰当地建立数学模型．
同类变式 一跳水运动员从１０ｍ高台上跳水，设他在起跳后第ｔｓ离

水面的高度为ｈｍ，ｈ与ｔ具有如下关系：ｈ＝－５（ｔ－２）（ｔ＋１）．求运动员
从起跳到入水所用的时间．
解 依题意知 －５（ｔ－２）（ｔ＋１）＝０，
解之ｔ１＝２，ｔ２＝－１，
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因为ｔ＞０，所以ｔ２＝－１（不合题意，舍去），
所以ｔ＝２．
答：运动员从起跳到入水所用的时间为２ｓ．
思维拓展 （太原市，２００２）生物兴趣小组的学生，将自己收集的标本向本组

其他成员各赠送一件，全组共互赠了１８２件，求全组有多少名学生．
【分析】 对“全组共互赠了１８２件”的理解是关键，若设全组有ｘ名同
学，则每名学生给其他（ｘ－１）名学生各赠送一件，共送（ｘ－１）件，那么ｘ名
学生共赠送ｘ（ｘ－１）件．
解 设全组有ｘ名同学，
依题意列方程 ｘ（ｘ－１）＝１８２，
整理得，ｘ２－ｘ－１８２＝０，
因式分解得（ｘ－１４）（ｘ＋１３）＝０，
所以ｘ１＝１４，ｘ２＝－１３（舍去）
答：全组共有１４名学生．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（浙江绍兴，２００２）方程ｘ（ｘ－２）＝０的根是 ．

（２）（河南省，２００２）如果分式ｘ
２－７ｘ－８
ｘ＋１
的值为０，则ｘ＝ ．

（３）（昆明市，２００２）若分式ｘ
２－ｘ－６
ｘ＋２
的值为０，则ｘ＝ ．

（４）（镇江市，２００２）若代数式（ｘ－２）（ｘ＋１）的值等于零，则ｘ＝
．
（５）（吉林省，２０００）一元二次方程ｘ２＋４ｘ－１２＝０的根是 ．
（６）（吉林省，２００１）方程（ｘ－１）（ｘ－２）＝０的两根为ｘ１，ｘ２，且ｘ１＞

ｘ２，则ｘ１－２ｘ２的值等于 ．
（７）（河南省，２０００）已知ｘ的二次方程４ｘ２＋４ｋｘ＋ｋ２＝０的一个根是

－２，那么ｋ＝ ．
（８）用因式分解法解方程３ｘ２－ｘ－２＝０，得ｘ１＝ ，ｘ２＝ ．
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（９）已知方程（ｘ＋ａ）（ｘ－３）＝０和方程ｘ２－２ｘ－３＝０是同解方程，
则ａ＝ ．
（１０）方程（ｘ－２）２＝ｘ－２的根是 ．
（１１）方程（ｘ＋１）（ｘ＋３）＝１５的两根为ｘ１，ｘ２，则ｘ１＋２ｘ２的值是

．
（１２）两个连续偶数的积是１６８，则这两个偶数是 ．
２选择题
（１）（辽宁省，２００１）方程ｘ２－２ｘ＝０的根是（ ）

Ａ．ｘ１＝０，ｘ２＝２ Ｂ．ｘ１＝０，ｘ２＝－２
Ｃ．ｘ＝０ Ｄ．ｘ＝２
（２）（浙江金华，２００２）方程ｘ（ｘ＋１）（ｘ－２）＝０的根是（ ）

Ａ．－１，２ Ｂ．１，－２
Ｃ．０，－１，２ Ｄ．０，１，－２
（３）（内蒙古，２０００）方程２ｘ（ｘ－３）＝５（ｘ－３）的根是（ ）

Ａ．ｘ＝５
２ Ｂ．ｘ＝３

Ｃ．ｘ１＝３或ｘ＝５
２ Ｄ．ｘ＝－５

２
（４）（温州市，２０００）方程ｘ３－５ｘ２＋６ｘ＝０的根是（ ）

Ａ０，－２，－３ Ｂ０，２，３，

Ｃ０，１，－６ Ｄ０，－１，－６
（５）方程ｘ２－ａ２＝（ｘ－ａ）２（ａ≠０）的根是（ ）

Ａ．ａ Ｂ．１或ａ Ｃ．０ Ｄ．０或ａ
（６）设ｘ１，ｘ２是方程６ｘ２－１３ｘ＋５＝０的两根，那么（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）的
值是（ ）

Ａ．７
３ Ｂ．－２ Ｃ．－１ Ｄ．以上都不对

（７）（宁夏，２００２）如果ａ是关于ｘ的方程ｘ２＋ｂｘ＋ａ＝０的根，并且

ａ≠０，则可求出（ ）的值．

Ａ．ａｂ Ｂ．ｂ
ａ Ｃ．ａ＋ｂ Ｄ．ａ－ｂ

（８）（宁夏，２００２）已知７ｘ２＋５ｙ２＝１２ｘｙ，并且ｘｙ≠０，则可求出（ ）
的值．
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Ａ．ｘｙ Ｂ．ｘ
ｙ Ｃ．ｘ＋ｙ Ｄ．ｘ－ｙ

（９）关于ｘ的方程（ｍ２－ｍ－２）ｘ２＋ｍｘ＋ｍ＝０是一元二次方程的条
件是（ ）

Ａ．ｍ≠１ Ｂ．ｍ≠－１且ｍ≠２
Ｃ．ｍ≠２ Ｄ．ｍ≠１且ｍ≠２
（１０）如果（１－ｍ２－ｎ２）（ｍ２＋ｎ２）＝－６，则ｍ２＋ｎ２＝（ ）

Ａ．２ Ｂ．－２，３ Ｃ．３ Ｄ．２，－３
３（德阳市，２００２）解方程：４ｘ２－４ｘ－３＝０．

４解方程：１４ｙ２＋５
２ｙ－６＝０．

５解方程：３ｘ（１－ｘ）＝２ｘ－２．
６解方程：（２ｔ＋１）２＋３（２ｔ＋１）＋２＝０．

探究能力测试

７参加会议的人两两彼此握手，有人统计一共握了６６次手，到会的人
数是多少？

８小涵同学把皮球竖直往上抛，皮球上升的高度ｈ（ｍ）与抛出后的时
间ｔ（ｓ）的关系是ｈ＝２５ｔ－５ｔ２，几秒钟后它在离抛出点２０ｍ高的地方？

１２．３ 一元二次方程根的判别式

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 一元二次方程根的判别式的应用．
难点 判定含有字母系数的一元二次方程根的情况和

确定字母取值．
探究点 一元二次方程的根的判别式是揭示根的性质与系数间联系的

一个重要定理，是解决与一元二次方程相关问题的有力工具，许多表面与一

元二次方程无关的数学问题，可以通过构造一元二次方程，把原问题转化为

讨论方程的根的性质，然后用判别式来解．解题时，注意判别式定理和逆定
理的区别和灵活运用．
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学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
涉及用判别式判断方程根的个数问题，一般都要设

法把判别式的值与完全平方式建立起联系，从而应用完

全平方式的非负性来确定判别式的大小．根据方程根的情况，用判别式确定
方程中字母系数的取值范围，如果从正面去直接求解，思维往往会受阻，因

此，多用逆向求解．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 不解方程，判别下列关于ｘ的一元二次方程的
根的情况：

（１）（２ｘ－１）２＋ｘ（ｘ＋２）＝０；（２）ｍｘ２－２ｍｘ＋ｍ＋１＝０（ｍ≠０）．
思维技巧 在应用根的判别式时，应先将方程化成一般形式．一元二次

方程的根的情况是由Δ＝ｂ２－４ａｃ的符号决定的，所以，在判断一元二次方
程根的情况时，应想尽办法判断出“Δ”的符号，然后根据判别式定理判定根
的情况，尤其是当方程系数中含有字母时，一般利用配方法将“Δ”化成完全
平方式或完全平方式加上（或减去）一个常数，再根据完全平方式非负性判

断“Δ”的符号，从而决定方程的根的情况，有时还需要对字母进行讨论．
解 （１）整理方程，得５ｘ２－２ｘ＋１＝０，
因为ａ＝５，ｂ＝－２，ｃ＝１，
所以Δ＝（－２）２－４×５×１＝－１６＜０．
所以原方程没有实数根．
（２）因为ａ＝ｍ，ｂ＝－２ｍ，ｃ＝ｍ＋１，
所以Δ＝（－２ｍ）２－４ｍ（ｍ＋１）

＝４ｍ２－４ｍ２－４ｍ＝－４ｍ．
因为ｍ≠０，所以当－４ｍ＞０，即ｍ＜０时，原方程有两个不相等的实数

根；当－４ｍ＜０，即ｍ＞０时，原方程没有实数根．
同类变式 判断关于ｘ的二次方程的根的情况：

ｘ２－２ｋｘ＋４（ｋ－１）＝０（ｋ为常数）．
解 Δ＝（－２ｋ）２－４×１×４（ｋ－１）

＝４ｋ２－１６ｋ＋１６＝４（ｋ－２）２≥０．
所以方程有实数根．
【例２】 若关于ｘ的方程（ｍ２－１）ｘ２－２（ｍ＋２）ｘ＋１＝０有实数根，求
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ｍ 的取值范围．
思维技巧 运用判别式解题，其实质是将问题转化为解方程、解不等

式．含字母系数的方程问题，在没有指明是二次方程时，要考虑是一次方程
的可能，至于是否要分类讨论，要看清题目的条件，一般设问方式有两种：

（１）前置式，即“二次方程”；（２）“后置式”，即“两实数根”，这都表明是二次
方程，不需讨论，但切不可忽视一次项系数不为零的要求．此题中没有给出
方程的次数（前置式），也没有指明方程的根的个数（后置式），因此应考虑方

程为二次方程和一次方程两种情况．
解 本题有两种情况：

（１）若方程是一元二次方程，并且有实根，则必有

ｍ２－１≠０，

Δ＝［－２（ｍ＋２）］２－４（ｍ２－１）≥０
｛

．

所以
ｍ≠±１，

ｍ≥－５
４

｛
．

即ｍ≥－５
４
且ｍ≠±１．

（２）若方程为一次方程，则
ｍ２－１＝０，

－２（ｍ＋２）≠０
｛

．
解得ｍ＝±１．

综合（１）、（２），得ｍ≥－５
４
时，原方程有实数根．

激活思维 本题考查含字母系数的方程的分类讨论，易误认为所给方

程是一元二次方程，而用Δ≥０，且ｍ２－１≠０来解，而不考虑分类或分类没

有按同一标准进行，或最后不善于综合几种情况得出结论．
同类变式 ｋ为何值时，关于ｘ的方程（ｋ－１）ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋ｋ＋１＝

０有实数根？

解 （１）当ｋ－１＝０时，即ｋ＝１，原方程有实数根为ｘ＝２
３．

（２）当
ｋ－１≠０
Δ≥
｛

０
时，即

ｋ－１≠０，

（２ｋ＋１）２－４（ｋ－１）（ｋ＋１）≥０
｛

．

解这个不等式组，得ｋ≥－５
４
且ｋ≠１．
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综上所知，当ｋ≥－５
４
时，方程有实数根．

思维拓展 （漳州市，２００２）已知关于ｘ的一元二次方程ｘ２＋２ｘ＋２－
ｍ＝０，①（１）若方程有两个不相等的实数根，求实数ｍ 的取值范围；（２）
请你利用（１）所得的结论，任取ｍ 的一个数值代入方程①，并用配方法求出
此方程的两个实数根．
思路分析 由判别式Δ＞０，解含ｍ 的不等式，再在ｍ 的取值范围内，

任取ｍ 的一个值，代入方程①配方求解．
解 （１）因为方程有两个不相等的实数根，
所以Δ＞０，Δ＝４－４（２－ｍ）＝４ｍ－４＞０，所以ｍ＞１；
（２）例：取ｍ＝２，代入方程① 得ｘ２＋２ｘ＝０，

配方，得ｘ２＋２ｘ＋１２＝１２，（ｘ＋１）２＝１，
开平方，得ｘ＋１＝±１，
所以ｘ１＝０，ｘ２＝－２．
【例３】 （黑龙江，２０００）当ｍ 是什么整数时，关于ｘ的一元二次方程

ｍｘ２－４ｘ＋４＝０与ｘ２－４ｍｘ＋４ｍ２－４ｍ－５＝０的解都是整数？
解 由题意，得

（－４）２－４ｍ×４≥０，

（－４ｍ）２－４（４ｍ２－４ｍ－５）≥０
｛

，

解得
ｍ≤１，

ｍ≥－１１
４

｛
．

所以 －１１
４≤ｍ≤１．

又因为ｍ 是整数，
所以ｍ 为－１，０，１．
（１）当ｍ＝－１时，方程ｍｘ２－４ｘ＋４＝０没有整数根；

（２）当ｍ＝０时，方程ｍｘ２－４ｘ＋４＝０不是一元二次方程；

（３）当ｍ＝１时，方程ｍｘ２－４ｘ＋４＝０和方程ｘ２－４ｍｘ＋４ｍ２－４ｍ
－５＝０均有整数解．故ｍ 只能取１．
【例４】 （黑龙江省，２００２）是否存在这样的非负整数ｍ，使关于ｘ的一
元二次方程ｍ２ｘ２－（２ｍ－１）ｘ＋１＝０有两个实数根，若存在，请求出ｍ 的
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值；若不存在，请说明理由．
思维技巧 这是一道常见的“是否存在”型探究题．首先由题意，可得

ｍ２≠０，且判别式Δ≥０，由此可确定ｍ 的取值范围，进而由ｍ 为非整数来
探究这样的ｍ 是否存在．
解 不存在．
由题意得ｍ２≠０，所以ｍ≠０．

又Δ＝［－（２ｍ－１）］２－４ｍ２≥０，解得ｍ≤１
４．

因为ｍ 为非负整数，所以这样的ｍ 不存在．
激活思维 此例首先从题设的结论“一元二次方程有两个实数根”入手，由

它的等价条件判别式Δ≥０，得出ｍ 的取值范围，再由一元二次方程中隐含条件
二次项系数不为零，和题设“ｍ为非负整数”去发现问题，探求ｍ的存在性．
同类变式 （杭州市，２００１）若方程ｘ２＋２ｐｘ－ｑ＝０（ｐ，ｑ是实数）没有

实数根．（１）求证：ｐ＋ｑ＜１
４
；（２）试写出上述命题的逆命题；（３）判断（２）中

逆命题是否正确，若正确请加以证明；若不正确，请举一反例证明．
解 （１）证明： 由题意，方程的判别式Δ＝４ｐ２＋４ｑ＜０，得ｑ＜－ｐ２，

所以ｐ＋ｑ＜－ｐ２＋ｐ＝－ ｐ－（ ）１２
２
＋１

４≤１
４．

所以有ｐ＋ｑ＜１
４
成立．

（２）该命题的逆命题为：如果ｐ＋ｑ＜１
４
，则方程ｘ２＋２ｐｘ－ｑ＝０（ｐ，ｑ

是实数）没有实数根．
（３）（２）中的逆命题不正确．如：

当ｐ＝１，ｑ＝－１时，ｐ＋ｑ＜１
４
，但原方程ｘ２＋２ｐｘ－ｑ＝０有实数根ｘ

＝－１．
思维拓展 （北京市海淀区，２００２）已知：关于ｘ的方程（ｎ－１）ｘ２＋ｍｘ

＋１＝０， ①有两个相等的实数根．
（１）求证：关于ｙ的方程ｍ２ｙ２－２ｍｙ－ｍ２－２ｎ２＋３＝０， ②必有两个
不相等的实数根；

（２）若方程①的一根的相反数恰好是方程②的一个根，求代数式

ｍ２ｎ＋１２ｎ的值．
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解 （１）因为方程①有两个相等的实数根，

所以
ｎ－１≠０，

Δ１＝ｍ２－４（ｎ－１）＝０
｛

．
所以 ｍ２＝４（ｎ－１）且ｍ≠０，则ｎ－１＞０．
由方程② ，有Δ２＝４ｍ２－４ｍ２（－ｍ２－２ｎ２＋３）

＝４ｍ２（１＋ｍ２＋２ｎ２－３）

＝４ｍ２（１＋４ｎ－４＋２ｎ２－３）

＝４ｍ２（２ｎ２＋４ｎ－６）

＝８ｍ２（ｎ＋３）（ｎ－１）．
因为ｎ－１＞０且ｍ≠０，所以８ｍ２＞０，ｎ＋３＞０．
所以８ｍ２（ｎ＋３）（ｎ－１）＞０，即 Δ２＞０，
所以方程②必有两个不相等的实数根．

（２）由ｍ２＝４（ｎ－１）可得ｎ－１＝ｍ２

４
，

将ｎ－１＝ｍ２

４
代入方程① 得 ｍ２

４ｘ２＋ｍｘ＋１＝０，

解得ｘ１＝ｘ２＝－２
ｍ．

因为方程①的一根的相反数是方程②的一个根，由根的定义，得

ｍ２· ２（ ）ｍ
２
－２ｍ· ２（ ）ｍ －ｍ２－２ｎ２＋３＝０．

整理，得 －ｍ２－２ｎ２＋３＝０，即－２ｎ２－４（ｎ－１）＋３＝０，

所以２ｎ２＋４ｎ＝７，

所以 ｍ２ｎ＋１２ｎ＝ｎ（ｍ２＋１２）＝ｎ（４ｎ－４＋１２）＝４ｎ２＋８ｎ＝

２（２ｎ２＋４ｎ）＝１４．
【例５】 已知关于ｘ的方程ｘ２－（３ｋ＋１）ｘ＋２ｋ２＋２ｋ＝０，
（１）求证：无论ｋ取何实数值，方程总有实数根；
（２）若等腰△ＡＢＣ的一边长ａ＝６，另两边长ｂ、ｃ恰好是这个方程的两
个根，求此三角形的三边长．
思维技巧 此题是一元二次方程与三角形结合的一道题目，建立根的

判别式、根的定义与三角形三边关系等知识间的联系是一个关键，根据等腰

三角形的定义，运用分类思想确定ａ、ｂ、ｃ三者的关系，是解决此题的又一个
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关键．
证明 （１）因为Δ＝［－（３ｋ＋１）］２－４（２ｋ２＋２ｋ）

＝９ｋ２＋６ｋ＋１－８ｋ２－８ｋ
＝ｋ２－２ｋ＋１＝（ｋ－１）２≥０，

所以无论ｋ取何实数值，方程总是有实数根．
解 （２）因为△ＡＢＣ为等腰三角形，ａ＝６，ｂ、ｃ恰好是方程两个根．
所以当ｂ＝ｃ时，则方程有两个相等实数根，所以Δ＝（ｋ－１）２＝０，所以

ｋ＝１，
此时原方程为ｘ２－４ｘ＋４＝０，ｘ１＝ｘ２＝２，
所以ｂ＝ｃ＝２．
又 ｂ＋ｃ＝４＜ａ，
所以ａ＝６，ｂ＝ｃ＝２，不合题意，舍去．
若ｂ、ｃ中有一条边与ａ相等，不妨设ｂ＝ａ＝６，
因为ｂ是方程的根，
所以６２－（３ｋ＋１）×６＋２×ｋ２＋２×ｋ＝０，
整理得，ｋ２－８ｋ＋１５＝０．
解之，ｋ１＝３，ｋ２＝５．
当ｋ＝３时，原方程为ｘ２－１０ｘ＋２４＝０，
解之，ｘ１＝４，ｘ２＝６，所以三角形三边长为６，６，４；

当ｋ＝５时，原方程为ｘ２－１６ｘ＋６０＝０，
解之，ｘ１＝６，ｘ２＝１０，
所以三角形的三边长为６，６，１０．
综合上知，符合条件的三角形三边长为６，６，４和６，６，１０．
激活思维 当方程系数中含有字母时，用判别式判定根的情况，一般利

用配方法将“Δ”化成完全平方式或完全平方式加上（或减去）一个常数，根据
完全平方式的非负性判断“Δ”的符号，从而决定方程根的情况．此例中，学生
易忽视等腰三角形这一条件的不确定性，从而出现解答不完整的错误，或直

接根据求根公式用ｋ表示三角形两边，从而使计算繁琐．若巧用根的判别式
和根的定义求ｋ，问题就会迎刃而解．
同类变式 （荆门市，２００１）已知关于ｘ的方程ｘ２－（ｋ＋２）ｘ＋２ｋ＝０．
（１）求证：无论ｋ取任何实数值，方程总有实数根；
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（２）若等腰三角形ＡＢＣ的一边长ａ＝１，另两边长ｂ、ｃ恰好是这个方程
的两个根，求△ＡＢＣ的周长．
（１）证明：因为Δ＝［－（ｋ＋２）］２－４×２ｋ＝ｋ２－４ｋ＋４＝（ｋ－２）２≥０，

所以原方程总有两实数根．
（２）求△ＡＢＣ的周长，只要利用“△ＡＢＣ为等腰三角形”这一条件，求
出ｂ或ｃ即可．
分两种情况讨论：

①ｂ＝ｃ时，因为ｂ、ｃ是方程的根，
所以Δ＝（ｋ－２）２＝０，所以ｋ＝２．
原方程变为ｘ２－４ｘ＋４＝０．
解得ｘ１＝ｘ２＝２，所以ｂ＝ｃ＝２．
此时ａ、ｂ、ｃ符合三角形三边的关系，故△ＡＢＣ的周长为５．
②ｂ、ｃ中有一个与ａ相等时，不妨设ｂ＝ａ＝１，

因为ｂ是方程的根，所以１２－（ｋ＋２）×１＋２ｋ＝０．
解得ｋ＝１，所以方程化为ｘ２－３ｘ＋２＝０．
解得ｘ１＝１，ｘ２＝２，

所以ｃ＝２．这与ａ＋ｂ＞ｃ矛盾，故ａ不能为腰．
所以△ＡＢＣ的周长为５．
思维拓展 （贵州省，１９９７）已知等腰三角形的两边长ａ、ｂ是方程ｘ２－

ｋｘ＋１２＝０的两根，另一条边ｃ＝４，求ｋ的值．
解 分类讨论：

（１）当ｃ为底边时，则ａ，ｂ是方程ｘ２－ｋｘ＋１２＝０的两相等实数根．
所以Δ＝ｋ２－４８＝０，ｋ 槡＝±４ ３．

而当ｋ 槡＝－４ ３时，方程ｘ２ 槡＋４ ３ｘ＋１２＝０有两相等的负实根，不符合

题意，舍去；

当ｋ 槡＝４ ３时，三角形三边分别为 槡２ ３，槡２ ３，４，符合题意．
（２）当ｃ为腰长时，则ａ、ｂ有一个与ｃ相等，即方程ｘ２－ｋｘ＋１２＝０有

一个根为４．
由根的定义知 ４２－ｋ×４＋１２＝０，所以ｋ＝７．
此时，三角形三边长为３，３，４，符合题意．
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综合上知，ｋ为 槡４ ３或７．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（北京怀柔，２００２）判断关于ｘ的方程ｘ２－２ｍｘ－１＝０的根的情况
是 ．
（２）（成都市，２００１）已知关于ｘ的方程ｘ２－ｍｘ＋２＝０有两个相等的实
数根，那么ｍ 的值是 ．
（３）（辽宁省，２００１）关于ｘ的方程ｘ２－６ｘ＋ｍ＝０有两个相等的实数
根，则ｍ＝ ．
（４）（北京宣武区，２００１）关于ｘ的方程ｍｘ２－２ｘ＋１＝０有两个不相等
的实数根，那么ｍ 的取值范围是 ．
（５）（荆门市，２０００）关于ｘ的一元二次方程ｋ２ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋１＝０有
两个实数根，则ｋ的取值范围是 ．
（６）若一元二次方程ｋｘ２＋２ｘ－１＝０没有实数根，则ｋ的取值范围是

．
（７）若方程２ｘ２－２ｘ＋３ａ－４＝０有两个不相等的实数根，则｜ａ－２｜－

ａ２＋１６－８槡 ａ＝ ．
（８）若方程２ｘ（ｋｘ－４）－ｘ２＋６＝０没有实数根，则ｋ的最小整数值是

．

（９）已知关于ｘ的一元二次方程ｘ２＋ ３ｋ槡 ＋１·ｘ＋２ｋ－１＝０有实数
根，则ｋ的取值范围是 ．
（１０）（甘肃省，２０００）在一元二次方程ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０中，若系数ｂ和ｃ
可在１，２，３，４，５，６中取值，则其中有实数解的方程的个数是 ．

２选择题
（１）（广西，２００３）关于ｘ的方程ｘ２＋（３ｍ－１）ｘ＋２ｍ２－ｍ＝０的根的
情况是（ ）

Ａ．有两个相等的实数根 Ｂ．有两个不相等的实数根

名校经验 创新设计

２４

新
教
材
同
步
学
案



Ｃ．没有实数根 Ｄ．有两个实数根
（２）（武汉市，２００３）不解方程，判别方程５ｘ２－７ｘ＋５＝０的根的情况是

（ ）

Ａ．有两个相等的实数根

Ｂ．有两个不相等的实数根

Ｃ．只有一个实数根

Ｄ．没有实数根
（３）（北京市，２００３）如果关于ｘ的一元二次方程ｋｘ２－６ｘ＋９＝０有两个
不相等的实数根，那么ｋ的取值范围是（ ）

Ａ．ｋ＜１ Ｂ．ｋ≠０ Ｃ．ｋ＜１且ｋ≠０ Ｄ．ｋ＞１

（４）（四川省，２００２）已知关于ｘ的方程１４ｘ２－（ｍ－３）ｘ＋ｍ２＝０有两

个不相等的实数根，那么ｍ 的最大整数值是（ ）

Ａ．２ Ｂ．１ Ｃ．０ Ｄ．－１
（５）（重庆市，２００３）下列一元二次方程中，没有实数根的是（ ）

Ａ．ｘ２＋２ｘ－１＝０ Ｂ．ｘ２ 槡＋２ ２ｘ＋２＝０

Ｃ．ｘ２ 槡＋ ２ｘ＋１＝０ Ｄ．－ｘ２＋ｘ＋２＝０
（６）（河北省，２００１）在一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）中，若ａ与

ｃ异号，则方程（ ）

Ａ．有两个不相等的实数根 Ｂ．有两个相等的实数根

Ｃ．没有实数根 Ｄ．根的情况无法确定
（７）（北京崇文区，２００１）关于ｘ的一元二次方程（ｍ－１）ｘ２－２ｍｘ＋ｍ

＝０有两个实数根，那么ｍ 的取值范围是（ ）

Ａ．ｍ＞０ Ｂ．ｍ≥０
Ｃ．ｍ＞０且ｍ≠１ Ｄ．ｍ≥０且ｍ≠１
（８）（河南省，２００１）已知一直角三角形的三边ａ、ｂ、ｃ，∠Ｂ＝９０°，那么关
于ｘ的方程ａ（ｘ２－１）－２ｃｘ＋ｂ（ｘ２＋１）＝０的根的情况为（ ）

Ａ．有两个相等的实数根 Ｂ．有两个不相等的实数根

Ｃ．没有实数根 Ｄ．无法确定

（９）当ｋ不小于－１
４
时，方程（ｋ－２）ｘ２－（２ｋ－１）ｘ＋ｋ＝０（ｋ≠２）的根

的情况是（ ）
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Ａ．有两个不相等的实数根 Ｂ．有两个相等的实数根

Ｃ．有两个实数根 Ｄ．以上都不正确

（１０）若方程３ｘ（ｋｘ－１）＝ｘ２－１没有实数根，则ｋ的最小整数值是

（ ）

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．－１ Ｄ．０
（１１）方程ｘ２＋ａ＝ａｘ有等根时，实数ａ的可取数值的个数为（ ）

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．大于２
（１２）关于ｘ的方程ｋｘ２－６ｘ＋３＝０有实数根，则ｋ的非负整数值是

（ ）

Ａ．０，１，２ Ｂ．１，２ Ｃ．１，２，３ Ｄ．０，１，２，３
（１３）（南阳，２００２）若方程２ｘ（ｋｘ－４）－ｘ２＋６＝０没有实数根，则ｋ的

最小整数值是（ ）

Ａ．２ Ｂ．１ Ｃ．－１ Ｄ．不存在

（１４）设ｘ０是一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的根，则判别式Δ＝

ｂ２－４ａｃ与平方式ｍ＝（２ａｘ０＋ｂ）２的关系是（ ）

Ａ．Δ＞ｍ Ｂ．Δ＝ｍ Ｃ．Δ＜ｍ Ｄ．不能确定

３（江西省，２００３）已知关于ｘ的方程ｘ２－ｍ＝２ｘ有两个不相等的实

数根，求ｍ 的取值范围．

４若ｍ 满足不等式８ｍ＞９，求证方程（ｍ－１）ｘ２－２（ｍ＋１）ｘ－（ｍ＋

７）＝０有两个不等的实数根．

５设ａ、ｂ、ｃ为三角形三边，关于ｘ的方程ｂ２ｘ２＋（ｂ２＋ｃ２－ａ２）ｘ＋ｃ２

＝０，判断此方程根的情况．

探究能力测试

６已知方程ｘ２－２ｘ＋ｋ＋３＝０有两个不等实根，试判定（ｋ－１）ｘ２＋

２（ｋ＋１）ｘ＋ｋ＋１＝０有无实数根．

７已知ｍ 为整数，关于ｘ的三个方程：ｘ２－ｍｘ＋ｎ－３
４＝０， ①

ｘ２＋（ｍ＋３）ｘ＋ｎ＝０， ②ｘ２－（ｍ＋１）ｘ＋ｎ＝０， ③满足：方程①有二等

根，方程②有二不等实根，方程③无实根．求ｍ、ｎ的值．
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１２．４ 一元二次方程的根与系数的关系

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 一元二次方程根与系数关系的应用．
难点 利用根与系数的关系确定一元二次方程中字母

系数的取值．
探究点 韦达定理形式简单，两个等式的左边都是两根的对称式，一般

涉及整式、分式、根式及不等式的任何一个对称式都可用这两个基本的对称

式表示．应用韦达定理的前提条件是一元二次方程有两个实数根，所以，应
用韦达定理解题时，往往与判别式结合起来使用，建立诸多联系，注意知识

间的结合点，是学好本节的一个关键．许多探究性问题都离不开韦达定理，
利用根的定义、韦达定理探究解含方程的非对称性问题是近年来中考试卷

中的一种新题型．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
运用韦达定理解题时，应注意如下几个基本方法：

一是设而不求；二是由于它的两个等式左边是基本对称

式，常常采用整体代换；三是有时需构造二次方程、对偶式，为韦达定理应用

创设条件，从而使问题获解；四是应用韦达定理解题时，必须满足判别式Δ
≥０．事实上，韦达定理与判别式经常是结合在一起使用的．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （广西壮族自治区，１９９６）请按照下列要求写出
两种解法：已知方程５ｘ２＋ｋｘ－６＝０的一个根是２，求

它的另一个根及ｋ的值．
思维技巧 这是韦达定理的应用之一：求方程中字母系数的值的问题．

一种思路是用韦达定理先求出另一个根，再求ｋ；另一种思路是先用根的定
义求出ｋ值，然后再求另一根．

解法一 设方程的另一根是ｘ１，根据根与系数关系有：２ｘ１＝－６
５
，

所以ｘ１＝－３
５
，又因为ｘ１＋２＝－ｋ

５
，

所以ｋ＝－７．
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解法二 根据根的定义，把ｘ＝２代入原方程，得

５×２２＋２ｋ－６＝０，

所以ｋ＝－７．
设另一个根为ｘ２，

则ｘ２＋２＝
７
５
，所以ｘ２＝－３

５．

激活思维 此题重在考查对一元二次方程根与系数关系的深刻理解，

一味套用求根公式的定势思维对解决本题有负面影响．
同类变式 请用两种方法解答下题：

方程２ｘ２＋ｍｘ＋３＝０的一个根是１２
，求另一根及ｍ 的值．

解法一 将ｘ１＝
１
２
代入原方程，得

１
２＋１

２ｍ＋３＝０，ｍ＝－７，

所以原方程即为２ｘ２－７ｘ＋３＝０．

解得 ｘ１＝
１
２
；ｘ２＝３．

所以另一根为ｘ２＝３，ｍ 的值为－７．
解法二 设方程的另一根为ｘ２，

根据韦达定理有

１
２＋ｘ２＝－ｍ

２
，

１
２
·ｘ２＝

３
２

烅
烄

烆 ．

①

②

由②解得ｘ２＝３．
将ｘ２＝２代入①得ｍ＝－７．
所以方程的另一根是３，ｍ 的值是－７．
【例２】 （浙江金华，２００２）设α、β是方程ｘ２＋２ｘ－９＝０的两个实数

根，求１
α＋１

β
和α２β＋αβ２的值．

思维技巧 观察根与系数关系中的两个等式左边的结构，它是关于两

个根的基本对称式．不解方程，利用定理求关于两根待定式的值的问题，把
待求式转化为符合根与系数关系中的两个基本对称式是解此类题的关键．
设而不求，整体代换，正是利用根与系数关系求代数式值的巧妙之处．
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解 依题意得α＋β＝－２，αβ＝－９，

所以 １
α＋１

β
＝α＋β

αβ
＝－２

－９＝２
９．

α２β＋αβ２＝αβ（α＋β）＝－９×（－２）＝１８．
激活思维 不解方程，利用根与系数关系求关于两根的对称式的值是

根与系数关系的应用之一．但往往会有学生用求根公式先求出两根，然后直
接代入待求式，进行繁琐冗长的运算，有时很难计算出正确结果，没有抓住

根与系数关系中两个等式的结构特点和不善于转化，不善于运用整体代换

思想去解决问题，要熟练掌握如下转化：

ｘ１
２＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２，

１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
，

（ｘ１－ｘ２）
２＝（ｘ１＋ｘ２）

２－４ｘ１ｘ２，

ｘ１ｘ２
２＋ｘ２ｘ１

２＝ｘ１ｘ２（ｘ１＋ｘ２），

ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
＝
ｘ１

２＋ｘ２
２

ｘ１ｘ２
＝
（ｘ１＋ｘ２）

２

ｘ１ｘ２
－２等．

同类变式 （山西省太原市，２００２）已知ｘ１，ｘ２是关于ｘ的一元二次方

程ｘ２＋（２ｍ＋１）ｘ＋（ｍ２＋１）＝０的两个实数根．
（１）用含ｍ 的代数式表示ｘ１

２＋ｘ２
２；

（２）当ｘ１
２＋ｘ２

２＝１５时，求ｍ 的值．
解 （１）由题设得ｘ１＋ｘ２＝－（２ｍ＋１），ｘ１·ｘ２＝ｍ２＋１，

因为ｘ１
２＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２，

所以ｘ１
２＋ｘ２

２＝［－（２ｍ＋１）］２－２（ｍ２＋１）＝２ｍ２＋４ｍ－１．
（２）由（１），得２ｍ２＋４ｍ－１＝１５，

解得ｍ１＝－４，ｍ２＝２．
检验，当ｍ＝－４时，原方程没有实数根；
当ｍ＝２时，原方程有实数根，所以 ｍ＝２．
思维拓展 （四川省，２００２）已知ｘ１，ｘ２是一元二次方程４ｋｘ２－４ｋｘ＋ｋ

＋１＝０的两个实数根．

（１）是否存在实数ｋ，使（２ｘ１－ｘ２）（ｘ１－２ｘ２）＝－３
２
成立？若存在，求
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出ｋ的值；若不存在，请说明理由．

（２）求使
ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
－２的值为整数的ｋ的整数值．

解 （１）因为一元二次方程４ｋｘ２－４ｋｘ＋ｋ＋１＝０有两个实数根，则有

ｋ≠０，且Δ＝（－４ｋ）２－４×４ｋ（ｋ＋１）＝－１６ｋ≥０，
所以ｋ＜０．
又ｘ１，ｘ２是方程４ｋｘ２－４ｋｘ＋ｋ＋１＝０的两根，

所以ｘ１＋ｘ２＝１，ｘ１ｘ２＝
ｋ＋１
４ｋ ．

所以（２ｘ１－ｘ２）（ｘ１－２ｘ２）＝２（ｘ１
２＋ｘ２

２）－５ｘ１ｘ２

＝２（ｘ１＋ｘ２）
２－９ｘ１ｘ２＝－ｋ＋９

４ｋ ．

若（２ｘ１－ｘ２）（ｘ１－２ｘ２）＝－３
２
，则有 －ｋ＋９

４ｋ ＝－３
２
，

所以ｋ＝９
５．

而ｋ＜０，所以不存在实数ｋ，使（２ｘ１－ｘ２）（ｘ１－２ｘ２）＝－３
２
；

（２）因为
ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
－２＝

ｘ２
１＋ｘ２

２

ｘ１ｘ２
－２

＝
（ｘ１＋ｘ２）

２

ｘ１ｘ２
－４＝４ｋ

ｋ＋１－４＝－ ４
ｋ＋１
，

所以要使ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
－２的值为整数，只须ｋ＋１能整除４．

而ｋ为整数，故ｋ＋１只能取±１，±２，±４．
因为ｋ＜０，所以ｋ＋１＜１．
所以ｋ＋１只能取－１，－２，－４．

所以ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
－２的值为整数的ｋ的整数值为－２，－３，－５．

【例３】 （宁夏，２００１）若ｍ、ｎ是关于ｘ的方程ｘ２＋（ｐ－２）ｘ＋１＝０的
两个实数根，则代数式（ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）的值等于 ．
思维技巧 例３是例２的延伸和拓展，代数式（ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ

＋１）也是关于两根ｍ、ｎ的对称式，且含有有待定系数ｐ，比较复杂．对于这
个对称式，变形是一个关键，也是一个难点．
方法一：将代数式展开，并整理配成含 ｍ＋ｎ，ｍ·ｎ的对称式；方法二：
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利用方程根的定义，把繁琐的对称式（ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）转化为简
单对称式；方法三：根据待求式的特点，利用根与系数关系，巧换、巧代．
解法一 将代数式展开，并整理，

由根与系数关系知：ｍ＋ｎ＝２－ｐ，ｍｎ＝１，
所以 （ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）

＝（ｍｎ）２＋ｐ２ｍｎ＋ｐｍｎ（ｍ＋ｎ）－２ｎｍ＋（ｍ＋ｎ）２＋ｐ（ｍ＋ｎ）＋１
＝１＋ｐ２＋ｐ（２－ｐ）－２＋（２－ｐ）２＋ｐ（２－ｐ）＋１
＝４．

解法二 因为ｍ、ｎ是已知方程的两根，
由方程的根的定义知

ｍ２＋（ｐ－２）ｍ＋１＝０；

ｎ２＋（ｐ－２）ｎ＋１＝０．
所以ｍ２＋ｍｐ＋１＝２ｍ，

ｎ２＋ｎｐ＋１＝２ｎ．
又因为ｍｎ＝１，
所以（ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）＝２ｍ·２ｎ＝４ｍｎ＝４．
解法三 由根与系数关系知

ｍ＋ｎ＝２－ｐ，
所以ｍ＋ｎ＋ｐ＝２，且ｍｎ＝１，
所以 （ｍ２＋ｍｐ＋１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）

＝（ｍ２＋ｍｐ＋ｍｎ）（ｎ２＋ｎｐ＋ｍｎ）

＝ｍ（ｍ＋ｐ＋ｎ）ｎ（ｎ＋ｐ＋ｍ）

＝ｍｎ（ｍ＋ｎ＋ｐ）２＝１×２２＝４．
激活思维 求一元二次方程根的对称式的值的关键在于熟练地将已知

的根的对称式变形，使它转化为含ｘ１＋ｘ２和ｘ１ｘ２（基本对称式）的式子，解

法一是一般的方法，计算量大，极易出错．解法二是利用根的定义、根的对称
式迅速化简，巧妙而又简洁．巧就巧在利用根的定义，把待求式（ｍ２＋ｍｐ＋
１）（ｎ２＋ｎｐ＋１）化为２ｍ·２ｎ．解法三是运用根与系数关系，先将１＝ｍｎ代
入，再因式分解和整体代入，同样简捷，巧妙．妙就妙在将“１”用“ｍｎ”代换，
使“（ｍ２＋ｍｐ＋１）·（ｎ２＋ｎｐ＋１）＝（ｍ２＋ｍｐ＋ｍｎ）（ｎ２＋ｎｐ＋ｍｎ）＝
ｍｎ（ｍ＋ｎ＋ｐ）２”这一变形过程．总之，对于较复杂的根的对称式的求值或
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相关问题，要先观察待求式与已知方程的关系，找出其中内在联系，达到化

繁为简的目的．
同类变式 １．（盐城市，１９９９）已知方程ｘ２－１８４０ｘ＋２００２＝０的两根为

ｍ、ｎ，则（ｍ２－１８４１ｍ＋２００２）（ｎ２－１８４１ｎ＋２００２）＝ ．
解 因为ｍ、ｎ是方程ｘ２－１８４０ｘ＋２００２＝０两根，

所以ｍ２－１８４０ｍ＋２００２＝０，ｎ２－１８４０ｎ＋２００２＝０．
因此原式＝［（ｍ２－１８４０ｍ＋２００２）－ｍ］［（ｎ２－１８４０ｎ＋２００２）－ｎ］

＝（－ｍ）（－ｎ）＝ｍｎ＝２００２．

２．（海淀区，２００１）已知关于ｘ的方程ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋ｋ２＋２ｋ－１＝０． ①
（１）求证：对于任意实数ｋ，方程①总有两个不相等的实数根；
（２）如果ａ是关于ｙ的方程

ｙ２－（ｘ１＋ｘ２－２ｋ）ｙ＋（ｘ１－ｋ）（ｘ２－ｋ）＝０ ②的根，其中ｘ１，ｘ２

为方程①的两个实数根，求代数式 １
ａ－ ａ

ａ（ ）＋１ ÷ ４
ａ＋１
·ａ

２－１
ａ
的值．

（１）证明 因为Δ＝４（ｋ＋１）２－４（ｋ２＋２ｋ－１）

＝４ｋ２＋８ｋ＋４－４ｋ２－８ｋ＋４＝８＞０，

所以对于任意实数ｋ，方程①总有两个不相等的实数根．
（２）因为ｘ１，ｘ２为方程①的两个实数根，

所以ｘ１＋ｘ２＝２（ｋ＋１），ｘ１·ｘ２＝ｋ２＋２ｋ－１．
所以ｘ１＋ｘ２－２ｋ＝２（ｋ＋１）－２ｋ＝２，

（ｘ１－ｋ）（ｘ２－ｋ）

＝ｘ１ｘ２－ｋ（ｘ１＋ｘ２）＋ｋ２

＝ｋ２＋２ｋ－１－２ｋ（ｋ＋１）＋ｋ２＝－１．
所以方程②为ｙ２－２ｙ－１＝０．
因为ａ是方程②的根，
所以ａ２－２ａ－１＝０．
所以ａ≠０，ａ＋１≠０，ａ２＝２ａ＋１，

所以 １
ａ－ ａ

ａ（ ）＋１ ÷ ４
ａ＋１
·ａ

２－１
ａ

＝ａ＋１－ａ２

ａ（ａ＋１）
·ａ＋１

４
·ａ

２－１
ａ
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＝
（ａ＋１－ａ２）（ａ２－１）

４ａ２

＝
［ａ＋１－（２ａ＋１）］（２ａ＋１－１）

４ａ２

＝
（－ａ）（２ａ）

４ａ２

＝－１
２．

【例４】 （荆州市，１９９８）已知关于ｘ的一元二次方程（１－２ｋ）ｘ２－

２ ｋ槡 ＋１ｘ－１＝０有两个不相等的实数根，ｋ为实数．（１）求ｋ的取值范围；

（２）若方程两根倒数和比两根倒数积小１．求ｋ的值．
思维技巧 已知方程两个根满足某种关系，确定方程中的字母系数的

取值或取值范围，要列出字母所受限制的各种条件，特别要注意隐含条件在

解题中的作用，根与系数关系往往与根的判别式结合在一起使用．由满足条
件的等式、不等式组成的混合组来确定字母的取值或取值范围．

解 （１）依题意，得
１－２ｋ≠０，

（－２ ｋ槡 ＋１）２－４（１－２ｋ）（－１）＞０，

ｋ＋１≥０

烅
烄

烆 ．

所以－１≤ｋ＜２且ｋ≠１
２．

（２）设原方程的两根为ｘ１，ｘ２，则

ｘ１＋ｘ２＝
２ ｋ槡 ＋１
１－２ｋ
，

ｘ１ｘ２＝
－１

１－２ｋ．

因为 １
ｘ１

＋１
ｘ２

－ １
ｘ１ｘ２

＝－１，

所以ｘ１＋ｘ２－１
ｘ１ｘ２

＝－１，

所以

２ ｋ槡 ＋１
１－２ｋ －１

－１
１－２ｋ

＝－１．

整理得 ｋ槡 ＋１＝１－ｋ，

两边平方，整理得ｋ２－３ｋ＝０，
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所以ｋ１＝０，ｋ２＝３．
经检验，ｋ＝０是方程的根，ｋ＝３是增根．
又由（１）知，０在ｋ的取值范围之内，
所以ｋ＝０即为所求．
激活思维 本题综合了一元二次方程根的判别式和根与系数的关系、

二次根式的定义、一元二次方程的概念和不等式组的解法等知识．受思维单
向性的影响，学生解答此类题时，往往只顾及根的判别式，而易忽视“１－２ｋ
≠０”及“ｋ＋１≥０”这两个隐含条件；再者，由于不善于运用联系的观点，因
此，在第（２）问中，往往不考虑第（１）问的结果，不能正确地对ｋ的值进行取
舍，导致错解．
同类变式 １．（扬州市，２００２）已知关于ｘ的一元二次方程ｋ２ｘ２＋（１－

２ｋ）ｘ＋１＝０有两个不相等的实数根ｘ１，ｘ２．
（１）求ｋ的取值范围；
（２）当ｋ为何值时，｜ｘ１＋ｘ２｜－２ｘ１ｘ２＝－３．

解 （１）由题意有
ｋ≠０，

（１－２ｋ）２－４ｋ２＞０
｛

．
解之得ｋ＜１

４
且ｋ≠０．

（２）由根与系数关系得
ｘ１＋ｘ２＝

２ｋ－１
ｋ２ ，

ｘ１·ｘ２＝
１
ｋ２

｛
．

因为ｋ＜１
４
，所以２ｋ－１＜０．

所以ｘ１＋ｘ２＝
２ｋ－１
ｋ２ ＜０．

又因为｜ｘ１＋ｘ２｜－２ｘ１ｘ２＝－３，所以－２ｋ－１
ｋ２ －２

ｋ２＝－３．

解得ｋ１＝－１
３
，ｋ２＝１．

由（１）知ｋ＝－１
３．

２．（大连市，２００２）已知关于ｘ 的一元二次方程（ｍ２－１）ｘ２－
（２ｍ－１）ｘ＋１＝０（ｍ 为实数）的两个实数根的倒数和大于零，求ｍ 的值．
解 因为ｍ２－１≠０，所以ｍ≠±１， ①
因为所给方程有两个实数根，
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所以Δ＝［－（２ｍ－１）］２－４（ｍ２－１）＝－４ｍ＋５≥０，

所以ｍ≤５
４． ②

设ｘ１，ｘ２为所给方程的两根，则ｘ１＋ｘ２＝
２ｍ－１
ｍ２－１
，ｘ１·ｘ２＝

１
ｍ２－１
，

所以 １
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝

２ｍ－１
ｍ２－１
１

ｍ２－１

＝２ｍ－１．

依题意 １
ｘ１

＋１
ｘ２

＞０，所以２ｍ－１＞０，所以ｍ＞１
２． ③

综合①、②、③，得１２＜ｍ≤５
４
且ｍ≠１．

思维拓展 （天津市，２００１）若方程ｍ２ｘ２－（２ｍ－３）ｘ＋１＝０的两个实

数根的倒数和是Ｓ，求Ｓ的取值范围．

解 由
［－（２ｍ－３）］２－４ｍ２＝－１２ｍ＋９≥０，

ｍ２≠０
｛

．

得ｍ≤３
４
且ｍ≠０． ①

设方程ｍ２ｘ２－（２ｍ－３）ｘ＋１＝０两实数根为ｘ１，ｘ２，

则ｘ１＋ｘ２＝
２ｍ－３
ｍ２ ，ｘ１·ｘ２＝

１
ｍ２，

Ｓ＝１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝２ｍ－３．

由①知，２ｍ－３≤－３
２
，且２ｍ－３≠－３，

即Ｓ≤－３
２
且Ｓ≠－３．

【例５】 （河南省，２００１）已知关于ｘ的方程４ｘ２＋４ｂｘ＋７ｂ＝０有两个

相等的实数根，ｙ１，ｙ２是关于ｙ的方程ｙ２＋（２－ｂ）ｙ＋４＝０的两根，求以

ｙ槡 １，ｙ槡 ２为根的一元二次方程．
思维技巧 不解已知方程，求作新方程，使它的根与原方程的根有某种

关系的问题，是根与系数关系的应用之一．由于以ｘ１，ｘ２为根的一元二次方

程总可化为：ｘ２－（ｘ１＋ｘ２）ｘ＋ｘ１ｘ２＝０，所以，本题的实质就是求ｐ＝

－（ ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２），ｑ＝ ｙ１ｙ槡 ２两个代数式的值的问题．
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解 因为方程４ｘ２＋４ｂｘ＋７ｂ＝０有两个相等的实数根，
所以Δ＝１６ｂ２－１６×７ｂ＝０，即ｂ２－７ｂ＝０．
解得ｂ１＝０，ｂ２＝７．
当ｂ＝０时，关于ｙ的方程可化为ｙ２＋２ｙ＋４＝０．
显然Δ＝４－１６＝－１２＜０，故方程无解．
当ｂ＝７时，关于ｙ的方程可化为ｙ２－５ｙ＋４＝０．
解得ｙ１＝４，ｙ２＝１．

所以 ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２＝３，ｙ槡 １· ｙ槡 ２＝２．

所以以 ｙ槡 １，ｙ槡 ２为根的一元二次方程为ｚ２－３ｚ＋２＝０．
激活思维 本题是逆用根与系数关系定理求作一元二次方程．要构造以

ｙ槡１，ｙ槡２为根的一元二次方程，首先要确定ｂ的取值，利用判别式求出ｂ的值，

再代入关于ｙ的方程，得到对应的两个方程，其中一个方程ｙ２＋２ｙ＋４＝０无实

数根，这是命题者有意设计的陷阱．若不注意，便有可能得出ｙ１＋ｙ２＝－２，ｙ１ｙ２

＝４的错误结论，所以利用根与系数关系解题时，必须注意前提———方程有实数
根，即判别式Δ≥０．这正是在解题过程中思维活动的盲点之一．
同类变式 １．（重庆市，２００２）已知一元二次方程２ｘ２＋３ｘ－５＝０，不解

方程，求以该方程的两根的倒数为根的一元二次方程．
解 设ｘ１，ｘ２是方程２ｘ２＋３ｘ－５＝０的两根，

则有ｘ１＋ｘ２＝－３
２
，ｘ１ｘ２＝－５

２．

依题意知 １
ｘ１
，１
ｘ２
是新方程ｙ２＋ｐｙ＋ｑ＝０两根，

－ｐ＝１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝

－３
２

－５
２

＝３
５
，所以ｐ＝－３

５
，

ｑ＝１
ｘ１
·１
ｘ２

＝ １
ｘ１ｘ２

＝－２
５
，

因此所求作的新方程为ｙ２－３
５ｙ－２

５＝０，

即５ｙ２－３ｙ－２＝０．
２．（巴中市，２００２）如图１２－１在Ｒｔ△ＡＢＣ中，ｔａｎＡ－ｔａｎＢ＝２，斜边上的高

ＣＤ＝１，求以ＡＤ、ＢＤ为根的一元二次方程．
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图１２－１

思路分析 要求以ＡＤ、ＢＤ为根的一元二
次方程，就是要求ＡＤ＋ＢＤ与ＡＤ·ＢＤ的值．由
射影定理ＡＤ·ＢＤ＝ＣＤ２＝１，再结合已知条件

ｔａｎＡ－ｔａｎＢ＝２，可得ＢＤ－ＡＤ＝２，从而ＢＤ＋

ＡＤ＝ （ＢＤ－ＡＤ）２＋４ＢＤ·槡 ＡＤ，问题可解．
解 因为∠ＡＣＢ＝９０°，ＣＤ⊥ＡＢ，由射影

定理得：

ＣＤ２＝ＡＤ·ＢＤ＝１，ｔａｎＡ－ｔａｎＢ＝ＣＤ
ＡＤ－ＣＤ

ＢＤ＝ＢＤ－ＡＤ
ＡＤ·ＢＤ ＝２，所以ＢＤ－ＡＤ＝２．

又ＢＤ＞ＡＤ，所以ＢＤ＋ＡＤ＝ （ＢＤ－ＡＤ）２＋４ＢＤ·槡 ＡＤ 槡＝２ ２．

所以所求方程为：ｘ２ 槡－２ ２ｘ＋１＝０．
思维拓展 （杭州市，２００２）已知某二次项系数为１的一元二次方程的两

个实数根为ｐ，ｑ，且满足关系式
ｐ＋ｑ（ｐ＋１）＝５，

ｐ２ｑ＋ｐｑ２＝６
｛

．
试求这个一元二次方程．

解 设此一元二次方程为ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０，
由根与系数关系有：

ｐ＋ｑ＝－ｂ，ｐｑ＝ｃ， ①

因为
ｐ＋ｑ（ｐ＋１）＝５，

ｐ２ｑ＋ｐｑ２＝６
｛

．

所以
（ｐ＋ｑ）＋ｐｑ＝５，

ｐｑ（ｐ＋ｑ）＝６
｛ ．
可见，以ｐ＋ｑ，ｐｑ为根的一元二次方程为ｔ２－５ｔ＋６＝０，

解得ｔ１＝２，ｔ２＝３．

所以
ｐ＋ｑ＝２，

ｐｑ
｛ ＝３

或
ｐ＋ｑ＝３，

ｐｑ＝２｛ ．

由①知
ｂ＝－２，

ｃ｛ ＝３
或

ｂ＝－３，

ｃ＝２｛ ．
所以所求的一元二次方程为ｘ２－３ｘ＋２＝０或ｘ２－２ｘ＋３＝０，而方程

ｘ２－２ｘ＋３＝０无实数解，应舍去．
因此，所求方程为ｘ２－３ｘ＋２＝０．
【例６】 （济南市，２００１）已知关于ｘ的方程ｋ２ｘ２＋（２ｋ－１）ｘ＋１＝０有

黄 冈 兵 法

３７

初

三

代

数



两个不相等的实数根ｘ１，ｘ２．
（１）求ｋ的取值范围；
（２）是否存在实数ｋ，使方程的两实数根互为相反数？如果存在，求出

ｋ的值；如果不存在，请说明理由．
解（１）根据题意，得Δ＝（２ｋ－１）２－４ｋ２＞０，

解得 ｋ＜１
４
，

所以当ｋ＜１
４
时，方程有两个不相等的实数根．

（２）存在．如果方程的两实数根ｘ１，ｘ２互为相反数，则ｘ１＋ｘ２＝

－２ｋ－１
ｋ２ ＝０， ①

解得ｋ＝１
２．经检验ｋ＝１

２
是方程①的解．

所以当ｋ＝１
２
时，方程的两实根ｘ１与ｘ２互为相反数．

读了上面的解答过程，请判断是否有错误？如果有，请指出错误之处，

并直接写出正确答案．
思维技巧 阅读探求题是近几年中考试卷中出现的一种新题型，本题是一

道以一元二次方程为依托，涉及判别式、根与系数关系等知识的综合题，也是查

寻解题过程是否错误的阅读理解题，能充分暴露思维过程，通过阅读、观察、推

理、归纳，从判别式、字母系数的限制条件等方面去查寻错误．

解 （１）漏掉ｋ≠０，正确答案为：当ｋ＜１
４
且ｋ≠０时，方程有两个不相

等的实数根；

（２）ｋ＝１
２
不满足Δ＞０，正确答案为：不存在实数ｋ，使方程的两实根互

为相反数．
激活思维 这道题的设计抓住了解题过程中易出现的思维漏洞：运用根的

判别式时易忽视二次项系数不为零的条件（即ｋ≠０）；运用根与系数关系时，不注
意方程是否存在实数根，即忽视Δ≥０为前提条件．先阅读后评判，改变了解题者
的角色，即由原来的解答者变为评判者，激发学生去积极思维．
同类变式 （三明市，２００２）这是一名学生编制的初中数学练习题：“ｘ１，

ｘ２是方程ｘ２－２ｘ＋２＝０的两个实数根，求ｘ１
２＋ｘ２

２的值．”另一位初三学
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生的解答是：“因为ｘ１＋ｘ２＝ｘ１ｘ２＝２，所以ｘ１
２＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ＼－２）２－

２ｘ１ｘ２＝２２－２×２＝０．”

（１）针对练习题和解答的正误
獉獉
作出判断，再简要说明理由；

（２）只把原练习题中的方程进行变式，其他条件不变，改求１ｘ１
＋１
ｘ２
的值．

解 （１）练习题和解答都是错误的．
错误的原因是：

因为Δ＝（－２）２－４×１×２＝－４＜０，
所以方程ｘ２－２ｘ＋２＝０没有实数根，本题无解．
（２）例如将方程变成为“ｘ２－２ｘ－２＝０”
因为Δ＝（－２）２－４×１×（－２）＝１２＞０，
且ｘ１＋ｘ２＝２，ｘ１ｘ２＝－２．

所以１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝ ２

－２＝－１．

思维拓展 （荆门市，２００２）阅读下面范例，按要求解答问题．

已知实数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋２ｃ＝１，ａ２＋ｂ２＋６ｃ＋３
２＝０，求ａ、ｂ、ｃ的值．

解法一 由已知得ａ＋ｂ＝１－２ｃ， ①

（ａ＋ｂ）２－２ａｂ＋６ｃ＋３
２＝０． ②

将 ①代入②，整理得４ｃ２＋２ｃ－２ａｂ＋５
２＝０，所以ａｂ＝２ｃ２＋ｃ＋５

４．③

由①、③可知，ａ、ｂ是关于ｔ的方程ｔ２－（１－２ｃ）ｔ＋２ｃ２＋ｃ＋５
４＝０ ④

的两个实数根．

所以Δ＝（１－２ｃ）２－４２ｃ２＋ｃ＋（ ）５４ ≥０，即（ｃ＋１）２≤０．

而（ｃ＋１）２≥０，所以ｃ＋１＝０，ｃ＝－１．

将ｃ＝－１代入④，得ｔ２－３ｔ＋９
４＝０，ｔ１＝ｔ２＝

３
２
，即ａ＝ｂ＝３

２
，

所以ａ＝ｂ＝３
２
，ｃ＝－１．

解法二 因为ａ＋ｂ＋２ｃ＝１，ａ＋ｂ＝１－２ｃ，设ａ＝１－２ｃ
２ ＋ｔ，ｂ＝

１－２ｃ
２ －ｔ． ①
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因为ａ２＋ｂ２＋６ｃ＋３
２＝０，所以（ａ＋ｂ）２－２ａｂ＋６ｃ＋３

２＝０． ②

将①代入②，得（１－２ｃ）２－２１－２ｃ
２ ＋（ ）ｔ １－２ｃ

２ －（ ）ｔ ＋６ｃ＋３
２＝０，

整理，得ｔ２＋（ｃ２＋２ｃ＋１）＝０，即ｔ２＋（ｃ＋１）２＝０，所以ｔ＝０，ｃ＝－１．

将ｔ、ｃ的值同时代入①，得ａ＝３
２
，ｂ＝３

２．

所以ａ＝ｂ＝３
２
，ｃ＝－１．

解法一是构造一元二次方程解决问题，若两实数ｘ、ｙ满足ｘ＋ｙ＝ｍ，

ｘｙ＝ｎ，则ｘ、ｙ是关于ｔ的一元二次方程ｔ２－ｍｔ＋ｍ＝０的两个实数根，然
后利用判别式求解．
解法二是采用均值换元解决问题，若实数ｘ、ｙ满足ｘ＋ｙ＝ｍ，则可设

ｘ＝ｍ
２＋ｔ，ｙ＝ｍ

２－ｔ．一些问题根据条件，若合理运用这种换元技巧，则能

使问题顺利解决．
下面给出两个问题，解答其中任意一题：

（１）用另一种方法解答范例中的问题；
（２）选用范例中的一种方法解答下列问题：
已知实数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝６，ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝１２．求证：ａ＝ｂ＝ｃ．
解 （１）由已知等式消去ｃ，得

ａ２＋ｂ２＋３（１－ａ－ｂ）＋３
２＝０，即ａ２＋ｂ２－３ａ－３ｂ＋９

２＝０．

所以 ａ－（ ）３２
２
＋ ｂ－（ ）３２

２
＝０，所以ａ＝３

２
，ｂ＝３

２．

于是由ａ＋ｂ＋２ｃ＝１，得ｃ＝－１，故ａ＝ｂ＝３
２
，ｃ＝－１．

（２）由已知得ａ＋ｂ＝６－ｃ， ①
（ａ＋ｂ）２＋ｃ２－２ａｂ＝１２， ②
将①代入②，得（６－ｃ）２＋ｃ２－２ａｂ＝１２，即ａｂ＝ｃ２－６ｃ＋１２， ③
由①、③可知，ａ，ｂ是关于ｔ的方程ｔ２－（６－ｃ）ｔ＋ｃ２－６ｃ＋１２＝０ ④
的两个实数根，

所以Δ＝（６－ｃ）２－４（ｃ２－６ｃ＋１２）≥０，
化简，得（ｃ－２）２≤０，而（ｃ－２）２≥０，
所以ｃ＝２．
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将ｃ＝２代入④，解得ｔ１＝ｔ２＝２，即ａ＝２，ｂ＝２，
故ａ＝ｂ＝ｃ．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（辽宁省，２００３）若方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两根分别为ｘ１、ｘ２，则ｘ２

１＋

ｘ２
２＝ ．
（２）（广西，２００３）如果方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０的两根分别为槡２－１，槡２＋１，
那么ｐ＝ ，ｑ＝ ．
（３）（新疆维吾尔自治区，２００１）关于ｘ的方程４ｘ２＋ｋｘ－６＝０的一个
根是３，另一根是ｘ１，则ｋ＝ ，ｘ１＝ ．
（４）（黄冈市，２００２）如果ａ，ｂ是方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两个实数根，那么
代数式ａ３＋ａ２ｂ＋ａｂ２＋ｂ３的值是 ．
（５）（河南省，２００２）若ｍ、ｎ是方程ｘ２＋２００２ｘ－１＝０的两个实数根，则

ｍ２ｎ＋ｍｎ２－ｍｎ的值是 ．
（６）（深圳市，２００２）如果实数ａ，ｂ满足（ａ＋１）２＝３－３（ａ＋１），３（ｂ＋１）

＝３－（ｂ＋１）２，那么ｂａ＋ａ
ｂ
的值为 ．

（７）（上海市，２００１）如果ｘ１，ｘ２是方程ｘ２－３ｘ＋１＝０的两个根，那么
代数式（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）的值是 ．

（８）（北京西城区，２００１）若方程ｘ２－２ｘ＋ｋ＝０的两根的倒数和是８
３
，

则ｋ＝ ．
（９）（温州市，２００１）若ｘ１，ｘ２是方程ｘ２－２ｘ＋ｍ＝０的两个实数根，且

１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝４，则ｍ 的值等于 ．

（１０）（连云港市，２００１）若ａ、ｂ是关于ｘ的方程ｘ２－ｍｘ－１＝０的两实
数根，则（ａ－ｂ）２＝ ．（用含ｍ 的代数式表示）

（１１）（贵阳市，２００１）已知关于ｘ的方程ｘ２－４ｘ＋ｋ－１＝０的两根之差
等于６，那么ｋ＝ ．
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（１２）（呼和浩特市，２００１）已知ｘ１和ｘ２为一元二次方程２ｘ２－２ｘ＋３ｍ

－１＝０的两个实根，并且ｘ１和ｘ２满足不等式
ｘ１ｘ２

ｘ１＋ｘ２－４
＜１，则实数ｍ 的

取值范围是 ．
（１３）（新疆，２０００）设方程ｘ２－３ｘ－２＝０的两根分别为ｘ１，ｘ２，以ｘ１

２，

ｘ２
２为根的一元二次方程是 ．
（１４）（山东聊城，２０００）已知关于ｘ的方程ｘ２＋ｍｘ＋ｍ＝０的两个实数
根的平方和等于３，则ｍ＝ ．
（１５）（四川内江，２０００）如果ｍ，ｎ是两个不相等的实数，且满足ｍ２－

２ｍ＝１，ｎ２－２ｎ＝１，那么代数式２ｍ２＋４ｎ２－４ｎ＋１９９９＝ ．
２选择题
（１）（青海省，２００２）若ｘ１，ｘ２是一元二次方程ｘ２－３＝０的两个根，则

１
ｘ１

＋１
ｘ２
的值是（ ）

槡 槡Ａ．３ Ｂ．－ ３ Ｃ．０ Ｄ．±３

（２）（辽宁省，２００２）若ｘ１，ｘ２是方程２ｘ２－４ｘ＋１＝０的两个根，则
ｘ２

ｘ１

＋
ｘ１

ｘ２
的值为（ ）

Ａ．６ Ｂ．４ Ｃ．３ Ｄ．３
２

（３）（四川眉山，２００２）以－２，１为根的一元二次方程是（ ）

Ａ．ｘ２＋ｘ－２＝０ Ｂ．ｘ２－ｘ－２＝０
Ｃ．ｘ２＋ｘ＋２＝０ Ｄ．ｘ２－ｘ＋２＝０
（４）（淄博市，２００２）若ａｂ≠１，且有５ａ２＋２００２ａ＋９＝０及９ｂ２＋２００２ｂ＋

５＝０，则ａｂ
的值是（ ）

Ａ．９
５ Ｂ．５

９ Ｃ．－２００２
５ Ｄ．－２００２

９
（５）（昆明市，２００２）已知α、β是方程２ｘ２－３ｘ－１＝０的两个实数根，则

（α－２）（β－２）的根是（ ）

Ａ．１
２ Ｂ．１３２ Ｃ．３ Ｄ．３

２
（６）（广西壮族自治区，２００１）方程ｘ２＋３ｘ－６＝０与ｘ２－６ｘ＋３＝０所
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有根的乘积为（ ）

Ａ．－１８ Ｂ．１８ Ｃ．－３ Ｄ．３
（７）（北京市昌平区，２００１）若方程ｘ２－２ｘ－１＝０的两个实数根为

ｘ１，ｘ２，则
ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
的值是（ ）

Ａ．２ Ｂ．－２ Ｃ．６ Ｄ．－６
（８）（福州市，２００３）已知α、β满足α＋β＝５且αβ＝６，以α、β为两根的
一元二次方程是（ ）

Ａ．ｘ２＋５ｘ＋６＝０ Ｂ．ｘ２－５ｘ＋６＝０

Ｃ．ｘ２－５ｘ－６＝０ Ｄ．ｘ２＋５ｘ－６＝０
（９）（杭州市，２０００）若ｘ１，ｘ２是方程ｘ２＋３ｘ－５＝０的两个根，则

（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）的值为（ ）

Ａ．－７ Ｂ．－１
槡 槡Ｃ．－１＋ ２９ Ｄ．－１－ ２９

（１０）（三明市，２０００）已知α和β是方程２ｘ２＋３ｘ－４＝０的两个实数根，
则α＋αβ＋β的值是（ ）

Ａ．－７ Ｂ．－３１
２ Ｃ．－１

２ Ｄ．７

（１１）（杭州市，２００３）设ｘ１，ｘ２是关于ｘ的方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０的两根，

ｘ１＋１，ｘ２＋１是关于ｘ的方程ｘ２＋ｑｘ＋ｐ＝０的两根，则ｐ，ｑ的值分别等

于（ ）

Ａ．１，－３ Ｂ．１，３
Ｃ．－１，－３ Ｄ．－１，３
（１２）（河北省，２００２）已知一个直角三角形的两条直角边的长恰好是方
程２ｘ２－８ｘ＋７＝０的两个根，则这个直角三角形的斜边长是（ ）

槡Ａ．３ Ｂ．３ Ｃ．６ Ｄ．９
（１３）（四川眉山市，２００１）一元二次方程ｘ２－３ｘ－１＝０与ｘ２－ｘ＋３＝

０的所有实数根的和等于（ ）

Ａ．２ Ｂ．－４ Ｃ．４ Ｄ．３
（１４）（天门、仙桃、潜江，２００２）若ａ、ｂ是方程ｘ２＋２ｘ－２００２＝０的两个

不相等的实数根，则ａ２＋３ａ＋ｂ的值是（ ）

黄 冈 兵 法

４３

初

三

代

数



Ａ．－２００２ Ｂ．２００２ Ｃ．２００１ Ｄ．２０００
（１５）（浙江台州，２０００）已知方程ｘ２－（ｍ－１）ｘ＋（ｍ－７）＝０有一个正
根，一个负根，那么（ ）

Ａ．ｍ＞７ Ｂ．ｍ＞１ Ｃ．ｍ＜１ Ｄ．ｍ＜７

３（江苏盐城，２００２）设α、β是关于ｘ的方程ｋｘ２＋２（ｋ－２）ｘ＋ｋ＋４＝０
的两个实数根，且α、β满足α２＋β２－αβ＝５，求ｋ的值．

４（江苏省南京市，２００２）已知关于ｘ的方程ｘ２－ｋｘ－２＝０．
（１）求证：方程有两个不相等的实数根；

（２）设方程的两根为ｘ１，ｘ２，如果２（ｘ１＋ｘ２）＞ｘ１ｘ２，求ｋ的取值范围．

５（重庆市，２００２）已知ｘ１，ｘ２是关于ｘ的方程ｘ２－ｋｘ＋５（ｋ－５）＝０
的两个正实数根，且满足２ｘ１＋ｘ２＝７，求实数ｋ的值．

６（河南省，２００３）已知关于ｘ的方程ｘ２＋（４ｋ＋１）ｘ＋２ｋ－１＝０．
（１）求证此方程一定有两个不相等的实数根；

（２）若ｘ１，ｘ２是方程的两个实数根，且（ｘ１－２）（ｘ２－２）＝２ｋ－３，求ｋ
的值．

７（福州市，２００３）已知关于ｘ的方程ｘ２－（ｋ＋１）ｘ＋１
４ｋ２＋１＝０．

（１）ｋ取什么值时，方程有两个实数根；
（２）如果方程的两个实数根ｘ１、ｘ２满｜ｘ１｜＝ｘ２．求ｋ的值．

８（呼和浩特市，２００２）已知方程（ｘ－１）（ｘ－２）＝ｋ２，其中ｋ为实数且ｋ
≠０，不解方程证明：
（１）这个方程有两个不相等的实数根；
（２）方程的一个根大于１，另一根小于１．

９（广州市，２００２）当ａ取何值时，关于未知数ｘ的方程ａｘ２＋４ｘ－１＝０
只有正实数根？

１０（北京市海淀区，２０００）已知关于ｘ的方程ｘ２＋３ｘ＋ａ＝０， ①的两

个实数根的倒数和等于３，关于ｘ的方程（ｋ－１）ｘ２＋３ｘ－２ａ＝０， ②有实

数根且ｋ为正整数，求代数式ｋ－１
ｋ－２
的值．

１１（南通市，２００２）已知ｘ１，ｘ２是关于ｘ的一元二次方程ｘ２－２（ｍ＋

２）ｘ＋２ｍ２－１＝０的两个实数根，且满足ｘ１
２－ｘ２

２＝０，求ｍ 的值．
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１２若实数ｍ、ｎ、ｌ满足ｍ－ｎ＝８，ｍｎ＋ｌ２＋１６＝０，求证：ｍ＋ｎ＋ｌ＝０．

探究能力测试

１３（山东菏泽，２００１）已知关于ｘ的方程ｘ２＋（８－４ｍ）ｘ＋４ｍ２＝０．
（１）若方程有两个相等的实数根，求ｍ 的值，并求出这时方程的根；
（２）是否存在正数ｍ，使方程的两个实数根的平方和等于１３６？若存
在，请给出满足条件的ｍ 的值，若不存在，请说明理由．

１４（厦门市，２０００）已知：△ＡＢＣ的两边ＡＢ、ＡＣ的长是关于ｘ的一元二
次方程ｘ２－（２ｋ＋３）ｘ＋ｋ２＋３ｋ＋２＝０的两个实数根，第三边ＢＣ的长为５．
（１）ｋ为何值时，△ＡＢＣ是以ＢＣ为斜边的直角三角形？
（２）ｋ为何值时，△ＡＢＣ是等腰三角形，并求△ＡＢＣ的周长．
１５（北京市海淀区，２０００）已知：关于ｘ的方程ｘ２＋３ｘ－ｍ＝０的两个
实数根的平方和等于１１，求证：关于ｘ的方程（ｋ－３）ｘ２＋ｋｍｘ－ｍ２＋６ｍ－
４＝０有实数根．

１６（北京市，２００３）已知：关于ｘ的方程ｘ２－２ｍｘ＋３ｍ＝０的两个实数
根是ｘ１，ｘ２，且（ｘ１－ｘ２）

２＝１６．如果关于ｘ的另一个方程ｘ２－２ｍｘ＋６ｍ－
９＝０的两个实数根都在ｘ１和ｘ２之间，求ｍ 的值．

１２．５ 二次三项式的因式分解

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 利用求根公式分解二次三项式．
难点 二次三项式分解的灵活应用．

探究点 二次三项式分解公式为ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）（ａ≠

０）．公式的左边与一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）左边结构完全相同，右
边是含方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的两实根的乘积式，因此二次三项式的分
解与一元二次方程有着十分密切的关系，但要注意两者的区别，判别式在二次

三项式中的作用有类似于它在一元二次方程中的作用．判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ值
的正负决定二次三项式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ在实数范围内是否能进行分解，在实际处
理问题时，要注意二次三项式与一元二次方程两者的相互转化．
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学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
建立一元二次方程、求根公式、判别式等知识与二

次三项式的联系，理解用根与系数关系和求根公式推导

二次三项式分解过程是学好本节内容的一个关键．注意它与一元二次方程

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的知识点间的内在联系和思维的迁移，逆用ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝

ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）进行灵活解题．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 在实数范围内分解因式
（１）２ｘ２＋３ｘ－４；（２）２ｘ２ 槡－２ ２ｘ－５；

（３）４ｘ２ｙ２＋ｘｙ－１；（４）５ｘ２＋ｘｙ－２ｙ２．
思维技巧 当二次三项式用乘法公式和十字相乘法很难分解时，常用

求根公式法将二次三项式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ分解为ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２），但不能

漏乘二次项系数ａ，同时还要注意符号问题和代数式的恒等变形．
解（１）令２ｘ２＋３ｘ－４＝０，

用求根公式求出方程两根为ｘ１＝
槡－３＋ ４１

４
，ｘ２＝

槡－３－ ４１
４
，

所以２ｘ２＋３ｘ－４＝２ｘ－ 槡－３＋ ４１（ ）４ ｘ－ 槡－３－ ４１（ ）４
，

即２ｘ２＋３ｘ－４＝２ｘ－槡４１－３（ ）４ ｘ＋槡４１＋３（ ）４
；

用同样方法可得：

（２）２ｘ２ 槡－２ ２ｘ－５＝２ｘ－槡 槡２＋２ ３（ ）２ ｘ－槡 槡２－２ ３（ ）２
；

（３）４ｘ２ｙ２＋ｘｙ－１＝４ｘｙ－ 槡－１＋ １７（ ）８ ｘｙ＋ 槡１＋ １７（ ）８

＝ ２ｘｙ－槡１７－１（ ）４ ２ｘｙ＋槡１７＋１（ ）４
．

（４）５ｘ２＋ｘｙ－２ｙ２＝５ｘ－槡４１－１
１０（ ）ｙ ｘ＋槡４１＋１

１０（ ）ｙ ．

激活思维 这四个小题都是二次三项式的分解．第（３）小题中，把ｘｙ看
成整体；第（４）小题在分解过程中，切莫把ｙ漏掉．
同类变式 在实数范围内分解因式

（１）２ｘ２－８ｘ＋５；

（２）１２ｘ２ 槡－７ ２ｘｙ＋２ｙ２；

名校经验 创新设计

４６

新
教
材
同
步
学
案



（３）４ｘ２ｙ２－８ｘｙ＋１．

解 （１）因为方程２ｘ２－８ｘ＋５＝０的两根是ｘ１＝
槡４＋ ６

２
，ｘ２＝

槡４－ ６
２
，

所以２ｘ２－８ｘ＋５＝２ｘ－ 槡４＋ ６（ ）２ ｘ－ 槡４－ ６（ ）２
．

（２）因为关于ｘ的方程１２ｘ２ 槡－７ ２ｘｙ＋２ｙ２＝０的两根为

ｘ１＝
槡２
３ｙ，ｘ２＝

槡２
４ｙ．

所以１２ｘ２ 槡－７ ２ｘｙ＋２ｙ２＝１２ｘ－槡２
３（ ）ｙ ｘ－槡２

４（ ）ｙ
＝（３ｘ 槡－ ２ｙ）（４ｘ 槡－ ２ｙ）．

（３）因为关于ｘｙ的方程４（ｘｙ）２－８ｘｙ＋１＝０的两根为

（ｘｙ）１＝
槡２＋ ３

２
，（ｘｙ）２＝

槡２－ ３
２ ．

所以 ４ｘ２ｙ２－８ｘｙ＋１＝４ｘｙ－ 槡２＋ ３（ ）２ ｘｙ－ 槡２－ ３（ ）２
＝（２ｘｙ 槡－２－ ３）（２ｘｙ 槡－２＋ ３）．

思维拓展 在实数范围内分解下列各式

（１）－３ｘ２－２ｘｙ＋４ｙ２；

（２）ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２－１０ｘ＋２０ｙ＋２４．
解 （１）因为方程－３ｘ２－２ｘｙ＋４ｙ２＝０两根为

ｘ１＝
槡－１＋ １３

３ ｙ，ｘ２＝
槡－１－ １３

３ ｙ．

所以－３ｘ２－２ｘｙ＋４ｙ２＝－３ｘ－ 槡－１＋ １３
３（ ）ｙ ｘ＋ 槡１＋ １３

３（ ）ｙ ．

（２）因为ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２－１０ｘ＋２０ｙ＋２４＝０，
即（ｘ－２ｙ）２－１０（ｘ－２ｙ）＋２４＝０，
所以ｘ－２ｙ＝４或ｘ－２ｙ＝６，
即 ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２－１０ｘ＋２０ｙ＋２４
＝（ｘ－２ｙ－４）（ｘ－２ｙ－６）．
【例２】 当ｋ为何值时，二次三项式４ｘ２－ｋｘ＋３是一个完全平方式．
思维技巧 二次三项式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ因式分解后的结果是ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ

－ｘ２），其中ｘ１，ｘ２是一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两实数根，又因为对
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于任意正数ａ都有ａ＝（槡ａ）２，所以ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ能否是一个完全平方式，关
键在于（ｘ－ｘ１）与（ｘ－ｘ２）是否相同，即ｘ１和ｘ２是否相等，因此二次三项

式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ是完全平方式的条件是判别式Δ＝０．
解 令 ４ｘ２－ｋｘ＋３＝０，
当 Δ＝（－ｋ）２－４×４×３＝ｋ２－４８＝０，
即 ｋ 槡＝±４ ３时，二次三项式４ｘ２－ｋｘ＋３是一个完全平方式．
激活思维 二次三项式的因式分解与一元二次方程的两根有着内在联

系，而一元二次方程两实根的情况又离不开根的判别式，要使二次三项式是

一个完全平方式，就是要它所对应的一元二次方程有两相等实根，进而得出

判别式Δ＝０．学生解答此题时，往往由于思维不能有效迁移，只好用完全平
方公式猜结果，常常遗漏ｋ 槡＝－４ ３．
同类变式 已知二次三项式３ｘ２＋４ｘ＋ｍ，当ｍ 为何值时，（１）３ｘ２＋

４ｘ＋ｍ 能在实数范围内因式分解；（２）３ｘ２＋４ｘ＋ｍ 不能在实数范围内因
式分解；（３）３ｘ２＋４ｘ＋ｍ 是完全平方式．
解 因为 Δ＝ｂ２－４ａｃ＝１６－１２ｍ，

所以 （１）当１６－１２ｍ≥０ 即ｍ≤４
３
时，３ｘ２＋４ｘ＋ｍ 能在实数范围

内因式分解；

（２）当１６－１２ｍ＜０ 即ｍ＞４
３
时，３ｘ２＋４ｘ＋ｍ 不能在实数范围因式

分解；

（３）当１６－１２ｍ＝０，即ｍ＝４
３
时，３ｘ２＋４ｘ＋ｍ 是完全平方式．

思维拓展 ｋ取何值时，方程ｘ２－４ｍｘ＋４ｘ＋３ｍ２－２ｍ＋４ｋ＝０（ｍ
为有理数）的根为有理数？

分析 根据一元二次方程的求根公式知，若使方程的根为有理数，则需

使原方程的判别式Δ（可视为关于ｍ 的二次三项式）是一个完全平方式，即

ｂ２－４槡 ａｃ为有理数，又根据二次三项式因式分解公式，若使Δ是完全平方
式，则关于ｍ 的方程Δ＝０的根ｍ１＝ｍ２，即方程Δ＝０的判别式Δ１＝０，进
而可求得ｋ的值．
解 原方程化为一般形式，得

ｘ２－４（ｍ－１）ｘ＋（３ｍ２－２ｍ＋４ｋ）＝０．
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要使方程有有理根，只需使Δ为关于ｍ 的完全平方式．
因为 Δ＝［－４（ｍ－１）］２－４×１×（３ｍ２－２ｍ＋４ｋ）

＝４ｍ２－２４ｍ－１６ｋ＋１６．
要使Δ＝４ｍ２－２４ｍ－１６ｋ＋１６是关于ｍ 的完全平方式．
则Δ１＝（－２４）２－４×４（－１６ｋ＋１６）＝０．

６２＋１６ｋ－１６＝０，所以 ｋ＝－５
４．

因此，当ｋ＝－５
４
时，方程有有理根．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（南京市，２００３）在实数范围内分解因式：ｘ２ 槡－２ ３ｘ＋３＝ ．
（２）若二次三项式ｘ２－ｍｘ＋１在实数范围内能分解因式，则ｍ 的取值
范围是 ．
（３）解方程４ｘ２＋８ｘ－１＝０，得ｘ１＝ ，ｘ２＝ ，则４ｘ２＋

８ｘ－１分解因式为 ．
（４）解关于ｘ的方程３ｘ２＋４ｘｙ－４ｙ２＝０，得ｘ１＝ ，ｘ２＝
，则３ｘ２＋４ｘｙ－４ｙ２可分解因式为 ．
（５）方程３ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两个根为１和２，则分解因式３ｘ２＋ｂｘ＋ｃ

＝ ．
（６）已知３和４是方程ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两个根，则分解因式ｘ２＋ｂｘ＋

ｃ＝ ．

（７）若方程－ｘ２＋ａｘ＋ｃ＝０的两个实数根为ｘ１＝１，ｘ２＝－１
２
，则

－ｘ２＋ａｘ＋ｃ分解因式的结果是 ．

（８）ｘ２ｙ２ 槡－２ ２ｘｙ－３在实数范围内分解因式是 ．
（９）如果ｘ２＋ｋｘ＋５（ｋ－５）是关于ｘ的完全平方式，那么ｋ的值为

．
（１０）在实数范围内分解因式（ｘ＋２ｙ）２－４（ｘ＋２ｙ）＋３＝ ．
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２选择题
（１）（山东聊城，２００１）关于ｘ的一元二次方程ｘ２＋ｍｘ＋ｎ＝０的两根
为ａ１，ａ２，则ｘ２－ｍｘ＋ｎ可分解为（ ）

Ａ（ｘ－ａ１）（ｘ－ａ２） Ｂ（ｘ＋ａ１）（ｘ＋ａ１）

Ｃ（ｘ－ａ１）（ｘ＋ａ２） Ｄ（ｘ＋ａ１）（ｘ－ａ２）

（２）（武汉市，２０００）一元二次方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０的两根为３，４，那么二
次三项式ｘ２＋ｐｘ＋ｑ可分解为（ ）

Ａ（ｘ＋３）（ｘ－４） Ｂ（ｘ－３）（ｘ＋４）

Ｃ（ｘ－３）（ｘ－４） Ｄ（ｘ＋３）（ｘ＋４）
（３）在实数范围内分解因式：２ｘ２－４ｘ－３＝（ ）

Ａ ｘ＋１＋槡１０（ ）２ ｘ－１－槡１０（ ）２

Ｂ ｘ－１－槡１０（ ）２ ｘ－１＋槡１０（ ）２

Ｃ２ｘ＋１＋槡１０（ ）２ ｘ－１－槡１０（ ）２

Ｄ２ｘ－１－槡１０（ ）２ ｘ－１＋槡１０（ ）２
（４）分解因式：３ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２＝（ ）

Ａ（３ｘ＋ｙ）（ｘ－ｙ） Ｂ３ｘ－１
３（ ）ｙ（ｘ＋ｙ）

Ｃ（３ｘ＋ｙ）（ｘ＋ｙ） Ｄ（３ｘ－ｙ）（ｘ＋ｙ）
（５）分解因式：３ｘ２＋７ｘ＋２＝（ ）

Ａ ｘ－（ ）１３ （ｘ－２） Ｂ（３ｘ＋１）（ｘ＋２）

Ｃ ｘ＋（ ）１３ （ｘ＋２） Ｄ（３ｘ＋１）（３ｘ＋６）

（６）（西安市，１９９８）把２ｘ２－８ｘｙ＋５ｙ２分解因式得（ ）

Ａ（ｘ－５ｙ）（２ｘ－ｙ） Ｂ ｘ－ 槡４＋ ６
２（ ）ｙ ｘ＋ 槡４－ ６

２（ ）ｙ
Ｃ２ｘ－ 槡４＋ ６（ ）２ ｘ－ 槡４－ ６（ ）２

Ｄ２ｘ－ 槡４＋ ６
２（ ）ｙ ｘ－ 槡４－ ６

２（ ）ｙ
（７）已知方程２ｘ２－５ｘ－ｋ＝０的两个根是ｘ１＝３，ｘ２＝－１

２
，那么

－２ｘ２＋５ｘ＋ｋ分解因式得（ ）
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Ａ（ｘ－３）ｘ＋（ ）１２ Ｂ －２（ｘ＋３）ｘ－（ ）１２
Ｃ －（ｘ－３）（ｘ＋１） Ｄ －（ｘ－３）（２ｘ＋１）
（８）在实数范围内分解因式：（ｍ－２）ｘ２－（２ｍ＋１）ｘ－（３ｍ－１），正确
的答案是（ ）

Ａ（ｘ＋１）［（ｍ－２）ｘ＋（３ｍ－１）］

Ｂ（ｘ－１）［（ｍ－２）ｘ＋（３ｍ－１）］

Ｃ（ｘ＋１）［（ｍ－２）ｘ－（３ｍ－１）］

Ｄ（ｘ－１）［（ｍ－２）ｘ－（３ｍ－１）］

３在实数范围内分解因式：
（１）３ｘ２－１０ｘ＋７；
（２）－２ｘ２＋８ｘｙ－ｙ２；

（３）ｘ２＋２（ 槡３－ ２）ｘ 槡＋１１－６ ２；

（４）（ｘ２－５ｘ）２＋２（ｘ２－５ｘ）－２４．

探究能力测试

４ｋ为何值时，二次三项式ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋ｋ＋７是一个完全平方式．
５求证：当关于ｘ的二次三项式ｘ２＋２ｘ－（ｍ＋９）不能在实数范围内
分解因式时，关于ｙ的二次三项式ｙ２＋ｍｙ－２ｍ＋５一定能在实数范围内分
解因式．

６已知：槡６ｘ２－ｘｙ 槡－ ６ｙ２＝０，且ｘｙ＞０，求２ｘ 槡－ ６ｙ
槡３ｘ－ｙ
的值．

１２．６ 一元二次方程的应用

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 列方程解应用题．
难点 找出已知量与未知量之间的等量关系．

探究点 近年来各地中考试卷中出现了一元二次方程与退耕还林问

题、环境保护问题、利润问题、市场经济问题等为情景的试题，从数学趣题中

寻求等量关系，探究新的数学思想和思维规律．启迪人们对当今社会的热点
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问题、焦点问题的关注和思考，探索解决这些问题的方法与途径．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
一元二次方程的应用常常以当今社会所关注的热

点问题和焦点问题为素材．这类问题虽然贴近生活，却

不拘一格，因此平时热心关注社会，积累生活经验是学好本节内容的一个前

提；在较复杂的社会背景中，运用方程的思想，寻找等量关系，列出方程，是

一个关键．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 ２０００年４、５月份，我国大部分地区出现了飞尘
扬沙和风暴天气，有关专家指出，这主要是由于乱砍滥

伐树木，使生态环境遭到严重破坏所致，因此，保护森林资源已成为目前一

项十分紧迫的任务，为了有效地控制沙尘暴等恶劣天气对人类生存环境的

破坏，我国北方某地决定加快植树造林的速度，计划用两年的时间将防风林

的面积，从现在的２万亩扩大到２．４２万亩，求平均每年增长的百分率．
思维技巧 这是一道以保护生态资源为背景的有关增长率问题的应用

题．增长率是指增长数与基准数的比．如果设基准数为ａ，增长率为ｘ，那么
第一次增长后的量为ａ（１＋ｘ）．这一数量又是第二次增长的基准数，增长两
次的量是ａ（１＋ｘ）＋ａ（１＋ｘ）ｘ＝ａ（１＋ｘ）２．
解 设每年的增长率为ｘ．
根据题意，得

２（１＋ｘ）２＝２．４２，

解得 ｘ１＝０．１＝１０％，ｘ２＝－２．１（不合题意舍去）．
答：平均每年增长的百分率为１０％．
激活思维 把列方程解增长率的数学问题置于北方某地区２０００年４、５

月份气候这一实际问题之中，既考查了数学知识，又启迪人们去思考飞尘扬

沙和风暴等恶劣天气对人类生存环境的破坏，这种现象是怎样形成？又该

怎样去治理？⋯⋯这些问题对学生的发展很有益处．
同类变式 （广州市，２００３）２００３年２月２７日《广州日报》报道：２００２年

底广州市自然保护区覆盖率（即自然保护区面积占全市面积的百分比）为

４．６５％，尚未达到国家Ａ级标准．因此，市政府决定加快绿化建设，力争到

２００４年底自然保护区覆盖率达到８％以上．若要达到最低目标８％，则广州
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市自然保护区面积的年平均增长率应是多少？（结果保留三位有效数字）

解 设广州市总面积为１，广州市自然保护区面积年平均增长率为ｘ，
根据题意，得

１×４．６５％×（１＋ｘ）２＝１×８％．
（１＋ｘ）２≈１．７２０．
∵ ｘ＞０ ∴ １＋ｘ＞０ ∴ １＋ｘ≈１．３１２． ｘ＝０．３１２．
答：要达到最低目标，自然保护区面积的年平均增长率应为３１．２％．
思维拓展 （云南曲靖，２０００）“坡耕地退耕还林还草”是国家对解决西

部地区水土流失生态问题、帮助广大农民脱贫致富提出的一项战略措施，某

村长为带领全村群众自觉投入坡耕地退耕还林行动，率先垂范，１９９９年将自
家的坡耕地全部退耕，并于当年承包２０亩坡耕地的还林还草及管护任务，
而实际完成的亩数增加的百分率为ｘ，如果保持这一增长率不变，２０００年村
长可完成２８．８亩坡耕地还林还草的任务．
（１）求增长率ｘ；
（２）如果该村有３０户人家，每户均以村长２０００年可完成的亩数为准，
则全村２０００年可完成坡耕地还林还草任务多少亩？如果国家按每亩坡耕
地２３０元（折算资金）给予补助，则国家将对该村投入补助资金多少万元？

图１２－２

解 （１）依题意，得

２０（１＋ｘ）２＝２８．８，
解之，得 ｘ１＝０．２，ｘ２＝－２．２（舍去），
所以 ｘ＝０．２＝２０％．
（２）３０×２８．８＝８６４（亩）

８６４×２３０＝１９８７２０（元）≈１９．８７（万元）
答：增长率为２０％；全村２０００年可完成坡耕地还林还草任务８６４亩，国

家对该村投入补助资金约１９．８７万元．
【例２】 （吉林省，２０００）如图１２－２，某小区
规划在一个长为４０ｍ，宽为２６ｍ的矩形场地

ＡＢＣＤ上修建三条同样宽的甬路，使其中两条与

ＡＢ平行，另一条与ＡＤ平行，其余部分种草，若
使每一块草坪的面积为１４４ｍ２，求甬路的宽度？

思维技巧 如果从总面积中减去各条甬路面
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积，来列方程很繁，不妨把各小块矩形草坪平移后拼成一大块矩形草坪整体思

考，问题便显得轻而易举．
解 设甬路宽为ｘｍ，
依题意列方程 （４０－２ｘ）（２６－ｘ）＝１４４×６．
解得 ｘ＝２．
答：甬路宽为２ｍ．

图１２－３

激活思维 解答这类问题时，若从单个单

个小块去思考时，列方程往往很复杂，不妨从

整体去思考，运用等积变形．这种化归的方法、
整体代换的思想常常可使问题巧解．
同类变式 一块矩形耕地大小尺寸如图

１２－３所示，要在这块地上沿东西和南北方向
分别挖２条和４条水渠，如果水渠的宽相等，
而且要保证余下的可耕地面积为９６００ｍ２，那

图１２－４

么水渠应挖多宽？

分析 本题考查应用方程知识解决实际问

题的能力．这类问题的特点是，挖渠所占用土地面
积只与挖渠的条数、渠道的宽度有关，而与渠道的

位置无关，为了研究问题方便可分别把沿东西和

南北方向挖的渠道移动到一起（最好靠一边），如

图１２－４所示，那么剩余可耕的长方形土地的长
为（１６２－２ｘ）ｍ，宽为（６４－４ｘ）ｍ．
解 设水渠应挖ｘｍ宽，依题意，得

（１６２－２ｘ）（６４－４ｘ）＝９６００，
化简，得 ｘ２－９７ｘ＋９６＝０，
解得 ｘ１＝１，ｘ２＝９６（舍去）．
答：水渠应挖１ｍ宽．
思维拓展 （泉州市，２００２）某中学有一块长为ａｍ，宽为ｂｍ的矩形场

地，计划在该场地上修筑宽都为２ｍ的两条互相垂直的道路，余下的四块矩
形小场地建成草坪．
（１）如图１２－５，请分别写出每条道路的面积（用含ａ或含ｂ的代数式
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图１２－５

表示）；

（２）已知ａ∶ｂ＝２∶１，并且四块草坪的面积之
和为３１２ｍ２，试求原来矩形场地的长与宽各为多

少米？

（３）在（２）的条件下，为进一步美化校园，根据
实际情况，学校决定对整个矩形场地作如下设计

（要求同时符合下述两个条件）：

条件①：在每块草坪上各修建一个面积尽可能大的菱形花圃（花圃各边
必须分别与所在草坪的对角线平行），并且其中有两个花圃的面积之差为

１３ｍ２；

条件②：整个矩形场地（包括道路、草坪、花圃）为轴对称图形．
请你画出符合上述设计方案的一种草图（不必说明画法与根据），并求

出每个菱形花圃的面积．
解 （１）这两条道路的面积分别为２ａｍ２与２ｂｍ２．（２）设ｂ＝ｘｍ，ａ＝

２ｘｍ，依题意得：ｘ·２ｘ－（２ｘ＋４ｘ－４）＝３１２．整理得：ｘ２－３ｘ－１５４＝０，解得：

ｘ１＝１４，ｘ２＝－１１（舍去）．所以ｂ＝１４，ａ＝２ｘ＝２８．即矩形的长为２８ｍ，宽

为１４ｍ．（３）符合设计方案的一种草图如图１２－６（１）所示，其中四个菱形花

图１２－６
圃中，第１个与第２个，第３个与第４个花圃的面积分别相等．设ＡＥ＝ｘ，则

ＦＢ＝１４－２－ｘ＝１２－ｘ（ｍ），ＡＧ＝２８－２
２ ＝１３（ｍ）．依题意得：１２×１３·ｘ－
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１
２
（１２－ｘ）×１３＝１３，解得：ｘ＝７（ｍ），所以大菱形花圃面积为１

２×７×１３＝

４５．５（ｍ２），小菱形花圃面积为１
２×（１２－７）×１３＝３２．５（ｍ２）．（注：其他符合

设计方案的三种花圃见下面图１２－７（２）、（３）、（４），同上法仍可求得大、小花
圃的面积分别为４５．５ｍ２与３２．５ｍ２）

【例３】 某商店从厂家以每件２１元的价格购进一批商品，该商品可以
自行定价，若每件商品售价为ａ元，则可卖出（３５０－１０ａ）件，但物价局限定
每次商品加价不能超过进价的２０％，商店计划要赚４００元，需要卖出多少件
商品？每件商品应售价多少元？

思维技巧 商品价格的上涨与下跌对获得利润有直接影响，也是市场

经济条件下经常发生的事情．熟悉有关背景，了解有关政策是必要的．列方
程解此题，要注意题设中物价局规定．
解 设每件商品应售价ｘ元，才能使商店赚４００元，根据题意，得（ｘ－

２１）（３５０－１０ｘ）＝４００，
整理，解得ｘ１＝２５，ｘ２＝３１．
又因为 ２１×（１＋２０％）＝２５．２，而ｘ１＜２５．２，ｘ２＞２５．２，
所以 ｘ＝２５．
当ｘ＝２５时，３５０－１０ｘ＝３５０－１０×２５＝１００．
答：该商店要卖出１００件商品，每件售２５元．
激活思维 市场经济为试题创作和思维拓展提供了广阔的空间．一种

商品的价格如何调整（上浮或下降）才能达到最大效益，是经营者首先关心

的问题．本题具有浓郁的生活气息，既学到了知识，又受到了教育，也培养了
本分经营的意识．
同类变式 将进货单价为４０元的商品按５０元出售时，能卖５００个，已

知该商品每涨价１元，其销售量就要减少１０个，为了赚８０００元利润，售价应
定为多少，这时应进货为多少个？

此题属于经营问题．设商品单价为（５０＋ｘ）元，则每个商品得利润［（５０
＋ｘ）－４０］元，因为每涨价１元，其销售量会减少１０个，则每个涨价ｘ元，其
销售量会减少１０ｘ个，故销售量为（５００－１０ｘ）个．为了赚得８０００元利润，则
应有（５００－１０ｘ）［（５０＋ｘ）－４０］＝８０００．
解 设每个商品涨价ｘ元，则销售价为（５０＋ｘ）元，销售量为（５００－
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１０ｘ）个．
根据题意，得（５００－１０ｘ）［（５０＋ｘ）－４０］＝８０００，
整理，得ｘ２－４０ｘ＋３００＝０，
解得 ｘ１＝１０，ｘ２＝３０．
经检验，ｘ１＝１０，ｘ２＝３０都符合题意．
当ｘ＝１０时，５０＋ｘ＝６０，５００－１０ｘ＝４００；
当ｘ＝３０时，５０＋ｘ＝８０，５００－１０ｘ＝２００．
所以，要想赚８０００元，售价为６０元或８０元，若售价为６０元，则进货量

应为４００个；若售价为８０元，则进货量应为２００个．
思维拓展 （黄冈市，２００２）黄冈百货商店服装柜在销售中发现：“宝乐”

牌童装平均每天可售出２０件，每件赢利４０元．为了迎接“六一”国际儿童节，
商场决定采取适当的降价措施，扩大销售量，增加赢利，减少库存．经市场调
查发现：如果每件童装每降价４元，那么平均每天就可多售出８件．要想平
均每天在销售这种童装上赢利１２００元，那么每件童装应降价多少元？
解 设每件童装应降价ｘ元，根据题意，得
（４０－ｘ）（２０＋２ｘ）＝１２００，

整理得 ｘ２－３０ｘ＋２００＝０，
解得 ｘ１＝１０，ｘ２＝２０．
因要尽快减少库存，故ｘ应取２０．
答：每件童装应降价２０元．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（大连市，２０００）大连市某乡无公害蔬菜的产量在两年内从２０ｔ增加
到３５ｔ，设这两年无公害蔬菜产量的年平均增长率为ｘ，根据题意，列出方程
为 ．
（２）（安徽省，２００２）某校去年对实验器材的投资为２万元，预计今明两
年的投资总额为８万元，若设该校这两年在实验器材投资上的平均增长率
为ｘ，则可列方程： ．
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（３）（大连市，２００１）我市某企业为节约用水，自建污水净化站．３月份净
化污水３０００ｔ，５月份增加到３６３０ｔ，则这两个月净化污水的量平均每月增长
的百分率为 ．
（４）已知长方形的周长为３６ｃｍ，它的面积为６５ｃｍ２，则长方形的长比

宽多 ．
（５）在三个连续奇数中，最大数与最小数的平方和恰好是中间一个数的

１０倍，则此三个数是 ．
（６）有一个三角形的面积为３０ｃｍ２，其一边比这边上的高的４倍少

１ｃｍ，那么这一边的长是 ，高是 ．
（７）直角三角形斜边同它的一条直角边的比等于１３∶１２，而另一条直角
边的长等于１５ｃｍ，则这个三角形的周长是 ．
（８）要用一条长２４ｃｍ的铁丝围成一个斜边长是１０ｃｍ的直角三角形，
则这条直角边的长分别为 ．

２选择题
（１）（太原市，２００２）生物兴趣小组的学生，将自己收集的标本向本组其
他成员各赠送一本，全组共互赠了１８２本．如果全组有ｘ名同学，则根据题
意列出的方程是（ ）

Ａｘ（ｘ＋１）＝１８２ Ｂｘ（ｘ－１）＝１８２
Ｃ２ｘ（ｘ＋１）＝１８２ Ｄｘ（ｘ－１）＝１８２×２
（２）（南通市，２００２）某厂今年３月的产值为５０万元，５月上升到７２万
元，这两个月平均每月增长的百分率是多少？

若设平均每月增长的百分率为ｘ，则列出的方程是（ ）

Ａ５０（１＋ｘ）＝７２ Ｂ５０（１＋ｘ）＋５０（１＋ｘ）２＝７２
Ｃ５０（１＋ｘ）×２＝７２ Ｄ５０（１＋ｘ）２＝７２
（３）（黑龙江省，２００２）哈尔滨市政府为了申办２０１０年冬奥会，决定改善
城市容貌，绿化环境，计划经过两年时间，绿地面积增加４４％，这两年平均每
年绿地面积的增长率是（ ）

Ａ１９％ Ｂ２０％ Ｃ２１％ Ｄ２２％
（４）（合肥市，２００１）某农场粮食产量是：１９９８年为１２００万斤，２０００年为

１４５２万斤，如果平均每年增长率为ｘ，则ｘ需满足的方程是（ ）

Ａ１２００（１＋ｘ）２＝１４５２ Ｂ１２００（１＋２ｘ）＝１４５２

名校经验 创新设计

５８

新
教
材
同
步
学
案



Ｃ１２００（１＋ｘ％）２＝１４５２ Ｄ１２００（１＋ｘ％）＝１４５２
（５）（济南市，２００１）某超市一月份的营业额为２００万元，一月、二月、三
月的营业额共１０００万元，如果平均每月增长率为ｘ，则由题意列方程应为
（ ）

Ａ２００（１＋ｘ）２＝１０００ Ｂ２００＋２００·２·ｘ＝１０００
Ｃ２００＋２００·３·ｘ＝１０００ Ｄ２００［１＋（１＋ｘ）＋（１＋ｘ）２］＝１０００
（６）（龙岩，２００１）若两数和为－７，积为１２，则这两个数是（ ）

Ａ３和４ Ｂ２和６
Ｃ －３和－４ Ｄ２和－９
（７）（天津市，２００２）制造一种产品，原来每件的成本是１００元，由于连续
两次降低成本，现在的成本是８１元，则平均每次降低成本（ ）

Ａ８．５％ Ｂ９％ Ｃ９．５％ Ｄ１０％
（８）（安徽省，２００３）党的十六大提出全面建设小康社会，加快推进社会
主义现代化，力 争国民生产总值到２０２０年比２０００年翻两番．在本世纪的头
二十年（２００１年～２０２０年），要实现这一目标，以十年为单位计算，设每个十
年的国民生产总值的增长率都是ｘ，那么ｘ满足的方程为（ ）

Ａ．（１＋ｘ）２ Ｂ．（１＋ｘ）２＝４
Ｃ．１＋２ｘ＝２ Ｄ．（１＋ｘ）＋２（１＋ｘ）＝４

图１２－７

（９）如图１２－７，从正方形铁片上截
去２ｃｍ宽的一条长方形，余下的面积是

４８ｃｍ２，则原来的正方形铁片的面积是

（ ）

Ａ８ｃｍ２

Ｂ３６ｃｍ２

Ｃ６ｃｍ２

Ｄ６４ｃｍ２

（１０）已知三角形的两边长分别是１

和２，第三边的数值是方程２ｘ２－５ｘ＋３＝０的根，那么这个三角形的周长为

（ ）

Ａ４ Ｂ４１
２ Ｃ４或４１

２ Ｄ不能确定
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（１１）某商品连续两次降价１０％ 后价格为ａ元，该商品的原价应为
（ ）元．

Ａ ａ
１．１２ Ｂ１．１２ａ Ｃ ａ

０．８１ Ｄ０．９２ａ

（１２）利用墙的一边，再用１３ｍ的铁丝网围三边，围成一个面积为２０ｍ２

的长方形，求这个长方形的两边长，设墙的对边长为ｘｍ，可得方程（ ）

Ａｘ（１３－ｘ）＝２０ Ｂｘ·１３－ｘ
２ ＝２０

Ｃｘ １３－１
２（ ）ｘ ＝２０ Ｄｘ·１３－２ｘ２ ＝２０

３（甘肃，２００１）某校办工厂今年元月份生产课桌椅１０００套．二月份因
春节放假，减产１０％，三月份、四月份产量逐月上升，四月份产量达到１２９６
套，求三、四月份产量的平均增长率．

４（南京市，２００１）某农户种植花生，原来种植的花生亩产量为２００ｋｇ，
出油率为５０％（即每１００ｋｇ花生可加工成花生油５０ｋｇ）．现在种植新品种花
生后，每亩收获的花生可加工成花生油１３２ｋｇ，其中花生出油率的增长率是

亩产量的增长率的１
２
，求新品种花生亩产量的增长率．

５（北京石景山，２００２）某商厦二月份的销售额为１００万元，三月份销售
额下降了２０％．商厦从四月份起改进经营措施，销售额稳步上升，五月份销
售额达到了１３５．２万元，求四、五两月的平均增长率．

６（北京市西城区，２００２）（１）据２００１年中国环境状况公报，我国由水
蚀和风蚀造成的水土流失面积达３５６万ｋｍ２，其中风蚀造成的水土流失面积

比水蚀造成的水土流失面积多２６万ｋｍ２．问水蚀与风蚀造成的水土流失面
积各多少？

（２）某省重视治理水土流失问题，２００１年治理了水土流失面积

４００ｋｍ２，该省逐年加大治理力度，计划今明两年每年治理水土流失面积都

比前一年增长一个相同的百分数，到２００３年底，使这三年治理的水土流失
面积达到１３２４ｋｍ２，求该省今明两年治理水土流失面积每年增长的百分数？

７（内蒙古，２００１）某商厦今年一月份销售额为６０万元，二月份由于种
种原因，经营不善，销售额下降１０％，以后加强改进管理，经减员增效，大大
激发了全体员工的积极性，月销售额大幅度上升，到四月份销售额猛增到９６
万元，求三、四月份平均每月增长的百分率是多少？（精确到０．１％）
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８（大连市，２００１）某大学为改善校园环境，计划在一块长８０ｍ、宽６０ｍ
的矩形场地的中央建一矩形网球场，网球场占地面积为３５００ｍ２，四周为宽

度相等的人行步道，求人行步道宽度．

图１２－８

９（四川省，２０００）如图１２－８，某单位决
定对一块长３０ｍ、宽２０ｍ的矩形空地进行
绿化，计划在这块矩形空地的中间划出一块

小矩形种花，四周剩下的空地留作道路，要求

四周道路的宽度要一样，并且种花的面积是

原矩形空地面积的一半，求道路的宽度．（精
确到０．１ｍ；参考数据：槡１０＝３．１６，槡１１＝

３．３２，槡１２＝３．４６，槡１３＝３．６１，槡１４＝

３．７４，槡１５＝３．８７）

１０（宁夏，２０００）王老师把５００元钱按一年定期存入银行，到期后，取出
了３００元捐给了灾区，剩下的２００元和应得的利息又全部按一年定期存入，

由于利息下调，第二次存款的年利率是第一次存款年利率的３
５
，这样到期后

可得利息１５元．求第一次存款的年利率（注：不考虑利息税）．

探究能力测试

１１（随州市，２００２）某工厂从今年１月份起，每月生产收入是２２万元，
但在生产过程中会引起环境污染，若再按现状生产，将会受到环保部门的处

罚，每月罚款２万元；如果投资１１１万元治理污染，治污系统可在１月份启
用，这样，该厂不但不受处罚，还可降低生产成本，使１至３月份的生产收入
以相同的百分率逐月增长．
经测算，投资治污后，１月份生产收入为２５万元，１至３月份生产累计收

入可达９１万元；３月份以后，每月生产收入稳定在３月份的水平．
（１）求出投资治污后，２月、３月每月生产收入增长的百分率；（以下数据
供参考：３．６４＝１．９１２，１１．５６＝３．４０２）

（２）如果把利润看作是生产累计收入减去治理污染的投资额或环保部
门罚款额，试问：治理污染多少个月后，所投资金开始见成效（即治污后所获

利润不小于不治污情况下所获利润）？

黄 冈 兵 法

６１

初

三

代

数



１２（河南，２０００）某企业１９９８年初投资１００万元生产适销对路的产品，

１９９８年底将获得的利润与年初的投资的和作为１９９９年初的投资，到１９９９
年底，两年共获得利润５６万元．已知１９９９年的年获利率比１９９８年的年获利
率多１０个百分点（即：１９９９年的年获利率是１９９８年的年获利率与１０％的
和）．求１９９８年和１９９９年的年获利率各是多少？

１３（咸阳，２０００）２０００年４、５月份，我国大部分地区出现了飞尘扬沙和
风暴天气，有关专家指出，这主要是由于乱砍滥伐树木，使生态环境遭到严

重破坏所致，因此，保护森林资源已成为目前一项十分紧迫的任务．某地区
原有森林面积５０万公顷，因人为毁林，到１９９９年底森林面积已减少了

１０％，为此，当地政府决定从２０００年开始大力开展植树造林，计划在两年内
使森林面积增加到６４．８万公顷．
（１）求该地区１９９９年底森林面积为多少万公顷？
（２）求该地区从２０００年开始的两年内森林面积平均每年的增长率为多少？

１４（重庆市，２００１）阅读下面材料：在计算３＋５＋７＋９＋１１＋１３＋１５＋
１７＋１９＋２１时，我们发现，从第一个数开始，以后的每个数与它的前一个数
的差都是一个相同的定值．具有这种规律的一列数，除了直接相加外，我们

还可以用公式Ｓ＝ｎａ＋ｎ（ｎ－１）
２ ×ｄ来计算它们的和．

（公式中的ｎ表示数的个数，ａ表示第一个数的值，ｄ表示这个相差的
定值）

那么 ３＋５＋７＋９＋１１＋１３＋１５＋１７＋１９＋２１

＝１０×３＋１０（１０－１）
２ ×２

＝１２０．
用上面的知识解决下列问题：

为保护长江，减少水土流失，我市某县决定对原有的坡荒地进行退耕还

林．从１９９５年起在坡荒地上植树造林，以后每年又以比上一年多植相同面
积的树木改造坡荒地，由于每年因自然灾害、树木成活率、人为破坏等因素

的影响，都有相同数量的新坡荒地产生，下表为１９９５、１９９６、１９９７三年的坡
荒地面积和植树的面积的统计数据．假设坡荒地全部种上树后，不再水土流
失形成新的坡荒地，问到哪一年，可以将全县所有的坡荒地全部种上树木．
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１９９５年 １９９６年 １９９７年

每年植树的面积（亩） １０００ １４００ １８００

植树后坡荒地的实际面积（亩） ２５２００ ２４０００ ２２４００

１５（宁夏，２００１）编一道关于增长率的一元二次方程应用题，并解答．
编题要求：

（１）题目完整，题意清楚．
（２）题意与方程的解都要符合实际．

１２７ 可化为一元二次方程的分式方程

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 用去分母或换元法解分式方程和列方程解应

用题．
难点 用换元法解分式方程；对增根的理解；列方程解应用题．
探究点 近年来各地中考试卷中出现了列分式方程解决市场经济问

题、方案设计与选择等问题的题目．因此，需认真探究分式方程的解法和根
的情况，寻找发现其解题规律．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
将分式方程转化为整式方程，所用的方法是去分母

和换元法．前者是一般方法，后者是特殊方法．分式方程
解法的选择顺序是先特殊后一般，即先考虑能否用换元法解，若不能，再用

去分母法，抓住方程自身的特点是用换元法解分式方程的关键，验根是解分

式方程中不可缺少的一步．解分式方程前，可分析方程的形式特点，从中探
寻规律，发现巧解．能用方程眼光认识世界，用方程知识和方程思想处理生
活周围的问题是学好本节的又一个关键．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （龙岩市，２００２；陕西省，２００１）解方程

ｘ
ｘ－１－ ２

ｘ＋１＝ ４
ｘ２－１

．

思维技巧 观察方程的结构，显然可用去分母法把分母去掉，这是常规
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思路．但仔细观察方程的特点，若采用拆项法，把 ４
ｘ２－１
拆成 ２

ｘ－１－ ２
ｘ＋１
，原

方程变为ｘ－２
ｘ－１＝０，从而ｘ＝２．
解法一 去分母，得

ｘ（ｘ＋１）－２（ｘ－１）＝４，
整理得 ｘ２－ｘ－２＝０，
解之 ｘ＝２，ｘ＝－１．
验根知 ｘ＝－１是增根．
因此 原方程的根为ｘ＝２．
解法二 将原方程右边拆开，得

ｘ
ｘ－１－ ２

ｘ＋１＝ ２
ｘ－１－ ２

ｘ＋１
，

即 ｘ
ｘ－１＝ ２

ｘ－１．

所以 ｘ－２
ｘ－１＝０， 所以 ｘ＝２．

验根知 ｘ＝２是原方程的根．
激活思维 比较方法一、二，方法一按常规思路化分式方程为整式方

程，容易产生增根，因此需要验根．方法二通过拆项，使之部分项相互抵消，

变为ｘ－２
ｘ－１＝０，从而ｘ＝２，获得简解．

同类变式 （北京市石景山区，２００２）解方程： １０
ｘ２＋ｘ－６

＋ ２
ｘ＋３＝１．

解 原方程变为 １０
（ｘ＋３）（ｘ－２）＋

２
ｘ＋３＝１，

即 ２
ｘ－２－ ２

ｘ＋３＋ ２
ｘ＋３＝１，

所以 ２
ｘ－２＝１， ｘ－２＝２， ｘ＝４．

验根知，ｘ＝４是原方程的根．

【例２】 解方程 ３
ｘ－２－ ４

ｘ－１＝ １
ｘ－４－ ２

ｘ－３．
思维技巧 此分式方程中每项分式的分子都为常数．根据这一特点，除

用常规去分母法外，还可把方程两边两项分别通分，化为分子相同的两个分

式，再求解；或把原方程作适当变形．设 ３
ｘ－２＋ ２

ｘ－３＝ｋ，得方程组，先求出

ｋ，进而求原方程的根．
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解法一 去分母，得

３（ｘ－１）（ｘ－３）（ｘ－４）－４（ｘ－２）（ｘ－３）（ｘ－４）

＝（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３）－２（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－４），
整理，得 ２ｘ２－１５ｘ＋２５＝０，

解这个方程，得ｘ１＝５，ｘ２＝
５
２．

经检验ｘ１＝５和ｘ２＝
５
２
都是原方程的根．

解法二 将方程的两边分别计算，得

－ｘ＋５
（ｘ－１）（ｘ－２）＝

－ｘ＋５
（ｘ－３）（ｘ－４）．

显然，当－ｘ＋５＝０时，即ｘ＝５时，方程左右两边的分母皆不为０，且
左、右两边相等，表示ｘ＝５满足方程，因此，ｘ＝５是原方程的一个根．
而当 －ｘ＋５≠０，即ｘ≠５时，由于方程左右两边的分子相等，要想左右

两边的分式也相等，只需分母相等，即

（ｘ－１）（ｘ－２）＝（ｘ－３）（ｘ－４），
整理得 ４ｘ＝１０，

解得 ｘ＝５
２．

经检验，ｘ１＝５和ｘ２＝
５
２
都是原方程的根．

解法二先将方程两边通分，经化简后得到了两个分子相同的分式，此

时，不能随便在方程两边同时除以－ｘ＋５，要讨论－ｘ＋５是否为零．

解法三 原方程变形为 ３
ｘ－２＋ ２

ｘ－３＝ ４
ｘ－１＋ １

ｘ－４
，

设 ３
ｘ－２＋ ２

ｘ－３＝ｋ．

通分，得 ５ｘ－１３
ｘ２－５ｘ＋６

＝ ５ｘ－１７
ｘ２－５ｘ＋４

＝ｋ，

所以
５ｘ－１３＝ｋ（ｘ２－５ｘ）＋６ｋ， ①
５ｘ－１７＝ｋ（ｘ２－５ｘ）＋４ｋ．｛ ②

①－②，得 ｋ＝２．
由ｋ＝２，得２ｘ２－１５ｘ＋２５＝０，

解之，得ｘ１＝５，ｘ２＝
５
２．

经检验ｘ１＝５，ｘ２＝
５
２
都是原方程的根．
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同类变式 解方程ｘ－８
ｘ－１０＋２ｘ－８

ｘ－６＝ｘ－５
ｘ－７＋２ｘ－１４

ｘ－９ ．
解法一 移项后，得

ｘ－８
ｘ－１０－ｘ－５

ｘ－７＝２（ｘ－７）
ｘ－９ －２（ｘ－４）

ｘ－６
，

两边分别通分后，得

ｘ２－１５ｘ＋５６－ｘ２＋１５ｘ－５０
（ｘ－１０）（ｘ－７） ＝２（ｘ２－１３ｘ＋４２－ｘ２＋１３ｘ－３６）

（ｘ－９）（ｘ－６）
，

即 １
（ｘ－１０）（ｘ－７）＝

２
（ｘ－９）（ｘ－６）

，

两边都乘以（ｘ－６）（ｘ－７）（ｘ－９）（ｘ－１０），得

ｘ２－１５ｘ＋５４＝２ｘ２－３４ｘ＋１４０，
即ｘ２－１９ｘ＋８６＝０．

解得 ｘ１＝
槡１９＋ １７

２
，ｘ２＝

槡１９－ １７
２ ．

经检验，ｘ１、ｘ２都是原方程的根．
解法二 把每个分式的分子除以分母，得

１＋ ２
ｘ－１０＋２＋ ４

ｘ－６＝１＋ ２
ｘ－７＋２＋ ４

ｘ－９
，

即 １
ｘ－１０＋ ２

ｘ－６＝ １
ｘ－７＋ ２

ｘ－９
，

移项，得 １
ｘ－１０－ １

ｘ－７＝ ２
ｘ－９－ ２

ｘ－６
，

两边分别通分，整理得

１
（ｘ－１０）（ｘ－７）＝

２
（ｘ－９）（ｘ－６）．

以下同解法一，略．

思维拓展 解方程ｘ－８
ｘ－１０＋ｘ－４

ｘ－６＝ｘ－５
ｘ－７＋ｘ－７

ｘ－９．

解 将原方程转化为 １
ｘ－１０＋ １

ｘ－６＝ １
ｘ－７＋ １

ｘ－９
，左右两边分别通

分，整理得

（２ｘ－１６） １
（ｘ－１０）（ｘ－６）－

１
（ｘ－７）（ｘ－９〔 〕） ＝０，

因为 １
（ｘ－１０）（ｘ－６）－

１
（ｘ－７）（ｘ－９）≠０

，

所以 ２ｘ－１６＝０，ｘ＝８．
经检验ｘ＝８是原方程的解．
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【例３】 （山东威海，２００１）解方程 ｘ＋１（ ）ｘ
２
－７（ｘ２＋１）

２ｘ ＋５
２＝０．

思维技巧 观察方程，可将７（ｘ
２＋１）
２ｘ
变形为７

２ ｘ＋１（ ）ｘ ，从而可用换
元法求解．

解 将原方程变形为 ｘ＋１（ ）ｘ
２
－７

２ ｘ＋１（ ）ｘ ＋５
２＝０，

即 ２ｘ＋１（ ）ｘ
２
－７ｘ＋１（ ）ｘ ＋５＝０．

设 ｘ＋１
ｘ＝ｙ，则有 ２ｙ２－７ｙ＋５＝０，

解得 ｙ１＝
５
２
，ｙ２＝１．

当ｙ＝５
２
时，ｘ＋１

ｘ＝５
２
，ｘ＋１

ｘ＝２＋１
２
，

所以 ｘ＝２或ｘ＝１
２．

当 ｙ＝１时，ｘ＋１
ｘ＝１，即ｘ２－ｘ＋１＝０．

此方程无解．

经检验 ｘ１＝２，ｘ２＝
１
２
都是原方程的根．

激活思维 在解此方程过程中，关键是抓住了方程自身的特点，进行适

当变形，正确换元．在解方程ｘ＋１
ｘ＝５

２
时，熟练地运用课本上习题的结论，

简化了解题过程．

同类变式 （天津市，２００３）解方程 ６
ｘ２＋ｘ＝ｘ２＋ｘ＋１．

解 设ｘ２＋ｘ＝ｙ，则原方程化为 ｙ２＋ｙ－６＝０．
解得 ｙ１＝－３，ｙ２＝２．
当ｙ１＝－３时，有ｘ２＋ｘ＝－３．
即ｘ２＋ｘ＋３＝０，此方程无实根．
当ｙ２＝２时，有ｘ２＋ｘ＝２，即 ｘ２＋ｘ－２＝０，
解得 ｘ１＝１，ｘ２＝－２．
经检验，ｘ１＝１，ｘ２＝－２均是原方程的根．
所以，原方程的根是ｘ１＝１，ｘ２＝－２．

思维拓展 解方程 １
ｘ２＋１１ｘ－８

＋ １
ｘ２＋２ｘ－８

＝－ １
ｘ２－１３ｘ－８

．
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解 设ｘ２－８＝ｙ，则原方程可化为：

１
ｙ＋１１ｘ＋ １

ｙ＋２ｘ＋ １
ｙ－１３ｘ＝０，

去分母，整理得３ｙ２－１４７ｘ２＝０，解得ｙ＝±７ｘ．
当ｙ＝７ｘ时，ｘ２－８＝７ｘ，解得ｘ１＝８，ｘ２＝－１；
当ｙ＝－７ｘ时，ｘ２－８＝－７ｘ，解得ｘ３＝－８，ｘ４＝１．
经检验，ｘ１＝８，ｘ２＝－１，ｘ３＝－８，ｘ４＝１均是原方程的根．
所以 原方程的根为ｘ１＝８，ｘ２＝－１，ｘ３＝－８，ｘ４＝１．

【例４】 （烟台，１９９８）如果方程ｘ＋７
ｘ－１＋１

ｘ－４ｘ＋ｋ
ｘ２－ｘ＝０只有一个实数根

（等根视为一根），则ｋ的值是（ ）

Ａ－５ Ｂ－１或４ Ｃ－５或－１ Ｄ－５或－１或４
思维技巧 先将分式方程转化为整式方程ｘ２＋４ｘ－ｋ－１＝０①，由Δ

＝４ｋ＋２０＝０，即ｋ＝－５．至此，问题似乎已经解决．但是，方程①和原方程
同解吗？如果０或１是方程①的一个根，那么原分式方程的根的情形又如
何呢？

正确答案Ｄ．
激活思维 分式方程有一个根的条件是十分复杂的问题，如本题中出

现的两种情况：（１）有一个增根，一个是方程的根；（２）原分式方程化为整式
方程后，所得方程只有一个根．

同类变式 当ａ取什么整数时，方程 ｘ
ｘ－２＋ｘ－２

ｘ ＋ ２ｘ＋ａ
ｘ（ｘ－２）＝０恰好

有一个实根？

解 原方程化为２ｘ
２－２ｘ＋４＋ａ
ｘ（ｘ－２） ＝０，

（１）若ｘ≠０，且ｘ≠２，则２ｘ２－２ｘ＋４＋ａ＝０，
因为 原分式方程恰有一个实根，

所以 Δ＝０，
即 Δ＝（－２）２－４×２×（４＋ａ）＝－２８－８ａ＝０，

所以 ａ＝－７
２
，但这时ａ不是整数，舍去．

（２）若方程２ｘ２－２ｘ＋４＋ａ＝０有一个根为ｘ＝０，
则ａ＝－４，另一根为ｘ＝１．
经检验，ｘ＝１是原分式方程的根．
（３）若方程２ｘ２－２ｘ＋４＋ａ＝０有一个根为ｘ＝２，
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则ａ＝－８，另一根为－１．
经检验ｘ＝－１是原分式方程的根．
可见，当ａ＝－４时，原方程恰有一个实根ｘ＝１；当ａ＝－８时，原方程

恰有一个实根ｘ＝－１．

思维拓展 （聊城市，２０００）已知关于ｘ的方程ｘ２＋２ｘ＋ ｍ２－１
ｘ２＋２ｘ－２ｍ

＝０，其中ｍ 为实数．
（１）当ｍ 为何值时，方程没有实数根？
（２）当ｍ 为何值时，方程恰有三个互不相等的实数根？求出这三个实
数根．
解 （１）令ｘ２＋２ｘ－２ｍ＝ｙ，
则原方程化为ｙ２＋２ｍｙ＋ｍ２－１＝０，
解得ｙ１＝－ｍ＋１，ｙ２＝－ｍ－１（显然ｍ＝±１时，原方程有实数根），

由此得ｘ２＋２ｘ－ｍ－１＝０， ①
或ｘ２＋２ｘ－ｍ＋１＝０． ②
对于①，由Δ１＝２２－４（－ｍ－１）＜０得，ｍ＜－２；

对于②，由Δ２＝２２－４（－ｍ＋１）＜０，得ｍ＜０，
所以 当ｍ＜－２，原方程没有实数根．
（２）由（１）可得：
当ｍ＝－２时，方程①有两个相等的实数根，但此时，方程②没有实数

根，不合题意；

当ｍ＝０时，方程②有两个相等的实数根ｘ＝－１，此时方程①有两个不
相等的实数根ｘ 槡＝－１± ２．
所以 当ｍ＝０时，原方程有三个互不相等的实数根

ｘ１＝－１，ｘ２ 槡＝－１＋ ２，ｘ２ 槡＝－１－ ２．
【例５】 （山东淄博市，２０００） （１）如下表，方程１，方程２，方程３，⋯是
按照一定规律排列的一列方程．解方程１，并将它的解填在表中的空白处；

（２）若方程ａｘ－ １
ｘ－ｂ＝１（ａ＞ｂ）的解是ｘ１＝６，ｘ２＝１０，求ａ、ｂ的值．

该方程是不是（１）中所给出的一列方程中的一个方程？如果是，它是第几个
方程？

（３）请写出这列方程中的第ｎ个方程和它的解，并验证所写出的解适
合第ｎ个方程．
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序号 方 程 方程的解

１ ６
ｘ－ １

ｘ－２＝１ ｘ１＝ ｘ２＝

２ ８
ｘ－ １

ｘ－３＝１ ｘ１＝４ ｘ２＝６

３ １０
ｘ－ １

ｘ－４＝１ ｘ１＝５ ｘ２＝８

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

思维技巧 本题通过观察三个分式方程中常数ａ、ｂ及根的特点，探索、
归纳出一般性规律，注意了观察能力及类比、联想等数学方法的考查．
解 （１）ｘ１＝３，ｘ２＝４；

（２）将ｘ１＝６，ｘ２＝１０代入
ａ
ｘ－ １

ｘ－ｂ＝１，

可得方程组

ａ
６－ １

６－ｂ＝１，

ａ
１０－ １

１０－ｂ＝１
烅
烄

烆 ．

化简可得
ａｂ＝６０，

ａ＋ｂ＝１７｛ ．
因为 ａ＞ｂ，所以 ａ＝１２，ｂ＝５．
经检验知，ａ＝１２，ｂ＝５满足方程组．

这显然是表中系列方程之一，是其中第４个方程：１２ｘ－ １
ｘ－５＝１，

（３）由表中规律可以猜测第ｎ个方程是：

２（ｎ＋２）
ｘ － １

ｘ－（ｎ＋１）＝１
（ｎ是自然数） ○

方程的解为： ｘ１＝ｎ＋２，ｘ２＝２（ｎ＋１）．
验证：解方程（），去分母并整理可得：

ｘ２－［（ｎ＋２）＋２（ｎ＋１）］ｘ＋２（ｎ＋１）（ｎ＋２）＝０，
所以 ｘ１＝ｎ＋２，ｘ２＝２（ｎ＋１）．
激活思维 解答第（１）问时，或观察表格中两根的规律，猜想出ｘ１＝３，

ｘ２＝４，再代入方程检验；或直接解分式方程１．第（２）问是第（１）问逆用．运用
逆向思维去思考，先化分式方程为一元二次方程（含字母ａ、ｂ），再运用根与
系数关系求出ａ、ｂ，然后根据一列方程的规律作出判断．第（３）问是在找到
规律后，写出一般式，是第（１）问的拓展．
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同类变式 阅读下列材料，解答问题：

因为 １
１×３＝１

２ １－（ ）１３ ，
１

３×５＝１
２

１
３－（ ）１５ ，

１
５×７＝１

２
１
５－（ ）１７ ，

⋯， １
１７×１９＝

１
２

１
１７－１（ ）１９ ．

所以 １
１×３＋ １

３×５＋ １
５×７＋⋯＋ １

１７×１９

＝１
２ １－（ ）１３ ＋１

２
１
３－（ ）１５ ＋１

２
１
５－（ ）１７ ＋⋯＋１

２
１
１７－１（ ）１９

＝１
２ １－１

３＋１
３－１

５＋１
５－１

７＋⋯＋１
１７－１（ ）１９

＝１
２ １－１（ ）１９ ＝９

１９．

（１）在和式 １
１×３＋ １

３×５＋ １
５×７＋⋯中，第六项为 ，上述求和的方

法是：通过逆用分数的 法则，将和式中各分数转为两个实数之差，使

得除首尾两项外的中间各项可以 ，从而达到求和的目的．

（２）解方程：１２×４＋ １
４×６＋ １

６×８＋⋯＋ １
２ｎ（２ｎ＋２）＝

９
４０．

解 （１） １
１１×１３

减法 抵消

（２）因为 １
２×４＋ １

４×６＋ １
６×８＋⋯＋ １

２ｎ（２ｎ＋２）＝
９
４０
，

所以 １
２

１
２－（ ）１４ ＋１

２
１
４－（ ）１６ ＋⋯＋１

２
１
２ｎ－ １

２ｎ（ ）＋２ ＝９
４０．

所以 １
２－ １

２ｎ＋２＝９
２０．

即 １－ １
ｎ＋１＝９

１０．

１
ｎ＋１＝１

１０
，所以 ｎ＋１＝１０．

所以 ｎ＝９．
经检验 ｎ＝９是原方程的根．
因此原方程的根为ｎ＝９．
思维拓展 阅读并解答

解关于ｘ的方程：ｘ＋１
ｘ＝ｃ＋１

ｃ
，通过去分母可得ｘ１＝ｃ，ｘ２＝

１
ｃ
，分

析观察它的特殊结构，发现：方
·
程
·
左
·
右
·
结
·
构
·
一
·
样
·
，左
·
、右
·
两
·
项
·
乘
·
积
·
相
·
等
·．是否

凡是符合这两个结论的方程都可以用上述结论呢？我们再看一例：解方程

黄 冈 兵 法

７１

初

三

代

数



２（ｘ２＋１）
ｘ＋１ ＋６（ｘ＋１）

ｘ２＋１
＝７，观察２

（ｘ２＋１）
ｘ＋１
与６（ｘ＋１）

ｘ２＋１
之和为７，之积是１２，因

为３＋４＝７，３×４＝１２，从而得出简便且具有创造性的结论２
（ｘ２＋１）
ｘ＋１ ＝３或

２（ｘ２＋１）
ｘ＋１ ＝４（解略），因此凡是具有上面例子特征的方程都可以用上述方法

求解．
问题：利用上述结论，解方程

ｘ＋ １
ｘ－１＝ａ＋ １

ａ－１．

解 因为 ｘ＋ １
ｘ－１＝ａ＋ １

ａ－１
，

所以 （ｘ－１）＋ １
ｘ－１＝（ａ－１）＋ １

ａ－１．
由阅读部分知

ｘ－１＝ａ－１ 或 ｘ－１＝ １
ａ－１
，

所以 ｘ＝ａ，ｘ＝ ａ
ａ－１．

经检验知 ｘ＝ａ，ｘ＝ ａ
ａ－１
是原方程的根．

【例６】 （哈尔滨，２００１）“丽园”开发公司生产的９６０件新产品，需要精
加工后，才能投放市场．现有甲、乙两个工厂都想加工这批产品，已知甲工厂
单独加工完这批产品比乙工厂单独加工完这批产品多用２０天，而乙工厂每
天比甲工厂多加工８件产品，公司需付甲工厂加工费用每天８０元，乙工厂
加工费用每天１２０元．
（１）求甲、乙两个工厂每天各能加工多少件新产品．
（２）公司制定产品加工方案如下：可以由每个厂家单独完成；也可以由
两个厂家同时合作完成．在加工过程中，公司需派一名工程师每天到厂进行
技术指导，并负担每天５元的误餐补助费．
请你帮助公司选择一种既省时又省钱的加工方案．并说明理由．
思维技巧 把课本知识与实际生活结合起来，进行方案设计，选择最佳

方案，是近年中考中的新型题目，从题目中可知有三种设计方案：即由甲厂

或乙厂单独完成，或由两个厂家同时合作完成．通过计算分别算出每一种方
案的费用，从中选择省时省钱的一种加工方案．
解 （１）设甲工厂每天能加工ｘ件产品，则乙工厂每天能加工（ｘ＋８）

件产品．
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依题意，得９６０
ｘ ＝９６０

ｘ＋８＋２０，

解得ｘ１＝１６，ｘ２＝－２４（舍），
所以 ｘ＋８＝２４．
（２）甲工厂单独加工完这批新产品所需的时间为

９６０÷１６＝６０（天），
所需费用为８０×６０＋５×６０＝５１００（元）．
乙工厂单独加工完这批新产品所需的时间为

９６０÷２４＝４０（天），
所需费用为１２０×４０＋５×４０＝５０００（元）．
设他们合作完成这批新产品所用时间为ｙ天，于是

ｙ １
６０＋１（ ）４０ ＝１，

解得 ｙ＝２４（天）．
所需费用为（８０＋１２０）×２４＋５×２４＝４９２０（元）．
通过比较，选择甲、乙两家工厂合作加工完这批新产品比较合适．
激活思维 此题源于课本、异于课本，围绕课本上的内容，设置新的情

境，给出若干信息，提出解决问题的要求，寻求恰当的解决方案．这类题目形
式多样、方法灵活，取材广泛，既考查了数学知识、数学思想方法和应用能

力，又考查了阅读、观察、比较、分析和归纳的综合能力．由于阅读理解能力
不够，学生往往对此题中工程师的误餐费不能正确理解．
同类变式 （包头市，２０００）甲、乙两个工程队各有２０人，两队合做某项

工程，１０天后，因甲队另有任务，乙队再单独做２天才完成．如果单独完成这
项工程，甲队比乙队可以快４天．假设厂家需付甲队的日费用每人１００元，
需付乙队的日费用每人９０元．若从甲、乙两队中选出一个工程队来完成此
项工程，请你通过计算比较选哪个工程队节省费用．
（提示：各队总费用＝每人的日费用×人数×单独完成的天数）
解 设甲队单独完成此项工程需ｘ天，乙队单独完成此项工程需（ｘ＋

４）天．

依题意有 １０
ｘ＋ １０

ｘ＋４＋ ２
ｘ＋４＝１，

解得 ｘ１＝２０，ｘ２＝－２（舍去）．
经检验，ｘ１＝２０是原方程的根．
所以 甲队总费用＝１００×２０×２０＝４００００（元）；
乙队总费用＝９０×２０×（２０＋４）＝４３２００（元）．
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甲、乙两队的总费用通过比较，甲队低于乙队．
因此，选甲队．
思维拓展 （重庆市，２０００）某工程由甲、乙两队合做６天完成，厂家需

付甲、乙两队共８７００元；乙、丙两队合做１０天完成，厂家需付乙、丙两队共

９５００元；甲、两两队合做５天完成全部工程的２
３
，厂家需付甲、丙两队共

５５００元．
（１）求甲、乙、丙各队单独完成全部工程各需多少天？
（２）若工期要求不超过１５天完成全部工程，问可由哪队单独完成此项
工程花钱最少？请说明理由．
解 （１）设甲队单独做ｘ天完成，乙队单独做ｙ天完成，丙队单独做ｚ

天完成，则

６
ｘ＋６

ｙ＝１，

１０
ｙ＋１０

ｚ＝１，

５
ｘ＋５

ｚ＝２
３

烅

烄

烆 ．

解之，得

ｘ＝１０，

ｙ＝１５，

ｚ＝３０
烅
烄

烆 ．

（２）设甲队做一天应付给ａ元，乙队做一天应付给ｂ元，丙队做一天应
付给ｃ元，则有

６（ａ＋ｂ）＝８７００，

１０（ｂ＋ｃ）＝９５００，

５（ａ＋ｃ）＝５５００
烅
烄

烆 ．

解方程组，得

ａ＝８００，

ｂ＝６５０，

ｃ＝３００
烅
烄

烆 ．
因为 １０ａ＝８０００（元），１５ｂ＝９７５０（元）．
所以 由甲队单独完成此工程花钱最少．
答：略．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题

（１）方程ｘ－ ２
２－ｘ＝ ｘ

ｘ－２
去分母，整理得 ，原方程的根为

．

（２）分式方程 ｘ２－２ｘ
（ｘ－２）（ｘ＋１）＝０

的增根是 ．
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（３）分式方程 ｘ
ｘ－１＋

ｋ
ｘ－１－

１
ｘ＋１＝０

有增根ｘ＝１，则ｋ的值为 ．

（４）当ａ＝ 时，去分母解ｘ的方程 ａ
ｘ－２＝ ｘ

ｘ－２－２时会产生增根．

（５）（北京市昌平区，２００２）设ｙ＝ ｘ
ｘ－１
时，分式方程 ｘ

ｘ（ ）－１
２
－

５ ｘ
ｘ（ ）－１ ＋６＝０可转化为整式方程 ．

（６）（沈阳市，２００２）解方程ｘ＋３
ｘ２－１

＋ｘ２－１
ｘ＋３＝５

２
时，设ｙ＝ｘ＋３

ｘ２－１
，则原方

程化成整式方程是 ．

（７）（漳州市，２００２）用换·元·法·解分式方程ｘ
２－ｘ－ １２

ｘ２－ｘ－４＝０时，若

设ｘ２－ｘ＝ｙ，则原方程可变形为关于ｙ的方程是 ．
（８）（河北省，２００２）北京至石家庄的铁路长３９２ｋｍ，为适应经济发展，
自２００１年１０月２１日起，某客运列车的行车速度每小时比原来增加４０ｋｍ，
使得石家庄至北京的行车时间缩短了１ｈ．如果设该列车提速前的速度为

ｘｋｍ／ｈ，那么为求ｘ所列出的方程为 ．
（９）（厦门市，２００１）为改善生态环境，防止水土流失，某村拟在荒坡上种
植９６０棵树，由于青年志愿者的支援，每日比原计划多种２０棵，结果提前４
天完成任务，原计划每天种多少棵？解：设原计划每天种ｘ棵，根据题意得
方程 ．（注：不解方程）
（１０）（江苏南通，２０００）甲做９０个机器零件所用的时间和乙做１２０个所
用的时间相等，又知每小时甲乙两人一共做３５个机器零件，问甲乙每小时
各做多少个机器零件．在这个问题中，如果设甲每小时做ｘ个机器零件，则
由题意，可列出方程为 ．

（１１）（青岛市，２０００）先阅读下列解方程 ｘ
ｘ（ ）－１

２
－ ５ｘ
ｘ－１＋６＝０的过

程，然后填空：

解 （第一步）设ｙ＝ ｘ
ｘ－１
，则原方程可化为ｙ２－５ｙ＋６＝０．

（第二步）解这个方程得ｙ１＝２，ｙ２＝３．

（第三步）当ｙ１＝２时，
ｘ

ｘ－１＝２，则ｘ１＝２；

当ｙ２＝３时，
ｘ

ｘ－１＝３，则ｘ２＝
３
２．

（第四步）所以原方程的根为ｘ１＝２，ｘ２＝
３
２．
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以上解题过程中的第一步用的是 法；上述解题过程不完整，缺

少的一步是 ．
２选择题

（１）（北京市海淀区，２００３）用换元法解方程 ｘ＋２（ ）ｘ
２
－ ｘ＋２（ ）ｘ ＝１，

设ｙ＝ｘ＋２
ｘ
，则原方程可化为（ ）

Ａｙ２－ｙ－１＝０ Ｂｙ２＋ｙ＋１＝０
Ｃｙ２＋ｙ－１＝０ Ｄｙ２－ｙ＋１＝０

（２）（广州市，２００３）将方程ｘ
２－４

ｘ＋１＝２－ ３
ｘ＋１
去分母并化简后得到的方

程是（ ）

Ａｘ２－２ｘ－３＝０ Ｂｘ２－２ｘ－５＝０
Ｃｘ２－３＝０ Ｄｘ２－５＝０

（３）（太原市，２００２）设ｙ＝ｘ２－ｘ＋１，则方程ｘ２－ｘ＋１＝ ２
ｘ２－ｘ
可变形

为（ ）

Ａｙ２－ｙ－２＝０ Ｂｙ２＋ｙ＋２＝０
Ｃｙ２＋ｙ－２＝０ Ｄｙ２－ｙ＋２＝０

（４）（北京市朝阳区，２００２）用换元法解方程 １
２ｘ２－３

－８ｘ２＋１２＝０，下列

换元过程中，原方程变形不正确的是（ ）

Ａ设 １
２ｘ２－３

＝ｙ，则ｙ－４
ｙ＝０ Ｂ设２ｘ２－３＝ｙ，则１ｙ－４ｙ＝０

Ｃ设８ｘ２－１２＝ｙ，则４ｙ－ｙ＝０ Ｄ设 １
２ｘ２－３

＝ｙ，则ｙ－１
４ｙ＝０

（５）（江苏盐城，２００２）解方程ｘ２＋１
ｘ２－３ ｘ＋１（ ）ｘ ＋２＝０，设ｙ＝ｘ＋

１
ｘ
，那么原方程变形为（ ）

Ａｙ２－３ｙ＝０ Ｂｙ２－３ｙ＋２＝０
Ｃ·ｙ２－３ｙ－４＝０ Ｄｙ２－３ｙ＋４＝０

（６）（山东烟台，２００３）已知ｘ为实数，且 ３
ｘ２＋３ｘ－（ｘ２＋３ｘ）＝２．那么

ｘ２＋３ｘ的值为（ ）

Ａ１ Ｂ．－３或１ Ｃ．３ Ｄ．－１或３
（７）（河北省，２００３）赵强同学借了一本书，共２８０页，要在两周借期内读
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完．当他读了一半时，发现平均每天要多读２１页才能在借期内读完．他读前
一半时，平均每天读多少页？如果设读前一半时，平均每天读ｘ页，则下面
所列方程中，正确的是（ ）

Ａ．１４０
ｘ ＋ １４０

ｘ－２１＝１４ Ｂ．２８０
ｘ ＋ ２８０

ｘ＋２１＝１４

Ｃ．１４０
ｘ ＋ １４０

ｘ＋２１＝１４ Ｄ．１０
ｘ＋ １０

ｘ＋２１＝１
（８）（吉林省，２００２）某农场开挖一条长４８０ｍ的渠道，开工后，每天比原
计划多挖２０ｍ，结果提前４天完成任务，若设原计划每天挖ｘｍ，那么求ｘ时
所列方程正确的是（ ）

Ａ４８０
ｘ － ４８０

ｘ＋２０＝４ Ｂ４８０
ｘ －４８０

ｘ＋４＝２０

Ｃ ４８０
ｘ－２０－４８０

ｘ ＝４ Ｄ４８０
ｘ－４－４８０

ｘ ＝２０
（９）（宁夏，２００２）某化肥厂计划在ｘ天内生产化肥１２０ｔ，由于采用了新
技术，每天多生产化肥３ｔ，实际生产１８０吨与原计划生产１２０ｔ的时间相等．
那么适合ｘ的方程是（ ）

Ａ１２０
ｘ ＋３＝１８０

ｘ Ｂ１２０
ｘ －３＝１８０

ｘ

Ｃ１２０
ｘ ＝１８０

ｘ＋３ Ｄ１２０
ｘ－３＝１８０

ｘ
（１０）（苏州市，２００３）为了绿化荒山，某村计划在荒山上种植１２００棵树．
原计划每天种ｘ棵，由于邻村的支援，每天比原计划多种了４０棵，结果提前

５天完成了任务，则可以列出方程为（ ）

Ａ．１２００
ｘ －１２００

ｘ＋４０＝５ Ｂ．１２００
ｘ－４０－１２００

ｘ ＝５

Ｃ．１２００
ｘ＋４０－１２００

ｘ ＝５ Ｄ．１２００
ｘ －１２００

ｘ－４０＝５
（１１）（苏州市，２００２）某农场挖一条９６０ｍ长的渠道，开工后每天比原计
划多挖２０ｍ，结果提前４天完成了任务．若设原计划每天挖ｘｍ，则根据题意
列出方程（ ）

Ａ９６０
ｘ － ９６０

ｘ＋２０＝４ Ｂ ９６０
ｘ＋２０－９６０

ｘ ＝４

Ｃ９６０
ｘ － ９６０

ｘ－２０＝４ Ｄ ９６０
ｘ－２０－９６０

ｘ ＝４
（１２）（贵阳市，１９９７）已知一汽船在顺流中航行４６ｋｍ和逆流中航行

３４ｋｍ共用去的时间，正好等于它在静水中航行８０ｋｍ用去的时间，并且水
流速度是２ｋｍ／ｈ，求汽船在静水中的速度．若设汽船在静水中的速度为
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ｘｋｍ／ｈ，则所列下列方程正确的是（ ）

Ａ ４６
ｘ－２＋ ３４

ｘ＋２＝８０
ｘ Ｂ ４６

ｘ＋２＋ ３４
ｘ－２＝８０

ｘ

Ｃ ８０
ｘ＋２＝４６

ｘ－ ３４
ｘ－２ Ｄ ３４

ｘ＋２＝ ８０
ｘ－２＋４６

ｘ
３解下列方程

（１）（常州市，２００２）ｘ
２－３

ｘ－３＝ ６
ｘ－３
；

（２）（宁波市，２００２）２ｘ
２ｘ－１＋ ５

１－２ｘ＝３；

（３）（泉州市，２００２） ｘ
ｘ（ ）＋１

２
－ ｘ

ｘ（ ）＋１ －６＝０；

（４）（黄冈市，２００３）解方程： ６
（ｘ＋１）（ｘ＋２）－

２
ｘ－２＝１．

（５）（北京市，２００３）用换元法解方程 ｘ２－３ｘ＋５＋ ６
ｘ２－３ｘ＝０．

（６）（陕西省，２００３）用换元法解方程 ｘ
ｘ（ ）＋１

２
－２ ｘ

ｘ（ ）＋１ －８＝０．

（７）（河南省，２００３）解方程２ｘ２－４ｘ－ ３
ｘ２－２ｘ－１

＝３．

（８）（北京市西城区，２００１）１
１－ｘ－２＝３ｘ－ｘ２

１－ｘ２；

４（河南省，２００３）在防治“ＳＡＲＳ”的战役中，为防止疫情扩散，某制药厂
接到了生产２４０箱过氧乙酸消毒液的任务．在生产了６０箱后，因为任务紧
急，需要加快生产，每天比原来多生产１５箱，结果６天就完成了任务．求加
快速度后每天生产多少箱消毒液．

图１２－９

５（北京市朝阳区，２００２）某空调厂的装配车间，原计

划用若干天组装１５０台空调，厂家为了使空调提前上市，
决定每天多组装３台，这样提前３天超额完成了任务，总
共比原计划多组装６台，问原计划每天组装多少台？

６（四川眉山，２００２）某校初三学生照毕业相，如果照
每张相片的收费降低０．５元，那么５０元钱可以照相的张
数就会增加５张．求原来照一张相片的价格是多少元．

７（吉林省，２００３）如图１２－９，小明家、王老师家、学
校在同一条路上．小明家到王老师家的路程为３ｋｍ，王老
师家到学校的路程为０．５ｋｍ．由于小明的父母战斗在抗
“非典”第一线，为了使他能按时到校，王老师每天骑自行
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车接小明上学．已知王老师骑自行车的速度是步行速度的３倍，每天比平时
步行上班多用了２０ｍｉｎ．问王老师的步行速度及骑自行车的速度各是多少？

８（福州市，２００２）为落实“珍惜和合理利用每一寸土地”的基本国策，某
地区计划经过若干年开发“改造后可利用土地”３６０ｋｍ２，实际施工中，每年

比原计划多开发２ｋｍ２，按此进度预计可提前６年完成开发任务，问实际每
年可开发多少？

９（北京市海淀区，２００２）某市为了进一步缓解交通拥堵现象，决定修建
一条从市中心到飞机场的轻轨铁路 ，为使工程能提前３个月完成，需要将原
定的工作效率提高１２％．问原计划完成这项工程用多少个月．

１０（辽宁省，２００２）某书店老板去批发市场购买某种图书．第一次购书
用１００元，按该书定价２．８元出售，并很快售完．由于该书畅销，第二次购书
时，每本的批发价已比第一次高０．５元，用去了１５０元，所购书数量比第一次

多１０本．当这批书售出４５
时，出现滞销，便以定价的５折售完剩余的图书．

试问该老板第二次售书是赔钱了，还是赚钱了（不考虑其他因素）？若赔钱，

赔多少？若赚钱，赚多少？

１１（北京市昌平区，２００２）２００１年底我国加入 ＷＴＯ．从２００２年开始，
部分小汽车的价格开始了大幅度下调，现急需大量某型号汽车，生产此型号

小汽车的某车间，增加了设备改进了技术，每小时装配的车辆比改进技术前

增加了２辆；后来装配４０辆车所用的时间比改进技术前装配３０辆车所用的
时间还少２ｈ．问此车间在改进技术后每小时装配多少辆小汽车？

１２（北京市崇文区，２００１）用价值为１００元的甲种涂料与价值为２４０元
的乙种涂料配制成一种新涂料，其每千克的售价比甲种涂料每千克的售价

少３元，比乙种涂料每千克的售价多１元，求这种新涂料每千克售价多
少元．

１３（山东济南，２００１）小王在超市用２４元钱买了某种品牌的牛奶若干
盒．过一段时间再去该超市，发现这种牛奶进行让利销售，每盒让利０．４元，
他同样用２４元钱比上次多买２盒，求他第一次买了多少盒这种牛奶？

１４（福州市，２００３）为了营造人与自然和谐共处的生态环境，某市近年
加快实施城乡绿化一体化工程，创建国家城市绿化一体化城市．某校甲、乙
两班师生前往郊区参加植树活动．已知甲班每天比乙班少种１０棵树，甲班
种１５０棵树所用的天数比乙班种１２０棵树所用的天数多２天．求甲、乙两班
每天各植树多少棵？

１５（湘潭市，２００３）便民服装店的老板在株洲看到一种夏季衬衫，就用

黄 冈 兵 法

７９

初

三

代

数



８０００元购进若干件，以每件５８元的价格出售，很快售完，又用１７６００元购进
同种衬衫，数量是第一次的２倍，每件进价比第一次多了４元，服装店仍按
每件５８元出售，全部售完，问该服装店这笔生意盈利多少元？

１６（南京市，２００３）某灯具店采购了一批某种型号的节能灯，共用去

４００元．在搬运过程中不慎打碎了５盏，该店把余下的灯每盏加价４元全部
售出，然后用所得的钱又采购了一批这种节能灯，且进价与上次相同，但购

买的数量比上次多了９盏．求每盏灯的进价．
１７（山东省，２００３）２００３年，在党和政府的领导下，我国进行了一场抗
击“非典”的战斗．为了控制疫情的蔓延．某卫生材料厂接到上级下达赶制

１９．２万只加浓抗病毒口罩的任务，为使抗病毒口罩早日到达防疫第一线，开
工后每天比原计划多加工０．４万只，结果提前４天完成任务．该厂原计划每
天加工多少万只口罩？

１８（桂林市，２００２）某农场用甲、乙两种水泵抽取９６０ｍ３的水来灌溉农

田，已知乙每小时所抽取的水比甲每小时多２０ｍ３，因此，甲单独完成抽水工

作比乙单独完成抽水工作多用４ｈ．
（１）分别求甲、乙两种水泵每小时能抽取多少立方米的水？
（２）已知甲种水泵每小时耗电２度，乙种水泵每小时耗电２．５度，在单
独完成抽取９６０ｍ３的水进行灌溉的情况下，哪种水泵的总耗电量较小？

探究能力测试

１９（山西省，２００２）阅读下列材料：
关于ｘ的方程：

ｘ＋１
ｘ＝ｃ＋１

ｃ
的解是ｘ１＝ｃ，ｘ２＝

１
ｃ
；

ｘ－１
ｘ＝ｃ－１

ｃ
即ｘ＋－１

ｘ ＝ｃ＋－１（ ）ｃ
的解是ｘ１＝ｃ，ｘ２＝－１

ｃ
；

ｘ＋２
ｘ＝ｃ＋２

ｃ
的解是ｘ１＝ｃ，ｘ２＝

２
ｃ
；

ｘ＋３
ｘ＝ｃ＋３

ｃ
的解是ｘ１＝ｃ，ｘ２＝

３
ｃ
；

⋯⋯

（１）请观察上述方程与解的特征，比较关于ｘ的方程ｘ＋ｍ
ｘ ＝ｃ＋ｍ

ｃ
（ｍ≠０）与它们的关系，猜想它的解是什么，并利用“方程的解”的概念进行
验证．
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（２）由上述的观察、比较、猜想、验证，可以得出结论：
如果方程的左边是未知数与其倒数的倍数的和，方程右边的形式与左

边完全相同，只是把其中的未知数换成了某个常数，那么这样的方程可以直

接得解．
请用这个结论解关于ｘ的方程：

ｘ＋ ２
ｘ－１＝ａ＋ ２

ａ－１．

２０（河南省，２００２）某村计划开挖一条长１５００ｍ的水渠，渠道的断面为
等腰梯形，渠道深０．８ｍ，下底宽１．２ｍ，坡角为４５°（如图１２－１０）．实际开挖
渠道时，每天比原计划多挖土２０ｍ３，结果比原计划提前４天完工，求原计划
每天挖土多少？

图１２－１０
２１（河南省，２００１）近几年我省高速公路建设有了较大的发展，有力地
促进了我省的经济建设．正在修建中的某段高速公路要招标，现有甲、乙两
个工程队．若甲、乙两队合做，２４天可以完成，需费用１２０万元；若甲单独做

２０天后，剩下的工程由乙做，还需４０天才能完成，这样需费用１１０万元．问：
（１）甲、乙两队单独完成此项工程，各需多少天？
（２）甲、乙两队单独完成此项工程，各需多少万元？

２２（四川省，２００２）我市向民族地区的某县赠送一批计算机，首批２７０
台将于近期起运，经与某物流公司联系，得知用Ａ型汽车若干辆刚好装完，
用Ｂ型汽车不仅可少用１辆，而且有一辆车装车差３０台计算机才装满．
（１）已知Ｂ型汽车比Ａ型汽车每辆可多装１５台，求Ａ、Ｂ两种型号的汽
车各能装计算机多少台？

（２）已知Ａ型汽车的运费是每辆３５０元，Ｂ型汽车的运费是每辆４００
元，若运送这批计算机同时用这两种型号的汽车，其中Ｂ型汽车比Ａ型汽车
多用１辆，所用运费比单独用任何一种型号的汽车都要节省，按这种方案需

Ａ、Ｂ两种型号的汽车各多少辆？运费多少元？
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１２８ 由一个二元一次方程和一个二元
二次方程组成的方程组

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 代入法解方程组．
难点 用代入法解方程组的方法以及与二元二次方程

组有关的综合问题．
探究点 按教学大纲的基本要求，关于二元二次方程组的问题主要是

以解方程组的形式出现．但是纵观近几年中考试题，一是强调数学思想和方
法（转化的思想、降次、消元思想方法）的运用；二是以二元二次方程组为轴

心，与一元二次方程根的判别式、根与系数关系以及几何问题等相结合，出

现了一些新题型．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
由一个二元一次方程和一个二元二次方程组成的

方程组，通常用代入法求解，特殊情况
ｘ＋ｙ＝ａ，

ｘｙ＝｛ ｂ
下，

可灵活运用根与系数关系构造一元二次方程求解．解二元二次方程组的基
本思想是转化，化二元为一元，化二次为一次．转化的基本方法与策略是降
次和消元．建立方程组与一元二次方程判别式、根与系数关系、几何等知识
的联系是学好本节的关键．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （绍兴市，２０００）解方程组

ｘ２－２ｘｙ－３ｙ２＝５，

ｘ＋ｙ＝１｛ ．
①
②

此方程组是“二·一”型的，所以可用代入法解．如果仔细观察方程组的
特点，会发现另一种解法：方程①可化为（ｘ－３ｙ）（ｘ＋ｙ）＝５，从而得到ｘ－

３ｙ＝５，这样，原方程组就转化为一个二元一次方程组
ｘ－３ｙ＝５，

ｘ＋ｙ＝１｛ ．
．

解法１ 由②，得 ｙ＝１－ｘ， ③
将③代入①得 ｘ２－２ｘ（１－ｘ）－３（１－ｘ）２＝５，
整理，得４ｘ＝８，所以 ｘ＝２．
将ｘ＝２代入③，得
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ｙ＝１－２＝－１，

所以原方程组的解为
ｘ＝２，

ｙ＝－１｛ ．
解法２ 由①得（ｘ－３ｙ）（ｘ＋ｙ）＝５， ④
将②代入④，得ｘ－３ｙ＝５， ⑤

将②与⑤组成新的方程组
ｘ－３ｙ＝５，

ｘ＋ｙ＝１｛ ．

解这个方程组，得
ｘ＝２，

ｙ＝－１｛ ．

所以原方程组的解是
ｘ＝２，

ｙ＝－１｛ ．
激活思维 此方程组虽然是（Ⅰ）类方程组（“二·一”型），但是，抓住方

程组的特点，便可以突破“消元”模式，通过“整体代入”而将原方程组转化为

二元一次方程组，十分简捷．

同类变式 （南京市，２００３）解方程组
ｘ－ｙ＝０
ｘ２＋２ｘｙ｛ ＝１２

①
②

解 由①得ｙ＝ｘ ③，将③代入②，得 ｘ２＋２ｘ２＝１２．
解得 ｘ＝±２．当ｘ＝２时，ｙ＝２．当ｘ＝－２时，ｙ＝－２．

所以原方程组的解是
ｘ１＝２，

ｙ１＝２
｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ＝－２｛ ．

【例２】 （兰州市，２００２；新疆，２００１）解方程组
ｘ＋ｙ＝３，

ｘｙ＝－１０｛ ．
①
②

思维技巧 仔细观察这个方程组，不难发现，此方程组除可用代入法解

外，还可用加减消元法和根与系数关系，通过构造一个以ｘ、ｙ为根的一元二
次方程来求解．
解法一 代入消元法

由①得ｙ＝３－ｘ， ③代入②，得ｘ（３－ｘ）＝－１０，
解这个一元二次方程，得ｘ１＝５，ｘ２＝－２．
再代入③，得ｙ１＝－２，ｙ２＝５，故原方程组的解为：

ｘ１＝５，

ｙ１＝－２｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ２＝５
｛ ．

解法二 加减消元法

由ｘｙ＝－１０知ｘ≠０，①×ｘ－②，得 ｘ２－３ｘ－１０＝０，
解得ｘ１＝５，ｘ２＝－２．
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以下同解法一．
解法三 利用根与系数的关系．
由ｘ＋ｙ＝３，ｘｙ＝－１０，知ｘ、ｙ是方程ｚ２－３ｚ－１０＝０的两根，解这个

方程，得

ｚ１＝５，ｚ２＝－２．

所以原方程组的解为
ｘ１＝５，

ｙ１＝－２｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ２＝５
｛ ．

激活思维 符合
ｘ＋ｙ＝ａ，

ｘｙ＝｛ ｂ
形式的方程组，可用多种不同的方法求解，

一般多用根与系数关系构造一元二次方程解答．有些方程组通过适当变形
可转化为这一形式，此时，亦可借助此法求解，但要注意防止漏解．

同类变式 已知方程组
ｘ＋ｙ＝５，

ｘ２－ｙ２＝５｛ ．
①
②

则ｘｙ＝ ．
解 由②得（ｘ＋ｙ）（ｘ－ｙ）＝５， ③
把①代入③，得ｘ－ｙ＝１， ④
由①与④联立，得

ｘ＋ｙ＝５，

ｘ－ｙ＝１｛ ．
解得

ｘ＝３，

ｙ＝２｛ ．
所以ｘｙ＝３×２＝６．

思维拓展 方程组
ｘ２＋ｙ２＝１３，

ｘ＋ｙ＝５｛ ．
①
②

的解是（ ）

Ａ
ｘ１＝２，

ｙ１＝３
｛ ；

ｘ２＝－３，

ｙ２
｛ ＝－２

Ｂ
ｘ１＝３，

ｙ１＝２
｛ ；

ｘ２＝－３，

ｙ２
｛ ＝－２

Ｃ
ｘ１＝１，

ｙ１＝４
｛ ；

ｘ２＝４，

ｙ２
｛ ＝１

Ｄ
ｘ１＝２，

ｙ１＝３
｛ ；

ｘ２＝３，

ｙ２
｛ ＝２

解法一 由②得ｙ＝５－ｘ， ③
把③代入①，得ｘ２＋（５－ｘ）２＝１３，
所以 ｘ１＝２，ｘ２＝３．
把ｘ１＝２，ｘ２＝３分别代入②，得

ｙ１＝３，ｙ２＝２，

所以方程组的解为
ｘ１＝２，

ｙ１＝３
｛ ；

ｘ２＝３，

ｙ２＝２
｛ ．
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故选Ｄ．
解法二 将②的两边平方，得

ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＝２５， ③
①代入③，得ｘｙ＝６， ④
由②与④联立，得

ｘ＋ｙ＝５，

ｘｙ｛ ＝６
解得

ｘ１＝２，

ｙ１＝３
｛ ；

ｘ２＝３，

ｙ２＝２
｛ ．

故选Ｄ．
【例３】 （安徽省，２０００）一个二元一次方程和一个二元二次方程组成的

二元二次方程组的解是
ｘ＝２，

ｙ＝４｛ ；
和

ｘ＝－２，

ｙ＝－４｛ ．
试写出符合要求的方程组

．（只要填写一个即可）
思维技巧 此题是结论不唯一的开放性的题目，首先从方程组的两个

解入手，考察两个解中的ｘ、ｙ的值具有怎样的关系式？从而可构造出符合
要求的方程组．

答：ｙ＝２ｘ，

ｘｙ＝８｛ ；
或

ｙ＝２ｘ，

ｘ２＋ｙ２＝２０｛ ；
或

ｘｙ＝８，

ｘ２＋ｙ２＝２０｛ ；
⋯

激活思维 根据条件去探索结论，首先要多角度地去分析条件，以寻找

发现问题的结论或实质．本题的解答过程体现了逆向思维和创新思维的运
用，从中我们可以领悟到探索解决问题的方法，有助于开阔视野，启迪思维．
同类变式 （陕西省，２００２）王老师在课堂上给出了一个二元方程ｘ＋ｙ

＝ｘｙ，让同学们找出它的解，甲写的解是
ｘ＝０，

ｙ＝０｛ ；
乙写出的解是

ｘ＝２，

ｙ＝２｛ ；
你找

出的与甲、乙不
·
相
·
同
·
的一
·
组
·
解是

解 由于ｘ＋ｙ＝ｘｙ是不定方程．故可令ｘ＝ｍ，则有ｙ＝ ｍ
ｍ－１．

所以
ｘ＝ｍ，

ｙ＝ ｍ
ｍ－１
（ｍ≠１

烅
烄

烆 ），
是方程ｘ＋ｙ＝ｘｙ的通解，当ｍ＝３时，得

ｘ＝３，

ｙ＝３
２

烅
烄

烆 ；
⋯

【例４】 （河北省，１９９７）已知ａ、ｂ、ｃ是三角形三边长，若方程组
ｘ２－ａｘ－ｙ＋ｂ２＋ａｃ＝０，

ａｘ－ｙ＋ｂｃ｛ ＝０
只有一组解，则这个三角形一定是 ．
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思维技巧 这是方程组与几何相结合的综合问题．可设法消去ｙ，把方
程组转化为一元二次方程，再用判别式Δ＝０求解．
解 原方程组可化为ｘ２－２ａｘ＋ｂ２－ｂｃ＋ａｃ＝０，
由题意可得Δ＝０，
即 ４ａ２－４（ｂ２－ｂｃ＋ａｃ）＝０，
分解因式（ａ－ｂ）（ａ＋ｂ－ｃ）＝０，
由于ａ＋ｂ＞ｃ，所以ａ＝ｂ．
因此三角形是等腰三角形．
激活思维 通过消元将方程组转化为整式方程，然后借助于方程的有

关知识，解决几何问题．既注重了数学思想方法，又考查了方程（组）知识的
灵活运用．

同类变式 关于ｘ、ｙ的方程组
ｘ２＋ｙ２＝２５，

ｘ－ｙ＝ｋ｛ ．
（１）当ｋ取什么值时，方程组有实数解？
（２）在以上ｋ的取值范围内，ｋ取最大整数时，求这方程组的解．
方程组是否有实数解的问题可以转化为方程是否有实数解．第二个方

程ｙ＝ｘ－ｋ表明，如果ｘ有实数值，ｙ就有实数值；ｘ没有实数值，ｙ也没有
实数值．那么把ｙ＝ｘ－ｋ代入第一个方程中，得到关于ｘ的一元二次方程，
这样就可以通过判别式求出ｋ的取值范围．

解 （１）
ｘ２＋ｙ２＝２５，

ｘ－ｙ＝ｋ｛ ，

①
②

由②，得ｙ＝ｘ－ｋ，代入①，得
ｘ２＋（ｘ－ｋ）２＝２５，所以 ２ｘ２－２ｋｘ＋ｋ２－２５＝０．
所以 Δ＝４ｋ２－４×２×（ｋ２－２５）＝４（５０－ｋ２）．
Δ≥０，即４（５０－ｋ２）≥０，ｋ２≤５０，
所以 槡－５ ２≤ｋ≤ 槡５ ２．
所以 当 槡－５ ２≤ｋ≤ 槡５ ２时，这个方程组有实数解．
（２）适合 槡－５ ２≤ｋ≤ 槡５ ２的最大整数ｋ＝７，

所以
ｘ２＋ｙ２＝２５，

ｘ－ｙ＝７｛ ．
①
②

把ｙ＝ｘ－７代入①式，得ｘ２－７ｘ＋１２＝０．
则ｘ１＝３，ｘ２＝４．所以 ｙ１＝－４，ｙ２＝－３．

所以 这个方程组的解为
ｘ１＝３，

ｙ１＝－４｛ ；

ｘ２＝４，

ｙ２
｛ ＝－３

．
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思维拓展 （泰州，２００１）已知：方程组
ｘ２－（２ｋ＋１）ｙ－４＝０，

ｙ＝ｘ－２｛ ．
（１）求证：不论ｋ为何值时，此方程组总有实数解；
（２）设等 腰 △ＡＢＣ 的 三 边 长 分 别 为ａ、ｂ、ｃ，其 中 ｃ＝４，且

ｘ＝ａ，

ｙ＝ａ－２｛ ，

ｘ＝ｂ，

ｙ＝ｂ｛ －２
是该方程组的两个解．求△ＡＢＣ的周长．

（１）由方程组转化为关于ｘ的一元二次方程，利用判别式Δ，配成非负
数的形式．
（２）利用根与系数关系和一元二次方程根的定义，注意分类思想的
运用．
解 （１）代入整理，得ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋４ｋ－２＝０．
易证Δ＝（２ｋ－３）２≥０．
（２）由题意及（１）知，ａ，ｂ是方程ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋４ｋ－２＝０的两根，
从而，ａ＋ｂ＝２ｋ＋１．又△ＡＢＣ是等腰三角形，
所以 ａ＝ｂ，或ａ、ｂ中有一个与ｃ相等．

① 当ａ＝ｂ时，Δ＝０，ｋ＝３
２
，

所以 ａ＋ｂ＝２ｋ＋１＝４＝ｃ，不合题意，
所以 ａ≠ｂ．

② 不妨设ａ＝４＝ｃ，可求出ｋ＝５
２
，

所以 ａ＋ｂ＝２ｋ＋１＝６＞ｃ．
所以△ＡＢＣ的周长ａ＋ｂ＋ｃ＝１０．
【例５】 （盐城市，１９９７）已知方程组

ｘ２＋ｙ２－２ｘ＝０，

ｋｘ－ｙ－ｋ＝０｛ ．
①
②
（ｘ，ｙ为未知数）

（１）求证：不论ｋ取何实数，方程组总有两个不同的实数解；

（２）设方程组的两个不同的实数解为
ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ
｛

１
和

ｘ＝ｘ２，

ｙ＝ｙ２
｛ ，

求证：（ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）

２是一个常数．
思维技巧 （１）设法消ｙ转化为一元二次方程，由判别式的值进行判

断．（２）利用方程解的定义．ｙ１＝ｋ（ｘ１－１），ｙ２＝ｋ（ｘ２－１），所以 ｙ１－ｙ２＝
ｋ（ｘ１－ｘ２），所以 （ｘ１－ｘ２）

２＋（ｙ１－ｙ２）
２＝（１＋ｋ２）（ｘ１－ｘ２）

２，用根与系

数关系求解．
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解 （１）由②得 ｙ＝ｋｘ－ｋ，代入①式得
（ｋ２＋１）ｘ２－２（ｋ２＋１）ｘ＋ｋ２＝０， ③
因为 Δ＝４（ｋ２＋１）２－４ｋ２（ｋ２＋１）＝４（ｋ２＋１）＞０，
所以 不论ｋ取何实数，方程组总有两个不同的实数解．

（２）因为 方程组有两个不同的实数解为
ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１
｛ ；

和
ｘ＝ｘ２，

ｙ＝ｙ２
｛ ，

所以 ｙ１＝ｋｘ１－ｋ，ｙ２＝ｋｘ２－ｋ，
所以 ｙ１－ｙ２＝ｋ（ｘ１－ｘ２），

所以 （ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）

２＝（ｘ１－ｘ２）
２＋ｋ２（ｘ１－ｘ２）

２

＝（１＋ｋ２）（ｘ１－ｘ２）
２．

又由③知，ｘ１＋ｘ２＝
２（ｋ２＋１）
ｋ２＋１

＝２，ｘ１ｘ２＝
ｋ２

ｋ２＋１
，

所以 （ｘ１－ｘ２）
２＝（ｘ１＋ｘ２）

２－４ｘ１ｘ２

＝２２－４ ｋ２

ｋ２＋１
＝ ４
１＋ｋ２．

所以 （ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）

２＝（１＋ｋ２）· ４
１＋ｋ２＝４＝常数．

激活思维 此题是方程组与一元二次方程判别式、根与系数关系相结

合的综合题．在（２）中，利用方程组的解的定义，把待证式（ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－

ｙ２）
２转化为（１＋ｋ２）（ｘ１－ｘ２）

２，是解决本题的关键．
同类变式 （泉州市，１９９７）已知方程组

ｘ２－ｙ＋ａ＋２＝０，

ｘ－ｙ｛ ＋１＝０
①
②
的两个解为

ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１
｛ ；

ｘ＝ｘ２，

ｙ＝ｙ２
｛ ．

且ｘ１、ｘ２是两

个不等的正数．
（１）求ａ的取值范围；
（２）若ｘ２

１＋ｘ２
２－３ｘ１ｘ２＝８ａ２－６ａ－１１，试求ａ的值．

（１）利用消元思想，将问题转化为一元二次方程问题；再由ｘ１＋ｘ２＞０，

ｘ１ｘ２＞０及Δ＞０，可求出ａ的取值范围．（２）运用根与系数关系及第（１）题
结论，可求得ａ的值．
解 由②得ｙ＝ｘ＋１，代入①
整理得， ｘ２－ｘ＋ａ＋１＝０，
因为 ｘ１、ｘ２是两个不等的正数，

所以 ｘ１＋ｘ２＞０，ｘ１ｘ２＞０，
即 ｘ１＋ｘ２＝１＞０，
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ｘ１ｘ２＝
ａ＋１
１ ＞０，所以 ａ＞－１．

又 Δ＝１－４（ａ＋１）＞０，

所以 ａ＜－３
４．

综上可知 －１＜ａ＜－３
４
；

（２）因为 ｘ２
１＋ｘ２

２－３ｘ１ｘ２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－５ｘ１ｘ２

＝１－５（ａ＋１），
所以 １－５（ａ＋１）＝８ａ２－６ａ－１１，

８ａ２－ａ－７＝０，所以 ａ＝１或ａ＝－７
８．

由①知－１＜ａ＜－３
４
，

所以 ａ＝－７
８．

思维拓展 （湖北省十堰市，２００２）已知方程组

ｘ２＋ｙ２＝ｍ，

ｘ＋ｙ＝２｛ ．
①
②

（１）当ｍ 取何值时，方程组有两个不同的实数解；

（２）若
ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１
｛ ；

ｘ＝ｘ２，

ｙ＝ｙ
｛

２
是方程组的两个不同的实数解，且｜ｘ１－ｘ２｜＝

槡３｜ｙ１ｙ２｜，求ｍ 的值．
解 （１）由②得ｙ＝２－ｘ，③
把③代入①得 ｘ２＋（２－ｘ）２＝ｍ，
即２ｘ２－４ｘ＋４－ｍ＝０． ④
因为Δ＝（－４）２－４×２（４－ｍ）＝－１６＋８ｍ＞０，
所以ｍ＞２，即当ｍ＞２时，原方程组有两个不同的实数解．

（２）由④得 ｘ１＋ｘ２＝２，ｘ１ｘ２＝
１
２
（４－ｍ），

同理可得 ２ｙ２－４ｙ＋４－ｍ＝０，

所以ｙ１ｙ２＝
１
２
（４－ｍ）．

因为｜ｘ１－ｘ２｜ 槡＝ ３｜ｙ１ｙ２｜，所以 （ｘ１－ｘ２）
２＝３（ｙ１ｙ２）

２，

所以２２－４×１
２
（４－ｍ）＝３× ４－ｍ（ ）２

２
，
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即３ｍ２－３２ｍ＋６４＝０，所以ｍ１＝
８
３
，ｍ２＝８．

因为８
３＞２，８＞２，所以ｍ＝８

３
或８．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题

（１）（安徽省，２００１）方程组
ｙ＝ｘ＋１，

ｙ＝ｘ２－２ｘ｛ －３
的解是 ．

（２）（山东聊城，２００１）方程组
ｘ＋ｙ＝５，

ｘｙ－ｘ－ｙ｛ ＋１＝０
的解是 ．

（３）（乐山，２００１）若
ｘ＝５，

ｙ｛ ＝－２
是方程组

ｘ＋ｙ＝ｍ，

ｘｙ＝｛ ｎ
的一组解，则这个方

程组的另一组解是 ．

（４）（云南曲靖，２０００）解二元二次方程组
ｘ＋ｙ＝７，

ｘｙ＝１２｛ ，
用代入消元法消

去未知数ｙ，得到关于ｘ的一元二次方程是 ．

（５）方程组
ｘ＝ｙ２，

ｘ＝３ｙ－｛ ｋ
有两组相同的解，则ｋ的值为 ．

（６）（镇 江 市，１９９８）已 知 方 程 组
ｘ＋ｙ＝５，

ｘ２＋ｙ２｛ ＝１３
的 两 组 解 为

ｘ１＝ａ１，

ｙ１＝ｂ１
｛ ；

ｘ２＝ａ２，

ｙ２＝ｂ２
｛ ．

则ａ１ｂ２＋ａ２ｂ１的值为 ．

（７）（乌鲁木齐市，１９９８）当ｍ＝ 时，方程组 ｙ２＝４ｘ，

ｙ＝２ｘ＋｛ ｍ
有一个

实数解，其解是 ．

（８）（武汉市，１９９９）方程组

１
ｘ＋１

ｙ＝７
１２
，

１
ｘｙ＝１

烅
烄

烆 １２

的解是 ．

２选择题

（１）（杭州市，２００２）方程组
ｙ＝ｘ－５，

ｘ２＋ｙ２｛ ＝１７
的解为（ ）
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Ａ
ｘ＝－１，

ｙ＝－６｛ ；

ｘ＝－４，

ｙ｛ ＝－９
Ｂ

ｘ＝－１，

ｙ＝－６｛ ；

ｘ＝４，

ｙ｛ ＝－１

Ｃ
ｘ＝１，

ｙ＝－４｛ ；

ｘ＝－４，

ｙ｛ ＝－９
Ｄ

ｘ＝１，

ｙ＝－４｛ ；

ｘ＝４，

ｙ｛ ＝－１

（２）当ｍ＜－２时，关于ｘ，ｙ的方程组
ｘ＝ｍｙ，

ｙ２－ｘ｛ ＋１＝０
的实数解的个数

是（ ）

Ａ０个 Ｂ１个 Ｃ２个 Ｄ３个

（３）已知
ｘ＝－２，

ｙ｛ ＝１
是方程组

ａｘ＋ｂｙ＝１，

ｂｘ＋ａｙ｛ ＝７
的解，则（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）的值

为（ ）

Ａ－３５
３ Ｂ３５

３ Ｃ－１６ Ｄ１６

（４）若方程组

１
ｘ＋１

ｙ＝ｋ，

１
ｘｙ＝

烅
烄

烆
１
２

的两个未知数相等，则ｋ值为（ ）

槡 槡 槡Ａ ２ Ｂ－ ２ Ｃ± ２ Ｄ±２

（５）方程组
ｘ２＋ｙ２＝１０，

ｘ＋ｙ｛ ＝２
的解是（ ）

Ａ
ｘ＝３，

ｙ｛ ＝－１
Ｂ

ｘ＝－１，

ｙ｛ ＝３

Ｃ
ｘ＝３，

ｙ｛ ＝－１
或

ｘ＝－１，

ｙ｛ ＝３
Ｄ

ｘ＝－１，

ｙ｛ ＝－１
或

ｘ＝３，

ｙ｛ ＝－３

（６）已知ｘ＝３，ｙ＝２是方程组
ｍｘ－ｎｙ＝－１，

ｍｘ２＋ｎｙ２｛ ＝１７
的解，那么ｍ，ｎ的值

是（ ）

Ａ
ｍ＝１，

ｎ｛ ＝２
Ｂ

ｍ＝－１
１３
，

ｎ＝２８
烅
烄

烆 １３

Ｃ
ｍ＝８

１３
，

ｎ＝－１
烅
烄

烆 １６

Ｄ
ｍ＝０，

ｎ｛ ＝１

（７）若方程组
ｘ２－１２ｙ＝０，

ｘ－３ｙ＝｛ ｍ
有两个相同的实数解，则 ｍ 的值等于

（ ）

Ａ１ Ｂ－１ Ｃ０ Ｄ±１

（８）方程组
ｘ＋ｙ＝２，

ｘ２＋ｙ２｛ ＝２０
的解是（ ）
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Ａ
ｘ１＝－４，

ｙ１＝２
｛ ；

ｘ２＝２，

ｙ２
｛ ＝－４

Ｂ
ｘ１＝４，

ｙ１＝－２｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ２
｛ ＝４

Ｃ
ｘ＝－４，

ｙ｛ ＝２
Ｄ

ｘ＝２，

ｙ｛ ＝－４

（９）已知ｘ＝３，ｙ＝２是方程组
ａｘ２＋ｂｙ２＝１７，

ｂｘ－ａｙ｛ ＝４
的解，那么ａ、ｂ的值是

（ ）

Ａ
ａ＝１，

ｂ｛ ＝２
Ｂ

ａ＝－１
１３
，

ｂ＝２８
烅
烄

烆 １３

Ｃ
ａ＝８

１３
，

ｂ＝－１
烅
烄

烆 １６

Ｄ
ａ＝０，

ｂ｛ ＝－１

（１０）已知关于ｘ、ｙ的方程组
ｘ２＋ｙ＝２５，

６ｘ－ｙ＝｛ ｋ
无实数解，那么ｋ的取值范

围是（ ）

Ａｋ＞－３４ Ｂｋ＜－３４ Ｃｋ≤－３４ Ｄｋ≥－３４

３（舟山市，２００３）解方程组
ｘ２＋ｙ２＝１３，

ｘ＋ｙ＝１｛ ．

４（北京市海淀区，２００２）解方程组
ｘ２－ｙ２＝０，

ｘ＋２ｙ＝３｛ ．

５（四川眉山，２００２）解方程组
（ｘ－１）２＋ｙ２＝１，

２ｘ＋ｙ＝０｛ ．

６（黄冈市，２００２）解方程组
２ｘ－ｙ２＋６ｙ－１１＝０，

ｘ－２ｙ－１＝０｛ ．

７（大连市，２００２）解方程组
ｘ２－２ｘ＋３ｙ－５＝０，

ｘ－ｙ＋１＝０｛ ．

８（重庆市，２００２）解方程组
２ｘ－ｙ＝５，

２ｙ
ｘ －ｘ

ｙ＝１
烅
烄

烆 ．

９（北京市石景山区，２００１）解方程组
ｘ＝３ｙ＋８，

ｘｙ＋６ｘ－５ｙ＝３０｛ ．

１０ｍ 为何值时，方程组
ｙ２－４ｘ－２ｙ＋１＝０，

ｙ＝ｍｘ｛ ＋２
（１）有相同的两组实数

解；（２）有不同的两组实数解；（３）没有实数解．
１１已知直角三角形的周长为 槡６＋２ １４，斜边上的中线长为３，求这个
三角形面积．
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１２当ａ为何值时，关于ｘ，ｙ的方程组
ｘ２＋ｙ２＝１６，

ｘ－ｙ＝｛ ａ
有一个实数解，并

求出这时方程组的解．

１３当ａ为何值时，关于ｘ，ｙ的方程组
ｙ２－４ｘ－２ｙ＋１＝０，

ｙ＝ｘ＋｛ ａ
（１）有两个不相等的实数解？（２）有唯一实数解？（３）没有实数解？

探究能力测试

１４若一元二次方程组
ｘ＋ｙ＋ｋ＝０，

ｘ２－２ｘ－ｙ｛ －１＝０
①
②
没有实数解．求证：一元

二次方程ｘ２＋ｘ＋ｋ＝０也没有实数根．

１５ （南 通 市，２００３） 设 方 程 组
ｘ２－ｘ－ｙ＝０，

ｙ＝２ｘ｛ －１
的 解 是

ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１
｛ ；

ｘ＝ｘ２

ｙ＝ｙ２
｛ ．

求１
ｘ１

＋１
ｘ２
和ｙ１·ｙ２的值．

１２９ 由一个二元二次方程和一个可以分解为
两个二元一次方程的方程组成的方程组

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 掌握由一个二元二次方程和一个可以分解为两

个二元一次方程的方程组的解法．
难点 理解解方程组变换过程中各方程之间的逻辑关系．
探究点 通过消元将解二元二次方程组转化为解一元二次方程，借助

于一元二次方程有关知识解决有关问题，对特殊的二元二次方程组，可通过

整体代换，用根与系数关系求解，其次列二元二次方程组解答应用题，越来

越被人们关注．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
对于“二·二型”方程组关键是消元与降次，通过观

察方程组的特点，除常规解法外，还可以利用根与系数

关系，构造方程求解，或设辅助未知数，利用整体代换，使解答过程简化．
当方程组中两个二元二次方程都可以分解为两个二元一次方程时，将
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第一个二元二次方程分解所得到的每一个二元一次方程分别与第二个二元

二次方程分解所得的第一个二元一次方程组成方程组，可得到四个二元一

次方程组，解这四个二元一次方程组，所得的解都是原方程组的解．
“二·二型”方程组最多有四组解，解方程组时，既不要漏解，也不要

增解．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （巴中市，２００２）解方程组

４ｘ２－ｙ２＝０，

３ｘ２＋ｘｙ＋ｘ－２ｙ＋６＝０｛ ．
①
②

思维技巧 这是一个“二·二型”方程组．解这类方程组时，首先要认真
观察每个方程的特点，根据方程的特点，采取恰当方法把它转化为“一·二

型”方程组求解．显然方程①可因式分解．
解 由①得，ｙ＝２ｘ或ｙ＝－２ｘ．
所以 原方程组可化为

ｙ＝２ｘ，

３ｘ２＋ｘｙ＋ｘ－２ｙ｛ ＋６＝０
或

ｙ＝－２ｘ，

３ｘ２＋ｘｙ＋ｘ－２ｙ＋６＝０｛ ．

解得原方程组的解为
ｘ１＝－２，

ｙ１＝４
｛ ；

ｘ２＝－３，

ｙ２＝６
｛ ．

激活思维 解这类方程组的基本思想仍是“转化”．转化的方法一般是
“降次”、“消元”，根据方程的特点，运用因式分解，把“二·二型”方程组转化

为“一·二型”方程组是关键．

同类变式 １（南充市，２００１）解方程组
ｘ２－ｙ２＝３ｘ＋３ｙ，

ｘ２－ｘｙ＋ｙ２＝２７｛ ．
①
②

观察每个方程特点，方程①可因式分解．
解 方程①可分解为（ｘ＋ｙ）（ｘ－ｙ－３）＝０，
所以 ｘ＋ｙ＝０或ｘ－ｙ－３＝０．
因此原方程组可化为以下两个方程组

ｘ＋ｙ＝０，

ｘ２－ｘｙ＋ｙ２＝２７｛ ；

ｘ－ｙ－３＝０，

ｘ２－ｘｙ＋ｙ２＝２７｛ ．
分别解这两个方程组，得原方程组的解为：

ｘ１＝３，

ｙ１＝－３｛ ；

ｘ２＝－３，

ｙ２＝３
｛ ；

ｘ３＝６，

ｙ３＝３
｛ ；

ｘ４＝－３，

ｙ４＝－６｛ ．

２解方程组
ｘ２－ｙ２＝１，
（ｘ－ｙ）２－２（ｘ－ｙ）－３＝０｛ ．

①
②
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观察方程②，把（ｘ－ｙ）看成整体，那么方程②就可以看做是关于（ｘ－
ｙ）的一元二次方程，因此可分解为（ｘ－ｙ－３）（ｘ－ｙ＋１）＝０．由此可得到两
个二元一次方程ｘ－ｙ－３＝０和ｘ－ｙ＋１＝０．
这两个二元一次方程分别和方程①组成两个“二·一”型的方程组：

ｘ２－ｙ２＝１，

ｘ－ｙ｛ －３＝０
和

ｘ２－ｙ２＝１，

ｘ－ｙ＋１＝０｛ ．
分别解这两个方程组，就可得到原方程的解．
解 由②得（ｘ－ｙ－３）（ｘ－ｙ＋１）＝０，
所以 ｘ－ｙ－３＝０或ｘ－ｙ＋１＝０．
所以 原方程组可化为两个方程组：

（１）
ｘ２－ｙ２＝１，

ｘ－ｙ－３＝０｛ ；
（２）

ｘ２－ｙ２＝１，

ｘ－ｙ＋１＝０｛ ．
用代入消元法解方程组（１）和（２），分别得

ｘ１＝
５
３
，

ｙ１＝－４
３

烅
烄

烆 ；

ｘ２＝－１，

ｙ２＝０
｛ ．

所以原方程组的解为
ｘ１＝

５
３
，

ｙ１＝－４
３

烅
烄

烆 ；

ｘ２＝－１，

ｙ２＝０
｛ ．

思维拓展 解方程组
ｘ２＋３ｘｙ＝２８，

２ｘｙ－ｙ２＝７｛ ．
①
②

解 由①－②×４，得ｘ２－５ｘｙ＋４ｙ２＝０，
（ｘ－ｙ）（ｘ－４ｙ）＝０，
所以 ｘ－ｙ＝０或ｘ－４ｙ＝０，因此，原方程组可化为两个方程组

ｘ－ｙ＝０，

２ｘｙ－ｙ２＝７｛ ；

ｘ－４ｙ＝０，

２ｘｙ－ｙ２＝７｛ ．
解这两个方程组，得方程组的解为

ｘ１ 槡＝ ７，

ｙ１ 槡＝ ７
烅
烄

烆 ；

ｘ２ 槡＝－ ７，

ｙ２ 槡＝－ ７
烅
烄

烆 ；

ｘ３＝４，

ｙ３＝１
｛ ；

ｘ４＝－４，

ｙ４＝－１｛ ．

【例２】 解方程组
ｘ２＋ｙ２＝４１，

ｘｙ＝２０｛ ．
①
②

思维技巧 观察方程组特点，方程组中两方程的左边均为ｘ、ｙ的对称
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式，且具有根与系数关系的结构特点，迅速联想到一元二次方程的根与系数

关系．
解法一 由①＋②×２，得（ｘ＋ｙ）２＝８１，
所以，ｘ＋ｙ＝９或ｘ＋ｙ＝－９．
原方程组组成两个新方程组

ｘ＋ｙ＝９，

ｘｙ＝２０｛ ．
ｘ＋ｙ＝－９，

ｘｙ＝２０｛ ．
由根与系数关系解这两个方程组，得

ｘ１＝４，

ｙ１＝５
｛ ；

ｘ２＝５，

ｙ２＝４
｛ ；

ｘ３＝－４，

ｙ３＝－５｛ ；

ｘ４＝－５，

ｙ４＝－４｛ ．
解法二 ①－②×２，得（ｘ－ｙ）２＝１，
所以ｘ－ｙ＝１或ｘ－ｙ＝－１，
①＋②×２得（ｘ＋ｙ）２＝８１，所以ｘ＋ｙ＝９或ｘ＋ｙ＝－９．
原方程组组成四个新方程组为

ｘ＋ｙ＝９，

ｘ－ｙ＝１｛ ；

ｘ＋ｙ＝９，

ｘ－ｙ＝－１｛ ；

ｘ＋ｙ＝－９，

ｘ－ｙ＝１｛ ；

ｘ＋ｙ＝－９，

ｘ－ｙ＝－１｛ ．
解这四个方程组，得

ｘ２＝５，

ｙ１＝４
｛ ；

ｘ２＝４，

ｙ２＝５
｛ ；

ｘ３＝－４，

ｙ３＝－５｛ ；

ｘ４＝－５，

ｙ４＝－４｛ ．
激活思维 解法一、二都是“二·二型”方程组的技巧性解法，特别是解

法二结合完全平方式的应用，原方程组经转化变成四个二元一次方程组．应
用旧知识解决新知识，方法巧妙．

同类变式 解方程组
ｘ２＋ｙ２＝５２，

ｘｙ＋ｘ＋ｙ＝３４｛ ．
①
②

此方程组是“二·二”型方程组，因为方程①和②都不能分解为两个二元
一次方程，所以需要寻找其他解法．我们先考虑能否用换元法．因为ｘ２＋ｙ２

＝（ｘ＋ｙ）２－２ｘｙ．所以，方程①可化为（ｘ＋ｙ）２－２ｘｙ＝５２，显然此方程组具
备换元条件，可以用换元法来解．
解 由①得（ｘ＋ｙ）２－２ｘｙ＝５２．
设ｘ＋ｙ＝ｕ，ｘｙ＝ｖ，则原方程组可化为
ｕ２－２ｖ＝５２，

ｕ＋ｖ＝３４｛ ．

解这个方程组，得
ｕ１＝１０，

ｖ１＝２４
｛ ；

ｕ２＝－１２，

ｖ２＝４６
｛ ．
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即
ｘ＋ｙ＝１０，

ｘｙ｛ ＝２４
或

ｘ＋ｙ＝－１２，

ｘｙ＝４６｛ ．

解
ｘ＋ｙ＝１０，

ｘｙ｛ ＝２４
得

ｘ１＝４，

ｙ＝６
｛ ；

ｘ２＝６，

ｙ２＝４
｛ ．

解
ｘ＋ｙ＝－１２，

ｘｙ＝４６｛ ．
无解．

所以原方程组的解为
ｘ１＝４，

ｙ１＝６
｛ ；

ｘ２＝６，

ｙ２＝４
｛ ．

思维拓展 已知 ｘ 槡＝３ ２，

ｙ＝２
｛
；

ｘ＝９，

ｙ 槡
｛

＝４ ２
是方程ｘ

２

ａ２－
ｙ２

ｂ２＝１的两组解，求正

数ａ，ｂ的值．

解 因为 ｘ 槡＝３ ２，

ｙ＝２
｛
；

ｘ＝９，

ｙ 槡
｛

＝４ ２
是方程ｘ

２

ａ２－
ｙ２

ｂ２＝１的解，所以

（ 槡３ ２）２

ａ２ －２２

ｂ２＝１，

９２

ａ２－
（ 槡４ ２）２

ｂ２ ＝１
烅

烄

烆 ．

即

１８
ａ２－

４
ｂ２＝１，

８１
ａ２－

３２
ｂ２＝１

烅
烄

烆 ．

①
②

②－①，整理得

９
ａ２－

４
ｂ２＝０，

由此得 ａ＝±３
２ｂ．

因为 ａ＞０，ｂ＞０，

所以 ａ＝３
２ｂ．

③代入①，得 ｂ＝２（负值已舍去）．

所以 ａ＝３
２
，ｂ＝３．

于是
ａ＝３，

ｂ＝２｛ ．

【例３】 已知关于ｘ、ｙ的方程组
ｘ２ｍ－１－２ｙ＝８，

３ｘ＋５ｙｎ＋６｛ ＝９
是二元二次方程组，

求ｍ、ｎ的值．
思维技巧 解答此题，首先要明确什么是二元二次方程组．根据二元

二次方程组的定义知，当第一个方程中ｘ２ｍ－１＝ｘ２时，第二个方程中，ｙｎ＋６
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不论是二次项、一次项还是零次项，方程组都是二元二次方程组．同样，如果

ｙｎ＋６＝ｙ２时，ｘ２ｍ－１也可以是二次项、一次项、零次项．
解 二元二次方程组中至少有一个方程为二次方程，另一个方程为二

次方程或一次方程．

所以 当２ｍ－１＝２，即ｍ＝３
２
时，ｎ＋６＝２或ｎ＋６＝１或ｎ＋６＝０，

这时ｎ＝－４或－５或－６．
当ｎ＋６＝２，即ｎ＝－４时，２ｍ－１＝２或２ｍ－１＝１或２ｍ－１＝０，这时

ｍ＝３
２
或１或１２．
综上所述，因此一共有以下五种情况：

ｍ１＝
３
２
，

ｎ１＝－４
烅
烄

烆 ；

ｍ２＝
３
２
，

ｎ２＝－５
烅
烄

烆 ；

ｍ３＝
３
２
，

ｎ３＝－６
烅
烄

烆 ；

ｍ４＝１，

ｎ４＝－４｛ ；

ｍ５＝
１
２
，

ｎ５＝－４
烅
烄

烆 ．
激活思维 正确理解二元二次方程组的定义是解答此题的关键．解题

过程中要注意分类思想的运用．受思维定势的影响，解答本题容易产生的错

误是认为只有一个解
ｍ＝３

２
ｎ

烅
烄

烆 ＝－４
，或ｍ、ｎ值搭配出现错误．

同类变式 已知关于ｘ、ｙ的方程组

ｙ＝ｋｘ２，

ｘ２＋ｙ－２ｋｘ－ｋ｛ ＋１＝０
①
②

恰有一个实数根，求实数ｋ的值．
解 将①代入②得
（１＋ｋ）ｘ２－２ｋｘ＋（１－ｋ）＝０， ③
当１＋ｋ＝０，即ｋ＝－１时，
方程③有实数根ｘ＝－１，则ｙ＝－１．

此时，原方程组有实数解为
ｘ＝－１，

ｙ＝－１｛ ．
当ｋ＋１≠０时，即ｋ≠－１．
方程③ Δ＝４ｋ２－４（１－ｋ２）＝０，

解之 ｋ＝±槡２
２．

综合以上可知，当ｋ＝－１，±槡２
２
时，原方程组恰有一个实数解．
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【例４】 （武汉市，２００１）为了将武汉市建设成为山水园林城市，决定建
设“武汉外滩”．现将一工程发包给某城建公司，该公司甲、乙两工程队如果
合做这项工程共需４个月；如果先由甲队单独做３个月，剩下的工程由乙队
单独完成，那么，乙队所需的时间等于甲队单独完成这项工程所需的时间．
求甲、乙两队单独完成这项工程各需几个月？

思维技巧 此题等量关系：① 甲、乙合作４个月完成总工作量１；② 甲
做３个月，乙做剩下的工作量的和为１．
解 设甲、乙两工程队单独完成这项工程分别需ｘ，ｙ个月，依题意得

１
ｘ＋１

ｙ＝１
４
，

３
ｘ＋ｘ

ｙ＝１
烅
烄

烆 ．

①

②

由①得 １
ｙ＝１

４－１
ｘ
， ③

将③代入②得３ｘ＋ｘ １
４－１（ ）ｘ ＝１．

整理得 ｘ２－８ｘ＋１２＝０，解得ｘ１＝２，ｘ２＝６，

所以
ｘ１＝２，

ｙ１＝－４｛ ；
（舍去）

ｘ２＝６，

ｙ２＝１２
｛ ．

经检验，
ｘ＝６，

ｙ｛ ＝１２
是方程组的解．

答：单独完成这项工程甲需６个月，乙需１２个月．

激活思维 此例用１
ｙ＝１

４－１
ｘ
代入方程②，达到消元的目的，而没有

先去分母，把分式方程化为两个二元二次方程．注意了“整体代换”的运用．
本题中乙队单独完成剩下工程所需的时间是间接给出的，这是解此题时的

一个思维障碍．
同类变式 （武汉市，２００２） 武汉市某校组织甲、乙两班学生参加“美

化校园”的义务劳动．若甲班做２ｈ，乙班做３ｈ则恰好完成全部工作的一半；
若甲班先做２ｈ后另有任务，剩下工作由乙班单独完成，则乙班所用的时间
恰好比甲班单独完成全部工作的时间多１ｈ．问单独完成这项工作，甲、乙两
班各需多少时间？

解 设单独完成这项工作，甲班需ｘｈ，乙班需ｙｈ，
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根据题意，得

２
ｘ＋３

ｙ＝１
２
，

２
ｘ＋ｘ＋１

ｙ ＝１
烅
烄

烆 ．

整理得ｘ２－９ｘ＋８＝０，解得ｘ＝８或１．

所以
ｘ１＝８，

ｙ１＝１２
｛ ；

ｘ２＝１，

ｙ２＝－２｛ ．
（舍去）

经检验，
ｘ＝８，

ｙ｛ ＝１２
是原方程组的解．

答：单独完成这项工作，甲班需８ｈ，乙班需１２ｈ．
思维拓展 （山东威海，２００１）某公司要改成股份制公司，职工投资总额

需达ａ万元，计划由公司职工平均投资入股．如果职工中有４人愿意每人投
资１０万元，那么剩下的职工平均每人可以少投资０．５万元；如果职工中有６
人愿意每人投资１２万元，那么剩下的职工平均每人可以少投资１万元．如
果职工中有１０人不参加投资入股，那么剩下的职工平均每人需投资多少万
元？

解 设该公司有职工ｘ人，计划每人投资ｙ万元，依题意有
ｘｙ＝（ｘ－４）（ｙ－０．５）＋４×１０，

ｘｙ＝（ｘ－６）（ｙ－１）＋６×１２｛ ．

解得
ｘ＝６０，

ｙ＝３｛ ．
所以 ３×６０÷（６０－１０）＝３．６（万元）
答：剩下职工平均每人需投资３．６万元．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题

（１）（山西省，１９９９）解方程组
ｘ２＋ｙ２＝２０，
（ｘ－２ｙ）（ｘ－３ｙ）｛ ＝０

时，可先化为

和 两个方程组．
（２）把方程４ｘ２－４ｘｙ－１５ｙ２＝０分解为两个二元一次方程为

．

（３）解方程组
ｘ２－３ｘｙ＋２ｙ２＝０，

３ｘ２＋２ｘｙ＝２０｛ ，

①
②
先将方程①化为两个二元一次
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方程 ，这样，原方程组可化为两个方程组 ．

（４）方程组
３ｘ２－２ｘｙ－ｙ２＝０，

ｘ２－ｙ２－２ｘ｛ ＝０
可化为 个方程组来解，它们是

．
２选择题

（１）（重庆市，１９９９）方程组
４ｘ２－ｙ２＝０，

３ｘ２－ｘｙ＋ｘ＋２ｙ｛ ＋６＝０
的实数解的个数

是（ ）

Ａ４ Ｂ２ Ｃ１ Ｄ０

（２）解方程
ｘ２＋ｙ２＝２０，
（ｘ－２ｙ）（ｘ－３ｙ）｛ ＝０

①
②
时，可先化②为 和ｘ＝

３ｙ两个方程组（ ）

Ａｘ＝２ｙ Ｂｘ＝６ｙ Ｃｘ＝０ Ｄｙ＝０

（３）方程组
ｘ２－ｙ２＝２，

６ｘｙ｛ ＝０
的解是（ ）

Ａ
ｘ＝０，

ｙ｛ ＝０
或 ｘ 槡＝ ２，

ｙ
｛

＝０
Ｂ

ｘ＝０，

ｙ 槡
｛

＝ ２
或

ｘ＝０，

ｙ 槡
｛

＝－ ２

Ｃ ｘ 槡＝± ２，

ｙ
｛

＝０
Ｄ

ｘ＝０，

ｙ＝０｛ ；

ｘ＝０，

ｙ 槡＝ ２
｛
；

ｘ 槡＝ ２，

ｙ
｛

＝０

（４）二元二次方程组
ｙ＝ｘ２，

ｘｙ－３ｘ＋２ｙ｛ －６＝０
的解的个数是（ ）

Ａ２个 Ｂ３个 Ｃ４个 Ｄ６个

３解方程组

（１）（辽宁省，１９９７）
ｘ２－４ｘｙ＋３ｙ２＝０，

ｘ２＋ｙ２＝１０｛ ．

（２）（四川省，１９９６）
ｘ２＋ｙ２＝５，
（ｘ－ｙ）２－６（ｘ－ｙ）＋５＝０｛ ．

（３）（湖南怀化市，２００１）
ｘ２－ｙ２＝０，

ｙ２＝２ｘ｛ ．

（４）
（ｘ＋ｙ－１）（ｘ－ｙ－３）＝０，

３ｘ２＋４ｙ２＝１６｛ ．

（５）
ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＝４，

ｘ２－ｘｙ－ｙ２＝０｛ ．
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（６）
４ｘ２－ｙ２＋２ｙ－１＝０，

ｘ２－ｙ２－ｘ－ｙ＝０｛ ．
４（山东菏泽，２００１）某人买ａｍ纯棉布和ｂｍ涤纶布共花了６０元，一
年后价格调整，纯棉布价格上调的百分数正好与涤纶布价格下调的百分数

相等，调整后买ａｍ纯棉布需３６元，买ｂｍ涤纶布只需１８元．那么原来买

ａｍ纯棉布需多少元？一年后纯棉布价格上调的百分率是多少？

探究能力测试

５（大连市，１９９９）阅读：解方程组
ｘ２－３ｘｙ＋２ｙ２＝０，

ｘ２＋ｙ２＝１０｛ ．
①
②

解 由①得（ｘ－ｙ）（ｘ－２ｙ）＝０，
所以 ｘ－ｙ＝０或ｘ－２ｙ＝０，
所以 原方程组可化为两个方程组

ｘ－ｙ＝０；

ｘ２＋ｙ２＝１０｛ ；

ｘ－２ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２＝１０｛ ．
解这两个方程组，得原方程组的解为

ｘ１ 槡＝ ５，

ｙ１ 槡＝ ５
烅
烄

烆 ；

ｘ２ 槡＝－ ５，

ｙ２ 槡＝－ ５
烅
烄

烆 ；

ｘ３ 槡＝２ ２，

ｙ２ 槡＝ ２
烅
烄

烆 ；

ｘ４ 槡＝－２ ２，

ｙ４ 槡＝－ ２
烅
烄

烆 ．
填空：第一步中，运用 法将方程①化为两个二元一次方程，达

到了 的目的，由第一步到第二步，将原方程组化为两个由一个二

元一次方程和一个二元二次方程所组成的方程组，体现了 的数

学思想，第二步中，两个方程组都运用 法达到 的目的，从

而使方程组得以求解．

６（杭州市，１９９９）已知关于ｘ、ｙ的方程组
ｘ２－ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２ａｙ＋ａ２｛ －１＝０
①
②

恰有两个不同的实数解，求实数ａ的范围．
７已知一元二次方程ｚ２＋ｐｚ＋ｑ＝０的两个实数根满足方程组

ｘ－ｘｙ＋ｙ＝３，

ｘ２ｙ＋ｘｙ２｛ ＝－２
的解，求这个一元二次方程．
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１２１０ 小结与复习

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 一元二次方程的解法、根的判别式，根与系数的

关系及应用，一元二次方程的应用．
难点 一元二次方程的应用、根与系数关系的灵活运用．
探究点 与一元二次方程有关的综合题和一元二次方程的应用问题是

中考命题的热点之一，同时也是难点之一．题型多样，以教材上的例题、习题
为基础，以社会关注的热点问题为背景，从中寻找题中的等量关系，以解决方

程（组）应用问题，既有对常用的数学思想、解题方法的探究，又有对收集和处

理信息的能力、阅读理解能力、获取新知识的能力、创新实践能力的考查．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
（１）根据方程特点，灵活选用解法，特别是换元法．
根与系数关系是在一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０有两

个实根的前提下推导出来的，因此在综合性较强的问题中，要注意Δ≥０且

ａ≠０这两个隐含条件．
（２）随着经济类应用题的“火爆”，方程应用题富有创意的改动，复习时，
要对课本上典型例题、习题予以足够重视，如把工程问题和日常生活、生产

中的问题结合在一起，把增长率问题与当今社会纳税、利息、分期付款等问

起联系起来．
（３）学会用分类思想来处理问题．
【例１】 （１）（西安市，２０００）用直接开平方法解方程（ｘ－３）２＝８得方程
的根为（ ）

Ａｘ 槡＝３＋２ ２ Ｂｘ 槡＝３－２ ２

Ｃｘ１ 槡＝３＋２ ２，ｘ２ 槡＝３－２ ２ Ｄｘ１ 槡＝３＋２ ３，ｘ２ 槡＝３－２ ３
（２）（江西省）用配方法解关于ｘ的方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０时，此方程可变
形为（ ）

Ａ ｘ＋ｐ（ ）２
２
＝ｐ２－４ｑ

４ Ｂ ｘ＋ｐ（ ）２
２
＝４ｑ－ｐ２

４

Ｃ ｘ－ｐ（ ）２
２
＝ｐ２－４ｑ

４ Ｄ ｘ－ｐ（ ）２
２
＝４ｑ－ｐ２

４

（３）（河南省，２００２）如果分式ｘ
２－７ｘ－８
ｘ＋１
的值为０，则ｘ＝
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．
解 （１）因为（ｘ－３）２＝８ 所以 ｘ 槡－３＝±２ ２，

所以 ｘ 槡＝３±２ ２．
因此选Ｃ．注意开平方取正负．
（２）因为 ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０，

所以 ｘ２＋ｐｘ＋ ｐ（ ）２
２
＝ ｐ（ ）２

２
－ｑ，

ｘ＋ｐ（ ）２
２
＝ｐ２－４ｑ

４ ．

所以选Ａ． 注意方程两边加上一次项系数一半的平方．
（３）由ｘ２－７ｘ－８＝０ 得 （ｘ－８）（ｘ＋１）＝０，
所以 ｘ１＝８，ｘ２＝－１，又ｘ＋１≠０，
所以 ｘ＝８．
注意 分式有意义时，分母不为零．
同类变式 （浙江省，２００２）解方程：ｘ＝ ｘ槡 ＋２．
解 因为 ｘ＝ ｘ槡 ＋２，所以 两边平方得

ｘ２＝ｘ＋２，即ｘ２－ｘ－２＝０，（ｘ－２）（ｘ＋１）＝０，
所以 ｘ１＝２或ｘ２＝－１．
又因为 ｘ＝ ｘ槡 ＋２≥０， 所以 ｘ＞０，
因此原方程的根为ｘ＝２．

思维拓展 （南宁市，２００２）已知ｘ
２＋４ｘ＋３
ｘ＋１ ＝０，先化简后求 ｘ２

ｘ－３＋

９
３－ｘ
的值．

解 因为 ｘ２＋４ｘ＋３
ｘ＋１ ＝０， 所以 ｘ２＋４ｘ＋３＝０，

所以 （ｘ＋１）（ｘ＋３）＝０， 所以 ｘ１＝－１或ｘ２＝－３．
又 ｘ＋１≠０，
所以 ｘ＝－３．
ｘ２

ｘ－３＋ ９
３－ｘ＝ ｘ２

ｘ－３－ ９
ｘ－３＝ｘ２－９

ｘ－３

＝
（ｘ－３）（ｘ＋３）

ｘ－３ ＝ｘ＋３．
当ｘ＝－３时，原式＝－３＋３＝０．
【例２】 （绍兴市，２００２）已知α是锐角，且ｔａｎα，ｃｏｔα是关于ｘ的一元二
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次方程ｘ２－ｋｘ＋ｋ２－８＝０的两个实数根，求ｋ的值．
分析 此题给出了两实根蕴含的倒数关系，即ｋ２－８＝ｔａｎα·ｃｏｔα＝１．
解 因为 ｔａｎα，ｃｏｔα是方程两实根，
所以 ｔａｎα·ｃｏｔα＝ｋ２－８＝１，
解得 ｋ１＝３，ｋ２＝－３．
又因为α是锐角，所以 ｔａｎα＋ｃｏｔα＝ｋ＞０，
所以只能取ｋ＝３，
此时Δ＝ｋ２－４（ｋ２－８）＞０， 所以ｋ的值为３．
同类变式 （德阳市，２００２）如果关于ｘ的一元二次方程２ｘ２＋４ｘ＋３ｋ

＝０的两根ｘ１，ｘ２的平方和等于７，求ｋ的值．

解 由根与系数的关系得ｘ１＋ｘ２＝－２，ｘ１ｘ２＝
３ｋ
２
，

由题意得，因为 ｘ２
１＋ｘ２

２＝７，
所以 （ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２＝７，即（－２）２－３ｋ＝７，
所以 ｋ＝－１．
此时，Δ＝１６－２４ｋ＝１６－２４（－１）＝４０＞０，
所以ｋ的值为－１．
思维拓展 （海南省，２００２）对关于ｘ的一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０

（ａ≠０）．
（１）当ａ、ｃ异号时，试证明该方程必有两个不相等的实数根；
（２）当ａ、ｃ同号时，该方程要有实数根，还须满足什么条件？请你找出
一个ａ、ｃ同号且有实数根的一元二次方程，然后解这个方程．
解 （１）因为ａ、ｃ异号，所以ａｃ＜０，所以－４ａｃ＞０，
又ｂ２≥０， 所以 Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０．
所以当ａ、ｃ异号时，方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）必有两个不相等的实

数根．
（２）当ａ、ｃ同号时，该方程要有实数根，还需满足ｂ２－４ａｃ≥０．
同学们能否写出一个符合条件的一元二次方程，然后解出这个方程的

根呢？

【例３】 （河北省，２００１）已知等腰三角形的三边长为ａ、ｂ、ｃ，且ａ＝ｃ．
若关于ｘ的一元二次方程ａｘ２ 槡－ ２ｂｘ＋ｃ＝０的两根之差为槡２，则等腰三角
形的一个底角是（ ）

Ａ１５° Ｂ３０° Ｃ４５° Ｄ６０°
分析 本题考查的知识点较多，要注意充分应用等腰三角形和解直角
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三角形的知识解题．
解 设ｘ１、ｘ２是方程ａｘ２ 槡－ ２ｂｘ＋ｃ＝０的两根，

则ｘ１＋ｘ２＝
槡２ｂ
ａ
，ｘ１·ｘ２＝

ｃ
ａ
，

从而 （ｘ１－ｘ２）
２＝（ｘ１＋ｘ２）

２－４ｘ１ｘ２＝
２ｂ２

ａ２－４ｃ
ａ．

因为 ｘ１－ｘ２ 槡＝ ２，ａ＝ｃ，

所以 ２ｂ２

ａ２－４＝２，

所以 ｂ２＝３ａ２，ｂ 槡＝ ３ａ．
若过Ｂ作底边ＡＣ上的高ＢＤ（如图１２－１１），

图１２－１１

则有ｃｏｓＡ＝

槡３
２ａ
ａ ＝槡３

２
，

从而∠Ｂ＝３０°． 选Ｂ．
同类变式 已知关于ｘ的一元二次方程（ｋ－１）ｘ２－４ｘ＋１＝０有两个

不相等的实数根ｘ１和ｘ２．（１）求ｋ的取值范围；（２）当方程两根之积的倒

数等于两根之和的４倍时，求
ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
的值．

思路分析 本题综合考查根的判别式和根与系数关系的应用，解题时

应注意到方程中二次项系数是含ｋ的代数式，应不等于０．
解 （１）因为 方程有两个不相等的实数根，
所以 Δ＝（－４）２－４（ｋ－１）×１＝２０－４ｋ＞０，
所以 ｋ＜５．
又因为 ｋ－１≠０，所以 ｋ≠１．
所以ｋ的取值范围是ｋ＜５且ｋ≠１．

（２）依题意，得 １
ｘ１ｘ２

＝４（ｘ１＋ｘ２），
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又因为 ｘ１ｘ２＝
１

ｋ－１
，ｘ１＋ｘ２＝

４
ｋ－１
，

所以 ｋ－１＝４× ４
ｋ－１
，解得ｋ１＝５，ｋ２＝－３．

由（１）知ｋ＜５，所以 ｋ＝－３．

所以 ｘ１ｘ２＝－１
４
，ｘ１＋ｘ２＝－１，

所以 ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
＝
ｘ２

１＋ｘ２
２

ｘ１ｘ２
＝
（ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２

ｘ１ｘ２

＝
（－１）２－２× －（ ）１４

－１
４

＝－６．

在利用根的判别式、根与系数关系解题时，一定要注意原方程必须是一

元二次方程，即要限定二次项系数不为０，一般题目中或直接指明方程的类
型，或以方程有两个实数根暗示．特别是当方程最高项系数是一个没有具体
指明的字母时，得依字母的不同取值对方程的类型进行讨论，再根据不同类

型的方程做出结论．在解题时，许多人往往易把方程有实数根与方程有两个
实数根等同起来，其实这是个错误．
思维拓展 （黄冈市，２０００）已知关于ｘ的方程为（ｋ－２）ｘ２－２（ｋ－１）ｘ

＋（ｋ＋１）＝０，且ｋ≤３．（１）求证：此方程总有实数根；（２）当方程有两个实
数根，且两实数根的平方和等于４时，求ｋ的值．
（１）证明 当ｋ＝２时，方程为一次方程－２ｘ＋３＝０，显然它有一个实

数根为ｘ＝３
２．

当ｋ≠２时，方程为一元二次方程，且

Δ＝［－２（ｋ－１）］２－４（ｋ－２）（ｋ＋１）＝４（３－ｋ），
因为 ｋ≤３，所以 ３－ｋ≥０，即Δ≥０，
此时，方程有两个实数根．
综上，原方程总有实数根．
（２）设方程两实数根为ｘ１，ｘ２，则

ｘ１＋ｘ２＝
２（ｋ－１）
ｋ－２
，ｘ１ｘ２＝

ｋ＋１
ｋ－２
，

又因为 ｘ２
１＋ｘ２

２＝４，即（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２＝４，

所以 ２（ｋ－１）
ｋ［ ］－２

２
－２×ｋ＋１

ｋ－２＝４．

整理得 ｋ２－５ｋ＋４＝０，解得ｋ１＝１，ｋ２＝４．
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因为 ｋ≤３，所以 ｋ＝１．
【例４】 解方程（组）：

（１） １
ｘ＋２＋ ４ｘ

ｘ２－４
＋ ２
２－ｘ＝１；

（２）（北京市崇文区，２００２）用换元法解方程 ｘ＋２（ ）ｘ －６ ｘ
ｘ２（ ）＋２ ＝１；

（３）（天门市，２００２）
１
ｘ＋１

ｙ＝３
８
，

ｘ＋ｙ＝１２
烅
烄

烆 ；

（４）
ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２－４＝０，
（ｘ－ｙ）２－２（ｘ－ｙ）－２４＝０｛ ．

解 （１）方程两边同乘以（ｘ＋２）（ｘ－２） 得

ｘ－２＋４ｘ－２（ｘ＋２）＝ｘ２－４，
整理得 ｘ２－３ｘ＋２＝０，
解之 ｘ１＝１，ｘ２＝２，
经验根知 ｘ＝２是增根．
所以原方程的根为ｘ＝１．

（２）原方程变为 ｘ＋２（ ）ｘ － ６

ｘ＋２
ｘ

＝１．

设ｘ＋２
ｘ＝ｙ，则有ｙ－６

ｙ＝１，

即 ｙ２－ｙ－６＝０， 解之 ｙ１＝３，ｙ２＝－２．

当ｙ＝３时，有ｘ＋２
ｘ＝３，即 ｘ２－３ｘ＋２＝０，

所以 ｘ１＝２，ｘ２＝１．

当ｙ＝－２时，有ｘ＋２
ｘ＝２，即 ｘ２－２ｘ＋２＝０．

因为 Δ＝４－８＝－４＜０，所以此方程无实根．
经检验知 ｘ１＝２，ｘ２＝１是原方程的根．

（３）因为
１
ｘ＋１

ｙ＝３
８
，

ｘ＋ｙ＝１２
烅
烄

烆 ，

①

②

所以 由①得 ｘ＋ｙ
ｘｙ ＝３

８
，即 １２

ｘｙ＝３
８
，

所以 ｘｙ＝３２．

因此原方程组变为
ｘ＋ｙ＝１２，

ｘｙ＝３２｛ ．

名校经验 创新设计

１０８

新
教
材
同
步
学
案



解得
ｘ＝４，

ｙ｛ ＝８
或

ｘ＝８，

ｙ＝４｛ ．

经检验知
ｘ＝４，

ｙ＝８｛ ；

ｘ＝８，

ｙ｛ ＝４
都是原方程组的解．

（４）原方程组变为
（ｘ＋ｙ＋２）（ｘ＋ｙ－２）＝０，
（ｘ－ｙ－６）（ｘ－ｙ＋４）＝０｛ ．

即为
ｘ＋ｙ＋２＝０，

ｘ－ｙ－６＝０｛ ；

ｘ＋ｙ＋２＝０，

ｘ－ｙ＋４＝０｛ ；

ｘ＋ｙ－２＝０，

ｘ－ｙ－６＝０｛ ；

ｘ＋ｙ－２＝０，

ｘ－ｙ＋４＝０｛ ．

解得
ｘ＝２，

ｙ＝－４｛ ；

ｘ＝－３，

ｙ＝１｛ ；

ｘ＝４，

ｙ＝－２｛ ；

ｘ＝－１，

ｙ＝３｛ ．

同类变式 （１）（荆州市，２００２）解方程：ｘ
２－６

ｘ－４＋２（ｘ－４）
ｘ２－６

＝３．

提示：设ｘ
２－６

ｘ－４＝ｙ．

（２）（呼和浩特市，２００２）解方程组

２
ｘ＋５

ｙ＝１，

４
ｘ２＋

２５
ｙ２＝２５

烅
烄

烆 ．

提示：原方程组可变为

２
ｘ＋５

ｙ＝１，

２（ ）ｘ
２
＋ ５（ ）ｙ

２
＝２５

烅
烄

烆 ．

思维拓展 （乌鲁木齐，２００２）若实数ａ、ｂ满足｜ａ＋２｜＋（ｂ－５）２＝０，解

关于ｘ、ｙ的方程组
ｘ＋ｙ＝１－ａ，

ｘｙ＝－２ｂ｛ ．
解 由｜ａ＋２｜＋（ｂ－５）２＝０得
ａ＋２＝０，

ｂ－５＝０｛ ．
所以

ａ＝－２，

ｂ＝５｛ ．

所以
ｘ＋ｙ＝３，

ｘｙ＝－１０｛ ．
解得

ｘ＝５，

ｙ＝－２｛ ；

ｘ＝－２，

ｙ＝５｛ ．
【例５】 ｍ 为何值时，２ｘ－ｘ－ｍ

ｘ２－ｘ＝１＋ １
ｘ－１
无实数解？

思路分析 将分式方程化为一元二次方程时，要使分式方程无实数根，

可转化为下列情况讨论：（１）一元二次方程无实数根；（２）一元二次方程有
实数根，但均是分式方程的增根．
解 方程两边同乘以ｘ（ｘ－１），得

ｘ２－ｘ＋２－ｍ＝０， ①
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当方程无实数解时，

所以 Δ＝１＋４ｍ－８＜０，即ｍ＜７
４．

又当方程①的两根为０和１时，原方程只有增根（即没有实根），此时ｍ＝２．

所以 ｍ＜７
４
或ｍ＝２．

同类变式 ｋ为何值时，利用去分母解方程 １
ｘ＋２－ ｋ

２－ｘ＝１－ ４ｘ
ｘ２－４
时

会产生增根．
解 去分母，整理原方程为

ｘ２－（５＋ｋ）ｘ－２－２ｋ＝０， ①
原方程增根必满足ｘ２－４＝０，即ｘ＝±２，
把ｘ＝－２代入方程①，不成立，所以ｘ＝－２不是方程①的解，即原方

程不会产生增根ｘ＝－２．
把ｘ＝２代入方程①得４ｋ＝－８，ｋ＝－２，
故当ｋ＝－２时，原方程有增根ｘ＝２．

思维拓展 已知解方程 ４ｘ
４－ｘ２＋１＝

ｋ－ｋ２

ｘ－２＋ １
ｘ＋２
时，不会产生增根，求

实数ｋ的取值范围．
解 将方程去分母，得

（ｘ＋２）（ｋ－ｋ２）＝ｘ２－５ｘ－２， ①
若方程产生增根，则（ｘ＋２）（ｘ－２）＝０，
所以 ｘ１＝２，ｘ２＝－２．
当ｘ＝－２时，①即为０·（ｋ－ｋ２）＝１２，矛盾．
当ｘ＝２时，①即为４（ｋ－ｋ２）＝－８，
所以 ｋ＝－１或ｋ＝２．
所以当ｋ≠－１或ｋ≠２时，原方程不会有增根．
【例６】 （德阳市，２００２）放假了，小芳去图书馆借了一本３２０页的科技
图书，小芳通过计算发现如果平均每天比原计划多看４页书，可以提前４天
归还，但是在借书期限内小芳要耽搁６天参加夏令营活动．问她平均每天至
少比原计划多看几页书才能按时归还？（结果保留整数）

解 设小芳原计划每天看书ｘ页，得

３２０
ｘ －３２０

ｘ＋４＝４，

解得 ｘ１＝１６，ｘ２＝－２０（舍去）．
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经检验，ｘ１＝１６是原方程的根且符合题意．

所以借书的天数为３２０
ｘ ＝３２０

１６＝２０（天）．

要少看６天，平均每天看书为３２０１４＝２２６
７≈２３．

所以每天多看２３－１６＝７（页）．
答：平均每天要比原计划至少多看７页书才能按时归还．
同类变式 （连云港市，２００２）随着城市人口的不断增加，美化城市、改

善人们的居住环境已成为城市建设的一项重要内容．某城市计划到２００４年
要将该城市的绿地面积在今年的基础上增加４４％，同时要求该城市到２００４
年人均绿地的占有量在今年的基础上增加２１％，为保证实现这个目标，这两
年该城市人口的年平均增长率应控制在多少以内（精确到１％）？
解 设２００１年该城市的人口总量为ｍ，绿地总面积为ｎ，这两年该城

市人口的平均增长率至多为ｘ，则有

ｎ（１＋４４％）
ｍ（１＋ｘ）２ －ｎ

ｍ＝２１％·ｎｍ
，

解得ｘ≈９％．
答：略．
思维拓展 甲乙两公司都准备单独承租业主 Ｍ 沿街楼房一座，甲公司

的条件是：每年租金２９万元；乙公司的条件是：第一年租金２０万元，以后每
年租金比前一年按相同的百分率增加，且乙公司三年内的总租金比甲公司

多２千元．如果承租年限为三年，并于租用之日缴纳第一年租金，以后每满
一年缴纳下一年租金．
（１）乙公司后两年的租金分别是多少万元？
（２）如果业主Ｍ 将所得第一年租金以二年期存入银行，第二年租金以
一年期存入银行，到第三次缴完租金时，考虑到存款利息收入，该业主把沿

街房租给哪一家比较合算？为什么？

注：（１）现行银行一、二年定期存款利率如下表：

存期 一年 二年

年利率 ２．２５％ ２．４３％

（２）存款到期后国家征收利息的２０％作为利息税；
（３）本题暂不考虑其他税费．
解 （１）在乙公司的条件下，设以后每年租金比前一年增加的百分数为

ｘ，则
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２０＋２０（１＋ｘ）＋２０（１＋ｘ）２＝２９×３＋０．２，
解得 ｘ１＝０．４，ｘ２＝－３．４（舍去），
所以 ２０（１＋ｘ）＝２８，２０（１＋ｘ）２＝３９．２．
即乙公司后两年的租金分别是２８万元和３９．２万元．
（２）设将甲公司前两年的租金分别存入银行，存期分别为二年和一年，
则两年的税后利息和为

２９×（０．０２４３×２＋０．０２２５）×（１－２０％）＝１．６４９５２（万元）
所以至第三年缴完租金时，甲公司三年租金与前两年的税后利息的

和为：

Ｗ１＝２９×３＋１．６４９５２＝８８．６４９２５（万元）

同样可得，至第三年缴完租金时，乙公司三年租金与前两年的税后利息

的和为：

Ｗ２＝２０＋２８＋３９．２＋１．２８１６＝８８．４８１６（万元）

因为 Ｗ１－Ｗ２＝０．１６７９２＞０，
所以如果考虑利息，业主Ｍ 将沿街房租给甲公司比较合算．
【例７】 （桂林市，２００３）某公司需在一个月（３１天）内完成新建办公楼
的装修工程．如果由甲、乙两个工程队合做，１２天可完成；如果由甲、乙两队
单独做，甲队比乙队少用１０天完成．
（１）求甲、乙两工程队单独完成此项工程所需的天数．
（２）如果请甲工程队施工，公司每日需付费用２０００元；如果请乙队施
工，公司每日需付费用１４００元．在规定时间内：Ａ．请甲队单独完成此项工
程；Ｂ．请乙队单独完成此项工程；Ｃ．请甲、乙两队合作完成此项工程．以上三
种方案哪一种花钱最少？

解 （１）设乙队单独完成此项工程需用ｘ天．依题意得

１
ｘ＋ １

ｘ－１０＝１
１２．

去分母，整理得 ｘ２－３４ｘ＋１２０＝０．
解这个方程得 ｘ１＝４，ｘ２＝３０．
经检验，知ｘ１＝４，ｘ２＝３０都是原方程的解．
因为ｘ＝４不合题意，所以只取ｘ＝３０．
所以单独完成此项工程甲队需２０天，乙队需３０天．
（２）因为，请甲队需 ２０００×２０＝４００００元；
请乙队需 １４００×３０＝４２０００元；
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请甲、乙两队合作需（２０００＋１４００）×１２＝４０８００元．
所以单独请甲队完成此项工程花钱最少．
同类变式 （武汉市，２００３）小明家准备装修一套新住房，若甲、乙两个

装饰公司，合做需６周完成，需工钱５．２万元；若甲公司单独做４周后，剩下
的由乙公司来做，还需９周才能完成，需工钱４．８万元．若只选一个公司单
独完成，从节约开支角度考虑，小明家是选甲公司、还是乙公司？请你说明

理由．
解 设甲公司单独完成需ｘ周，需要工钱ａ万元，乙公司单独完成需ｙ

周，需要工钱ｂ万元．

依题意得

６
ｘ＋６

ｙ＝１，

４
ｘ＋９

ｙ＝１
烅
烄

烆 ．
解之，得

１
ｘ＝１

１０
，

１
ｙ＝１

１５

烅
烄

烆 ．
即

ｘ＝１０，

ｙ＝１５｛ ．

经检验：
ｘ＝１０，

ｙ＝１５｛ ．
是方程的根，且符合题意．

又
６ ａ

１０＋ｂ（ ）１５ ＝５．２

４×ａ
１０＋９×ｂ

１５＝４．
烅
烄

烆 ８
解之，得

ａ＝６，

ｂ＝４｛ ．

即甲公司单独完成需工钱６万元，乙公司单独完成需工钱４万元．
答：从节约开支角度考虑，应选乙公司单独完成．
思维拓展 （厦门市，２００１）某玩具厂计划生产一种玩具熊猫，每日最高

产量为４０只，且每日产出的产品全部售出．已知生产ｘ只玩具熊猫的成本
为ｋ（元），售价每只为ｐ（元），且ｋ，ｐ与ｘ的关系式分别为ｋ＝５００＋３０ｘ，ｐ
＝１７０－２ｘ．
（１）当日产量为多少时，每日获得的利润为１７５０元；
（２）当日产量为多少时，可获得最大利润？最大利润是多少？
解 （１）根据题意得１７５０＝ｐｘ－ｋ，
所以 （１７０－２ｘ）ｘ－（５００＋３０ｘ）＝１７５０，
整理得 ｘ２－７０ｘ＋１１２５＝０，
（ｘ－２５）（ｘ－４５）＝０，
所以 ｘ１＝２５，ｘ２＝４５（不合题意，舍去）．
（２）由题意知，利润为

ｐｘ－ｋ＝－２ｘ２＋１４０ｘ－５００
＝－２（ｘ２－７０ｘ＋２５０）
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＝－２［（ｘ－３５）２－９７５］

＝－２（ｘ－３５）２＋１９５０，
所以当ｘ＝３５时，最大利润为１９５０．
答：略．
【例８】 （厦门市，２０００）设ｘ１、ｘ２是关于ｘ的方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０的两

个根．（１）求证：１ｘ１
＋１
ｘ２

＋ｋ
２＝０．

（２）如果关于ｘ的方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０及方程ｘ２－ｘ－２ｋ＝０均有实数
根，问方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０与方程ｘ２－ｘ－２ｋ＝０是否有相同的根，若有，请
求出这个相同的根；若没有，请说明理由．
分析 对“是否存在”型的探索性问题，一般的解题步骤是：先假设结论

某一方面成立，进行演算推理，若推出矛盾，即否定先前假设；若推出合理，

说明假设正确，可概括为“假设———推理———否定或肯定假设———得出结

论”．是利用逆向思维去解决问题．
（１）证明：因为 ｘ１，ｘ２是方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０的两个根，
所以 ｘ１＋ｘ２＝－ｋ，ｘ１·ｘ２＝２，

所以 １
ｘ１

＋１
ｘ２

＋ｋ
２＝

ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＋ｋ

２＝－ｋ
２ ＋ｋ

２＝０．

（２）解 设方程ｘ２－ｘ－２ｋ＝０与方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０有相同的根α，

则可得
α２－α－２ｋ＝０，

α２＋ｋα＋２＝０｛ ，

所以 ｋα＋２＋α＋２ｋ＝０，

α（ｋ＋１）＋２（ｋ＋１）＝０，
即（α＋２）（ｋ＋１）＝０．
若ｋ＋１＝０，则ｋ＝－１，
此时，方程ｘ２＋ｋｘ＋２＝０
即为ｘ２－ｘ＋２＝０（注：也可代入另一方程），
其判别式Δ＝１－８＝－７＜０（不合题意），
所以 ｋ≠－１，即ｋ＋１≠０．
所以 α＋２＝０，即α＝－２．
所以两个方程有相同的根－２．
同类变式 （河南省，２０００）关于ｘ的方程ｘ２－（５ｋ＋１）ｘ＋ｋ２－２＝０，

是否存在负数ｋ，使方程的两个实数根的倒数和等于４？若存在，求出满足
条件ｋ的值；若不存在，说明理由．
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解 设方程的两个实数根是ｘ１、ｘ２，由根与系数关系，得

ｘ１＋ｘ２＝５ｋ＋１，ｘ１ｘ２＝ｋ２－２．

又因为 １
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ２＋ｘ１

ｘ１ｘ２
，１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝４，

所以 ５ｋ＋１
ｋ２－２

＝４．

所以 ４ｋ２－５ｋ－９＝０．

解这个方程，得 ｋ１＝－１，ｋ２＝
９
４
（不合题意，舍去）．

当ｋ＝－１时，原方程的判别式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝［－（５ｋ＋１）］２－４（ｋ２－２）

＝４２－４（１－２）＝２０＞０．
所以存在满足条件的负数ｋ，ｋ＝－１．
思维拓展 （珠海市，２０００）关于ｘ的方程ｘ２－（２ａ－１）ｘ＋（ａ－３）＝０．
（１）求证：无论ａ为任何实数，该方程总有两个不等的实数根；
（２）以该方程的两根为一直角三角形的两直角边长，已知该三角形斜边

上的中线长为槡３５
２
，求实数ａ的值．

（１）证明 方程根的判别式 Δ＝［－（２ａ－１）］２－４（ａ－３）＝
４（ａ－１）２＋９，
无论ａ为任何实数，（ａ－１）２≥０，
所以 Δ＞０，
所以方程总有两个不等的实数根．
（２）解 设方程两根为ｘ１，ｘ２，由根与系数的关系知

ｘ１＋ｘ２＝２ａ－１，

ｘ１ｘ２＝ａ－３｛ ，

依题意，得 ｘ２
１＋ｘ槡 ２

２

２ ＝槡３５
２
，

所以 ｘ２
１＋ｘ２

２＝３５，
即（ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２＝３５．
所以 （２ａ－１）２－２（ａ－３）＝３５，
整理得 ２ａ２－３ａ－１４＝０，

解得 ａ＝－２或７２．
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当ａ＝－２时，ｘ１＋ｘ２＝－５＜０，不合题意，舍去；

所以ａ的值为７２．

【例９】 （上海市闵行区，１９９８）已知关于ｘ的方程ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋

４ｋ－（ ）１２ ＝０．（１）求证：无论ｋ取什么实数值，这个方程总有实数根；（２）

若等腰三角形ＡＢＣ的一边长ａ＝－４，另两边的长为ｂ，ｃ恰好是这个方程的
两个根，求△ＡＢＣ的周长．
思路分析 本题考查一元二次方程与几何知识的综合应用，对知识的

横向联系要求较高．

（１）证明 Δ＝［－（２ｋ＋１）］２－４×４（ｋ－１
２
）

＝４ｋ２－１２ｋ＋９＝（２ｋ－３）２，
因为无论ｋ取何值，（２ｋ－３）２≥０，
所以结论成立．
（２）解 因为△ＡＢＣ是等腰三角形，
所以有两条边长相等．
若ｂ＝ｃ，因为ｂ，ｃ都是所给方程的根，

所以Δ＝０即（２ｋ－３）２＝０，所以 ｋ＝３
２．

所以ｂ＋ｃ＝２ｋ＋１＝３＋１＝４．
因为ａ＝４，这时ｂ＋ｃ＝ａ，不合题意，
所以不存在这种情况．
若ｂ，ｃ中有一条与ａ相等，不妨设ｂ＝ａ＝４．
因为ｂ是所给方程的根，

所以４２－４（２ｋ＋１）＋４ｋ－（ ）１２ ＝０，

所以ｋ＝５
２
，ｂ＋ｃ＝２ｋ＋１＝６，ｃ＝２．

因为ａ＋ｂ＝８＞ｃ，所以△ＡＢＣ周长为１０．
本例涉及等腰三角形，故得分类讨论，并要依据三角形边与边之间关系

进行合理的取舍．
同类变式 在等腰三角形ＡＢＣ（非等边三角形）中，已知ａ＝３，ｂ、ｃ是

关于ｘ的方程ｘ２＋ｍｘ＋２－１
２ｍ＝０的两个根，试求△ＡＢＣ的周长．

解 （１）若ａ为腰，不妨设ｂ＝ａ＝３．因为ｂ、ｃ是方程ｘ２＋ｍｘ＋２－
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１
２ｍ＝０的根，将ｂ＝３代入得

９＋３ｍ＋２－１
２ｍ＝０，解得ｍ＝－２２

５．

又因为ｂ＋ｃ＝－ｍ，所以 ｂ＋ｃ＝２２
５＝４．４．

所以ａ＋ｂ＋ｃ＝３＋４．４＝７．４．
（２）若ａ为底边，则ｂ、ｃ为腰，由题设可得

ｂ＋ｃ＝－ｍ，

ｂｃ＝２－ｍ
２
，

ｂ＝ｃ

烅
烄

烆 ．
解得ｍ＝－４或ｍ＝２（不合题意，舍去）．
所以 ｂ＋ｃ＝４，故ａ＋ｂ＋ｃ＝７．
综合（１）、（２），△ＡＢＣ的周长为７．４或７．
思维拓展 （荆州市，１９９７）已知△ＡＢＣ中，ＢＣ＝６ｃｍ，ＣＡ＝８ｃｍ，∠Ｃ

＝９０°，动点Ｐ从点Ｃ出发，以每秒１ｃｍ的速度沿ＣＡ、ＡＢ运动到点Ｂ．（１）
设Ｐ从Ｃ开始运动的距离为ｘｃｍ，△ＢＣＰ的面积为ｙｃｍ２，试用ｘ代数式表

示ｙ．（２）从Ｃ出发几秒时，Ｓ△ＢＣＰ＝
１
４Ｓ△ＡＢＣ．

分析 此题容易忽视Ｐ运动至ＡＢ边的情形，这样就导致失解．
解 （１）当点Ｐ在ＣＡ边上时，０≤ｘ≤８如图１２－１２（１），

图１２－１２

则 ｙ＝Ｓ△ＢＣＰ＝
１
２ＢＣ·ＣＰ＝１

２×６ｘ＝３ｘ．

当点Ｐ在ＡＢ边上时，因ＡＢ＝ ＡＣ２＋ＢＣ槡 ２＝１０，
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所以 ８＜ｘ≤１８．
作ＣＤ⊥ＡＢ，垂足为Ｄ，如图１２－１２（２），

则Ｓ△ＢＣＰ＝
１
２ＢＰ·ＣＤ，

因为 ｘ＝ＣＡ＋ＡＰ，∠ＡＣＢ＝９０°，

ＡＢ·ＣＤ＝ＡＣ·ＢＣ，

所以 ＣＤ＝ＡＣ·ＢＣ
ＡＢ ＝８×６

１０ ＝１２
５
，

ＰＢ＝ＡＢ＋ＣＡ－（ＣＡ＋ＡＰ）＝１８－ｘ，

所以 ｙ＝１
２×４．８（１８－ｘ）＝１２

５
（１８－ｘ）．

所以 ｙ＝
３ｘ
１２
５
（１８－ｘ

烅
烄

烆 ）

（０≤ｘ≤８），
（８＜ｘ≤１８）．

（２）因为 １
４Ｓ△ＡＢＣ＝

１
４×１

２×６×８＝６．
所以 当点Ｐ在ＣＡ边上时，令３ｘ＝６，得ｘ＝２；

当点Ｐ在ＡＢ边上时，令１２５
（１８－ｘ）＝６，

得 ｘ＝１５．５

即从Ｃ出发２ｓ或１５．５ｓ时，Ｓ△ＢＣＰ＝
１
４Ｓ△ＡＢＣ．

【例１０】 （北京市房山区，２００２）已知关于ｘ的方程ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ＋
ａｃ＋ｂｃ

２ ＝０，ａ、ｂ、ｃ分别为锐角三角形ＡＢＣ中角Ａ、Ｂ、Ｃ的对边．

（１）若ｘ１、ｘ２是方程的两个实数根，且（ｘ１－ｘ２）
２＝ａ２，又ｂ＝２，ｃ＝

３
２
，求ａ的长．

（２）若ａ＝２ｃ－ｂ，且原方程与方程４ｘ２－６ｃｘ－４ｃ２（ｓｉｎＡ－１）＝０有一

个相同的根，求ｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ
的值．

解 （１）因为ｘ１、ｘ２是方程ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ＋ａｃ＋ｂｃ
２ ＝０的两个实数根．

所以 ｘ１＋ｘ２＝ａ＋ｂ， ｘ１·ｘ２＝
ａｃ＋ｂｃ

２
，

因为 （ｘ１－ｘ２）
２＝ａ２，

所以 （ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２＝ａ２，

所以 （ａ＋ｂ）２－４·ａｃ＋ｂｃ
２ ＝ａ２，
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因为 ｂ＝２，ｃ＝３
２
，

所以 ａ＝２．
（２）因为 ａ＝２ｃ－ｂ，
所以 ａ＋ｂ＝２ｃ，代入原方程，得ｘ２－２ｃｘ＋ｃ２＝０，解得ｘ１＝ｘ２＝ｃ．
将ｘ＝ｃ代入方程４ｘ２－６ｃｘ－４ｃ２（ｓｉｎＡ－１）＝０，
得４ｃ２－６ｃ２－４ｃ２（ｓｉｎＡ－１）＝０．

解得 ｓｉｎＡ＝１
２．

因为Ａ为锐角，所以∠Ａ＝３０°．
在△ＡＢＣ中，作ＢＤ⊥ＡＣ于点Ｄ（如图１２－１３），则

图１２－１３
ａ２＝ＢＤ２＋ＤＣ２

＝（ｃｓｉｎＡ）２＋（ｂ－ｃｃｏｓＡ）２

＝ｃ２ｓｉｎ２Ａ＋ｂ２－２ｂｃｃｏｓＡ＋ｃ２ｃｏｓ２Ａ
＝ｃ２＋ｂ２ 槡－ ３ｂｃ， ①
把ａ＝２ｃ－ｂ代入①，得

ｃ＝ 槡４－ ３
３ ｂ，

所以 ｃ
ｂ＝ 槡４－ ３

３ ．
如图，过Ａ作ＡＥ⊥ＢＣ于点Ｅ．
所以 ＡＥ＝ｃｓｉｎＢ，ＡＥ＝ｂｓｉｎＣ，
所以 ｃｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＣ，

所以 ｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ＝ｃ

ｂ
，

所以 ｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ＝ 槡４－ ３

３ ．
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同类变式 （武汉市，２０００）在△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ分别是∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ
的对边，且ｃ 槡＝５ ３，若关于ｘ的方程（ 槡５ ３＋ｂ）ｘ２＋２ａｘ＋（ 槡５ ３－ｂ）＝０有
两个相等的实数根，又方程２ｘ２－（１０ｓｉｎＡ）ｘ＋５ｓｉｎＡ＝０的两实数根的平方
和为６，求△ＡＢＣ的面积．
解 因为方程（ 槡５ ３＋ｂ）ｘ２＋２ａｘ＋（ 槡５ ３－ｂ）＝０有两相等实根，

所以 Δ＝（２ａ）２－４（ 槡５ ３＋ｂ）（ 槡５ ３－ｂ）＝０，所以 ａ２＋ｂ２＝７５．
因为 ｃ２＝７５，所以 ａ２＋ｂ２＝ｃ２．
所以△ＡＢＣ是直角三角形，且∠Ｃ＝９０°．
设ｘ１，ｘ２是方程２ｘ２－（１０ｓｉｎＡ）ｘ＋５ｓｉｎＡ＝０的两实数根，则ｘ１＋ｘ２

＝５ｓｉｎＡ，ｘ１ｘ２＝
５
２ｓｉｎＡ．

因为 ｘ２
１＋ｘ２

２＝６，而ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２，

所以 （５ｓｉｎＡ）２－５ｓｉｎＡ－６＝０．

解得ｓｉｎＡ＝３
５
或ｓｉｎＡ＝－４

５
（舍去）

在Ｒｔ△ＡＢＣ中，ｃ 槡＝５ ３，所以 ａ＝ｃ·ｓｉｎＡ 槡＝３ ３．

ｂ＝ ｃ２－ａ槡 ２ 槡＝４ ３， 所以 Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ａｂ＝１８．

思维拓展 １（北京东城区，２００２）在Ｒｔ△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，斜边ｃ＝
５，两直角边的长ａ、ｂ是关于ｘ的一元二次方程ｘ２－ｍｘ＋２ｍ－２＝０的两
根，求Ｒｔ△ＡＢＣ中较小锐角的正弦值．
解 因为ａ、ｂ是方程ｘ２－ｍｘ＋２ｍ－２＝０的两个根，
所以ａ＋ｂ＝ｍ，ａｂ＝２ｍ－２．
在Ｒｔ△ＡＢＣ中，由勾股定理得ａ２＋ｂ２＝ｃ２，

而 ａ２＋ｂ２＝（ａ＋ｂ）２－２ａｂ，ｃ＝５，
所以 （ａ＋ｂ）２－２ａｂ＝５２， 即 ｍ２－２（２ｍ－２）＝２５．
解关于ｍ 的方程，得ｍ１＝７，ｍ２＝－３．
因为 ａ、ｂ是Ｒｔ△ＡＢＣ的两条直角边的长，
所以 ａ＋ｂ＝ｍ＞０，
所以 ｍ＝７．
此时，原方程为ｘ２－７ｘ＋１２＝０，
解这个方程，得ｘ１＝３，ｘ２＝４．

不妨设ａ＝３，则ｓｉｎＡ＝ａ
ｃ＝３

５．

名校经验 创新设计

１２０

新
教
材
同
步
学
案



所以Ｒｔ△ＡＢＣ中较小的锐角的正弦值为３５．

２（四川省绵阳市，２００２）已知△ＡＢＣ的一边为５，另两边恰是方程ｘ２

－６ｘ＋ｍ＝０的两个根．（１）求实数ｍ 的取值范围；（２）当ｍ 取最大值时，
求△ＡＢＣ的面积．
解 （１）设△ＡＢＣ的两边为ｘ１，ｘ２，则｜ｘ１－ｘ２｜＜５，

ｘ１＋ｘ２＝６，ｘ１ｘ２＝ｍ，

Δ＝（－６）２－４ｍ≥０．
由Δ≥０得 ｍ≤９．
又０≤｜ｘ１－ｘ２｜＜５
所以 （ｘ１－ｘ２）

２＜２５，即（ｘ１＋ｘ２）
２＜２５＋４ｘ１ｘ２．

将ｘ１＋ｘ２和ｘ１ｘ２代入上式，得３６＜２５＋４ｍ，

所以 ｍ＞１１
４．

故 １１
４＜ｍ≤９，此即为所求ｍ 的取值范围．

（２）由上知，ｍ 的最大值为９．代入已给方程，得

ｘ２－６ｘ＋９＝０，解得 ｘ１＝ｘ２＝３．
表明三角形 ＡＢＣ 是等腰三角形，底边长为５，其上的高为ｈ＝

３２－（ ）５２槡
２
＝槡１１

２ ．

所以△ＡＢＣ的面积

Ｓ＝１
２×５×槡１１

２ ＝ 槡５ １１
４
平方单位．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（黄冈市，２００３）关于ｘ的方程ｋ２ｘ２＋（２ｋ－１）ｘ＋１＝０有实数根，
则下列结论正确的是（ ）

Ａ当ｋ＝１
２
时方程两根互为相反数

Ｂ当ｋ＝０时方程的根是ｘ＝－１
Ｃ当ｋ＝±１时方程两根互为倒数
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Ｄ当ｋ≤１
４
时方程有实数根

（２）（山西省，２００３）下面是李刚同学在一次测验中解答的填空题，其中
答对的是（ ）

Ａ若ｘ２＝４，则ｘ＝２．
Ｂ方程ｘ（２ｘ－１）＝２ｘ－１的解为ｘ＝１．

Ｃ若ｘ２＋２ｘ＋ｋ＝０两根的倒数和等于４．则ｋ＝－
１
２．

Ｄ若分式ｘ
２－３ｘ＋２
ｘ－１
的值为零，则ｘ＝１，２．

（３）（大连市，２００１）方程ｘ２－ｘ＋２＝０的根的情况是（ ）

Ａ有两个不相等的实数根 Ｂ有两个相等的实数根

Ｃ没有实数根 Ｄ不能确定
（４）（十堰市，２００１）若实数ａ、ｂ满足ａ２－８ａ＋５＝０，ｂ２－８ｂ＋５＝０，则

ｂ－１
ａ－１＋ａ－１

ｂ－１
的值为（ ）

Ａ－２０ Ｂ２ Ｃ２或－２０ Ｄ２或２０
（５）（河北省，２００１）已知等腰三角形的三边长为ａ、ｂ、ｃ且ａ＝ｃ．若关于

ｘ的一元二次方程ａｘ２ 槡－ ２ｂｘ＋ｃ＝０的两根之差为槡２，则等腰三角形的一
个底角是（ ）

Ａ１５° Ｂ３０° Ｃ４５° Ｄ６０°

（６）（十堰市，２００１）用换元法解方程：ｘ
２－２

ｘ＋３－６ｘ＋１８
ｘ２－２

＋１＝０可设ｙ＝

ｘ２－２
ｘ＋３
，从而原方程可化为（ ）

Ａｙ２－ｙ－１＝０ Ｂｙ２－６ｙ＋１＝０
Ｃｙ２＋ｙ－６＝０ Ｄｙ２＋ｙ－１＝０

（７）（襄樊市，２００１）方程组
ｘ２＋２ｙ２＝６
ｍｘ－ｙ｛ ＝３

有一个实数解，则ｍ 可以取的

值是（ ）

Ａ±１ Ｂ±１
２ Ｃ±２ Ｄ０或１

（８）（黄石市，２０００）甲、乙两班学生参加植树造林，已知甲班每天比乙班
多植树５棵，甲班植树８０棵所用天数与乙班植树７０棵所用天数相等，若设
甲班每天植树ｘ棵，则依题意列出的方程是（ ）
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Ａ ８０
ｘ－５＝７０

ｘ Ｂ８０
ｘ＝ ７０

ｘ＋５

Ｃ ８０
ｘ＋５＝７０

ｘ Ｄ８０
ｘ＝ ７０

ｘ－５

（９）（潜江市，２０００）使关于ｘ的分式方程ａ２－２ｘ＋４
ｘ－２＝２ａ２

２－ｘ
产生增根

的ａ的值是（ ）

Ａ２ Ｂ－２ Ｃ±２ Ｄ与ａ无关
（１０）实验中学校内新增造林绿化面积２００３年底比２００２年初新增造林
绿化面积翻一番，问连续两年新增造林绿化面积平均增长率约是（ ）

Ａ１０％ Ｂ２０％ Ｃ４１％ Ｄ无法计算

２填空题
（１）如果方程ｘ２－（槡２＋ｍ）ｘ 槡＋ ６＝０的一个根是槡２，那么ｍ＝
．

（２）关于ｘ的方程（ｍ 槡－ ３）ｘｍ２－１－ｘ＋３＝０，当ｍ＝ 时，是一

元二次方程．
（３）（十堰市，２０００）若关于ｘ的一元二次方程ｘ２－３槡ｋｘ－１＝０有实数
根，则ｋ的取值范围是 ．
（４）（十堰市，２０００）东风汽车公司１９９７年上交国税２０亿元，经过设备
改造和技术革新，使１９９８年和１９９９年上交国税比前一年增长一个相同的百
分数，因此，这三年总计上交国税达到１４０亿元，这个增长的百分数为

．
（５）（天门市，２０００）若方程ｘ２－２ｘ－３＝０的两根是ｘ１，ｘ２，则代数式

ｘ２
１＋ｘ２

２－２ｘ１－２ｘ２的值是 ．
（６）已知ａ、ｂ是关于ｘ的方程ｘ２＋（ｍ－２）ｘ＋１＝０的两根，则（１＋ｍａ

＋ａ２）（１＋ｍｂ＋ｂ２）的值是 ．
（７）如果关于ｘ的方程２ｘ２＋ｍｘ－１＝０的两根分别是ｘ１＝－１，ｘ２＝

１
２
，那么二次三项式２ｘ２－ｍｘ－１分解因式的结果是 ．

（８）（四川省内江，２００２）已知ａ＋ｂ＝－８，ａｂ＝８，化简ｂ槡ｂ
ａ ＋ａ槡ａ

ｂ
＝ ．

３解下列方程（组）：
（１）（ｘ＋２）２＋６（ｘ＋２）－９１＝０；
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（２）ｘ２－（ 槡１＋２ ３）ｘ 槡－３＋ ３＝０；

（３）２ｘ＋２
ｘ＋ｘ２＋１

ｘ２－６＝０；

（４）
２ｘ－ｙ－１＝０，

ｘ２－２ｙ２－３ｘ＋ｙ＋１７＝０｛ ．
４（鄂州市，２０００）已知关于ｘ的方程ｋｘ２＋（２ｋ－１）ｘ＋ｋ－２＝０．（１）
若方程有实根，求ｋ的取值范围．（２）若此方程两实根为ｘ１，ｘ２，且ｘ２

１＋ｘ２
２

＝３，求ｋ的值．
解 （１）依题意得，Δ≥０，所以 （２ｋ－１）２－４ｋ（ｋ－２）≥０，解得

ｋ≥－１
４
，所以 ｋ的取值范围是ｋ≥－１

４．

（２）依题意得：ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２＝３，

即：－２ｋ－１（ ）ｋ
２
－２·ｋ－２

ｋ ＝３，

化简得ｋ２＝１，所以 ｋ＝±１．
上面解答有无错误？若有指出错误之处，并直接写出正确答案．
５（荆州市，２０００）直角△ＡＢＣ的三条边ａ、ｂ、ｃ均满足方程ｘ２－ｍｘ＋

槡２＝０，求△ＡＢＣ的面积．
６（随州市，仙桃市，２０００）已知关于ｘ的方程４ｘ２－４ｋｘ＋ｋ２＋４ｋ＝０

的两实根ｘ１和ｘ２满足（ｘ１－１）（ｘ２－１）＝
１０９
１００
，求ｋ的值．

７（宁波市，２００３）据报道，２００３年第一季度宁波完成国内生产总值
（ＧＤＰ）３５４亿元，比杭州少４５亿元，宁波和杭州构成了全省经济的第一集
群，绍兴（２３０亿元）和温州（２２７．５亿元）两城市组成了第二集群，第三集群
有台州（１９４．４亿元）、嘉兴（１６７．６亿元）、金华（１６１．７亿元）．
（１）求杭州、宁波、绍兴、温州、台州、嘉兴、金华等七市今年第一季度

（ＧＤＰ）的平均值（精确到１亿元）；
（２）宁波市２００３年第三季度ＧＤＰ达到４０７亿元，那么平均每季度增长
的百分率是多少（精确到０．１％）？

８（北京市海淀区，２００１）为了参加北京市申办２００８年奥运会的活动，
某班学生争取到制作２４０面彩旗的任务，有１０名学生因故没能参加制作，
因此这班的其余学生人均要比原计划多做４面彩旗才能完成任务，问这个
班有多少名学生？
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探究能力测试

９（宜昌市，２０００）湖北省清江干流梯级开发中，某水电工程仅用４２个
月的建设工期就于２０００年４月３０日建成了全部主体工程开始发电，而“水
利枢纽工程行业建设工期定额”规定：类似工程的建设工期为６６个月至７８
个月；该工程建成后，每年收益５亿元．如果将每年收益的５亿元全部用于
归还银行贷款及利息（其中建成后的第一年贷款利息为１亿元），那么与按
“水利枢纽工程行业建设工期定额”规定的最短建设工期比较，到那时已归

还了４１％的贷款．试问截至２０００年４月３０日该工程贷款的数额是多少？

１０（重庆市，１９９９）１９９８年，湖北抗洪抢险中，某部队奉命派甲排跑步
前往离驻地９０ｋｍ的公安县抢险，１ｈ４５ｍｉｎ后，因险情加重，又增派乙连乘

车前往支援．已知乙连比甲排每小时快２８ｋｍ，恰好在全程的１
３
处追上甲

排．（１）求乙连的行进速度及追上甲排的时间；（２）当乙连追上甲排时，上级
改令甲排前往离此２４ｋｍ的石首市执行紧急任务，且要求甲排与乙连同时
到达各自的指定地点．试求甲排每小时应加快多少千米？

１１已知α、β（α＞β）是方程ｘ２－ｘ－２＝０的两根，不解方程，求代数式

α２－２β－１的值．
１２（吉林省，２０００）已知关于ｘ的方程ｘ２－２（ｍ－２）ｘ＋ｍ２＝０．问：是
否存在实数ｍ，使方程两个实数根的平方和等于５６．若存在，求出ｍ 的值；
若不存在，请说明理由．
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●●●第十三章 函数及其图象

１３１ 平面直角坐标系

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 掌握平面内点的坐标的概念，根据坐标确定点和

由点求坐标．
难点 理解平面内点与有序实数对之间的一一对应关系．
探究点 根据坐标确定点和由点确定坐标是考查的热点内容，尤其是

利用数形结合思想，在平面直角坐标系中对特殊位置的点及其坐标特征进

行探究，对几何图形及其代数特征进行探究，往往使题目具有较强的综合

性，并且对知识面的宽度和广度也提出了更高要求．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
“平面直角坐标系”一节是在数轴的基础上，为了实

际问题的需要而建立起来的，是学习全章的基础，也是

后面学习函数的图象以及一些具体的函数图象的基础．要注意这种知识的
前后关系，重视对本节知识的深刻理解与反复训练．熟悉掌握各类点的坐标
特点，特别是坐标轴上的点的规律，数形结合是本节最显著的特点，对于特

殊几何图形顶点坐标的求法，应注意点的坐标与有关线段长的关系，点在各

个象限的符号变化规律．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 在坐标平面上标出以下各点的位置：Ａ（２，１），

Ｂ（１，２），Ｃ（－１，２），Ｄ（－２，－１），Ｅ（０，３），Ｆ（－３，０）．
思维技巧 本题考查由点的坐标确定平面坐标系中点的位置，形成数

形结合的能力．解答本题应了解坐标的表示法和坐标平面上由坐标确定点
的位置的方法．
解 如图１３－１．
激活思维 根据点的坐标确定点在平面直角坐标系中的位置时，要注

意哪个数据表示横坐标，哪个数据表示纵坐标，不能弄错顺序，如（２，１）和
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图１３－１
（１，２）中，数据顺序不同，点Ａ和Ｂ的位置就不同．
同类变式 指出下列各点所在象限或坐标轴：Ａ（ 槡－ ５，０），

Ｂ －２，－（ ）１３ ，Ｃ 槡２，（ ）１２ ，Ｄ（０，０），Ｅ（０，３），Ｆ（槡 槡２－ ３，槡 槡３－ ２）．

解 点Ａ在ｘ轴上；点Ｂ在第三象限；点Ｃ在第一象限；点Ｄ在ｘ轴
上，也在ｙ轴上，即坐标原点；点Ｅ在ｙ轴上；点Ｆ在第二象限．
思维拓展 （山东聊城，２００２）如图１３－２是我市市区几个旅游景点的

示意图（图中每个小正方形的边长为１个单位长度），请以某景点为原点，画
出直角坐标系，并用坐标表示下列景点的位置．

图１３－２
光岳楼 ；金凤广场 ；动物园 ．
解 如图１３－３所示建立直角坐标系．
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图１３－３
所以 光岳楼（０，０），金凤广场（－２，－１．５），动物园（７，３）
【例２】 已知点Ａ与点Ｂ（１，－６）关于ｙ轴对称，求点Ａ关于原点的对
称点Ｃ的坐标．
思维技巧 本题考查特殊点的坐标的求法，解题时应记住特殊点的坐

标的变化规律，或根据平面直角坐标系，自己探索有关对称点的坐标特征，

再应用于解题中．
解 因为点Ａ和点Ｂ（１，－６）关于ｙ轴对称．
所以Ａ点坐标为（－１，－６）．
又因为点Ｃ和点Ａ关于原点对称，
所以点Ｃ坐标为（１，６）．
激活思维 求特殊点的坐标时，可以不必死记变化规律．解题时可通过

画出平面直角坐标系，选取一些简单的点，借助坐标平面找出相应对称点坐

标，从中总结规律再解题．
同类变式 点Ｐ关于ｙ轴的对称点的坐标是（２，－１），则点Ｐ关于原点

的对称点的坐标是 ．
解 点Ｐ的坐标是（－２，－１），则它关于原点的对称点的坐标是（２，１）．
思维拓展 １点Ａ（２， ）关于ｘ轴的对称点在第一、三象限坐标轴

夹角平分线上．
解 Ａ（２，－２）．
２写出点Ｐ（－１，２）关于原点的对称点Ｐ′到ｘ轴，ｙ轴，原点的距离．
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解 Ｐ′（１，－２），到ｘ轴，ｙ轴距离分别为２，１；到原点距离为 １２＋２槡 ２

槡＝ ５．
【例３】 在平面直坐标系中，若点Ｐ（３ｋ－９，１－ｋ）在第三象限内且是整
点，求Ｐ点坐标．
思维技巧 根据第三象限内点的特点，建立关于ｋ的一个不等式组，求

出ｋ的取值范围．最后由整点性质，确定ｋ值，进而求出Ｐ点坐标．
解 由第三象限点的坐标特征得：

３ｋ－９＜０，

１－ｋ＜０｛ ．
解这个不等式组，得１＜ｋ＜３．

由于Ｐ为整点，所以ｋ为整数，即ｋ＝２，
所以点Ｐ的坐标是（－３，－１）．
激活思维 在直角坐标系中，点与点的坐标是一一对应的，整点就是横

坐标和纵坐标均为整数的点，所以ｋ为整数．
同类变式 若点Ａ（－４，１－２ｍ）关于原点对称的点在第一象限，则ｍ

的取值应为（ ）

Ａｍ≠１
２ Ｂｍ＜１

２

Ｃｍ＞１
２ Ｄ以上说法都不对

点Ａ（－４，１－２ｍ）关于原点对称的点是Ａ′（４，２ｍ－１），因为Ａ′点在第

一象限，所以２ｍ－１＞０，即ｍ＞１
２．

解 选Ｃ．
思维拓展 已知方程ａｘ２＋２ｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）有两个正实根，则Ｐ（ａ，ｃ）

在第（ ）象限内．
Ａ一 Ｂ二 Ｃ三 Ｄ四

解 根据一元二次方程根与系数的关系可知两根之和为－２
ａ
，两根之

积为ｃ
ａ
，又因为方程有两个正实根，故ａ，ｃ同号，且ａ为负数，则ｃ＜０，

选Ｃ．
【例４】 等腰直角三角形的直角顶点Ｃ在ｙ轴的负半轴上，斜边ＡＢ在

ｘ轴上，且点Ａ在点Ｂ的左侧，直角边ＡＣ 槡＝ ２，则顶点Ａ、Ｂ、Ｃ的坐标分别
是什么？

思维技巧 解这类问题应先根据几何图形求出有关线段的长度，然后
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由题意确定点的坐标符号，从而得出点的坐标．

图１３－４

解 如图１３－４，因为△ＡＣＢ是
等腰直角三角形，且ＡＣ 槡＝ ２．
所以ＡＢ＝ ＡＣ２＋ＢＣ槡 ２＝２．
因为ＣＯ⊥ＡＢ 于Ｏ，所以 ＣＯ 为等腰

Ｒｔ△ＡＣＢ的ＡＢ边的垂直平分线．
所以Ａ、Ｂ关于原点对称，又因为点Ａ在点

Ｂ的左侧．
所以Ａ（－１，０），Ｂ（１，０）．

因为ＣＯ＝１
２ＡＢ＝１

２×２＝１，且Ｃ点在ｙ
轴负半轴．
所以Ｃ点的坐标是（０，－１）．
激活思维 把两坐标轴的垂直关系与等腰直角三角形某些特殊线段有

机联系在一起，运用数形结合的思想和等腰三角形性质求解．
同类变式 在直角坐标系中，（１）画出以Ａ（０，０），Ｂ（３，４），Ｃ（３，－４）为

顶点的△ＡＢＣ，并判断三角形的形状；（２）画出以Ａ（－３，３），Ｂ（－３，－１），

Ｃ（２，－１），Ｄ（２，３）为顶点的四边形ＡＢＣＤ，并判断四边形的形状．
解 （１）等腰三角形；（２）矩形．（图形略）
思维拓展 已知等边△ＡＢＣ的两个顶点的坐标为Ａ（－４，０），Ｂ（２，０），

试求：（１）点Ｃ的坐标；（２）△ＡＢＣ的面积．
解 （１）Ｃ（－１，槡３ ３）或（－１， 槡－３ ３）；（２）Ｓ△ＡＢＣ 槡＝９ ３．
【例５】 一个菱形较短的对角线的长是２，有一个内角是１２０°，取两条
对角线所在的直线为坐标轴，求四个顶点的坐标．

图１３－５

思维技巧 由于题目没指明哪条对角线在

哪个轴上，所以，有两种可能，需要分别讨论研

究．
解 第一种情况，以较长对角线所在直线

为ｘ轴，另一条对角线所在直线为ｙ轴，建立
直角坐标系如图１３－５．
因为 ＢＤ＝２，所以 ＯＢ＝ＯＤ＝１，
则Ｂ（０，１），Ｄ（０，－１）．
又因为∠ＡＢＣ＝１２０°，所以∠ＡＢＯ＝６０°，
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因为ＯＡ＝ＯＢ·ｔａｎ∠ＡＢＯ 槡＝１×ｔａｎ６０°＝ ３．

图１３－６

所以Ａ（槡３，０）．
因为ＯＣ＝ＯＡ 槡＝ ３，所以（ 槡－ ３，０）．
即四个顶点的坐标分别是

Ａ（槡３，０），Ｂ（０，１），Ｃ（ 槡－ ３，０），

Ｄ（０，－１）．
第二种情况，以较短对角线所在直线为

ｘ轴，另一条对角线所在直线为ｙ轴建立直
角坐标系（如图１３－６），同理可得到菱形的
四个顶点的坐标是

Ａ（０，槡３）， Ｂ（－１，０），

Ｃ（０， 槡－ ３）， Ｄ（１，０）．
激活思维 由于图形在坐标平面中放置的方式不同，所得图形上点的

坐标也不同．正确合理建立直角坐标系有助于减轻计算量．
同类变式 如图１３－７，正六边形ＯＡＢＣＤＥ的边长为ａ，求各顶点的

坐标．

图１３－７

正六边形是关于ｘ轴的对称图形，只要
求出图中Ｏ、Ａ、Ｂ、Ｃ点坐标，可由对称性求
出Ｄ、Ｅ点的坐标．
解 作ＡＰ⊥ｘ轴于Ｐ，作ＢＱ⊥ｘ轴

于Ｑ．
因为六边形ＯＡＢＣＤＥ是正六边形，
所以∠ＥＯＡ＝１２０°，∠ＯＡＰ＝３０°，ＯＰ

＝１
２ａ．

在Ｒｔ△ＡＰＯ中，

ＡＰ＝ ａ２－ ａ（ ）２槡
２
＝槡３

２ａ．

所以 Ａ １
２ａ，槡３２（ ）ａ ，容易得出Ｂ ３

２ａ，槡３２（ ）ａ ，Ｏ（０，０），Ｃ（２ａ，０）．
由对称性，得出Ｅ １

２ａ，－槡３
２（ ）ａ ，Ｄ ３

２ａ，－槡３
２（ ）ａ ．
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【例６】 （徐州市，２００１）如图１３－８在直角坐标系中，第一次将△ＯＡＢ
换成△ＯＡ１Ｂ１，第二次将△ＯＡ１Ｂ１变换成△ＯＡ２Ｂ２，第三次将△ＯＡ２Ｂ２变

换成△ＯＡ３Ｂ３．

图１３－８
已知Ａ（１，３），Ａ１（２，３），Ａ２（４，３），Ａ３（８，３）；Ｂ（２，０），Ｂ１（４，０），Ｂ２（８，

０），Ｂ３（１６，０）．
① 观察每次变换前后的三角形有何变化，找出规律，按此变换规律再将

△ＯＡ３Ｂ３变换成△ＯＡ４Ｂ４，则Ａ４的坐标是 ，Ｂ４的坐标是 ．

② 若按第（１）题找到的规律将△ＯＡＢ进行了几次变换，得到△ＯＡｎＢｎ，

比较每次变换中三角形顶点坐标有何变化，找出规律，推测Ａｎ 的坐标是

，Ｂｎ的坐标是 ．
思维技巧 ① 分别观察点Ａ，Ａ１，Ａ２，Ａ３和Ｂ，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３的两坐标，

发现规律，得出Ａ４，Ｂ４的坐标．第②小题从第①题找到规律后，推广到一般
猜测Ａｎ、Ｂｎ的坐标．
解 （１）（１６，３），（３２，０） （２）（２ｎ，３），（２ｎ＋１，０）．
激活思维 通过三角形变换，即三角形顶点坐标按某一规律变化，观

察、归纳，猜想得出结论．再由特殊到一般，对结论进行推广，既活跃思维，又
使解题增添乐趣．把找数的规律，通过三角形变换的方式，置于平面直角坐
标系里，使题目具有新意．
同类变式 （黔东南州，２００１）如图１３－９在直角坐标系中，已知点

Ａ（４，０）、Ｂ（４，４），∠ＯＡＢ＝９０°，有直角三角形与Ｒｔ△ＡＢＯ全等且以ＡＢ为
公共边，请写出这些三角形未知顶点的坐标 ．
解 （８，０），（８，４），（０，４）．
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图１３－９ 图１３－１０
思维拓展 （徐州市，２００１）正方形ＡＢＣＤ在平面直角坐标系中的位置

如图１３－１０，在平面内找点Ｐ，使△ＰＡＢ、△ＰＢＣ、△ＰＣＤ、△ＰＤＡ同时为等
腰三角形，这样的点Ｐ有几个？作出这些点（保留作图痕迹，不写作法），并
写出它们的坐标（不必写出解答过程）．
解 这样的Ｐ 点共有九个，其坐标分别为（０，０），（０，槡３－１），（０，

槡－ ３＋１），（０， 槡１＋ ３），（０， 槡－１－ ３），（槡３－１，０），（ 槡－ ３＋１，０），（ 槡１＋ ３，０），

（ 槡－１－ ３，０）．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（达州市，２００３）对任何实数ｘ，点（ｘ，ｘ－１）一定不在

獉獉
第

象限．
（２）（济宁市、宁波市，２００３）已知ａ是整数，点Ａ（２ａ＋１，２＋ａ）在第二
象限，则ａ＝ ．
（３）（汕头市，２００３）已知点Ｍ 与点Ｎ（－１，３）关于坐标原点对称，则Ｍ
的坐标是 ．
（４）（广东省）与点Ｐ（３，－４）关于ｙ轴对称的点的坐标为 ；

与点Ｑ（－３，４）关于原点对称的点的坐标为 ．
（５）（兰州市，２００３）如图１３－１１，在直角坐标系中，有四点Ａ（－８，３）、

Ｂ（－４，５）、Ｃ（０，ｎ）、Ｄ（ｍ，０），当四边形ＡＢＣＤ 的周长最短时，ｍｎ
的值为

．
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图１３－１１ 图１３－１２
（６）（荆门市，２００３）如图１３－１２，一束光线从ｙ轴上点Ａ（０，１）出发，经
过ｘ轴上点Ｃ反射后经过点Ｂ（３，３），则光线从点Ａ到点Ｂ所经过的路程长
是 ．
（７）（贵阳市，２００２）若点Ｍ（１＋ａ，２ｂ－１）在第二象限，则点Ｎ（ａ－１，

１－２ｂ）在第 象限．
（８）（甘肃省，２００２）已知点Ｐ在第二象限，它的横坐标与纵坐标的和为

１，点Ｐ的坐标是 （写出符合条件的一个点即可）

（９）（扬州市，２０００）点Ｐ关于ｙ轴的对称的点坐标是（－３，５），则点Ｐ
的坐标是 ．
（１０）已知点Ｑ（２ｍ２＋４，ｍ２＋ｍ＋６）在第一象限的角平分线上，则ｍ

＝ ．

（１１）等边三角形一个顶点的坐标为Ｂ 槡３
３
，（ ）０ ，顶点Ｃ与顶点Ｂ关于ｙ

轴对称，顶点Ａ的坐标是 ．
（１２）矩形ＡＢＣＤ中，ＡＢ＝５，ＢＣ＝２，以矩形的对称中心为原点，对称轴
为坐标轴建立直角坐标系，用点的坐标表示各顶点的坐标为 ．

２选择题
（１）（安徽省，２００３）点Ｐ（ｍ，１）在第二象限内，则点 Ｑ（－ｍ，０）在

（ ）

Ａ．ｘ轴正半轴上 Ｂ．ｘ轴负半轴上

Ｃ．ｙ轴正半轴上 Ｄ．ｙ轴负半轴上
（２）（黄冈市，２００３）在直角坐标系中，点Ｐ（２ｘ－６，ｘ－５）在第四象限，
则ｘ的取值范围是（ ）

Ａ．３＜ｘ＜５ Ｂ．－３＜ｘ＜５
Ｃ．－５＜ｘ＜３ Ｄ．－５＜ｘ＜－３
（３）（贵阳市，２００３）对任意实数ｘ，点Ｐ（ｘ，－２ｘ２＋６ｘ）一定不在（ ）
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Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限 Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限
（４）（辽宁省，２００３）在平面直角坐标系中，点Ｐ（－１，１）关于ｘ轴的对称
点在（ ）

Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限 Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限
（５）（甘肃省，２００３）点Ｍ（３，－４）关于ｘ轴的对称点Ｍ′的坐标是（ ）

Ａ．（３，４） Ｂ．（－３，－４） Ｃ．（－３，４） Ｄ．（－４，３）
（６）（江西省，２００３）如图１３－１３数轴上表示１、槡２的对应点分别为Ａ、

Ｂ，点Ｂ关于点Ａ的对称点为Ｃ，则点Ｃ所表示的数是（ ）

图１３－１３
Ａ．槡２－１ Ｂ． 槡１－ ２

Ｃ． 槡２－ ２ Ｄ．槡２－２

图１３－１４

（７）（济南市，２００３）如图１３－１４，在直角坐标
系中△ＡＢＣ各顶点坐标分别为Ａ（０，槡３）、Ｂ（－１，

０）、Ｃ（１，０），若△ＤＥＦ各顶点坐标分别为Ｄ（槡３，

０）、Ｅ（０，１）、Ｆ（０，－１），则下列判断正确的是
（ ）

Ａ．△ＤＥＦ由△ＡＢＣ绕Ｏ点顺时针旋转９０°
得到

Ｂ．△ＤＥＦ由△ＡＢＣ绕Ｏ 点逆时针旋转９０°
得到

Ｃ．△ＤＥＦ由△ＡＢＣ绕Ｏ点顺时针旋转６０°得到

Ｄ．△ＤＥＦ由△ＡＢＣ绕Ｏ点顺时针旋转１２０°得到

图１３－１５

（８）已知点Ｐ坐标为（２－ａ，３ａ＋６），且点

Ｐ到两坐标轴的距离相等，则点Ｐ的坐标是
（ ）

Ａ（３，３） Ｂ（３，－３）

Ｃ（６，－６） Ｄ（３，３）或（６，－６）

３如图１３－１５，四边形ＡＯＣＢ是直角梯
形，ＡＢ∥ＯＣ，ＯＡ＝１０，ＡＢ＝９，∠ＯＣＢ＝４５°，求
点Ａ，Ｂ，Ｃ的坐标及直角梯形ＡＯＣＢ的面积．
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探究能力测试

４（镇江，２００１）如图１３－１６，一机器人在点Ａ处发现一个小球自点Ｂ
处沿ｘ轴向原点Ｏ方向匀速滚来，机器人立·即·从Ａ处匀速直线前进，去截

小球．
（１）若小球滚动速度与机器人行走速度相等，试在图中标出机器人最快
能截住小球的位置Ｃ（尺规作图，不写分析、作法，保留作图痕迹）．
（２）若点Ａ的坐标为（２，槡５），点Ｂ的坐标为（１０，０），小球滚动速度为机器人
行走速度的２倍，问机器人最快可在何处截住小球？求出该处点的坐标．

图１３－１６ 图１３－１７
５（昆明市，２００３）如图１３－１７，已知：点Ｏ的坐标为（０，０），点Ａ的坐

标为（ 槡４ ３，０），点Ｐ在第一象限，且ｃｏｓ∠ＯＰＡ＝１
２．

（１）求出点Ｐ的坐标（一个即可）；
（２）当点Ｐ的坐标是多少时，△ＯＰＡ的面积最大，并求出△ＯＰＡ面积
的最大值（不要求证明）．

１３２ 函 数

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 函数的定义及相关概念，掌握自变量的取值范围

的确定方法和函数值的求法．
难点 函数概念的理解．
探究点 近几年，中考在几何图形和实际问题中建立函数关系，即构建

函数模型解决一类与函数有关的应用题方面做了一些探索．对函数思想、数
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形结合思想以及解决实际问题的能力、社会活动能力、发现问题能力等也进

行了考查．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
函数是在同一变化过程中，两个变量之间的因果关

系．要深刻领会“唯一确定”四个字的含义．自变量取值
范围的确定是一个难点，特别是与实际问题有关的函数．用解析式表示实际
问题时，应视变量ｘ、ｙ为已知数，建立ｘ、ｙ之间的数量关系；列表法表示函
数自变量ｘ如何取值是一个关键，也是一个难点；连线作图是图象法表示函
数的难点，应做适当的重复练习，对于构建函数模型解决与生产生活、市场

经济相关的应用题和利用几何图形建立函数关系的问题，首先应弄清题意、

找出其内在联系，这类题型体现了时代对学习数学的要求．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 下面各题中都有两个函数，它们是同一个函数
吗？为什么？

（１）ｙ＝ｘ和ｙ＝ｘ２

ｘ
；

（２）ｙ＝πｘ２与Ｓ＝πｒ２，其中ｘ≥０，ｒ≥０；
（３）ｙ＝ｘ＋２与ｙ＝（ ｘ槡 ＋２）２．
思维技巧 一个函数的完整内容有三点：① 两个变量；② 一个对应关

系；③ 自变量取值范围．若两个函数是同一函数，必须满足条件：两个函数中
自变量的取值范围必须相同；从自变量到函数的对应规律必须相同．二者缺
一不可．
解 （１）不是同一函数，因为它们自变量ｘ的取值不同，在ｙ＝ｘ中，ｘ

的取值范围是一切实数，而在ｙ＝ｘ２

ｘ
中，ｘ的取值范围是不等于零的所有

实数．
（２）是同一函数．首先，它们的自变量取值范围完全相同，都是非负数

（ｘ≥０，ｒ≥０）；其次，它们的自变量与函数的对应规律相同，都是自变量的值
的平方的π倍就是所对应的函数值，所不同的仅是表示函数和自变量的字
母不同，这既不影响它们的自变量的取值范围，也不影响它们自变量与函数

的对应规律，故是同一函数．
（３）不是同一函数．因为它们自变量ｘ的取值范围不同，在ｙ＝ｘ＋２
中，ｘ的取值是一切实数，而在ｙ＝（ ｘ槡 ＋２）２中，ｘ的取值范围是ｘ≥－２．
激活思维 根据函数的概念，从自变量的取值和对应规律上去寻求答
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案．考察是否是同一函数，切莫仅从表面形式上去判定，更不能用化简后的
函数去比较．注意分式、根式性质的应用．
同类变式 下列函数的图像与ｙ＝ｘ的图象完全一致的是（ ）

Ａｙ＝ｘ２

ｘ Ｂｙ＝
３
ｘ槡 ３ Ｃｙ＝｜ｘ｜ Ｄｙ＝（槡ｘ）２

解 选Ｂ
思维拓展 圆的周长是Ｃ，圆的面积是Ｓ．
（１）Ｓ是Ｃ的函数吗？为什么？
（２）Ｃ是Ｓ的函数吗？为什么？

解 （１）（２）都是，符合函数的定义，（１）中Ｓ＝π· Ｃ
２（ ）π

２
＝Ｃ２

４π
，（２）中Ｃ

＝２ π槡 Ｓ．
【例２】 求下列函数中自变量取值范围：
（１）ｙ＝ｘ２－ｘ－１；

（２）（北京市西城区，２００２）ｙ＝ １
２ｘ－１
；

（３）（盐城，２００１）ｙ＝２＋ ｘ槡 ＋３；

（４）（宿迁市，２００２；太原市，２００１）ｙ＝ １－槡 ｘ
ｘ－２ ．

思维技巧 解答这类题，先分析各解析式的结构特征，把自变量所有受

制约的条件一一找出来，然后解不等式组，确定自变量取值范围．
解 （１）自变量ｘ取全体实数；

（２）由题意得２ｘ－１≠０，ｘ≠１
２
；

（３）由ｘ＋３≥０得，ｘ≥－３；

（４）由
１－ｘ≥０，

ｘ－２≠０｛ ，
得ｘ≤１．

激活思维 求函数自变量的取值范围时，考虑问题要全面，根据函数表

达式各个部分要有意义的要求，列出限制自变量ｘ的条件，最后求出公共部
分．求解时，要综合应用不等式的知识和配方法等数学方法．

同类变式 求函数ｙ＝
（ｘ－３）０－ ｘ槡 －３

ｘ２－７ｘ＋１０
的自变量ｘ的取值范围．

解 由题设知，作为分母的ｘ２－７ｘ＋１０应不等于０，即ｘ≠２，且ｘ≠５；
作为零指数幂的底数ｘ－３应不等于０，即ｘ≠３；作为被开方数的ｘ－３应不
小于０，即ｘ≥３．综合以上各种情形可知，自变量ｘ的取值范围是ｘ＞３且ｘ
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≠５．

思维拓展 求函数ｙ＝ ｘ槡 ＋３＋ １
ｘ＋ ２－槡 ｘ

自变量ｘ的取值范围．

解 易看出ｘ＋３≥０，２－ｘ≥０，即－３≤ｘ≤２，且要ｘ＋ ２－槡 ｘ≠０，当

ｘ＋ ２－槡 ｘ＝０时，可解得ｘ１＝－２，ｘ２＝１，经检验ｘ＝１是方程的增根，ｘ＝

－２是方程的根，故ｘ≠－２时，ｘ＋ ２－槡 ｘ≠０．由此可得ｘ的取值范围为

－３≤ｘ≤２，且ｘ≠－２．

图１３－１８

【例３】 如图１３－１８，在矩形ＡＢＣＤ 中，

ＡＢ＝４，ＢＣ＝７，Ｐ是ＢＣ边上与Ｂ点不重合的
动点，过点Ｐ 的直线交ＣＤ 的延长线于Ｒ，交

ＡＤ于Ｑ（Ｑ 与Ｄ 不重合），且∠ＲＰＣ＝４５°，设

ＢＰ＝ｘ，梯形ＡＢＰＱ的面积为ｙ，求ｙ与ｘ之间
的函数关系，并求出自变量ｘ的取值范围．
思维技巧 本题考查几何量间函数关系式

的确定，并求几何问题中的自变量的取值范围，

应联想到相应的矩形性质（如对边平行）、相似

三角形的性质．
解 矩形ＡＢＣＤ中，有

ＡＤ＝ＢＣ＝７，ＡＢ＝ＤＣ＝４，∠Ｃ＝９０°，
因为 ∠ＲＰＣ＝４５°，
所以 ∠Ｒ＝４５°＝∠ＲＰＣ．
所以 ＰＣ＝ＲＣ． 因为ＢＰ＝ｘ，
所以 ＰＣ＝７－ｘ，因为ＡＤ∥ＢＣ，

所以 ＱＤ
ＰＣ＝ＲＤ

ＲＣ．
所以 ＱＤ＝ＲＤ＝ＲＣ－ＤＣ＝３－ｘ，
所以 ＡＱ＝ＡＤ－ＱＤ＝７－（３－ｘ）＝４＋ｘ．

因为 Ｓ梯形ＡＢＰＱ＝
１
２
（ＡＱ＋ＢＰ）·ＡＢ，

所以 ｙ＝４ｘ＋８．
当Ｑ与Ｄ重合时，ＰＣ＝ＤＣ＝４，ＢＰ＝３．
因为Ｐ与Ｂ不重合，Ｑ与Ｄ不重合，
所以自变量ｘ的取值范围是０＜ｘ＜３．
激活思维 求几何量中函数关系式自变量的取值范围时，可以把自变
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量所代表的几何量推到两个极端位置，求出相应值，再结合几何量实际意义

加以确定，如本例中的自变量首先可以肯定大于０，再由Ｑ与Ｄ重合这个特
殊位置求出ＢＰ的长，因Ｑ与Ｄ不重合，故ｘ应小于特殊位置时的ＢＰ值．
同类变式 （四川省，２０００）某小汽车的油箱可装汽油３０Ｌ，原装有汽油

１０Ｌ，现再加汽油ｘＬ．如果每升汽油价２６元，求油箱内汽油的总价ｙ（元）
与ｘ（Ｌ）之间的函数关系式，并写出自变量的取值范围．
解 依题意，得ｙ＝２６ｘ＋２６．因为油箱原装有汽油１０Ｌ，油箱总共能

装３０Ｌ，所以０≤ｘ≤２０．
思维拓展 （黔东南州，２００１）某校初二（１）班准备外出进行野外考察活

动，需要租用一辆大客车一天．现有甲、乙两辆客车的租用方案，分别是：甲
车每天租金１８０元，另按实际行驶路程每千米加收２元；乙车每天租金１４０
元，另按实际行驶路程每千米加收２５元．
（１）分别写出租用甲车、乙车所需费用ｙ甲、ｙ乙（单位：元）与行驶路程ｘ

（单位：ｋｍ）的函数关系式；
（２）试就不同的行驶路程讨论选择哪一辆车费用较低．
解 （１）依题意可写出：

ｙ甲＝２ｘ＋１８０，ｙ乙＝２５ｘ＋１４０．
（２）若ｙ甲＝ｙ乙，则

２ｘ＋１８０＝２５ｘ＋１４０，
解得 ｘ＝８０．
所以 当ｘ＝８０ｋｍ时，

ｙ甲＝ｙ乙，两车费用相同；
当ｘ＞８０ｋｍ时，

ｙ甲＜ｙ乙，甲车费用较低；
当ｘ＜８０ｋｍ时，

ｙ甲＞ｙ乙，乙车费用较低．
【例４】 （呼和浩特市，２００２）等腰△ＡＢＣ周长为１０ｃｍ，底边ＢＣ长为

ｙｃｍ，腰长为ｘｃｍ．（１）写出ｙ关于ｘ的函数关系式；（２）求ｘ的取值范围；
（３）求ｙ的取值范围．
思维技巧 利用△ＡＢＣ周长为１０ｃｍ，建立ｙ与ｘ的函数关系式．确立

自变量ｘ的范围要注意三角形三边关系．由ｘ取值范围确定函数值范围．
解 （１）由ｘ＋ｘ＋ｙ＝１０得ｙ＝１０－２ｘ．
（２）因为ｘ、ｙ为线段，所以ｘ＞０，ｙ＞０，
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所以 １０－２ｘ＞０，所以０＜ｘ＜５．
又 ｘ、ｙ为三角形边长，
所以有ｘ＋ｘ＞ｙ，即２ｘ＞１０－２ｘ，
所以 ｘ＞２５ 故２５＜ｘ＜５．
（３）由２５＜ｘ＜５，
得 ５＜２ｘ＜１０，
所以 －１０＜－２ｘ＜－５．
所以 ０＜１０－２ｘ＜５．
所以ｙ的取值范围是０＜ｙ＜５．
激活思维 本题考查几何量间函数关系式的建立，应注意等腰三角形

性质的应用．在确定自变量取值范围时，易忽视了三角形两边之和大于第三
边这一制约条件，从而扩大自变量ｘ的取值范围．关于函数值的范围的确
定，本例采取了拼凑法，即从２５＜ｘ＜５出发，运用不等式性质凑成．
同类变式 已知等腰三角形周长为２０ｃｍ，（１）写出底边长ｙ与腰长ｘ

之间的函数关系式；（２）指出自变量取值范围；（３）求函数ｙ的取值范围．
解 （１）ｙ＝２０－２ｘ；

（２）由题设知
ｙ＞０，

２ｘ＞ｙ｛ ．
即

－２ｘ＋２０＞０，

２ｘ＞－２ｘ＋２０｛ ．

解得
ｘ＜１０，

ｘ＞５｛ ．
所以ｘ的范围是５ｃｍ＜ｘ＜１０ｃｍ．

（３）因为５＜ｘ＜１０，所以１０＜２ｘ＜２０，

－２０＜－２ｘ＜－１０，０＜２０－２ｘ＜１０．
因此 ０＜ｙ＜１０（ｃｍ）．
思维拓展 已知铁丝的密度是７８ｇ／ｃｍ３，直径为ｄｃｍ，铁丝的质量为

ｍｇ，长度是ｌｃｍ，求ｌ与ｍ 之间的函数关系．
解 由物理公式知 ｍ＝７８Ｖ．

其中 Ｖ＝π· ｄ（ ）２
２
·ｌ＝πｄ２ｌ

４ ．

所以 ｍ＝７８·πｄ
２ｌ
４ ＝１９５πｄ２ｌ．

所以 ｌ＝ ｍ
１９５πｄ２，这即是ｌ与ｍ 之间的函数关系，其中ｍ 是自变量，

ｌ是ｍ 的函数，自变量ｍ 的取值范围是ｍ≥０．

【例５】 已知函数ｙ＝ｍ２－６ｍ＋１
４ｘ
，当ｘ＝２时，ｙ＝－１．（１）确定此函
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数；（２）当ｘ＝１
２
时，ｙ的值．

思维技巧 本题考查函数式的确定和函数值的求法．解题关键是函数
定义的应用，其中，（１）实际是解方程，（２）实际是求代数式的值．
解 （１）当ｘ＝２，ｙ＝－１时，有

－１＝ｍ２－６ｍ＋１
４×２

，即ｍ２－６ｍ＋９＝０，

所以（ｍ－３）２＝０，所以ｍ＝３．

把ｍ＝３代入ｙ＝ｍ２－６ｍ＋１
４ｘ
，得

ｙ＝－２
ｘ
，自变量取值范围是ｘ≠０的全体实数．

（２）当ｘ＝１
２
时，ｙ＝－２

１
２

＝－４．

答 （１）此函数关系式为ｙ＝－２
ｘ
（ｘ≠０）；

（２）当ｘ＝１
２
时，ｙ的值是－４．

激活思维 已知自变量与它的函数间的某些对应值，求它的解析式，采

取先设出式子中的未知系数，再根据条件求出未知系数，从而写出这个式子

的方法叫待定系数法．

同类变式 已知函数ｙ＝２ｘ２＋５ｘ－３，求当ｘ＝槡５－１
２
时的函数值．

解法一 当ｘ＝槡５－１
２
时，

ｙ＝２× 槡５－１（ ）２

２

＋５×槡５－１
２ －３＝ 槡６－２ ５

２ ＋５（槡５－１）
２ －６

２

＝ 槡３ ５－５
２ ．

解法二 当ｘ＝槡５－１
２
时，ｘ２＋ｘ－１＝０，则

ｙ＝２（ｘ２＋ｘ－１）＋３ｘ－１＝ 槡３ ５－５
２ ．

思维拓展 已知ｙ＝２ｘ＋４
ｘ－３
，求：（１）当ｘ取１，－１，槡３时的函数值．

（２）当ｙ＝－１
３
，１
３
，－２时的ｘ的值．
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解 （１）当ｘ＝１时，ｙ＝２×１＋４
１－３ ＝－３；

当ｘ＝－１时，ｙ＝２×（－１）＋４
（－１）－３ ＝－１

２
；

当ｘ 槡＝ ３时，ｙ＝ 槡２ ３＋４
槡３－３

＝－ 槡９＋５ ３
３ ．

（２）当ｙ＝－１
３
时，２ｘ＋４

ｘ－３＝－１
３
，解得ｘ＝－９

７
；

当ｙ＝１
３
时，２ｘ＋４

ｘ－３＝１
３
，解得ｘ＝－３；

当ｙ＝－２时，２ｘ＋４
ｘ－３＝－２，解得ｘ＝１

２．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）设在一个变化过程中有两个变量ｘ和ｙ，如果对于ｘ的每一个确定
的值，ｙ都有唯一的值与它对应，则说 是自变量 的函数．

（２）圆面积Ｓ与直径Ｄ之间的关系是Ｓ＝１
４πＤ２，其中变量是 ，

常量是 ．

（３）（汕头市、随州市，２００３）已知函数ｙ＝ １
ｘ２－４
，自变量ｘ的取值范围

是 ．
（４）（海南省、贵阳市）函数ｙ＝ ｘ槡 －２中自变量的取值范围是 ．

（５）（山西省，２００３）函数ｙ＝ ｘ槡 ＋３
｜ｘ｜＋２
中的自变量ｘ的取值范围是

．

（６）（河南省，２００３）函数ｙ＝ ｘ槡 ＋４＋ １
ｘ槡 ＋３
的自变量ｘ的取值范围

是 ．
（７）（金华市，２００２）某中学要在校园内划出一块面积是１００ｍ２的矩形

土地做花圃，设这个矩形的相邻两边的长分别为ｘｍ和ｙｍ，那么ｙ关于ｘ
的函数解析式是 ．
（８）（浙江省丽水，２００２）我国是一个严重缺水国家，大家应倍加珍惜水
资源，节约用水．据测试，拧不紧的水龙头每秒钟会滴下２滴水，每滴水约
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００５ｍＬ，小明同学在洗手时，没有把水龙头拧紧，当小明离开ｘｈ后水龙头
滴了ｙｍＬ水，试写出ｙ关于ｘ的函数关系式 ．
（９）（云南曲靖，２００２）公民的月收入超过１０００元时，超过部分须依法缴
纳个人所得税，当超过部分在５００元以内（含５００元）时税率为５％，那么公
民每月所纳税款ｙ（元）与月收入ｘ（元）之间的函数关系式是 ，自变量

取值范围是 ，某人月收入为１３６０元，则该人每月应纳税 元．
（１０）（广西，２００１）观察下列各正方形图案，每条边上有ｎ（ｎ≥２）个圆
点，每个图案中圆点的总数是Ｓ．

图１３－１９
ｎ＝２，Ｓ＝４ ｎ＝３，Ｓ＝８ ｎ＝４，Ｓ＝１２
按此规律推断出Ｓ与ｎ的关系式为 ．

（１１）当ｘ＝１
２
时，函数ｙ＝ ４ｘ槡 ＋２２的函数值是

（１２）已知函数ｙ＝ｘ２＋２ｘ－２，当ｘ＝ １
槡２－１
时函数值为

２选择题

（１）（安徽省，２００３）函数ｙ＝ ｘ
１－ｘ
中自变量ｘ的取值范围是（ ）

Ａｘ≠０ Ｂｘ≠１
Ｃｘ＞１ Ｄｘ＜１且ｘ≠０
（２）（四川省，２００３）函数ｙ＝－ ２ｘ槡 －１的自变量ｘ 的取值范围
是（ ）

Ａｘ≥１
２ Ｂｘ＜１

２ Ｃｘ≠１
２ Ｄｘ≤１

２
（３）（兰州市，２００３）函数ｙ＝ ｘ

ｘ槡 ＋５
中自变量ｘ的取值范围是（ ）

Ａｘ＞５ Ｂｘ＞－５或ｘ≠０
Ｃｘ≥－５ Ｄｘ≥－５且ｘ≠０
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（４）（南通市，２００３）函数ｙ＝ ｘ槡 ＋１
ｘ
中，自变量ｘ的取值范围是（ ）

Ａｘ≥－１ Ｂｘ＞０
Ｃｘ＞－１，且ｘ≠０ Ｄｘ≥－１，且ｘ≠０
（５）（北京市海淀区，２００２）根据图１３－２０所示的程序计算函数值，若输

入的ｘ值为３２
，则输出的结果为（ ）

Ａ ７
２ Ｂ ９

４ Ｃ １
２ Ｄ ９

２

图１３－２０

（６）（北京市石景山区，２００１）在函数ｙ＝ ｘ
ｘ槡 －２－１

中，自变量ｘ的取值

范围是（ ）

Ａｘ＞２ Ｂｘ≥２
Ｃｘ＞２且ｘ≠３ Ｄｘ≥２且ｘ≠３
（７）（四川省，２００１）下列函数中，自变量ｘ的取值范围选取错误的是

（ ）

Ａｙ＝２ｘ２中，ｘ取全体实数

Ｂｙ＝ １
ｘ＋１
中，ｘ取ｘ≠－１的实数

Ｃｙ＝ ｘ槡 －２中，ｘ取ｘ≥２的实数

Ｄｙ＝ １
ｘ槡 ＋３
中，ｘ取ｘ≥－３的实数

（８）若函数ｙ＝ １
ｘ２＋２ｘ＋Ｃ

的自变量ｘ取值范围是一切实数，则Ｃ的
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取值范围是（ ）

ＡＣ＞１ ＢＣ＝１ ＣＣ＜１ ＤＣ≤１
（９）（镇江市，２００１）函数ｙ＝ ｘ槡 －２＋ ５－槡 ｘ的自变量ｘ的取值范围
在数轴上表示应为（ ）

图１３－２１
（１０）下列说法不正确的是（ ）

Ａ函数Ｖ＝４
３πｒ３中，４

３
是常量，ｒ是自变量，Ｖ是πｒ的函数

Ｂ代数式４３πｒ３是它所含字母ｒ的函数

Ｃ公式Ｖ＝４
３πｒ３可以看做球的体积是球的半径的函数

Ｄ函数Ｖ＝４
３πｒ３，当ｒ＝０时，Ｖ＝０

（１１）下列函数中，与ｙ＝ｘ表示同一个函数的是（ ）

Ａｙ＝ｘ２

ｘ Ｂｙ＝ ｘ槡 ２

Ｃｙ＝（槡ｘ）２ Ｄｙ＝
３
ｘ槡 ３

（１２）已知函数（ｘ－３）（ｙ＋２）＝－３，用ｙ表示ｘ的函数是（ ）

Ａｘ＝－３（ｙ＋１）
ｙ＋２
（ｙ≠－２） Ｂｘ＝３（ｙ－１）

ｙ＋２
（ｙ≠－２）

Ｃｘ＝３·ｙ＋１
ｙ＋２
（ｙ≠－２） Ｄｘ＝３ｙ＋９

ｙ＋２
（ｙ≠－２）

（１３）已知函数ｙ＝２ｘ－１
ｘ＋２
，当ｘ＝ｍ时的函数值为１，则ｍ的值为（ ）

Ａ１ Ｂ３ Ｃ －３ Ｄ －１

３已知函数ｙ＝ ｋ
ｘ＋１
，且当ｘ＝－２时，ｙ＝－３，（１）求ｋ的值；（２）当ｘ
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＝１
２
时，求ｙ的值．

４已知函数ｙ＝ ５－槡 ｘ＋４ｘ
ｘ－５．（１）求自变量ｘ的取值范围；（２）求当

ｘ＝１时的函数值．

５已知ｙ＝ｙ１－ｙ２，ｙ１＝
ｋ１

ｘ＋１
（ｋ１≠０），ｙ２＝ｋ２（ｘ－２）（ｋ２≠０），且当ｘ

＝１时，ｙ＝－１；当ｘ＝－２时，ｙ＝８．（１）求ｙ与ｘ之间的函数关系式；（２）
当ｙ＝－２时，求ｘ的值．

６在边长为１２ｃｍ的正方形铁皮上，以正方形一边上的某条线段长为直
径，剪下一个半圆，写出剩余面积Ｓ（ｃｍ２）和半圆的半径Ｒ（ｃｍ）之间的关系．

７（泰州市，２００２）为了加强公民的节水意识，某市制定了如下用水收费
标准：每户每月的用水不超过１０ｔ时，水价为每吨１２元；超过１０ｔ时，超过
的部分按每吨１８元收费．该市某户居民５月份用水ｘｔ（ｘ＞１０），应交水费

ｙ元，求ｙ关于ｘ的函数关系式．

探究能力测试

８（济南市，２００１）某商店售货时，在进价的基础上加一定利润．其数量

ｘ与售价ｙ如下表所示，请你根据表中所提供的信息，列出售价ｙ与数量ｘ
的函数关系式，并求出当数量是２５ｋｇ时的售价是多少元？

数量ｘ（ｋｇ） １ ２ ３ ４ ５ ⋯

售价ｙ（元） ８＋０４ １６＋０８ ２４＋１２ ３２＋１６ ４０＋２０ ⋯

９（新疆，２００１）某同学将父母给的零用钱按每月相等的数额存放在储
蓄盒内，准备捐给希望工程，盒内原有４０元，２个月后盒内有８０元．
（１）求盒内钱数ｙ（元）与存钱月数ｘ之间的函数关系式（不要求写出ｘ
的取值范围）；

（２）按上述方法，该同学几个月能存够２００元．
１０已知池中有６００ｍ３的水，每小时抽５０ｍ３．
（１）写出剩余水的体积Ｑ（ｍ３）与时间ｔ（ｈ）之间的函数关系式；
（２）求出自变量ｔ的取值范围；
（３）８ｈ后，池中还有多少水；
（４）几小时后，池中还有１００ｍ３的水？
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１３．３ 函数的图象

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 理解函数图象的概念，已知函数解析式，用描点

法画其图象．
难点 较复杂的函数图象的画法，关键是善于找特殊点，描绘图象的主

要特征．
探究点 掌握函数的三种表示方法，近年来中考数学中出现了不少“图

文信息”新型试题，即运用图景、图象、图表及一定的文字说明提供文字的情

景，通过对图表的解读、分析和判断，弄清所研究的对象和隐含的数量关系，

然后再根据图象、图表的特征及相关知识解决贴近社会、贴近学生、贴近生

活的实际应用问题．这类题已由最初的一维图表（单图象、单图表）形式向二
维图表（双图象、双图表、单图象＋单图表）形式发展．既考查数形结合的思
想方法、抽象思维能力和阅读、观察、归纳等综合分析能力，又有助于活跃

思维．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
由于函数的图象是数形结合的具体体现，画函数的

图象和利用函数图象解决相关问题，体现了数形结合的

思想方法．形成数形结合解决问题的能力是学好本节的一个关键，中考数学
中出现了越来越多的贴近社会、贴近学生、贴近生活的、形式多样的图文信

息题．读图识表是前提，弄清图象、图表所描述的内容，仔细分析图象、图表
中各相关量的变化规律及大小关系，以及它们之间的内在联系又是一个关

键．解决这类问题，往往需要善于逆向思维、善于“建模”并注意分类思想的
运用．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 某校办工厂现在年产值是１５万元，计划今后
每年增加２万元．（１）写出年产值ｙ（万元）与年数ｘ之

间的函数关系式；（２）画出函数的图象；（３）求５年后的产值．
思维技巧 本题考查求函数解析式、求函数值和画函数的图象．在求函

数解析式时，依据解析式，列表、描点、连线画出函数图象；画图象时，应注意

自变量取值范围，特别是画实际问题的函数图象时，一定不能忽视自变量的

实际意义．
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解 （１）函数关系式为ｙ＝１５＋２ｘ（ｘ≥０）；

（２）列表：
ｘ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

ｙ＝１５＋２ｘ １５ １７ １９ ２１ ２３ ２５ ２７

描点连线，得出函数图象如图１３－２２．
（３）当ｘ＝５时，ｙ＝１５＋２×５＝２５．
所以 ５年后的产值是２５万元．
注：求５年后的产值，也可以从函数图象上观察到ｘ＝５时，ｙ＝２５．

图１３－２２
激活思维 此例题三个小题的解答过程体现了函数的三种表示方法

（解析法、列表法、图象法）之间的联系及其优缺点．根据函数的解析式画出
图象，通过读图，解决有关的实际问题．需要特别强调的是，画实际问题的函
数图象时，一定要注意问题的实际意义．掌握函数图象的画法是形成数形结
合思想的基础．

同类变式 设Ｕ＝ｘ＋１，ｙ＝Ｕ
２
，（１）当ｘ＝１时，分别求出Ｕ、ｙ的值；

（２）当ｙ＝－５时，分别求Ｕ、ｘ的值；（３）ｙ是不是ｘ的函数？若是，写出ｙ
与ｘ之间的函数关系式，并画出这个函数的图象．

解 （１）当ｘ＝１时，Ｕ＝１＋１＝２，ｙ＝２
２＝１；

黄 冈 兵 法

１４９

初

三

代

数



（２）当ｙ＝－５时，－５＝Ｕ
２
；

所以 Ｕ＝－１０，－１０＝ｘ＋１，所以 ｘ＝－１１；

（３）因为 ｙ＝Ｕ
２
，又Ｕ＝ｘ＋１，

所以 ｙ＝ｘ＋１
２ ＝１

２ｘ＋１
２
，ｙ是ｘ的函数．列表：

ｘ －４ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

ｙ －３
２ －１ －１

２ ０ １
２ １ ３

２ ２

描点、连线得图１３－２３．

图１３－２３

思维拓展 （１）用描点法在同一坐标系中画出ｙ＝ｘ与ｙ＝４
ｘ
的图象；

（２）求出两图象的交点坐标，并利用图象加以检验．
解 （１）分别列表：

ｘ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

ｙ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

ｘ －４ －３ －２ －１ １ ２ ３ ４

ｙ＝４
ｘ －１ －４

３ －２ －４ ４ ２ ４
３ １
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分别描点、连线（如图１３－２４）．

图１３－２４

（２）联立方程组
ｙ＝ｘ，

ｙ＝４
ｘ

烅
烄

烆 ．

解得
ｘ１＝２，

ｙ１＝２
｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ２＝－２｛ ．
所以 两函数图象的交点坐标为（２，２）和（－２，－２）．从图象上也可看

出，ｙ＝ｘ和ｙ＝４
ｘ
的图象都经过（２，２）和（－２，－２）．

【例２】 （南平市，２００２）某机动车出发前油箱内有油４２Ｌ，行驶若干小
时后，途中在加油站加油若干升．油箱中余油量Ｑ（Ｌ）与行驶时行ｔ（ｈ）之间
的函数关系如图１３－２５所示，根据下图回答问题：

图１３－２５
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（１）机动车行驶几小时后加油？答： ｈ
（２）加油前油箱余油量Ｑ 与行驶时间ｔ的函数关系式是 ；此函

数自变量ｔ的取值范围是 ；

（３）中途加油 Ｌ；
（４）如果加油站距目的地还有２３０ｋｍ，车速为４０ｋｍ／ｈ，要到达目的地，
油箱中的油是否够用？请说明理由．
思维技巧 通过图象提供信息、收集处理信息，并且解决实际问题的题

目，近几年中考当中出现越来越多，是提高综合素质能力的体现．读懂图，理
解其题意尤为重要．
解 （１）从图象上看机动车行驶５ｈ后加油．
（２）由图象知，行驶５ｈ，耗油４２－１２＝３０（Ｌ），平均每小时耗油６（Ｌ）．
所以Ｑ和ｔ的关系式为Ｑ＝４２－６ｔ，其中０≤ｔ≤５．
（３）中途加油３６－１２＝２４（Ｌ）．

（４）因为加油后油箱里的油可供行驶１１－５＝６（ｈ）或３６６＝６（ｈ）．
所以剩下的油可行驶６×４０＝２４０（ｋｍ），
因为２４０＞２３０，所以油箱中的油够用．
激活思维 由阅读图象来获得信息，并利用信息解决有关问题，其题目

形式多样，灵活，取材广泛．既考查了数学思想方法（数形结合思想），又考查
了阅读、观察比较、分析和处理信息的综合能力．一改以前形式单一，缺少情
景数学题的弊端．
同类变式 １．（江苏省盐城市，２００１）新中国成立后，社会安定，我国人

口数量逐年增加，人均资源不足的矛盾日益突出，为实施可持续发展战略，

我国把实行计划生育作为一项基本国策．如图１３－２６是我国人口数量增长
图，试根据图象信息，回答下列问题：

（１）１９５０年到１９９０年我国人口增加了 亿，２０００年我国人口数量
为 亿；

（２）实行计划生育政策前我国人口平均每５年增长１０％，由于实行了
计划生育，我国从１９９０年到２０００年这十年间就少出生了 亿人；

（３）１９９０年到２０００年这十年间，我国人口平均每５年的增长率约是多少？
（以下数据供参考：１．１２＝１．２１，１．０８７２＝１．１８２）
解 （１）由图象观察知５．６，１３；
（２）１１（１＋１０％）２－１３＝０．３１；
（３）设平均每５年的增长率为ｘ，
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图１３－２６
依题意，得１１（１＋ｘ）２＝１３，
解得 ｘ１＝０．０８７，ｘ２＝－２．０８７（舍去）．
答：略．
２．（潍坊市，２０００）２０００年３月２１日出版的《南方周末》报上刊登一幅

××市自来水公司年度利润表（如图１３－２７），观察该图表知，下列四个说法
中错误的是（ ）

图１３－２７
Ａ．１９９６年的利润比１９９５年的利润增长－２１４５．３３万元

Ｂ．１９９７年的利润比１９９６年的利润增长５６７９．０３万元
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Ｃ．１９９８年的利润比１９９７年的利润增长３１５．５７万元

Ｄ．１９９９年的利润比１９９８年的利润增长－７７０６．７７万元
答：选Ｄ

【例３】 （１）已知点Ａ ４
２５
，（ ）ｂ 在函数ｙ＝５ｘ－ ５－槡 ｘ的图象上．求ｂ

的值．
（２）已知点Ｂ（４，２）在函数ｙ＝２ｘ＋ｂ的图象上，试判断点Ｃ（－２，３）是
否在此函数的图象上．
思维技巧 若点在函数的图象上，则点的坐标满足方程（函数关系式）；

反之，若点的坐标满足方程（函数关系式），则点在函数的图象上．据此，可分
别以Ａ、Ｂ的坐标代替相应函数表达式中的ｘ、ｙ，通过方程求出ｂ值，然后，
以Ｃ的坐标代替ｙ＝２ｘ＋ｂ中的ｘ、ｙ，以检验等式是否成立．

解 （１）因为点Ａ ４
２５
，（ ）ｂ 在函数ｙ＝５ｘ－ ５－槡 ｘ的图象上，

所以ｂ＝５×４
２５－ ５－４槡 ２５＝４

５－１１
５＝－７

５．
（２）因为点Ｂ（４，２）在函数ｙ＝２ｘ＋ｂ的图象上，
所以当ｘ＝４时，ｙ＝２，即２＝２×４＋ｂ，
解得ｂ＝－６．
所以函数关系式为ｙ＝２ｘ－６．
又因为当ｘ＝－２时，ｙ＝２×（－２）－６＝－１０≠３，
所以点Ｃ（－２，３）不在此函数的图象上．
激活思维 解答此题运用了“点在图象上”“点的坐标满足函数解析

式”这一基本思想，体现了数与形的统一性与和谐美，这类题有助于促进学

生的双向思维．
同类变式 若点Ｐ（２，７）在函数ｙ＝ａｘ２＋ｂ的图象上，且当ｘ 槡＝－ ３

时，ｙ＝５．

（１）求ａ，ｂ的值；（２）如果点 １
２
，（ ）ｍ 和点（ｎ，７）也在函数的图象上，

求ｍ，ｎ的值．
解 （１）因为 点Ｐ（２，７）在函数ｙ＝ａｘ２＋ｂ的图象上，
所以 ７＝４ａ＋ｂ．同理５＝（ 槡－ ３）２ａ＋ｂ．
所以 ａ＝２，ｂ＝－１． 所以 ｙ＝２ｘ２－１．

（２）依题意，有
ｍ＝２×（ ）１２

２
－１，

７＝２ｎ２
烅
烄

烆 －１
所以

ｍ＝－１
２
，

ｎ＝±２
烅
烄

烆 ．
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思维拓展 求函数ｙ＝ｘ２＋ｘ－２与ｙ＝３ｘ＋１的图象的交点坐标．
解 将两个解析式方程联立，组成方程组

ｙ＝ｘ２＋ｘ－２，

ｙ＝３ｘ＋１｛ ，
解得

ｘ１＝－１，

ｙ１＝－２｛ ，

ｘ２＝３，

ｙ２＝１０
｛ ．

所以函数ｙ＝ｘ２＋ｘ－２与函数ｙ＝３ｘ＋１的图象的交点坐标为
（－１，－２）和（３，１０）．
【例４】 已知某一函数的图象如图１３－２８，根据图象：
（１）确定自变量ｘ的取值范围；

图１３－２８
（２）求当ｘ＝０，－３时，ｙ的对应值；
（３）求当ｙ＝０，３时，对应的ｘ的值；
（４）当ｘ为何值时，函数值ｙ最大？
（５）当ｘ为何值时，函数值ｙ最小？
（６）当ｙ随ｘ的增大而增大时，求相应的ｘ的值在什么范围内？
（７）当ｙ随ｘ的增大而减小时，求相应的ｘ的值在什么范围内？
思维技巧 此题是单图象的信息题，解答此题的关键是要会识图，从图

象中得到有关信息，解决有关问题．
函数图象上每一点的横坐标都是自变量ｘ的一个值，自变量ｘ的取值

范围就是图象上最左边端点Ａ的横坐标到最右边端点Ｄ的横坐标，即－３≤
ｘ≤４．函数ｙ的最大值就是图象上最高点Ｃ的纵坐标，最小值就是最低点Ｂ
的纵坐标．函数图象从左到右观察，从Ａ到Ｂ呈“下降”状，这时ｙ随ｘ的增
大而减小；从Ｂ到Ｃ呈“上升”状，这时ｙ随ｘ的增大而增大；从Ｃ到Ｄ又呈
“下降”状，这时ｙ随ｘ的增大而减小．
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解 （１）自变量ｘ的值范围是－３≤ｘ≤４；
（２）当ｘ＝０时，ｙ＝－３．３，当ｘ＝－３时，ｙ＝１；
（３）当ｙ＝０时，ｘ＝－２．５，－１．４和４，当ｙ＝３时，ｘ＝－０．３，２．１；
（４）当ｘ＝１时，ｙ的值最大，此时ｙ＝４；
（５）当ｘ＝－２时，ｙ的值最小，此时ｙ＝－２；
（６）当ｙ随ｘ的增大而增大时，相应的ｘ的值在－２＜ｘ＜１内；
（７）当ｙ随ｘ的增大而减小时，相应的ｘ的值在－３＜ｘ＜－２或

１＜ｘ＜４内．
激活思维 借助于图象语言来解决问题，直观、形象、简捷，且利用图象

观察的数值往往是近似值，因此，正确画出函数图象和准确识图至关重要．
同类变式 已知函数ｙ＝３ｘ－２，求：
（１）函数图象与ｘ轴、ｙ轴的交点坐标；
（２）当ｘ取什么值时，函数值是正数、零、负数？
解 （１）因为函数图象与ｘ轴交点既在图象上，又在ｘ轴上．
所以此交点的纵坐标为０，即ｙ＝０．

所以３ｘ－２＝０，得ｘ＝２
３．

所以函数图象与ｘ轴的交点坐标是 ２
３
，（ ）０ ．

又因为函数图象与ｙ轴的交点在ｙ轴上．
所以此交点的横坐标为０，即ｘ＝０．
所以ｙ＝３×０－２得ｙ＝－２．
所以函数图象与ｙ轴的交点是（０，－２）．

（２）函数值大于０，即ｙ＞０，从而３ｘ－２＞０，得ｘ＞２
３
；

函数值等于０，即ｙ＝０，从而３ｘ－２＝０，得ｘ＝２
３
；

函数值小于０，即ｙ＜０，从而３ｘ－２＜０，得ｘ＜２
３
；

综上，当ｘ＞２
３
时，ｙ＞０；当ｘ＝２

３
时，ｙ＝０；当ｘ＜２

３
时，ｙ＜０．

思维拓展 （江苏镇江市，２００２）甲、乙两人（甲骑自行车，乙骑摩托车）
从Ａ城出发到Ｂ城旅行，如图１３－２９表示甲、乙两人高开Ａ城的路程与时
间之间的函数图象．根据图象，你能得到关于甲、乙两人旅行的哪些信息？
答题要求：

（１）请至少提供四条信息．如由图１３－２９可知：甲比乙早出发４ｈ（或乙

名校经验 创新设计

１５６

新
教
材
同
步
学
案



比甲迟出发４ｈ）；甲离开Ａ城的路程与时间之间的函数图象是一条折线段，
说明甲做变速运动．

图１３－２９
（２）请不要再提供“（１）”中已列举的信息．
解 此题是一道开放性试题，结论不唯一．
图象提供的信息如：两城市间相距１００ｋｍ；本次旅行甲用了８ｈ；本次旅

行乙用了２ｈ；乙做匀速运动（图象是一条直线段）；甲比乙晚到２ｈ（或乙比
甲早到２ｈ）；甲途中休息了１ｈ；本次旅行甲的平均速度为１２．５ｋｍ／ｈ；本次
旅行乙的平均速度为５０ｋｍ／ｈ；甲出发约５．３ｈ后与乙相遇；
甲出发３ｈ后走了全程的一半；
乙出发１ｈ后走了全程的一半；等等．
【例５】 （辽宁省，２０００）某单位急需用车，但又不准备买车，他们准备和
一个体车主或一国有出租车公司其中的一家签订月租车合同．设汽车每月
行驶ｘｋｍ，应付给个体车主的月费用是ｙ１元，应付给出租车公司的月费用

是ｙ２元，ｙ１、ｙ２分别与ｘ之间的函数关系图象（两条射线）如图１３－３０，观
察图象回答下列问题：

（１）每月行驶的路程在什么范围内时，租国有公司的车合算？
（２）每月行驶的路程等于多少时，租两家车的费用相同？
（３）如果这个单位估计每月行驶的路程为２３００ｋｍ，那么这个单位租哪
家的车合算？

思维技巧 此题是一道图文信息题，利用函数图象解决当前市场经济

中如何租用汽车问题．形式新颖，有利于考查数学思想方法、数学应用能力
及观察比较、分析和归纳的综合能力．
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图１３－３０
解 （１）每月行驶的路程小于１５００ｋｍ时，租国有公司的车合算．
［或当０≤ｘ＜１５００ｋｍ时，租国有公司的车合算］．
（２）每月行驶的路程等于１５００ｋｍ时，租两家车的费用相同．
（３）如果每月行驶的路程为２３００ｋｍ，那么这个单位租个体车主的车
合算．
同类变式 （江苏无锡，２００１）某人从甲地出发，骑摩托车去乙地，途中

因车出现故障而停车修理，到达乙地时正好用了２ｈ．已知摩托车行驶的路
程ｓ（ｋｍ）与行驶的时间ｔ（ｈ）之间的函数关系由图１３－３１的图象ＡＢＣＤ给
出．若这辆摩托车平均每行驶１００ｋｍ的耗油量为２Ｌ，根据图中给出的信
息，从甲地到乙地，这辆摩托车共耗油 Ｌ．

图１３－３１
由图象观察得知，当１ｈ≤ｔ≤１．５ｈ，路程ｓ均为３０ｋｍ，说明摩托车在

这段时间里因出现故障而停车修理，摩托车行驶了４５ｋｍ只用１．５ｈ，所耗
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油升数不难求出．
解 ０．９
思维拓展 （苏州市，２０００）某开发区为改善居民的住房条件，每年都新

建一批住房，人均住房面积逐年增加（人均住房面积＝
该区住房总面积
该区人口总数

，单

位：ｍ２／人）．该开发区１９９７至１９９９年，每年年底人口总数和人均住房面积
的统计结果分别如下图：

图１３－３２
请根据下面两图所提供的信息解答下面的问题：

（１）该区１９９８年和１９９９年两年中，哪一年比上一年增加的住房面积
多？多增加多少万平方米？

答： 年比上一年增加的住房面积多，多增加 万平方米．
（２）由于经济发展需要，预计到２００１年底，该区人口总数将比１９９９年
底增加２万．为使到２００１年底该区人均住房面积达到１１ｍ２／人，试求２０００
年和２００１年这两年该区住房总面积年平均增长率应达到百分之几．
解 （１）１９９９，７．４
（２）设住房总面积年平均增长率应达到ｘ，则

２００（１＋ｘ）２＝１１×（２０＋２）．
解之，得ｘ１＝０．１＝１０％，ｘ２＝－２．１（舍去）．
答：２０００年和２００１年这两年该区住房总面积的年平均增长率应达到

１０％．
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综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题

（１）（北京市怀柔区，２００２）若点Ａ（ａ，３）在函数ｙ＝３
ｘ
的图象上，则ａ

的值是 ．
（２）（南京市，２００２）点Ａ（１，ｍ）在函数ｙ＝２ｘ的图象上，则点Ａ关于ｙ
轴的对称的点的坐标是 ．

（３）已知点（２，ｋ）在函数ｙ＝１
２ｘ的图象上，则ｋ＝ ．

（４）已知点（ｍ＋１，ｍ２）在函数ｙ＝ｘ２＋２ｘ的图象上，则ｍ＝ ．
（５）已知函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ的图象经过Ａ（１，－１），Ｂ（２，０）两点，则ａ＝
，ｂ＝ ．
（６）设有７个点：Ｐ１（１，１），Ｐ２（０，０），Ｐ３（－１，－１），Ｐ４（－１，１），

Ｐ５（１，－１），Ｐ６（８，槡２ ２），Ｐ７（ 槡２ ２，８），这些点中在函数ｙ＝槡ｘ的图象上的有

．

（７）函数ｙ＝１
２ｘ３＋４的图象与ｘ轴交点坐标为 ，与ｙ轴交点坐

标为 ．
（８）（无锡市，２０００）已知Ａ地在Ｂ地的正南方３ｋｍ处，甲、乙两人同时
分别从Ａ、Ｂ两地向正北方向匀速直行，他们与Ａ地的距离ｓ（ｋｍ）与所行的
时间ｔ（ｈ）之间的函数关系由图１３－３３中的ＡＣ和ＢＤ给出，当他们行了３ｈ
的时候，他们之间的距离为 （ｋｍ）．

图１３－３３
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２．选择题
（１）若函数ｙ＝ａｘ＋２的图象与函数ｙ＝ｂｘ－３的图象交于ｘ轴上某一
点，那么ａ∶ｂ的值等于（ ）

Ａ．－２
３ Ｂ．２

３ Ｃ．－３
２ Ｄ．３

２
（２）下列各点中，在函数ｙ＝１

２ｘ－１的图象的点是（ ）

Ａ．（－３，－２） Ｂ．（－４，－３）Ｃ． ２
３
，（ ）１４ Ｄ． ５，（ ）１２

（３）如果点（１，２）同时在函数ｙ＝ａｘ＋ｂ与ｙ＝ｘ－ｂ
ａ
的图象上，则有序

实数对（ａ，ｂ）为（ ）

Ａ．（－３，－１） Ｂ．（－３，１） Ｃ．（１，－３） Ｄ．（－１，３）
（４）图象经过点Ｍ（槡２，２）的函数是（ ）

Ａ．ｙ＝ｘ 槡＋ ２ Ｂ．ｙ＝｜ｘ｜ Ｃ．ｙ＝２
ｘ Ｄ．ｙ＝ｘ２

（５）铅笔每支售价０．１５元，在坐标平面上表示１支到５０支铅笔售价的
图象是（ ）

Ａ．一条直线段 Ｂ．一条直线

Ｃ．一组有限的不同点 Ｄ．以上答案都不是
（６）下列各点中，既在函数ｙ＝ｘ２－２ｘ＋３的图象上，又在函数ｙ＝ｘ＋

３
４
的图象上的点是（ ）

Ａ． １
４
，（ ）１ Ｂ． １

２
，（ ）９４ Ｃ． ３

２
，（ ）９４ Ｄ． １

２
，（ ）５４

（７）（郴州市，２００３）如图１３－３４是郴州市春季某一天的气温随时间变
化的图象，根据图象可知，在这一天中最高气温与达到最高气温的时间是

（ ）

图１３－３４
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Ａ．２５℃，１６时 Ｂ．１０℃，６时

Ｃ．２０℃，１４时 Ｄ．１５℃，１８时
（８）（重庆市，２００１）某产品的生产流水线每小时可生产１００件产品，生
产前没有产品积压．生产３ｈ后安排工人装箱，若每小时装产品１５０件，未装
箱的产品数量ｙ是时间ｔ的函数，那么，这个函数的大致图象只能是图

１３－３５中的（ ）

图１３－３５

（９）（北京市朝阳区，２００１）某中学团支部组织团员举行申奥登山活动．
他们以ａｋｍ／ｈ的速度登山，行进一段时间后队伍开始休息，由于前面山坡
变陡，休息后他们以ｂｋｍ／ｈ（０＜ｂ＜ａ）的速度继续前进，直达山顶．那么他
们登山的路程ｓ（ｋｍ）与时间ｔ（ｈ）之间的函数图象大致是图１３－３６中的
（ ）

图１３－３６

（１０）（厦门市，２００２年）张大伯出去散步，从家走了２０ｍｉｎ，到一个离家

９００ｍ的阅报亭，看了１０ｍｉｎ报纸后，用了１５ｍｉｎ返回到家，下面图象中能
表示张大伯离家时间与距离之间关系的是（ ）
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图１３－３７

３．不作函数ｙ＝－１
３ｘ２－２的图象，回答下列问题：

（１）点（－３，－５），（－３，５），（０，－２），（槡３，－３）是否在图象上；

（２）若点（ 槡－ ３，ｂ）（ａ，－５）在图象上，求ａ，ｂ的值．
４．根据画函数图象的一般步骤，画函数ｙ＝ｘ＋１的图象，并根据图象
回答：

（１）ｘ为何值时，ｙ的值为０；
（２）ｙ为何值时，ｘ的值为０；
（３）ｘ为何值时，ｙ＞０；
（４）当ｘ逐渐增大时，ｙ值有何相应变化？

５．观察图象１３－３８，回答下列问题：
（１）自变量ｘ的取值范围；
（２）函数值ｙ的取值范围；
（３）当ｘ＝０，－３时，ｙ的值；
（４）当ｙ＝０，３时，ｘ的值；
（５）当ｙ随ｘ的增大而增大时，ｘ的取值范围；
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（６）当ｙ随ｘ的增大而减小时，ｘ的取值范围．

图１３－３８
６（长沙市，２００３）如图１３－３９表示长沙市２００３年６月份某一天的气
温随时间变化的情况，请观察此图回答下列问题：

图１３－３９
（１）这天的最高气温 摄氏度；

（２）这天共有 个小时的气温在３１摄氏度以上；
（３）这天在 （时间）范围内温度在上升；

（４）请你预测一下，次日凌晨１点的气温大约是多少摄氏度？
答：
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探究能力测试

７．甲每小时走５ｋｍ，乙每小时走６ｋｍ，甲、乙二人从同地出发，甲出发

２ｈ后，乙开始追甲，设乙走的时间为ｔ（ｈ）．
（１）分别将甲、乙二人所走的路程ｓ甲、ｓ乙 表示为时间ｔ的函数关系式，
并作出图象；

（２）求乙追上甲的时间和地点，并用图象验证．

８．（三明市，２００１）如图１３－４０，是函数ｙ＝－１
２ｘ＋５的一部分图象，

利用图象回答：

（１）自变量ｘ的取值范围；
（２）当ｘ取什么值时，ｙ取最小值？最小值为多少？
（３）在（１）中ｘ的取值范围内，ｙ随ｘ的增大而怎样变化？

图１３－４０ 图１３－４１
９．（连云港市，２０００）Ａ、Ｂ两地相距５０ｋｍ，甲于某日下午１时骑自行
车从Ａ地出发驶往Ｂ地，乙也于同日下午骑摩托车从Ａ地出发驶往Ｂ地．
图中折线ＰＱＲ和线段ＭＮ分别表示甲和乙所行驶的里程ｓ与该日下午时
间ｔ之间的关系，试根据图１３－４１填空：
（１）甲出发 ｈ，乙才出发．
（２）乙行驶 ｈ就追上甲，这时两人离Ｂ地还有 ｋｍ．
１０．（青海省，２００１）填表并观察下列两个函数的变化情况：

ｘ １ ２ ３ ４ ５ ⋯

ｙ１＝１０＋２ｘ

ｙ２＝５ｘ
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（１）在同一个直角坐标系中画出这两个函数的图象，比较它们有什么
不同；

（２）预测哪一个函数值先到达１００．

１３．４ 一次函数

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 理解一次函数和正比例函数的定义，确定正比例

函数和一次函数的解析式．
难点 确定实际问题中的函数解析式，尤其是一次函数的应用．
探究点 根据实际问题中的条件，确定正比例函数和一次函数的解析

式，是考查的热点．以市场经济为背景，以一次函数为载体的综合性应用题，
由于其贴近生活、贴近社会，与方程、不等式等知识联系紧密，对学生的能力

要求较高，所以逐渐成为命题者所喜欢的题型，尤其值得重视．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
掌握正比例函数和一次函数的定义是确定其解析

式的基础．在确定一次函数解析式时，不能忽视ｋ≠０和
实际问题的条件限制．一次函数的应用题具有题材广泛、形式多样、文字长、
综合性强等特点，因此读题、读图、读表能力是解决问题的前提，通过阅读弄

清各量之间的内在联系，建立函数关系是一个关键．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径 【例１】 在ｙ＝（ｎ２－１）ｘｎ２＋ｎ－１中，当常数ｎ为何值

时，ｙ是ｘ的正比例函数？
思维技巧 本题考查正比例函数的定义：ｙ＝ｋｘ（ｋ为不等于０的常

数），通过观察、对比、归纳，要使函数为正比例函数，必须满足ｎ２－１≠０，且

ｎ２＋ｎ－１＝１，即
ｎ２－１≠０，

ｎ２＋ｎ－１＝１｛ ．
解 要使ｙ是ｘ的正比例函数，必须

ｎ２－１≠０且ｎ２＋ｎ－１＝１．
即 ｎ≠±１，且ｎ＝－２，或ｎ＝１．
由此得 ｎ＝－２．
所以当ｎ＝－２时，ｙ是ｘ的正比例函数．
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激活思维 掌握正比例函数的定义是解答此题的关键，当函数中的自

变量系数或指数含字母时，一定要注意定义中的隐含条件．

同类变式 已知ｙ＝（ｍ２－７ｍ＋１２）ｘｍ２－９ｍ＋１９，当ｍ 为何值时，ｙ是ｘ
的正比例函数？

解
ｍ２－９ｍ＋１９＝１，

ｍ２－７ｍ＋１２≠｛ ０


ｍ＝３或ｍ＝６，

ｍ≠３且ｍ≠｛ ｝４ ｍ＝６．

所以当ｍ＝６时，

ｙ＝（ｍ２－７ｍ＋１２）ｘｍ２－９ｍ＋１９是ｘ的正比例函数．

思维拓展 若函数ｙ＝（ｋ２＋２ｋ）ｘｋ２＋ｋ－１是正比例函数，求作以方程ｙ２

－１４ｋｙ＋３＋ｋ＝０两根的算术平方根为根的一元二次方程．

解 因为函数ｙ＝（ｋ２＋２ｋ）ｘｋ２＋ｋ－１是正比例函数．

所以
ｋ２＋ｋ－１＝１，

ｋ２＋２ｋ≠０｛ ，

解得ｋ＝１．
所以方程ｙ２－１４ｋｙ＋３＋ｋ＝０可化为

ｙ２－１４ｙ＋４＝０．
因为Δ＝（－１４）２－４×４＞０，
所以设方程ｙ２－１４ｙ＋４＝０两实根为ｙ１，ｙ２．由根与系数的关系知：

ｙ１＋ｙ２＝１４，ｙ１ｙ２＝４．
设所求方程的两根为ｘ１，ｘ２，

则ｘ１＋ｘ２＝ ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２＝ （ ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２）槡 ２

＝ （ｙ１＋ｙ２）＋２ ｙ１ｙ槡槡 ２ 槡槡＝ １４＋２ ４

槡＝３ ２，

ｘ１ｘ２＝ ｙ槡 １· ｙ槡 ２＝ ｙ１ｙ槡 ２ 槡＝ ４＝２．

所以所求作的一元二次方程为ｘ２ 槡－３ ２ｘ＋２＝０．
【例２】 当ｍ＝ 时，函数ｙ＝（ｍ＋３）ｘ２ｍ－１＋４ｘ－５是一次函数．
思维技巧 本题考查一次函数的定义：ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０，ｋ、ｂ为常数），

通过对比、观察、分析，对字母系数、指数进行分类讨论．
解 当２ｍ－１＝１，即ｍ＝１时，显然ｍ＋３＋４＝８≠０，此时函数为ｙ＝

８ｘ－５，符合题意；当ｍ＋３＝０时，函数为ｙ＝４ｘ－５也符合题意．
所以 ｍ＝１或ｍ＝－３．
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激活思维 本例在自变量系数、指数中都有字母ｍ，运用分类思想，通
过对字母ｍ 的讨论，可加深对一次函数定义的理解，明确正比例函数是一
次函数的特例，而一次函数却未必是正比例函数．解决这类问题，要全面考
虑，既要注意指数，又要注意系数．

同类变式 已知函数ｙ＝（ｍ－２）ｘｍ２－３＋５，当ｍ 为何值时，它是一次
函数，并求出这个一次函数解析式．

解
ｍ－２≠０，

ｍ２｛ －３＝１
时，函数ｙ＝（ｍ－２）ｘｍ２－３＋５为一次函数．

解之得ｍ＝－２．
所以当ｍ＝－２时，已知函数是一次函数，其解析式为：ｙ＝－４ｘ＋５．
思维拓展 （云南省，１９９８）当ｍ＝ 时，函数ｙ＝（ｍ＋３）ｘ２ｍ＋１＋

４ｘ－５（ｘ≠０）是一个一次函数．
解 （１）当ｍ＋３＝０即ｍ＝－３时，ｙ＝４ｘ－５；
（２）当ｍ＋３≠０时，若２ｍ＋１＝１即ｍ＝０时，ｙ＝７ｘ－５；又因ｘ≠０，

若２ｍ＋１＝０即ｍ＝－１
２
时，ｙ＝４ｘ－５

２．

所以ｍ＝－３或０或－１
２．

【例３】 已知ｙ＋ｍ 与ｘ－ｎ成正比例（其中ｍ，ｎ是常数）．（１）求证ｙ
是ｘ的一次函数；（２）如果ｘ＝－１时，ｙ＝－１５；ｘ＝７时，ｙ＝１，求这个一次
函数的解析式．
思维技巧 本题考查一次函数的定义和一次函数的解析式的求法．证

明一次函数时要紧扣定义，注意比例系数与自变量指数的讨论；求一次函数

解析式时，实际是求函数值知识的应用．
证明 （１）因为 ｙ＋ｍ 与ｘ－ｎ成正比例，
设ｙ＋ｍ＝ｋ（ｘ－ｎ）（ｋ为常数，且ｋ≠０），
整理得ｙ＝ｋｘ－（ｋｎ＋ｍ）．
因为其中ｋ，ｍ，ｎ都是常数，
所以－（ｋｎ＋ｍ）也是常数．又因为ｋ≠０，
所以ｙ是ｘ的一次函数．
解 （２）因为ｙ＝ｋｘ－（ｋｎ＋ｍ）是一次函数．
所以设ｂ＝－（ｋｎ＋ｍ）可得ｙ＝ｋｘ＋ｂ．
把ｘ＝－１，ｙ＝－１５和ｘ＝７，ｙ＝１代入上式，得
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－１５＝－ｋ＋ｂ
１＝７ｋ＋｛ ｂ

，解得ｋ＝２，ｂ＝－１３．

所以所求的解析式为ｙ＝２ｘ－１３．
激活思维 此例很好地说明了正比例函数与一次函数有着密切的联

系，利用换元法，设－（ｋｎ＋ｍ）＝ｂ，可以减少未知数的个数，根据ｘ，ｙ的两
组对应值便可求出ｋ和ｂ，从而得到解析式，而无需求出ｍ、ｎ的值；可见，换
元法可以使问题简单化，这是整体思想的运用，在证明一次函数时，要注意

比例系数不等于０．
同类变式 已知ｙ＝ｐ＋ｚ，这里ｐ是一个常数，ｚ与ｘ成正比例，且ｘ

＝２时，ｙ＝１；ｘ＝３时，ｙ＝－１．（１）写出ｙ与ｘ之间的函数关系式；（２）如果

ｘ的取值范围是１≤ｘ≤４，求ｙ的取值范围．
解 （１）因为ｚ与ｘ成正比例，
所以设ｚ＝ｋｘ（ｋ≠０且ｋ为常数），则ｙ＝ｐ＋ｋｘ．

由题意可得
２ｋ＋ｐ＝１，

３ｋ＋ｐ＝－１｛ ．
所以

ｋ＝－２，

ｐ＝５｛ ．
所以 ｙ＝－２ｘ＋５．
（２）根据１≤ｘ≤４，分别把ｘ１＝１，ｘ２＝４代入ｙ＝－２ｘ＋５中，ｙ１＝３，

ｙ２＝－３，故１≤ｘ≤４时，有－３≤ｙ≤３．
【例４】 （山西省太原市，２００１）某商场计划投入一笔资金采购一批紧俏
商品，经过市场调查发现，如果月初出售，可获利１５％，并可用本和利再投资
其他商品，到月末又可获利１０％；如果月末出售可获利３０％，但要付出仓储
费用７００元，请问根据商场的资金状况，如何购销获利较多？
思维技巧 这是一道一次函数和不等式知识在经济决策中的应用题．

通过几种方案的比较，结合商场的资金状况，确定购销方案，首先建立函数

关系，然后进行比较，还可以用作差法进行比较．
解 方法一 设商场投资ｘ元，在月初出售，到月末可获利ｙ１元；在月

末出售，可获利ｙ２元；

根据题意，得ｙ１＝１５％ｘ＋１０％（ｘ＋１５％ｘ）＝０．２６５ｘ，

ｙ２＝３０％ｘ－７００＝０．３ｘ－７００．
（１）当ｙ１＝ｙ２时，０．２６５ｘ＝０．３ｘ－７００，ｘ＝２００００；
（２）当ｙ１＜ｙ２时，０．２６５ｘ＜０．３ｘ－７００，ｘ＞２００００；
（３）当ｙ１＞ｙ２时，０．２６５ｘ＞０．３ｘ－７００，ｘ＜２００００；
方法二 由方法一知
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ｙ１＝０．２６５ｘ，ｙ２＝０．３ｘ－７００．

ｙ１－ｙ２＝０．６２５ｘ－（０．３ｘ－７００）＝－０．０３５（ｘ－２００００）．
（１）当ｘ＜２００００时，ｙ１＞ｙ２；

（２）当ｘ＝２００００时，ｙ１＝ｙ２；

（３）当ｘ＞２００００时，ｙ１＜ｙ２．
答：当商场投资为２００００元时，两种销售方式获利相同；当商场投资超

过２００００元时，第二种销售方式获利较多；当商场投资不足２００００元时，第一
种销售方式获利较多．
激活思维 在实际生产经营中，投资、获利是经营者首先关注的问题，其

方案往往有许多情况，选择最佳方案需要比较和论证．解决这类问题，首先要
针对实际问题建立合适的数学模型，函数、不等式知识，常常可作为有效的数

学模型．没有一定的分析梳理能力，很难将实际问题转化为数学问题．
同类变式 （福州市，２００２；泰州市，２０００）某移动通讯公司开设两种业

务．“全球通”：先缴５０元月租费，然后每通话１跳次，再付０．４元；“神州行”：
不缴月租费，每通话１跳次，付话费０．６元（本题的通话均指市内通话）．若设
一个月内通话ｘ跳次，两种方式的费用分别为ｙ１元和ｙ２元．
（跳次：１ｍｉｎ为１跳次，不足１ｍｉｎ按１跳次计算，如３．２ｍｉｎ为４跳次）
（１）写出ｙ１、ｙ２与ｘ之间的函数关系式；
（２）一个月通话多少跳次时，两种费用相同？
（３）某人估计一个月内通话３００跳次，应选择哪种合算？
解 （１）依题意有ｙ１＝５０＋０．４ｘ，ｙ２＝０．６ｘ．
（２）当两种费用相同时，ｙ１＝ｙ２，即５０＋０．４ｘ＝０．６ｘ，ｘ＝２５０．
（３）某人一个月估计通话３００跳次，则
“全球通”费用为ｙ１＝５０＋０．４×３００＝１７０（元），
“神州行”的费用为ｙ２＝０．６×３００＝１８０（元）．
因为ｙ１＜ｙ２，所以应选择“全球通”合算．
思维拓展 １．（鄂州市，２００２）从鄂州到武汉有新旧两条公路可走．一辆最

多可载乘客１９人的依维柯汽车在这两条公路上行驶时有关数据如下表：

路程

（ｋｍ）
耗油量

（Ｌ／１００ｋｍ）
票价

（元／人）

过路费

（元／辆）

油价

（元／Ｌ）

新路 ６０ １４ １６ ２０ ２．９
旧路 ６４ １０ １２ ５ ２．９
（说明：１Ｌ／１００ｋｍ表示汽车每行驶１００ｋｍ耗油１Ｌ）
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（１）如果用ｙ１（元）、ｙ２（元）表示汽车从鄂州到武汉分别走新路、旧路时司机

的收入，仅就上表数据求出ｙ１、ｙ２与载客人数ｘ（人）之间的函数关系式．
（２）你认为司机应选择哪条公路才能使收入较多？

解 （１）ｙ１＝１６ｘ－２０－２．９×１４×６０
１００＝１６ｘ－４４．３６，

ｙ２＝１２ｘ－５－２．９×１０×６４
１００＝１２ｘ－２３．５６．

（２）ｙ１－ｙ２＝４ｘ－２０．８．
当ｙ１－ｙ２＞０，即４ｘ－２０．８＞０时，ｘ＞５．２；
当ｙ１－ｙ２＜０，即４ｘ－２０．８＜０时，ｘ＜５．２；
因此，当人数为６人至１９人时，选择新路载客收入较多，
当人数不多于５人时，选择旧路载客收入较多．

２．（江苏省无锡市，２００１）某果品公司欲请汽车运输公司或火车货运站
将６０ｔ水果从Ａ地运到Ｂ地．已知汽车和火车从Ａ地到Ｂ地的运输路程均
为ｓｋｍ，这两家运输单位在运输过程中，除都要收取运输途中每吨每小时５
元的冷藏费外，要收取的其他费用及有关运输资料由下表给出：

运输工具 行驶速度（ｋｍ／ｈ） 运费单位（元／ｔ·ｋｍ） 装卸总费用（元）

汽车 ５０ ２ ３０００

火车 ８０ １．７ ４６２０

（１）请分别写出这两家运输单位运送这批水果所要收取的总费用ｙ１

（元）和ｙ２（元）（用含ｓ的式子表示）；
（２）为减少费用，你认为果品公司应选择哪家运输单位运送这批水果更
为合算？

（说明：“１元／ｔ·ｋｍ”表示“每吨每千米１元”）
解 （１）不妨设汽车运输公司的总费用为ｙ１，火车货运站收取的总费

用为ｙ２，则有

ｙ１＝３０００＋２×６０ｓ＋５×ｓ
５０×６０＝３０００＋１２６ｓ（元）．

ｙ２＝４６２０＋１．７×６０ｓ＋５×ｓ
８０×６０＝４６２０＋１０５．７５ｓ（元）．

（２）由ｙ１＞ｙ２，得３０００＋１２６ｓ＞４６２０＋１０５．７５ｓ．
解得ｓ＞８０．
所以当运送路程超过８０ｋｍ时，选择火车货运站运送较合算；
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当运送路程等于８０ｋｍ时，选择汽车运输公司或火车货运站运送的费
用一样；

当运送路程小于８０ｋｍ时，选择汽车运输公司运送较合算．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题

（１）已知函数ｙ＝ｍｘｍ２－ｍ－１＋ｍ２－１，当ｍ＝ 时，表示ｙ是ｘ的
正比例函数，此时函数关系式为 ；当ｍ＝ 时，表示ｙ是ｘ的一
次函数，此时函数解析式为 ．
（２）如果ｙ＝（ｍ２－１）ｘ是正比例函数，则ｍ 的取值范围是 ．
（３）某种国库券的年利率为９．１８％，则存满三年的本息和ｙ与本金ｘ
之间的函数关系式为 ．
（４）一个长１２０ｍ，宽１００ｍ的矩形场地要扩建成一个正方形场地，设
长增加ｘｍ，宽增加ｙｍ，则ｙ与ｘ的函数关系式是 ，自变量的取

值范围是 ，且ｙ是ｘ的 函数．

（５）已知ｙ＝（ｍ２－ｍ）ｘｍ２－３ｍ＋１＋ｍ－３是一次函数，则ｍ＝
．

（６）某油箱中有油２０Ｌ，油从管道中均匀流出，１００ｍｉｎ可以流尽，则油
箱中剩油量Ｑ（Ｌ）与流出时间ｔ（ｍｉｎ）之间的函数关系式是
，自变量ｔ的取值范围是 ．
（７）（西安市，２０００）弹簧挂上物体后会伸长，测得一弹簧的长度ｙ（ｃｍ）
与所挂物体的质量ｘ（ｋｇ）有下面关系：

ｘ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

ｙ １２ １２．５ １３ １３．５ １４ １４．５ １５ １５．５ １６

那么弹簧总长ｙ（ｃｍ）与所挂物体质量ｘ（ｋｇ）之间的函数关系式为

．
（８）（聊城市，２０００）某地“市话”的收费标准为：（１）通话时间在三分钟
以内（包括三分钟），话费为０．２２元；（２）通话时间超过三分钟的，超过部分
的话费按每分钟０．２２元计．在一次通话中，如果通话时间超过三分钟，那么
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话费ｙ（单位：元）与通话时间ｘ（ｘ取整数，单位ｍｉｎ）之间的函数关系式为

．
２．选择题
（１）下列函数中，正比例函数是（ ）

Ａ．ｙ＝－３ｘ Ｂ．ｙ＝－３ｘ＋３

Ｃ．ｙ＝－３ｘ２ Ｄ．ｙ＝－３
ｘ

（２）下面各题，成正比例关系的有（ ）

Ａ．人的身高与体重

Ｂ．正三角形面积与它的边长

Ｃ．买同一种练习本所需的钱数和所买的本数

Ｄ．从甲地到乙地，所用时间和行驶的速度
（３）下列各函数式，ｙ与ｘ一定成正比例函数关系的是（其中ｋ为常数）

（ ）

Ａ．ｙ＝ｘ＋ｋ Ｂ．ｙ＝ｋｘ

Ｃ．ｙ＝ ｋ２槡 ＋１·ｘ Ｄ．ｙ＝３ｘ３

（４）下列比例式中，变量ｙ与ｘ成正比例的是（ ）

Ａ．ｘ∶槡ｙ＝２∶３ Ｂ．（ｘ＋１）∶２＝ｙ∶３
Ｃ．２ｘ∶３＝３∶２ｙ Ｄ．２∶３ｘ＝３∶（－２ｙ）
（５）下列命题正确的是（ ）

Ａ．正方形面积为Ｓ，边长为ａ，则Ｓ与ａ成正比例

Ｂ．正方形面积为Ｓ，周长为ｃ，则Ｓ与ｃ成正比例

Ｃ．正方形的周长为ｃ，边长为ａ，则ｃ是ａ的正比例函数，但不是一次
函数

Ｄ．正方形的周长为ｃ，边长为ａ，则ｃ是ａ的一次函数，也是正比例
函数

（６）若函数ｙ＝（３ｍ－２）ｘ２＋（１－２ｍ）ｘ（ｍ 为常数）是正比例函数，则

ｍ 的值为（ ）

Ａ．ｍ＞２
３ Ｂ．ｍ＜１

２ Ｃ．ｍ＝２
３ Ｄ．ｍ＝１

２
（７）（北京市石景山区，２００１）据调查，苹果园地铁自行车存车处在某星
期日的存车量为４０００辆次，其中变速车存车费是每辆一次０．３０元，普通车
存车费是每辆一次０．２０元．若普通车存车数为ｘ辆次，存车费总收入为ｙ
元，则ｙ关于ｘ的函数关系式是（ ）
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Ａ．ｙ＝０．１０ｘ＋８００（０≤ｘ≤４０００）

Ｂ．ｙ＝０．１０ｘ＋１２００（０≤ｘ≤４０００）

Ｃ．ｙ＝－０．１０ｘ＋８００（０≤ｘ≤４０００）

Ｄ．ｙ＝－０．１０ｘ＋１２００（０≤ｘ≤４０００）

图１３－４２

（８）（山东省威海市，２００１）图１３－４２是温度计
的示意图，左边的刻度表示摄氏温度，右边的刻度表

示华氏温度，华氏（）温度ｙ与摄氏温度（℃）ｘ之
间的函数关系式为（ ）

Ａ．ｙ＝９
５ｘ＋３２

Ｂ．ｙ＝ｘ＋４０

Ｃ．ｙ＝５
９ｘ＋３２

Ｄ．ｙ＝９
５ｘ＋３１

３．汽车从距Ａ 站３００ｋｍ的Ｂ 处，以每小时

６０ｋｍ的速度开向Ａ 站．（１）写出开出时间ｔ（ｈ）与
汽车离Ａ站的距离ｓｋｍ之间的函数关系式（ｔ是自
变量）；（２）写出自变量的取值范围；（３）汽车开出多久离Ａ站为１００ｋｍ？

４．某工人上班后用１５ｍｉｎ做准备工作，从开始上班到第一小时末共生
产了１５０个零件，依此速度生产下去，求生产零件的个数Ｑ与时间ｔ（ｈ）之间
的函数关系式（假定工作时间为８ｈ）．

５．已知ｙ１与ｘ成正比例，ｙ２是ｘ的一次函数，设ｙ＝ｙ１＋ｙ２，当ｘ＝３
时，ｙ＝９；当ｘ＝４时，ｙ＝１．求ｙ与ｘ的函数关系式．

６．某水果批发市场规定，批发苹果不少于１００ｋｇ时，批发价为

２．５元／ｋｇ；小王携带现金３０００元到该市场采购苹果，并以批发价买进．若购
得苹果ｘｋｇ，付款后的剩余金额为ｙ元，试写出ｙ与ｘ之间的函数关系式，
并指出自变量的取值范围．

７．某辆摩托车的油箱可装汽油１０Ｌ，原装有汽油２Ｌ，现再加汽油ｘＬ．
（１）若每升汽油２．３元，求出油箱内的汽油总价ｙ与ｘ之间的函数关系
式，写出ｘ的取值范围；
（２）该摩托车上坡每升汽油可行驶ａｋｍ，下坡每升汽油可行驶ｂｋｍ，
若加满油上坡行驶ｓｋｍ后，按原路返回原地（中途不加汽油），ｓ的最大值是
多少？
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探究能力测试

８．（绍兴，２００２）某学校需刻录一批电脑光盘，若电脑公司刻录，每张需

８元（包括空白光盘费）；若学校自刻，除租用刻录机需１２０元外，每张还需成
本４元（包括空白光盘费）．问刻录这批电脑光盘，到电脑公司刻录费用省，
还是自刻费用省？请说明理由．

９．（陕西省，２００３）为了学生的身体健康，学校课桌、凳的高度都是按一
定的关系科学设计的．小明对学校所添置的一批课桌、凳进行观察研究．于
是，他测量了一套课桌与凳子相对应的四档高度，得到如下数据：

高度

档次 第一档 第二档 第三档 第四档

凳高ｘ（ｃｍ） ３７．０ ４０．０ ４２．０ ４５．０

桌高ｙ（ｃｍ） ７０．０ ７４．８ ７８．０ ８２．８

（１）小明经过对数据探究，发现：桌高ｙ是凳高ｘ的一次函数，请你求出
这个一次函数的关系式；（不要求写出ｘ的取值范围）
（２）小明回家后，测量了家里的写字台和凳子，写字台的高度为７７ｃｍ，
凳子的高度为４３．５ｃｍ，请你判断它们是否配套；说明理由．

１０（郴州市，２００３）某市宽带上网的收费有流量方式（按在网上所接收
和发送的信息量收费）、时长方式（按在网上的时间收费）等几种不同的方

式．其中流量方式的收费标准是：基本月租费７５元，赠送９００Ｍ流量（即每
月流量在９００Ｍ以内的不再收费）．超过９００Ｍ的，超过部分按流量分段收
费，具体规定为：流量不超过４００Ｍ时，每兆收费ａ元；超过４００Ｍ时，不超
过部分每兆收费ａ元，超过部分每兆收费ｃ元．（兆（Ｍ）是信息量的计量单
位）某单位今年４、５月份上网的流量和费用如下表：

月 份 流量（Ｍ） 费用（元）

４ １２００ １３５

５ １４００ １６５

（１）求ａ、ｃ的值；
（２）设该单位某月上网的流量为ｘ（Ｍ），费用为ｙ（元），写出流量超过

１３００Ｍ时，ｙ与ｘ之是的函数关系式．
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１３．５ 一次函数的图象和性质

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 一次函数的图象和性质及待定系数法．
难点 一次函数性质的理解和应用．

探究点 一次函数的图象和性质一直是中考考查的热点，应用一次函

数的图象与性质解决实际问题的题目越来越多．其中大量渗透了数形结合
思想、分类思想、函数思想、方程思想等，对一次函数的图象和性质有较高的

要求．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
掌握一次函数的图象与性质是学好本节的前提，具

有一定的阅读能力、识图、识表能力和收集处理信息能

力，才能正确处理好文字与图象、图表等形式间的关系，才能学会用数学的

眼光去认识世界，用数学方法去分析周围的问题，把实际问题转化为数学

问题．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 已知一次函数ｙ＝（２ｍ＋４）ｘ＋（３－ｎ）．求：
（１）ｍ、ｎ是什么数时，ｙ随ｘ的增大而增大；（２）ｍ、ｎ

是什么数时，函数图象与ｙ轴的交点在ｘ轴的下方；（３）ｍ，ｎ是什么数时，
函数的图象经过原点；（４）若ｍ＝－１，ｎ＝２时，求此一次函数的图象与两
个坐标轴的交点坐标；（５）若图象经过一、二、三象限，求ｍ、ｎ的取值范围．
思维技巧 形如ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０，ｋ，ｂ为常数）的函数是一次函数，它

的图象是一条直线，有了这一结论才产生了用两点法画一次函数图象的特

殊方法．一次函数的性质由两个待定字母ｋ、ｂ来决定．因此解答此题主要就
是对ｋ、ｂ的符号进行研究．
解 （１）因为ｙ随ｘ的增大而增大，所以２ｍ＋４＞０，解得ｍ＞－２．
所以当ｍ＞－２，ｎ是任何实数时，ｙ随ｘ的增大而增大．
（２）因为图象与ｙ的交点在ｘ轴的下方，

所以
２ｍ＋４≠０，

３－ｎ＜０｛ ，
解得

ｍ≠－２，

ｎ＞３｛ ．
所以当ｍ≠－２且ｎ＞３时，图象与ｙ轴的交点在ｘ轴下方．

（３）因为图象经过原点，所以
２ｍ＋４≠０，

３－ｎ＝０｛ ，
解得

ｍ≠－２，

ｎ＝３｛ ．
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所以当ｍ≠－２且ｎ＝３时，图象经过原点．
（４）把ｍ＝－１，ｎ＝２代入ｙ＝（２ｍ＋４）ｘ＋（３－ｎ）中得，ｙ＝２ｘ＋１．
令ｘ＝０，解得ｙ＝１，所以图象与ｙ轴交点为（０，１）；

令ｙ＝０，解得ｘ＝－１
２
，所以图象与ｘ轴的交点为 －１

２
，（ ）０ ．

（５）因为图象经过一、二、三象限，

所以
２ｍ＋４＞０，

３－ｎ＞０｛ ，
解得

ｍ＞－２，

ｎ＜３｛ ．
当ｍ＞－２且ｎ＜３时，图象经过一、二、三象限．
激活思维 初接触具体函数的图象，要从图象上观察函数的性质是比

较困难的，可以借助于图象作一些数、形转化的练习．对一次函数而言，牢记

ｋ、ｂ的符号是关键．
同类变式 已知一次函数ｙ＝（３－ｋ）ｘ－２ｋ２＋１８．
（１）ｋ为何值时，它的图象经过原点；
（２）ｋ为何值时，它的图象经过（０，－２）；
（３）ｋ为何值时，它的图象与ｙ轴的交点在ｘ轴的上方；
（４）ｋ为何值时，它的图象平行于直线ｙ＝－ｘ；
（５）ｋ为何值时，ｙ随ｘ的增大而减小．

解 （１）由
－２ｋ２＋１８＝０
３－ｋ≠｛ ０

ｋ＝－３，即ｋ＝－３时，直线过原点；

（２）将（０，－２）代入ｙ＝（３－ｋ）ｘ－２ｋ２＋１８，得

－２ｋ２＋１８＝－２，解得ｋ 槡＝± １０．
所以当ｋ 槡＝± １０时，直线经过点（０，－２）；
（３）当－２ｋ２＋１８＞０，即－３＜ｋ＜３时，直线与ｙ轴的交点在ｘ轴上方；

（４）由
３－ｋ＝－１
－２ｋ２＋１８≠｛ ０

ｋ＝４．

所以当ｋ＝４时，直线ｙ＝（３－ｋ）ｘ－２ｋ２＋１８与直线ｙ＝－ｘ平行．
（５）当３－ｋ＜０即ｋ＞３时，ｙ随ｘ的增大而减小．
思维拓展 一次函数ｙ＝（ｍ２－４）ｘ＋（１－ｍ）和ｙ＝（ｍ－１）ｘ＋ｍ２－

３的图象分别与ｙ轴交于点Ｐ和Ｑ，若Ｐ、Ｑ关于ｘ轴对称，则ｍ＝ ．
解 因为点Ｐ 与点Ｑ 关于ｘ轴对称，所以１－ｍ 与ｍ２－３互为相

反数．
即（１－ｍ）＋（ｍ２－３）＝０，
解得ｍ１＝－１，ｍ２＝２．
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又由一次函数的定义可知
ｍ２－４≠０，

１－ｍ≠０｛ ．
即ｍ≠±２，且ｍ≠１，

故ｍ 的值只能是－１．
【例２】 确定下列一次函数解析式．
（１）过点（０，－１）和（２，１）；

（２）图象平行于正比例函数ｙ＝１
２ｘ的图象，且过点（４，７）；

（３）图象过点Ｐ（０，－２），且与两坐标轴截得的直角三角形的面积为３．
思维技巧 确定一次函数解析式，常用待定系数法，其一般过程，可简

称为：一列，二化，三解，四还原．一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）中含有两个待定
字母ｋ、ｂ，设法建立含ｋ、ｂ的两个方程，解方程组即可．

图１３－４３

解 （１）设所求解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０），依条件有
－１＝０＋ｂ，

１＝２ｋ＋ｂ｛ ．
解得ｂ＝－１，ｋ＝１．
所以 ｙ＝ｘ－１为所求．
（２）一次函数的图象平行于正比例函数

ｙ＝１
２ｘ的图象，

所以可设一次函数的解析式为

ｙ＝１
２ｘ＋ｂ．

又因为点（４，７）在其上，所以有７＝１
２×４＋ｂ，得ｂ＝５．

故ｙ＝１
２ｘ＋５为所求．

（３）设一次函数的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，如图１３－４３，由于一次函数的
图象过点Ｐ（０，－２），得ｂ＝－２，所以这个一次
函数的解析式为ｙ＝ｋｘ－２．

令ｙ＝０，得ｘ＝２
ｋ
，则一次函数的图象和ｘ

轴交于点 ２
ｋ
，（ ）０ ．由它与两坐标轴截得的直角三

角形面积为３，得１
２×｜－２｜× ２

ｋ ＝３，得ｋ＝

±２
３．

所以这个一次函数的解析式为ｙ＝２
３ｘ－２
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或ｙ＝－２
３ｘ－２．
激活思维 待定系数法确定函数的解析式是本章的重要内容之一，应

熟练掌握，本例前两题揭示了这类问题常见的两种题型的解法，第（３）题带
有综合性，条件比较隐蔽，采用了数形结合的方法进行分析，在表示三角形

面积时，容易忽视对２
ｋ
取绝对值，而致失去一解，因此，解题时要注意思维的

严谨性．
同类变式 如图１３－４４，一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象过Ａ（２，４），

Ｂ（０，２）两点，且与ｘ轴相交于点Ｃ．
（１）求这个一次函数的解析式．
（２）求△ＡＯＣ的面积．
解 （１）将点Ａ（２，４），Ｂ（０，２）两点坐标代入ｙ＝ｋｘ＋ｂ，得

４＝２ｋ＋ｂ，

２＝ｂ｛ ，
解得

ｋ＝１，

ｂ＝２｛ ．
所以该一次函数的解析式为ｙ＝ｘ＋２．
（２）令ｙ＝０，由ｙ＝ｘ＋２求得ｘ＝－２，
所以点Ｃ的坐标为（－２，０）．
所以ＯＣ＝｜－２｜＝２．
作ＡＤ垂直ｘ轴于Ｄ，则ＡＤ＝｜ｙＡ｜＝４，

所以Ｓ△ＡＯＣ＝
１
２ＯＣ·ＡＤ＝１

２×２×４＝４．

图１３－４４ 图１３－４５
思维拓展 求直线ｙ＝３ｘ－２与直线ｙ＝２ｘ＋３及ｙ轴所围成的图形

的面积．

解 如图１３－４５，解方程组
ｙ＝３ｘ－２，

ｙ＝２ｘ＋３｛ ．
得

ｘ＝５，

ｙ＝１３｛ ．
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所以交点为Ｃ（５，１３）．
直线ｙ＝３ｘ－２与直线ｙ＝２ｘ＋３分别与ｙ轴交点为Ａ（０，－２）、

Ｂ（０，３）．
所以ＡＢ＝５，高ＣＤ＝５，所以Ｓ△ＡＢＣ＝１２．５．

图１３－４６

【例３】 如图１３－４６，已知直线ｙ＝－槡３
３ｘ＋

１与ｘ轴和ｙ轴分别交于点Ａ和点Ｂ，以ＡＢ为边
在第一象限作等边△ＡＢＣ，如果在第一象限内有

一点Ｐ ｍ，（ ）１２ ，且△ＰＡＢ的面积等于△ＡＢＣ的

面积，求ｍ 的值和点Ｃ的坐标．

思维技巧 由直线ｙ＝－槡３
３ｘ＋１，易求出Ａ、

Ｂ两点的坐标，进而得知∠ＯＡＢ＝３０°，又△ＡＢＣ
为等边三角形，利用三角函数知识解直角三角形求解，或由Ｓ△ＡＢＰ＝Ｓ△ＡＢＣ，

可知点Ｐ在过点Ｃ且与直线ＡＢ平行的直线上，先求出Ｃ点坐标，再求直线

ＰＣ的解析式，最后代入求值．

解法一 由ｙ＝－槡３
３ｘ＋１知Ａ（槡３，０），Ｂ（０，１），

ＡＢ＝ （槡３）２＋１槡 ２＝２，

所以Ｓ△ＡＰＢ＝Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＡＢ·ＡＣ·ｓｉｎ６０°＝１

２×２×２×槡３
２ 槡＝ ３．

连结ＯＰ，则Ｓ△ＡＰＢ＝Ｓ△ＰＯＢ＋Ｓ△ＰＯＡ－Ｓ△ＡＯＢ

即槡３＝１
２×１·ｍ＋１

２×１
２ 槡× ３－１

２ 槡× ３×１，

解得ｍ＝ 槡５ ３
２ ．

又因为 ＯＢ＝１，ＡＢ＝２，ＯＢ＝１
２ＡＢ，

所以∠ＢＡＯ＝３０°，而∠ＢＡＣ＝６０°，所以∠ＣＡＯ＝９０°，
所以点Ｃ坐标是（槡３，２）．
解法二 因为 Ｓ△ＡＢＰ＝Ｓ△ＢＡＣ，可知点Ｐ在过点Ｃ且与直线ＡＢ平行

的直线上．
因为Ａ（槡３，０），Ｂ（０，１）．
又因为ＯＡ 槡＝ ３，ＯＢ＝１，ＡＢ＝２．
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易知∠ＢＡＯ＝３０°，
因为△ＡＢＣ是等边三角形，
所以△ＢＡＣ＝６０°．
因为∠ＯＡＣ＝９０°，所以Ｃ点坐标是（槡３，２）．

设直线ＰＣ的解析式为ｙ＝－槡３
３ｘ＋ｂ，把Ｃ点坐标代入得２＝－槡３

３×

槡３＋ｂ，
所以ｂ＝３．

所以直线ＰＣ的解析式是ｙ＝－槡３
３ｘ＋３．

把ｘ＝ｍ，ｙ＝１
２
代入得，ｍ＝５

２槡３．
注：本题也可直接求出ＰＣ与ｙ轴交点Ｄ的坐标是（０，３），直接写出ＰＣ

的解析式ｙ＝－槡３
３ｘ＋３．

激活思维 本例用了多种方法解决一次函数问题，解法１利用了面积
相等，建立ｍ 的方程，求出ｍ 的值；解法２利用了轨迹的思想，点Ｐ在过Ｃ
点与ＡＢ平行的直线上，先求出Ｃ点坐标，再求直线ＰＣ的解析式，最后代入
求值，对同一问题从不同角度去观察，找出不同的解决问题的方法，更能锻

炼创新思维的能力．
同类变式 （陕西咸阳市，２０００）已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）的图象

与ｘ轴交点Ａ的横坐标是槡１６的算术平方根，图象与ｙ轴交点Ｂ的纵坐标

是不等式组
５ｘ－４＞３（ｘ－４），

ｘ＋２＜｛ ０
的整数解．

（１）求该一次函数的解析式，并画出其图象；
（２）设点Ｏ是坐标原点，以Ｏ为圆心的圆的半径为ｒ，当ｒ取何值时，
直线ＡＢ与⊙Ｏ相切？
解 （１）依题意知Ａ（２，０）．

由
５ｘ－４＞３（ｘ－４）

ｘ＋２＜｛ ０
，解得－４＜ｘ＜－２，

即Ｂ（０，－３）．

所以经过Ａ（２，０），Ｂ（０，－３）两点的直线解析式为ｙ＝３
２ｘ－３．

图象略．
（２）由（１）知ＯＡ＝２，ＯＢ＝３，ＡＢ 槡＝ １３．
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过Ｏ点作ＯＣ⊥ＡＢ，

由于１
２ＡＯ·ＢＯ＝１

２ＡＢ·ＯＣ，

所以ＯＣ＝ＯＡ·ＯＢ
ＡＢ ＝ ６

槡１３
＝６
１３槡１３．

因此当ｒ＝６
１３槡１３时，直线ＡＢ与⊙Ｏ相切．

【例４】 （黑龙江省，２００２）某气象研究中心观测一场沙尘暴从发生到结
束的全过程．开始时风速平均每小时增加２ｋｍ／ｈ，４ｈ后沙尘暴经过开阔荒
漠地，风速变为平均每小时增加４ｋｍ／ｈ．一段时间，风速保持不变．当沙尘暴
遇到绿色植被区时，其风速平均每小时减１ｋｍ／ｈ，最终停止．结合风速与时
间的图象（如图１３－４７）回答下列问题：

图１３－４７
（１）在ｙ轴左侧括号内填入相应的数值；
（２）沙尘暴从发生到结束，共经过多少小时？
（３）求出当ｘ≥２５时，风速ｙ（ｋｍ／ｈ）与时间ｘ（ｈ）之间的函数关系式．
思维技巧 这是一道一次函数图象信息题．解决这类问题，要从图象提

供的已知条件中出发经过周密观察，认真分析，运用一次函数相关知识，找

到解题途径，读懂图象是解题关键．
解 （１）８，３２．

（２）由题意得３２１＝３２（ｈ），

所以２５＋３２＝５７（ｈ）．
所以沙尘暴从发生到结束共经过５７ｈ．
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（３）设所求函数解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

由图象知，该函数图象过点（２５，３２）和（５７，０）则有
２５ｋ＋ｂ＝３２，

５７ｋ＋ｂ＝０｛ ，
解之，

得ｋ＝－１，ｂ＝５７． 所以 ｙ＝－ｘ＋５７（２５≤ｘ≤５７）．
激活思维 一次函数图象信息题类型很多，内容很丰富．读出有关信

息，对观察能力、分析能力及知识的掌握都有较高的要求．而分段函数图象
的大量出现，使相关知识点增多，综合性增强，难度加大，对培养思维能力十

分有益，对学生的综合能力提出了更高要求．

图１３－４８

同类变式 （山东淄博，２００２）一家小
型放影厅的赢利额ｙ（元）同售票数ｘ之
间的关系如图１３－４８所示．保险部门规
定：超过１５０人时，要缴纳公安消防保险
费５０元．试根据关系图回答下列问题：
（１）当售票数ｘ满足０＜ｘ≤１５０元，
赢利额ｙ（元）与ｘ之间的函数关系式是

．
（２）当售票数ｘ满足１５０＜ｘ≤２００
元，赢利额ｙ（元）与ｘ之间的函数关系式
是 ．
（３）当售票数ｘ为 时，不赔不

赚；当售票数ｘ满足 时，放影厅要赔本；若放影厅要获得最大利润２００
元，此时售票数ｘ应为 ．
（４）当售票数ｘ满足 时，此时利润比ｘ＝１５０时多．
注：将结果直接填在题中横线上，不要求写解答过程．
解 （１）由图象知，当０＜ｘ≤１５０时，函数图象过点（１５０，１００），

（０，－２００），设此一次函数解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，用待定系数法不难求出ｙ＝
２ｘ－２００（０＜ｘ≤１５０的整数）．
（２）从图象观察知，函数ｙ＝ｍｘ＋ｎ经过（１５０，５０），（２００，２００）（１５０＜ｘ

≤２００的整数）

即
５０＝１５０ｍ＋ｎ，

２００＝２００ｍ＋ｎ｛ ．
解得

ｍ＝３，

ｎ＝－４００｛ ．
所以ｙ＝３ｘ－４００（１５０＜ｘ≤２００的整数）．
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（３）由图象上，在ｙ＝２ｘ－２００中，令ｙ＝０，ｘ＝１００，
所以当ｘ＝１００时，不赔不赚．
当０≤ｘ＜１００时，ｙ＜０，放影厅要赔本．
要放影厅获最大利润２００元时，ｘ＝２００．
（４）由图象知，要使利润比ｘ＝１５０时多，即１００＜ｙ≤２００，此时由ｙ＝

３ｘ－４００得１００＜３ｘ－４００≤２００，
所以１６７≤ｘ≤２００．（ｘ为整数）
【例５】 （河北省，２００１）阅读理解题
甲乙两辆汽车在一条公路上匀速行驶，为了确定汽车的位置，我们用数

轴Ｏｘ表示这条公路，原点Ｏ为零千米路标（如图１３－４９）并作如下约定：

①速度ｖ＞０，表示汽车向数轴正方向行驶；
速度ｖ＜０，表示汽车向数轴负方向行驶；
速度ｖ＝０，表示汽车静止．
②汽车位置在数轴上的坐标ｓ＞０，表示汽车位于零千米路标的右侧；
汽车位置在数轴上的坐标ｓ＜０，表示汽车位于零千米路标的左侧；
汽车位置在数轴上的坐标ｓ＝０，表示汽车恰好位于零千米路标处．
遵照上述约定，将这两辆汽车在公路上匀速行驶的情况，以一次函数图

象的形式画在了同一直角坐标系中，如图１３－５０．

图１３－４９ 图１３－５０
请解答下列问题：

（１）就这两个一次函数图象所反映的两汽车在这条公路上行驶的状况
填写如下表格．
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问 项

结
论

车

别

行驶方向
速度的大小

（ｋｍ／ｈ）
出发前的位置

甲车

乙车

（２）甲乙两车能否相遇？如能相遇，求相遇时的时刻及在公路上的位
置；如不能相遇，请说明理由．
思维技巧 此题是一道阅读理解题，文字篇幅较长，既有图象，又有表

格，仔细阅读，弄清题意，遵守约定是解题的关键．
解 （１）甲车：ｘ轴负方向（向左），４０，零千米路标右侧１９０ｋｍ处；
乙车：ｘ轴正方向（向右），５０，零千米路标左侧８０ｋｍ处．
（２）甲乙两车能相遇．

设经过ｔｈ两车相遇，由
ｓ＝－４０ｔ＋１９０，

ｓ＝５０ｔ－８０｛ ，
得

ｔ＝３，

ｓ＝７０｛ ．
所以经过３ｈ两车相遇，相遇在零千米路标右侧７０ｋｍ处．
激活思维 这是一道集文字、图象、表格于一体的阅读理解题．仔细阅

读文字，正确领会题意，正确识图，找出内在联系，方能填写表格，探究甲乙

两车相遇的“可能性”或“存在性”，需要自觉运用数形结合思想，对问题进行

分析、转化、探索和尝试．题目的情景虽较熟悉，设问也不很难，但使思维得
到了充分地暴露，体现了一次函数的图象与性质应用的广泛性．
同类变式 （广西，２００１）广西各城镇打市内电话都按时收费，并于２００１

年３月２１日起对收费办法作了调整．调整前的收费办法：以３ｍｉｎ为计时单
位（不足３ｍｉｎ按３ｍｉｎ计），每个计时收０．２元；调整后的收费方法：３ｍｉｎ
内（含３ｍｉｎ）收０．２元，以后每加１ｍｉｎ加收０．１元．
（１）根据调整后的收费办法，求电话费ｙ（元）与通话时间ｔ（ｍｉｎ）之间的
函数关系式（ｔ＞３时设ｔｍｉｎ表示正整数）．
提示：分ｔ≤３和ｔ＞３两种情况．
填空：①当ｔ≤３时，ｙ＝ ；

②当ｔ＞３时（ｔ表示正整数），ｙ＝ ．
（２）对（１），在图１３－５１中，试画出０＜ｔ≤６的函数的图象．
（３）就０＜ｔ≤６，求ｔ为何值时，调整前和调整后的电话费相同，并求出
其相应的收费ｙ（元）．
根据题意，（１）调整后的收费方法，３ｍｉｎ内（含３ｍｉｎ）收费为０．２元，超过

黄 冈 兵 法

１８５

初

三

代

数



３ｍｉｎ，收费ｙ＝０．２＋０．１（ｔ－３）．（２）由于是分段函数，画函数图象时一要注意
自变量ｔ的取值范围，二要注意ｔ在３＜ｔ≤６内取整，因此图象是几个点．

图１３－５１ 图１３－５２
（３）显然ｔ≤３时，调整前和调整后收费均为０．２元，当３＜ｔ≤６时，调整
前收费为０．４元，调整后按ｙ＝０．２＋０．１（ｔ－３）计算，即０．４＝０．２＋０．１（ｔ－３）
所以ｔ＝５．
解 （１）①０．２；②０．２＋０．１（ｔ－３）＝０．１ｔ－０．１．
（２）如图１３－５２．
（３）当ｔ≤３时，ｙ＝０．２；当ｔ＝５时，ｙ＝０．４．
思维拓展 １（十堰市，２００２）十堰市广电局与长江证券公司联合推出

广电宽带网业务，用户通过宽带网可以享受新闻点播、点击武当、影视欣赏、

股市大户室等项服务．其上网费用的方式有：方式一，每月８０元包干；方式
二，每月上网时间ｘ（ｈ）与上网费ｙ（元）的函数关系用图１３－５３中的折线段
表示；方式三，以０为起点，每小时收费１．６元，月收费不超过１２０元．若设一
用户每月上网ｘｈ，月上网总费为ｙ元．

图１３－５３

（１）根据图１３－５３，写出方式二中ｙ与

ｘ的函数关系式（０≤ｘ≤１００）；
（２）试写出方式三中，ｙ与ｘ的函数关
系式（０≤ｘ≤７５）；
（３）试问此用户每月上网６０ｈ，选用哪
种方式上网，其费用最少？

解 （１）由图可知
当０≤ｘ≤５０时，ｙ＝５８；
当５０≤ｘ≤１００时，设ｙ＝ｋｘ＋ｂ，
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因为直线过（５０，５８），（１００，１１８）两点，

所以
５８＝５０ｋ＋ｂ；

１１８＝１００ｋ＋ｂ｛ ；

所以 ｋ＝１．２，ｂ＝－２．
所以 ｙ＝１．２ｘ－２（５０≤ｘ≤１００）．
（２）当０≤ｘ≤７５时，ｙ＝１．６ｘ．
（３）当ｘ＝６０时，按方式一，其费用为８０元；按方式二，其费用为ｙ＝

１．２×６０－２＝７０元；按方式三，其费用为ｙ＝１．６×６０＝９６元．
因为９６＞８０＞７０，所以此用户应选择方式二上网，其费用最少．
２．（甘肃省，２００１）某市２０位下岗职工在近郊承包５０亩土地办农场．这
些地可种蔬菜、烟叶或小麦，种这几种农作物每亩地所需职工数和产值预测

如下：

作物品种 每亩地所需职工数 每亩地预计产值

蔬菜 １
２ １１００元

烟叶 １
３ ７５０元

小麦 １
４ ６００元

请你设计一个种植方案，使每亩地都种上农作物，２０位职工都有工作，
且使农作物预计总产值最多．
解 设种植蔬菜ｘ亩，烟叶ｙ亩，则小麦有（５０－ｘ－ｙ）亩．

依题意，有１
２ｘ＋１

３ｙ＋１
４
（５０－ｘ－ｙ）＝２０．

整理，得ｙ＝９０－３ｘ．
若设预计总产量为Ｗ，则

Ｗ ＝１１００ｘ＋７５０ｙ＋６００（５０－ｘ－ｙ）

＝５００ｘ＋１５０ｙ＋３００００．
把ｙ＝９０－３ｘ代入，得Ｗ＝４３５００＋５０ｘ
又因为 ｙ＝９０－３ｘ≥０，５０－ｘ－ｙ≥０，
所以 ２０≤ｘ≤３０，且为偶数．
由一次函数的性质可知，当ｘ＝３０时，ｙ＝０，５０－ｘ－ｙ＝２０，Ｗ最大＝

４５０００（元）．
此时种蔬菜的人数为１５人，种小麦的人数为５人．
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综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题
（１）（甘肃省，２００３）一个函数的图象过点（１，２），且ｙ随ｘ的增大而增
大，则这个函数的解析式为 （任写一个）．
（２）（兰州市，２００３）一次函数图象经过点Ｐ（２，４）、Ｑ（－１，５），则其函数
解析式为 ．
（３）（黑龙江省，２００３）已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋２，请你补充一个条件：
，使ｙ随ｘ的增大而减小．

（４）（济南市，２００３）一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的自变量的取值范围是－３≤ｘ
≤６，相应函数值的取值范围是－５≤ｙ≤－２，则这个函数的解析式为

．
（５）（天津市，２０００）若直线ｙ＝－ｘ＋ａ和直线ｙ＝ｘ＋ｂ的交点坐标为

（ｍ，８），则ａ＋ｂ＝ ．
（６）（甘肃省，２００１）长途汽车客运公司规定旅客可随身携带一定重量的
行李，如果超过规定，则需要购买行李票，行李费用ｙ（元）是行李重量ｘ（ｋｇ）
的一次函数，其图象如图１３－５４所示，则ｙ与ｘ之间的函数关系式是
，自变量ｘ的取值范围是 ．

图１３－５４ 图１３－５５
（７）（大连市，２０００）在空中，自地面算起，每升高１ｋｍ，气温下降若干度

（℃）．某地空中气温ｔ（℃）与高度ｈｋｍ间的函数的图象如图１３－５５，观察图
象可知：该地地面气温为 ℃，当高度ｈ ｋｍ时，气温低于０℃．
（８）（吉林省，２００１）小刚、爸爸、爷爷同时从家中出发到达同一目的地后
又立即返回．小刚去时骑自行车，返回时步行；爷爷去时步行，返回时骑自行
车；爸爸往返都步行．三人步行的速度不等，小刚与爷爷骑自行车的速度相
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等，每个人走的路程与时间的关系分别是图１３－５６中的一个，走完一个往
返，小刚用 ｍｉｎ，爸爸用 ｍｉｎ，爷爷用 ｍｉｎ．

图１３－５６
（９）（黑龙江省，２００２）某一次函数的图象经过点（－１，２），且函数ｙ的值
随自变量ｘ的增大而减小，请你写出一个符合上述条件的函数关系式：

．
（１０）（济南市，２００２）如图１３－５７，已知直线ｙ＝－ｘ＋６与ｘ轴交于点

Ａ、与ｙ轴交于点Ｂ，点Ｐ为ｘ轴上可移动的点，且点Ｐ在点Ａ的左侧，ＰＭ
⊥ｘ轴，交直线ｙ＝－ｘ＋６于点Ｍ．有一个动圆Ｏ′，它与ｘ轴、直线ＰＭ 和
直线ｙ＝－ｘ＋６都相切，且在ｘ轴的上方，当⊙Ｏ′与ｙ轴也相切时，点Ｐ的
坐标是 ．

图１３－５７
２．选择题
（１）（甘肃省，２００３）结合正比例函数ｙ＝４ｘ的图象回答：当ｘ＞１时，ｙ
的取值范围是（ ）

Ａ．ｙ＜１ Ｂ．１≤ｙ＜４ Ｃ．ｙ＝４ Ｄ．ｙ＞４
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（２）（杭州市，２００３）一次函数ｙ＝ｘ－１的图象不经过（ ）

Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限 Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限
（３）（甘肃省，２００３）在地表以下不太深的地方，温度ｙ（℃）与所处的深
度ｘ（ｋｍ）之间的关系可以近似用关系式ｙ＝３５ｘ＋２０表示，这个关系式符
合的数学模型是（ ）

Ａ．正比例函数 Ｂ．反比例函数

Ｃ．二次函数 Ｄ．一次函数
（４）（山东省，２００３）若Ａ（ａ，６）、Ｂ（２，ａ）、Ｃ（０，２）三点在同一条直线上，
则ａ的值为（ ）

Ａ．４或－２ Ｂ．４或－１ Ｃ．－４或１ Ｄ．－４或２
（５）（淄博市，２００３）国际上通常用恩格尔系数（记作ｎ）来衡量一个国家

和地区人民生活水平的状况，它的计算公式：ｎ＝ｘ
ｙ
（ｘ：家庭食品支出总额，

ｙ：家庭消费支出总额），各种家庭类型的ｎ如下表：

家庭类型 贫困 温饱 小康 富裕

ｎ ｎ＞６０％ ５０％＜ｎ≤６０％ ４０％＜ｎ≤５０％ ３０％＜ｎ≤４０％

已知王先生居住地２００２年比１９９７年食品价格上升了５％，该家庭在

２００２年购买食品和１９９７年完全相同的情况下多支出２００元，并且ｙ＝２ｘ＋
３６００（单位：元），则该家庭２００２年属于（ ）

图１３－５８

Ａ．贫困 Ｂ．温饱

Ｃ．小康 Ｄ．富裕
（６）（安徽省，２００３）如图 １３－５８，在

ＡＢＣＤ中，ＡＣ＝４，ＢＤ＝６，Ｐ是ＢＤ 上任一
点，过Ｐ作ＥＦ∥ＡＣ，与平行四边形的两条边分
别交于点Ｅ、Ｆ，设ＢＰ＝ｘ，ＥＦ＝ｙ，则能反映ｙ
与ｘ之间关系的图象为（ ）

图１３－５９
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（７）（北京市，２００３）三峡工程在２００３年６月１日至６月１０日下闸蓄水期
间，水库水位由１０６ｍ升至１３５ｍ，高峡平湖初现人间．假设水库水位匀速上升，
那么下列图象中，能正确反映这１０天水位ｈ（ｍ）随时间ｔ（天）变化的是（ ）

图１３－６０
（８）（青岛市，２００３）一列火车从青岛站出发，加速行驶一段时间后开始
匀速行驶，过了一段时间，火车到达下一个车站，乘客上下车后，火车又加

速，一段时间后再次开始匀速行驶，图１３－６１中（ ）图可以近似地刻画
出火车在这段时间内的速度变化情况．

图１３－６１

图１３－６２

（９）（常州市，２００３）某人骑车外出，所行的路
程ｓ（ｋｍ）与时间ｔ（ｈ）的函数关系如图１３－６２所
示，现有下列四种说法：

① 第３小时中的速度比第１小时中的速度快；

② 第３小时中的速度比第１小时中的速度慢；

③ 第３小时后已停止前进；

④ 第３小时后保持匀速前进．
其中说法正确的（ ）

Ａ．②③ Ｂ．①③ Ｃ．①④ Ｄ．②④
（１０）（陕西省，２００３）星期天晚饭后，小红从家里出去散步，图１３－６３描
述了她散步过程中离家的距离ｓ（ｍ）与散步所用时间ｔ（ｍｉｎ）之间的函数关
系．依据图像，下面描述符合小红散步情景的是（ ）
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图１３－６３
Ａ．从家出发，到了一个公共阅报栏，看了一会儿报，就回家了

Ｂ．从家出发，到了一个公共阅报栏，看了一会儿报后，继续向前走了一
段，然后回家了

Ｃ．从家出发，一直散步（没有停留），然后回家了

Ｄ．从家出发，散了一会儿，就找同学去了，１８ｍｉｎ后才开始返回
（１１）（烟台市，２００３）开发区某消毒液生产厂家自２００３年初以来，在库存
为ｍ（ｍ＞０）的情况下，日销售量与产量持平，自４月底抗击“非典”以来，消毒
液需求量猛增，在生产能力不变的情况下，消毒液一度脱销，图１３－６４中表示

２００３年初至脱销期间，时间ｔ与库存量ｙ之间函 数关系的图象是（ ）

图１３－６４
（１２）（海南省，２００３）某芒果园的果树上挂满了成熟的芒果，一阵微风吹
过，一个熟透的芒果从树上掉了下来．图１３－６５中四个图象，能表示芒果下
落过程中速度与时间变化关系的图象只可能是（ ）

图１３－６５
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（１３）（河北省，２００３）向放在水槽底部的烧杯注水（流量一定，注满烧杯
后，继续注水，直至注满水槽．水槽中水面上升高度ｈ与注水时间ｔ之间的
函数关系，图象大致是图１３－６６中的（ ）

图１３－６６
（１４）（武汉市，２００３）小李以每千克０．８元的价格从批发市场购进若干
千克西瓜到市场去销售，在销售了部分西瓜之后，余下的每千克降低０．４
元，全部售完．销售金额与卖瓜的 千克数之间的关系如图１３－６７所示，那么
小李赚了（ ）

图１３－６７

Ａ．３２元 Ｂ．３６元 Ｃ．３８元 Ｄ．４４元
（１５）（河南省，２００１）已知一次函数ｙ＝２ｘ＋ａ与ｙ＝－ｘ＋ｂ的图象都
经过Ａ（－２，０），且与ｙ轴分别交于Ｂ、Ｃ两点，则△ＡＢＣ的面积为（ ）

Ａ．４ Ｂ．５ Ｃ．６ Ｄ．７
３．（三明市，２００３）已知ｙ－１与ｘ成正比例，且ｘ＝２时，ｙ＝５，写出ｙ
与ｘ之间的函数关系式；当ｘ＝－１时，求ｙ的值；当ｙ＝０时，求ｘ的值．

４．（贵阳市，２００３）已知正比例函数ｙ＝ｋ１ｘ的图象与一次函数ｙ＝ｋ２ｘ
－９的图象交于点Ｐ（３，－６）．
（１）求ｋ１、ｋ２的值；

（２）如果一次函数与ｘ轴交于点Ａ，求Ａ点的坐标．
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图１３－６８

５．（上海市，２００３）如图１３－６８，已知：一条直线
经过点Ａ（０，４）、Ｂ（２，０），将这条直线向左平移与ｘ
轴负半轴、ｙ轴负半轴分别交于点Ｃ、Ｄ，使ＤＢ＝ＤＣ．
求：以直线ＣＤ为图象的函数解析式．
６．（山西省太原市，２００２）某城市为了尽快改善
职工住房条件，积极鼓励个人购房和积累建房基金，

决定住公房的职工按基本工资的高低交纳建房公积

金．办法如下：

每月基本工资（元） 交纳公积金比率（％）

１００元以下（含１００元） 不交纳

１００元至２００元（含２００元） 交纳超过１００元部分的５％

２００元至３００元（含３００元）
１００元至２００元部分交纳５％，超过２００元以上部
分交纳１０％

３００元以上
１００元至２００元部分交纳５％，２００元至３００元部
分交纳１０％，超过３００元以上部分交纳１５％

（１）某职工每月交纳公积金７２元，求他每月的基本工资；
（２）设每月基本工资为ｘ元，交纳公积金后实得金额

獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉
为ｙ元，试写出当

１００＜ｘ≤２００时，ｙ与ｘ之间的关系式．
７．（山东省济南市，２００２）科学家通过实验探究出一定质量的某气体在
体积不变的情况下，压强ｐ（ｋＰａ）随温度ｔ（℃）变化的函数关系式是ｐ＝ｋｔ
＋ｂ，其图象是如图１３－６９所示的射线ＡＢ．

图１３－６９
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（１）根据图象求出上述气体的压强ｐ与温度ｔ的函数关系式；
（２）求出当压强ｐ为２００ｋＰａ时，上述气体的温度．
８．（吉林省，２００２）一农民带了若干千克自产的土豆进城出售，为了方
便，他带了一些零钱备用，按市场价售出一些后，又降价出售，售出土豆千克

数与他手中持有的钱数（含备用零钱）的关系如图１３－７０所示，结合图象回
答下列问题：

图１３－７０
（１）农民自带的零钱是多少？
（２）降价前他每千克土豆出售的价格是多少？
（３）降价后他按每千克０．４元将剩余土豆售完，这时他手中的钱（含备
用零钱）是２６元，问他一共带了多少千克土豆．

９．（四川内江，２００２）汽车的油箱中的余油量Ｑ（Ｌ）是它行驶的时间

ｔ（ｈ）的一次函数，某天该汽车外出，刚开始行驶时，油箱中有油６０Ｌ，行驶了

４ｈ后，发现已耗油２０Ｌ．
（１）求：油箱中的余油Ｑ（Ｌ）与行驶时间ｔ（ｈ）的函数关系式．
（２）求：这个实际问题中时间ｔ的取值范围，并在直角坐标系中画出此
函数图象．
（３）从开始算起，如果汽车每小时行驶４０ｋｍ，当油箱中余油２０Ｌ，该汽
车行驶了多少千米？

１０．（资阳市，２００３）如图１３－７１所示，正方形ＡＢＣＤ的边长为槡２，有一
点Ｐ在ＢＣ上运动（Ｐ不与Ｂ、Ｃ重合），设ＰＢ＝ｘ，图形ＡＰＣＤ的面积为ｙ，
写出ｙ与ｘ之间的函数关系，并画出它的图象．
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图１３－７１ 图１３－７２
１１．（辽宁省，２００３）某博物馆每周都吸引大量中外游客前来参观．如果

游客过多，对馆中的珍贵文物会产生不利影响．但同时考虑到文物的修缮和
保存费用问题，还要保证一定的门票收入．因此，博物馆采取了涨浮门票价
格的方法来控制参观人数．在该方法实施过程中发现：每周参观人数与票价
之间存在着如图１３－７２所示的一次函数关系．在这样的情况下，如果确保
每周４万元的门票收入，那么每周应限定参观人数是多少？门票价格应是
多少元？

１２．（南宁市，２００３）南宁市某中学环保兴趣小组对南湖清除淤泥工程进
行调查，并从《南宁晚报》中收集到下列数据：

南湖南积

（ｍ２）

淤泥平均厚度

（ｍ）
每天清淤泥量

（ｍ３）

１６２万 ０．７ ０．６万

根据上表解答下列问题：

（１）请你按体积＝面积×高来计算，南湖的淤泥量大约有多少万立方
米？

（２）设清除淤泥ｘ天后，剩余的淤泥量为ｙ万立方米，求ｙ与ｘ的函数
关系．（不要求写出ｘ的取值范围）
（３）为了使南湖的生物链不遭破坏，仍需保留一定量的淤泥．若需保留
的淤泥量约为２２万立方米，求清除淤泥所需天数．

１３．（杭州市，２００３）转炉炼钢产生的棕红色烟尘会污染大气，某装置可
通过回收棕红色烟尘中的氧化铁从而降低污染，该装置的氧化铁回收率与
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其通过的电流有关，现经过试验得到下列数据：

通过电流强度（Ａ） １ １．７１．９２．１２．４

氧化铁回收率（％） ７５ ７９ ８８ ８７ ７８

如图１３－７３建立直角坐标系，用横坐标表示通过的电流强度，纵坐标
表示氧化铁回收率．

图１３－７３
（１）将试验所得数据在如图所给的直角坐标系中用点表示；〔注：该图中
坐标轴的交点代表点（１，７０）〕
（２）用线段将题（１）所画的点从左到右顺次连接，若用此图象来模拟氧
化铁回收率ｙ关于通过电流ｘ的函数关系，试写出该函数在１．７≤ｘ≤２．４
时的表达式；

（３）利用题（２）所得函数关系，求氧化铁回收率大于８５％时，该装置通
过的电流应该控制的范围（精确到０．１Ａ）．

探究能力测试

１４．（黄冈市，２００３）在全国抗击“非典”的斗争中，黄城研究所的医学专

图１３－７４

家们经过日夜奋战，终于研制出一种治疗非典

型肺炎的抗生素．据临床观察：如果成人按规
定的剂量注射这种抗生素，注射药液后每毫升

血液中的含药量ｙ（μｇ）与时间ｔ（ｈ）之间的关
系近似地满足如图１３－７４所示的折线．
（１）写出注射药液后每毫升血液中含药
量ｙ与时间ｔ之间的函数关系式及自变量的
取值范围．
（２）据临床观察：每毫升血液中含药量不少于４μｇ时，控制“非典”病情
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是有效的．如果病人按规定的剂量注射该药液后，那么这一次注射的药液经
过多长时间后控制病情开始有效？这个有效时间有多长？

（３）假若某病人一天中第一次注射药液是早晨６点钟，问怎样安排此人
从６：００～２０：００注射药液的时间，才能使病人的治疗效果最好？

１５．（北京市西城区，２００１）某工厂生产某种产品，每件产品的出厂价为５０
元，其成本价为２５元．因为在生产过程中，平均每生产一件产品有０．５ｍ３污水排

出，所以为了净化环境，工厂设计两种方案对污水进行处理，并准备实施．
方案１：工厂污水先净化处理后再排出，每处理１ｍ３污水所用原料费为

２元，并且每月排污设备损耗费为３００００元；
方案２；工厂将污水排到污水厂统一处理，每处理１ｍ３污水需付１４元的

排污费．
问：（１）设工厂每月生产ｘ件产品，每月利润为ｙ元，分别求出依方案１

和方案２处理污水时，ｙ与ｘ的函数关系式；（利润＝总收入－总支出）．
（２）设工厂每月生产量为６０００件产品时，你若作为厂长在不污染环境、
又节约资金的前提下应选用哪种处理污水的方案，通请过计算加以说明．

１６．（辽宁省，２００１）我省是水资源比较贫乏的省份之一，为了加强公民
的节水和用水意识，合理利用水资源，各地采用价格调控手段达到节约用水

的目的，某市规定如下收费标准：每户每月的用水不超过６ｍ３时，水费按每

立方米ａ元收费；超过６ｍ３时，不超过的部分每立方米仍按ａ元收费，超过
的部分的每立方米按ｃ元收费．
该市某户今年３、４月份的用水量和水费如下表所示：

月份 用水量（ｍ３） 水费（元）

３ ５ ７．５

４ ９ ２７

设每户每月用水量为ｘ（ｍ３），应交水费为ｙ（元）．
（１）求ａ、ｃ的值，并写出用水不超过６ｍ３和超过６ｍ３时，ｙ与ｘ之间
的函数关系式；

（２）若该户５月份的用水量为８ｍ３，求该户５月份的水费是多少元？

１７．（陕西省咸阳，２０００）现由甲、乙两个氮肥厂向Ａ、Ｂ两地运送化肥，
已知甲厂可调出５０ｔ化肥，乙厂可调出４０ｔ化肥，Ａ地需３０ｔ化肥，Ｂ地需

６０ｔ化肥，两厂到Ａ、Ｂ两地的路程和运费如下表（表中运费栏“元／ｔ·ｋｍ”表
示每吨化肥运送１ｋｍ所需人民币）．
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路程（ｋｍ）

甲厂 乙厂

运费（元／ｔ·ｋｍ）

甲厂 乙厂

Ａ地 １０ ８ ６ ６

Ｂ地 １２ １０ ５ ４

根据题意，请设计出合理的运送方案，使所需的总运费最低，并求出最

低的总运费．
１８．（福州市，２００２）已知直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ，与ｘ 轴、ｙ 轴分别交于

Ｂ（４，０）、Ｃ（０、１２）两点．
（１）求ｋ、ｂ的值．
（２）如果Ｐ（ｘ，ｙ）是线段ＢＣ上的动点，Ｏ为坐标原点，是否存在这样
的点Ｐ，使△ＰＯＢ为等腰三角形？若存在，求出所有满足条件的Ｐ点坐标；
若不存在，请说明理由．

１９．（丽水市，２００２）如图１３－７５，直线ｙ１＝ｋｘ＋ｂ经过点Ｐ（５，３），且分
别与已知直线ｙ２＝３ｘ交于点Ａ、与ｘ轴交于点Ｂ，设点Ａ的横坐标为ｍ（ｍ
＞１且ｍ≠５）．

图１３－７５
（１）用含ｍ 的代数式表示ｋ；
（２）写出△ＡＯＢ的面积Ｓ关于ｍ 的函数解析式；
（３）在直线ｙ２＝３ｘ上是否存在点Ａ，使得△ＡＯＢ面积最小？若存在，
请求出点Ａ的坐标；若不存在，请说明理由．

２０．（南通市，２００３）某果品公司急需将一批不易存放的水果从Ａ市运
到Ｂ市销售．现有三家运输公司可供选择，这三家运输公司提供的信息
如下：
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运输单位
运输速度

（ｋｍ／ｈ）
运输费用

（元／ｋｍ）
包装与装卸

时间（ｈ）
包装与装

卸费用（元）

甲公司 ６０ ６ ４ １５００

乙公司 ５０ ８ ２ １０００

丙公司 １００ １０ ３ ７００

解答下列问题：

（１）若乙、丙两家公司的包装与装卸及运输的费用总和恰好是甲公司的

２倍，求Ａ、Ｂ两市的距离（精确到个位）；
（２）如果Ａ、Ｂ两市的距离为ｓ（ｋｍ），且这批水果在包装与装卸以及运
输过程中的损耗为３００元／ｈ，那么要使果品公司支付的总费用（包装与装卸
费用、运输费用及损耗三项之和）最小，应选择哪家运输公司？

２１．（广东省，２００３）某人从Ａ城出发，前往离Ａ城３０ｋｍ的Ｂ城．现在
在三种车供他选择：①自行车，其速度为１５ｋｍ／ｈ；②三轮车，其速度为

１０ｋｍ／ｈ；③摩托车，其速度为４０ｋｍ／ｈ．
（１）用哪些车能使他从Ａ城到达Ｂ城的时间不超过２ｈ，请说明理由．
（２）设此人在行进途中离Ｂ城的路程为ｓｋｍ，行进时间为ｔｈ，就（１）所
选定的方案，试写出ｓ与ｔ的函数关系式（注明自变量ｔ的取值范围），并在
下图所给的平面直角坐标系中画出此函数的图象．

图１３－７６

２２．（菏泽市，２００２）已知直线ｙ＝４
３ｘ＋４与ｘ轴、ｙ轴的交点分别为

Ａ、Ｂ，又Ｐ、Ｑ两点的坐标分别为Ｐ（０，－１），Ｑ（０，ｋ），其中０＜ｋ＜４，再以Ｑ
点为圆心，ＰＱ的长为半径作圆，则当ｋ取何值时，⊙Ｑ与直线ＡＢ相切？
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１３．６ 二次函数ｙ＝ａｘ２的图象

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 二次函数ｙ＝ａｘ２的图象和性质．
难点 根据图象概括二次函数ｙ＝ａｘ２的性质．

探究点 根据图象概括二次函数ｙ＝ａｘ２的性质．如判定ａ的大小、函数
的增减性、最值问题等．中考数学中出现了运用二次函数ｙ＝ａｘ２的图象和性

质解决实际问题的题目，其形式多种多样，有要求解决几何问题的，有要求解

决市场经济问题的，特别是当ｙ＝ａｘ２与一次函数结合在一起的题目，考查的

知识点十分广泛，技巧性很强，能力要求较高，是当前中考的热点题型之一．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
首先要能够熟练地画出二次函数ｙ＝ａｘ２的图象，

并能够借助于图象的对称性、升降情况，判断函数的特

性．对实际问题，要特别注意自变量ｘ的取值往往受实际情况的限制．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径 【例１】 已知函数ｙ＝（ｋ＋２）ｘｋ２＋ｋ－４是关于ｘ的二次

函数．
（１）求ｋ的值；
（２）ｋ为何值时，抛物线有最低点？最低点是什么？在此前提下，当ｘ
在哪个范围内取值时，ｙ随ｘ的增大而增大？
思维技巧 此题考查二次函数ｙ＝ａｘ２的定义、图象和性质．由定义知

ｋ２＋ｋ－４＝２且ｋ＋２≠０．不要忽视隐含条件ｋ＋２≠０，并要注意“且”的用
法，不能用“或”替代．还要理解抛物线最低点的概念．抛物线ｙ＝ａｘ２（ａ≠０）
增减性是以ｙ轴为界的．

解 （１）由已知得
ｋ＋２≠０，

ｋ２＋ｋ－４＝２｛ ．
即ｋ＝２或ｋ＝－３．

所以当ｋ＝２或ｋ＝－３时，已知函数为二次函数．
（２）若抛物线有最低点，则开口向上，
所以ｋ＋２＞０．由①知，ｋ＝２．最低点是（０，０）；当ｘ≥０时，ｙ随ｘ的增大

而增大．
激活思维 此题综合性较强，要根据抛物线的性质和题目要求选择字
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母取值．特别要注意隐含条件的挖掘．解决这类题时考虑要周全．

同类变式 已知函数ｙ＝（ｍ２＋ｍ）ｘｍ２－ｍ是关于ｘ的二次函数．
（１）求ｍ 的值；
（２）此函数是否存在最低点和最高点，若存在，求出最低点或最高点；
（３）画图说明函数的增减性．
解 （１）由题意得

ｍ２＋ｍ≠０，

ｍ２－ｍ＝２｛ ．
解得ｍ＝２．

（２）由（１）知，ｍ＝２时，ｍ２＋ｍ＞０，抛物线开口向上，函数存在最低点
而没有最高点．此时最低点坐标为（０，０）．
（３）当ｍ＝２时，二次函数为ｙ＝６ｘ２．
自变量ｘ的取值范围是全体实数．
列表：

ｘ ⋯ －１ －１
２ ０ １

２ １ ⋯

ｙ＝６ｘ２ ⋯ ６ ３
２ ０ ３

２ ６ ⋯

描点（０，０），１
２
，（ ）３２ ，－１

２
，（ ）３２ ，（１，６），（－１，６）．

用光滑曲线从左到右连结各点，即得ｙ＝６ｘ２的图像．
由图象１３－７７知，当ｘ＞０时，ｙ随ｘ增大而增大；当ｘ＜０时，ｙ随ｘ增

大而减小．

图１３－７７ 图１３－７８
思维拓展 画出ｙ＝－ｘ２的图象并根据图象回答下列问题：
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（１）当ｘ＝１时，求ｙ的值；
（２）当ｙ＝－４时，求对应的ｘ的值；
（３）当ｘ为何值时，ｙ的值小于零？
解 列表、描点，连线得ｙ＝－ｘ２的图象１３－７８．
由图象可知：

（１）当ｘ＝１时，ｙ＝－１；
（２）当ｙ＝－４时，ｘ＝±２；
（３）当ｘ≠０时，ｙ的值小于０．
【例２】 分别求符合下列条件的抛物线ｙ＝ａｘ２的解析式：

（１）通过点（－３，２）；

（２）与ｙ＝１
２ｘ２开口大小相等，方向相反；

（３）ｘ由１增加到２时，函数值减少４．
思维技巧 此例确定二次函数ｙ＝ａｘ２的解析式，建立关于ａ的一个方

程即可．

解 （１）因为 ａ·（－３）２＝２，所以 ａ＝２
９．

所以抛物线的解析式为ｙ＝２
９ｘ２．

（２）因为与ｙ＝１
２ｘ２开口大小相等，方向相反，

所以 ａ＝－１
２．

所以抛物线的解析式为ｙ＝－１
２ｘ２．

（３）当ｘ＝１时，ｙ＝ａ；ｘ＝２时，ｙ＝４ａ．ａ－４＝４ａ，

所以 ａ＝－４
３．

所以抛物线的解析式为ｙ＝－４
３ｘ２．

激活思维 此例给出了在不同的条件下，求二次函数ｙ＝ａｘ２解析式的

方法，特别是两条抛物线ｙ＝ａ１ｘ２与ｙ＝ａ２ｘ２，若开口大小相等，则｜ａ１｜＝
｜ａ２｜，解析式中ａ的值的大小既决定了抛物线开口方向，又决定了抛物线形
状大小．第（２）小题还可以叙述为：将已知抛物线图象沿ｘ轴对折，或绕顶点
旋转１８０°．
同类变式 直线ｙ＝２ｘ＋３与抛物线ｙ＝ａｘ２交于Ａ、Ｂ两点，已知Ａ

点的横坐标是３，求Ａ、Ｂ两点坐标及抛物线的解析式．
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解 把ｘ＝３代入ｙ＝２ｘ＋３中，ｙ＝２×３＋３＝９，
所以 Ａ点坐标是（３，９）．
把ｘ＝３，ｙ＝９代入ｙ＝ａｘ２，得ａ＝１．
所以 所求抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２．

解
ｙ＝２ｘ＋３，

ｙ＝ｘ２｛ ．
得

ｘ１＝３，

ｙ１＝９
｛ ；

ｘ２＝－１，

ｙ２＝１
｛ ．

显然，Ｂ点坐标为（－１，１）．
【例３】 已知正方形的周长是Ｃｃｍ，面积为Ｓｃｍ２．（１）求Ｓ与Ｃ之间
的函数关系式；（２）画出图象；（３）根据图象，求出Ｓ＝１ｃｍ２时，正方形的周

长；（４）根据图象，求出Ｃ取何值时，Ｓ≥４ｃｍ２．
思维技巧 本题考查二次函数ｙ＝ａｘ２的图象和性质在实际问题中的

应用．在实际问题中，建立正确的函数关系是关键．

解 （１）根据题意，知Ｓ＝１
１６Ｃ

２（Ｃ＞０）．

（２）列表：

Ｃ ２ ４ ６ ８

Ｓ＝１
１６Ｃ

２ １
４ １ ２１

４ ４

描点、连线（如图１３－７９所示）．

图１３－７９
（３）根据图象知，Ｓ＝１ｃｍ２时正方形的周长是４ｃｍ．
（４）根据图象知，当Ｃ≥８ｃｍ时，Ｓ≥４ｃｍ２

激活思维 解这类题目要注意：（１）自变量的取值范围；（２）画图象时，

ｘ应在取值范围内取值，而图象往往是抛物线的一部分；（３）横、纵轴字母应
为题目的字母而不要习惯地写ｘ，ｙ；（４）由于横、纵轴表示的量单位不一致
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（如此例中横轴是ｃｍ，纵轴是ｃｍ２），所以横轴和纵横选取的单位长度可不一

致．根据具体情况而定．

图１３－８０

同类变式 如图１３－８０，桥拱是抛物线
形，上面有一点Ｐ的坐标为（２，－１），当水位
线在ＡＢ位置时，水面宽１２ｍ，求水面离桥
顶高度ｈ．
解 设抛物线解析式为ｙ＝ａｘ２．

由题意得４ａ＝－１，ａ＝－１
４．

即ｙ＝－１
４ｘ２．

因为 ＡＢ
２ ＝６，

所以 Ｂ点坐标为（６，－ｈ）．

所以 －１
４×６２＝－ｈ，ｈ＝９．

思维拓展 （绍兴，２００１）某种产品的年产量不超过１０００ｔ，该产品的年
产量（单位：ｔ）与费用（单位：万元）之间函数的图象是顶点在原点的抛物线的
一部分（如图１３－８１所示）；该产品的年销售量（单位：ｔ）与销售单价（单位：
万元／ｔ）之间函数的图象是线段（如图１３－８２所示）．若生产出的产品都能在
当年销售完，则年产量是 ｔ时，所获毛利润最大（毛利润＝销售额－费
用）．

图１３－８１ 图１３－８２
解 设该产品的年产量为ｘｔ，费用为ｙ１万元．
由图１３－８１知，ｙ１＝ａｘ２，又点（１０００，１００００）在抛物线上，

所以 １００００＝ａ×１０００２，所以 ａ＝ １
１００．
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所以 ｙ１＝
１
１００ｘ

２．
因为生产出的产品都能在当年销售完，所以年销售量为ｘｔ，设销售单价

为ｙ２万元／ｔ．
由图１３－８２知，ｙ２＝ｋｘ＋３０．
又因为 （１０００，２０）在直线上，

所以 ２０＝１０００ｋ＋３０，所以 ｋ＝－ １
１００
，

所以 ｙ２＝－ １
１００ｘ＋３０．

则毛利润Ｗ＝ － １
１００ｘ（ ）＋３０·ｘ－ １

１００ｘ
２．

Ｗ＝－１
５０ｘ

２＋３０ｘ．

因为 ａ＝－１
５０＜０，抛物线开口向下，Ｗ 有最大值．

配方得：ｙ＝－１
５０
（ｘ－７５０）２＋１１２５０．

即当ｘ＝７５０时，Ｗ 最大．

图１３－８３

【例４】 已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ与二次
函数ｙ＝ａｘ２的图象如图１３－８３，其中ｙ＝ｋｘ
＋ｂ与ｘ轴、ｙ轴的交点分别为Ａ（２，０）、Ｂ（０，

２）；与二次函数图象的交点为Ｐ、Ｑ，Ｐ、Ｑ的纵
坐标之比为１∶４，求这两个函数的解析式．
思维技巧 此题是一次函数与二次函数

的综合应用题．先求出一次函数解析式，再利
用两函数图象交点的纵坐标之比为１∶４．建立
方程组求解．
解 把Ａ（２，０），Ｂ（０，２）两点的坐标分别

代入一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ，得
０＝２ｋ＋ｂ，

２＝ｂ｛ ，

解得
ｋ＝－１，

ｂ＝２｛ ．
所以一次函数的解析式为ｙ＝－ｘ＋２．
设Ｐ点坐标为（ｘ１，ｙ１），Ｑ点坐标为（ｘ２，ｙ２），则ｙ１∶ｙ２＝１∶４．
所以 ａｘ２

１∶ａｘ２
２＝１∶４，

所以 ｘ１∶ｘ２＝１∶２或ｘ１∶ｘ２＝（－１）∶２．
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又Ｑ点在第二象限，则只能ｘ１∶ｘ２＝（－１）∶２，
所以 ｘ２＝－２ｘ１．
所以Ｑ点的坐标是（－２ｘ１，４ｙ１）．

把Ｐ，Ｑ两点的坐标分别代入ｙ＝－ｘ＋２中得
ｙ１＝－ｘ１＋２，

４ｙ１＝２ｘ１＋２
｛ ．

解得
ｘ１＝１，

ｙ１＝１
｛ ．
所以Ｐ点坐标为（１，１）．
把Ｐ点坐标代入ｙ＝ａｘ２得，ａ＝１．
所以二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２．
激活思维 要想求二次函数解析式，必须确定抛物线上一点的坐标．Ｐ、

Ｑ两纵坐标之比为１∶４的灵活运用是解本题的关键．
同类变式 函数ｙ＝ａｘ２（ａ≠０）与直线ｙ＝２ｘ－３交于点（１，ｂ），求：
（１）ａ和ｂ的值；

图１３－８４

（２）求抛物线ｙ＝ａｘ２的解析式，并

求顶点坐标和对称轴；

（３）ｘ在什么范围内时，二次函数ｙ
＝ａｘ２中的ｙ随ｘ的增大而增大；
（４）求抛物线与直线ｙ＝－２的两交
点及顶点构成的三角形的面积．
解 （１）将ｘ＝１，ｙ＝ｂ代入ｙ＝２ｘ

－３，解得ｂ＝－１．
所以 交点坐标是（１，－１），再将ｘ

＝１，ｙ＝－１代入ｙ＝ａｘ２，解得

ａ＝－１，所以 ａ＝－１，ｂ＝－１．
（２）抛物线的解析式为ｙ＝－ｘ２．顶点坐标为（０，０），对称轴为直线ｘ＝

０（即ｙ轴），如图１３－８４．
（３）当ｘ＜０时，ｙ随ｘ的增大而增大．
（４）设直线ｙ＝－２与抛物线ｙ＝－ｘ２相交于Ａ、Ｂ两点．

由
ｙ＝－２，

ｙ＝－ｘ２｛ ．
解得Ａ（ 槡－ ２，－２），Ｂ（槡２，－２），

所以 ｜ＡＢ｜ 槡＝ ２－（ 槡－ ２） 槡＝２ ２，｜ＯＣ｜＝２．

Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２
· 槡２ ２· 槡２＝２ ２．
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图１３－８５

思维拓展 如图１３－８５所示，已知
直线ＡＢ过ｘ轴上一点Ａ（２，０），且与抛
物线ｙ＝ａｘ２相交于Ｂ、Ｃ 两点，Ｂ点坐
标为（１，１）．（１）分别求直线ＡＢ和抛物
线ｙ＝ａｘ２的解析式；（２）若抛物线上有
一点Ｄ（在第一象限内），使得Ｓ△ＯＡＤ＝
Ｓ△ＯＢＣ，求Ｄ点坐标．
解 （１）设直线ＡＢ的解析式为

ｙ＝ｋｘ＋ｂ，由题意，有
２ｋ＋ｂ＝０，

ｋ＋ｂ＝１｛ ，

所以
ｋ＝－１
ｂ＝２｛ ．

所以直线ＡＢ解析式为ｙ＝－ｘ＋２，把ｘ＝１，ｙ＝１代入

ｙ＝ａｘ２，得ａ＝１，所以抛物线的函数解析式为ｙ＝ｘ２．
（２）设Ｄ点坐标为（ｘ，ｘ２）．
因为Ｃ是直线ｙ＝－ｘ＋２与抛物线ｙ＝ｘ２交点，

所以解方程组
ｙ＝－ｘ＋２，

ｙ＝ｘ２｛ ，
得

ｘ１＝１，

ｙ１＝１
｛ ，

ｘ２＝－２，

ｙ２＝４
｛ ．

所以点Ｃ坐标为（－２，４）．
因为 Ｓ△ＯＡＤ＝Ｓ△ＯＢＣ，

所以 １
２×２×ｘ２＝１

２×２×４－１
２×２×１，

即ｘ２＝３．所以 ｘ 槡＝± ３，因为 Ｄ在第一象限内，

所以Ｄ点坐标为（槡３，３）．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）ｙ＝ａｘ２（ａ≠０）的图象是 ；对称轴是 ；顶点坐标是

；当ａ＞０时，开口向 ；当ａ＜０时，开口向 ．
（２）当ａ＞０时，在抛物线ｙ＝ａｘ２的对称轴左侧ｙ随ｘ的增大而
；而在对称轴的右侧是ｙ随着ｘ的增大而 ；此时函数ｙ＝ａｘ２

当ｘ＝ 时的值最 ，是 ．
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（３）若ｙ＝（ｍ２＋ｍ）ｘｍ２－２ｍ－１是二次函数，则ｍ＝ ．

（４）二次函数ｙ＝－３
２ｘ２，当ｘ１＞ｘ２＞０时，ｙ１与ｙ２的大小为 ．

（５）当ｙ与ｘ２成正比例，且当ｘ＝３，ｙ＝－１８，则ｙ与ｘ之间的函数关
系式是 ．
（６）在边长为４ｍ的正方形中间挖去一个边长为ｘｍ的小正方形，剩
下的四方框形的面积为ｙ，ｙ与ｘ之间的函数关系是 ．
（７）小明存入银行人民币２００元，年利率为ｘ，两年到期，本利为ｙ元，ｙ
与ｘ之间的函数关系是 ，若年利率为７％，两年到期的本利共
元．
（８）二次函数的图象如图１３－８６所示，则它的解析式为 ，如果

另一函数的图象与该图象关于ｘ轴对称，那么它的解析式是 ．

图１３－８６ 图１３－８７
（９）已知ｙ与ｘ２成正比例，并且当ｘ＝１时，ｙ＝２，则函数ｙ的解析式
是 ，并求当ｘ＝－３时ｙ＝ ，当ｙ＝８时ｘ＝ ．
（１０）（陕西，２００１）某涵洞是抛物线形，它的截面如图１３－８７所示．现测
得水面宽ＡＢ＝１．６ｍ，涵洞顶点Ｏ到水面的距离为２．４ｍ．在图中直角坐标
系内，涵洞所在的抛物线的函数解析式是 ．

２选择题
（１）下列结论正确的是（ ）

Ａ二次函数的取值范围是非零实数

Ｂ二次函数自变量的取值范围是所有实数

Ｃ形如ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的函数叫二次函数

Ｄ二次方程是二次函数的特例
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（２）圆面积公式Ｓ＝πＲ２，Ｓ与Ｒ之间的关系是（ ）

Ａ正比例函数 Ｂ一次函数

Ｃ二次函数 Ｄ以上答案都不对
（３）下列函数中，不是二次函数的是（ ）

Ａｙ 槡＝１－ ２ｘ２ Ｂｙ＝２（ｘ－１）２＋４

Ｃｙ＝１
２
（ｘ－１）（ｘ＋４） Ｄｙ＝（ｘ－２）２－ｘ２

（４）观察函数ｙ＝ｘ２的图象，则下列判断中正确的是（ ）

Ａ若ａ、ｂ互为相反数，则ｘ＝ａ和ｘ＝ｂ的函数值相同

Ｂ对于同一个自变量ｘ，有两个函数值和它对应

Ｃ对任一个实数ｙ，有两个ｘ和它对应

Ｄ对任意实数ｘ，都有ｙ＞０

（５）在同一坐标系中，抛物线ｙ＝４ｘ２，ｙ＝１
４ｘ２，ｙ＝－１

４ｘ２的共同特

点是（ ）

Ａ关于ｙ轴对称，抛物线开口向上

Ｂ关于ｙ轴对称，ｙ随ｘ的增大而增大

Ｃ关于ｙ轴对称，ｙ随ｘ的增大而减小

Ｄ关于ｙ轴对称，抛物线顶点在原点
（６）如图１３－８８，函数ｙ＝ａｘ２与ｙ＝－ａｘ＋ｂ的图象可能是（ ）

图１３－８８
（７）在半径为４ｃｍ的圆中，挖去一个半径为ｘｃｍ的圆面，剩下一个圆
环的面积ｙｃｍ２，则ｙ与ｘ的函数关系式为（ ）

Ａｙ＝πｘ２－４ Ｂｙ＝π（２－ｘ）２

Ｃｙ＝－（ｘ２＋４） Ｄｙ＝－πｘ２＋１６π
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（８）若ｙ＝（２－ｍ）ｘｍ２－３是二次函数，且图象的开口向上，则 ｍ＝
（ ）

槡 槡 槡Ａ± ５ Ｂ ５ Ｃ－ ５ Ｄ０

图１３－８９

（９）（咸阳市，２０００）某工厂的大门是一抛物
线型水泥建筑物，大门的地面宽度为８ｍ，两侧距
地面３ｍ高处各有一个壁灯，两壁灯之间的水平
距离为６ｍ，如图１３－８９所示，则厂门的高为
（ ）（水泥建筑物厚度不计，精确到０．１ｍ）

Ａ６．９ｍ Ｂ７．０ｍ
Ｃ７．１ｍ Ｄ６．８ｍ
（１０）（济南市，２００２）若一抛物线ｙ＝ａｘ２与

四条直线ｘ＝１，ｘ＝２，ｙ＝１，ｙ＝２围成正方形有
公共点，则ａ的取值范围是（ ）

Ａ１
４≤ａ≤１ Ｂ１

２≤ａ≤２

Ｃ１
２≤ａ≤１ Ｄ１

４≤ａ≤２

３已知直线ＡＢ过点Ａ（－３，０），且与抛物线ｙ＝ａｘ２相交于Ｂ、Ｃ两
点，若Ｂ点坐标为（－１，１）．

图１３－９０

（１）求直线和抛物线所表示的函数解析式；
（２）求Ｃ点坐标．
４已知抛物线ｙ＝－ａｘ２与直线ｙ＝ｋｘ＋１交于两点，其中一点坐标是

（１，４），求另一点的坐标．
５已知抛物线ｙ＝ｘ２上有一点Ａ，Ａ点的横坐标是－１，过点Ａ作

ＡＢ∥ｘ轴，交抛物线于另一点Ｂ，求△ＡＯＢ的面积．
６抛物线ｙ＝ａｘ２与直线ｙ＝ｋｘ＋３

交于 ｘ１，（ ）９２ 和（ｘ２，２），其中ｘ１，ｘ２（ｘ１

＞ｘ２）是方程ｘ２－ｘ－６＝０的两根，求抛
物线与直线的解析式．

７如图１３－９０，点Ｐ是抛物线ｙ＝
ｘ２上在第一象限内的一个点，点Ａ的坐
标是（３，０）．
（１）令点 Ｐ 的坐标为（ｘ，ｙ），求
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△ＯＰＡ的面积Ｓ与ｙ的关系式．
（２）Ｓ是ｙ的什么函数？Ｓ是ｘ的什么函数？

８同一平面直角坐标系中，抛物线ｙ＝ａｘ２和直线ｙ＝ｘ＋２相交于两
点Ａ，Ｂ，而抛物线和直线ｙ＝２ｘ＋ｂ相交于两点Ｂ，Ｃ，已知Ａ（２，４），求Ｂ，

Ｃ的坐标．

探究能力测试

９二次函数ｙ＝ｘ２的图象和一次函数ｙ 槡＝ ５ｘ＋５的图象的交点的横

坐标为α、β（α＜β），求
１
α＋１

β
的值．

１０平面直角坐标系的原点为Ｏ，在抛物线ｙ＝１
２ｘ２上取一点Ｐ，在ｘ

轴上取一点Ａ，使ＯＰ＝ＰＡ，过Ａ 作ｘ 轴的垂线与直线ＯＰ 交于Ｑ，当

△ＡＰＱ成正三角形时，求△ＡＰＱ的面积．

１３７ 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象和性质的理解
及灵活应用．

难点 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的性质．
探究点 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象这一节内容教材上要求虽然

不高，但其图象和性质的运用，特别是在实际问题中的运用正成为考查的热

点，与方程、几何等相结合的综合题常作为中考的压轴题，贴近生活、解决市

场经济问题的题目逐年呈上升趋势．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
掌握二次函数图象的画法，是灵活运用其性质的前

提，能由图象“看”出其性质，据性质画出其图象，对二次

函数解析式的配方，是基本技能，要能熟练地求出各种形式抛物线的顶点，

能针对不同条件，巧设抛物线的解析式、简化解题过程、与函数方程、几何等

知识的沟通，是学好本节的又一个关键．应用题的阅读、理解和数学建模，是
运用二次函数解决实际问题的难点．
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能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （遵义市，２０００）已知二次函数ｙ＝２ｘ２－４ｘ－
６，（１）求此函数图象的开口方向、对称轴方程、顶点坐

标、并画出图象；

（２）求此函数图象与ｘ轴、ｙ轴的交点坐标及以此三点为顶点的三角形
面积；

（３）ｘ为何值时，ｙ＞０？
思维技巧 （１）利用配方法将ｙ＝２ｘ２－４ｘ－６写成ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ

的形式，或直接用公式计算，求出对称轴方程、顶点坐标．（２）令ｙ＝０，通过解
方程，求出抛物线与ｘ轴两交点坐标，进而求出两交点的距离，或利用根与

系数关系求ｘ轴上两交点的距离｜ｘ１－ｘ２｜＝ （ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ槡 ２．注意点

的坐标与线段之间的相互转换。（３）利用图象，直接写出函数值ｙ＞０的ｘ
的取值范围．
解 （１）①用配方法
因为 ｙ＝２ｘ２－４ｘ－６＝２（ｘ２－２ｘ）－６

＝２（ｘ－１）２－８．
因为 ａ＝２＞０，所以此函数图象的开口向上；对称轴方程为ｘ＝１；顶

点坐标为（１，－８）．
②用公式法
因为 ａ＝２＞０，所以此函数图象的开口向上．

－ｂ
２ａ＝－ －４

２×２＝１，所以对称轴方程为ｘ＝１．

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝４×２×（－６）－（－４）２
４×２ ＝－８．

或当ｘ＝１时，ｙ＝２×１２－４×１－６＝－８．
因此，顶点坐标为（１，－８）．
（２）令ｙ＝０，得２ｘ２－４ｘ－６＝０，
解之 ｘ１＝－１，ｘ２＝３．
所以抛物线与ｘ轴两交点为（－１，０），（３，０）；
又ｘ＝０时，ｙ＝－６，
所以抛物线与ｙ轴交点为（０，－６）
所以函数图象为图１３－９１所示．
由上知｜ＡＢ｜＝｜３－（－１）｜＝４，

ＯＣ＝｜－６｜＝６，
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图１３－９１

所以 Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２×４×６＝１２．

另解 设ｙ＝２ｘ２－４ｘ－６与ｘ轴两交点的横坐标为ｘ１，ｘ２，则ｘ１＋ｘ２

＝２，ｘ１·ｘ２＝－６．

所以 ｜ｘ１－ｘ２｜＝ （ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ槡 ２ 槡＝ ４＋１２＝４．

所以 Ｓ△＝１
２×４×６＝１２．

（３）由图象观察，当ｘ＞３或ｘ＜－１时，ｙ＞０．
激活思维 此例介绍了如何用配方法、公式法求抛物线的对称轴和顶

点坐标．其中，求顶点坐标还可以通过求函数值的方法求解．求同轴上两点
间的距离，可以用解方程的方法，也可直接利用根与系数求出｜ｘ１－ｘ２｜（注
意不是｜ｘ１＋ｘ２｜）．运用数形结合思想，通过观察图象，直接写出ｙ＞０时ｘ
的取值范围，从而使问题简单化．
同类变式 （大连市，２００２）已知二次函数ｙ＝ｘ２＋４ｘ＋５．
（１）将所给的二次函数化为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ的形式，并写出它的图象
的顶点坐标；

（２）在平面直角坐标系中画出经过点（２，３）和上述二次函数图象顶点的
直线，并求出这条直线的解析式．
解 （１）ｙ＝ｘ２＋４ｘ＋５＝ｘ２＋４ｘ＋４＋１，
所以 ｙ＝（ｘ＋２）２＋１．
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所以函数图象的顶点坐标为（－２，１）．
（２）经过点（－２，１）和（２，３）画直线．
设直线的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

所以
１＝－２ｋ＋ｂ，

３＝２ｋ＋ｂ｛ ．
解得

ｋ＝１
２
，

ｂ＝２
烅
烄

烆 ．
所以直线的解析式为ｙ＝１

２ｘ＋２．

图１３－９２

思维拓展 １（浙江丽水，２００２）已知二
次函数ｙ＝ａ（ｘ＋ｍ）２＋ｋ（ａ≠０）的图象经过
原点，当ｘ＝１时，函数ｙ的最小值为－１．
（１）求这个二次函数的解析式，并在平面
直角坐标系中画出函数图象的草图；

（２）若这个二次函数的图象与ｘ轴的交
点为Ａ、Ｂ，顶点为Ｃ，试判断△ＡＢＣ的形状．
解 （１）依题意有ｙ＝ａ（ｘ－１）２－１，

又此抛物线经过原点，

所以０＝ａ（０－１）２－１，ａ＝１．
所以 ｙ＝ｘ２－２ｘ．图象如图１３－９２．
（２）因为 ＡＣ 槡＝２，ＢＣ 槡＝２，ＡＢ＝２，

所以 ＡＣ２＋ＢＣ２＝ＡＢ２．
所以△ＡＢＣ为等腰直角三角形．
２如图１３－９３，已知抛物线ｙ＝ｘ２－６ｘ＋８与ｘ轴交于Ａ、Ｂ两点．（１）
通过配方，求抛物线的对称轴和顶点坐标；（２）利用图象，说出ｘ取哪些值
时，函数值ｙ≤０；（３）如果平行于ｘ轴的直线与抛物线交于点Ｃ、点Ｄ，且点

Ｃ的横坐标为５，画出直线ＣＤ，并求梯形ＡＢＣＤ的面积．
解 （１）ｙ＝ｘ２－６ｘ＋８＝（ｘ－３）２－１
所以对称轴ｘ＝３，顶点坐标为（３，－１）．

（２）令ｘ２－６ｘ＋８＝０ 解得与ｘ轴两交点坐标为Ａ（２，０），Ｂ（４，０），抛
物线与ｙ轴交点（０，８）．
观察图象，知，当２≤ｘ≤４时，ｙ≤０．
（３）当ｘ＝５时，ｙ＝５２－６×５＋８＝３，
则直线ＣＤ过点Ｃ（５，３）且平行于ｘ轴．
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图１３－９３
由抛物线的对称性知Ｄ（１，３）

ＣＤ＝４，ＡＢ＝２．

所以梯形ＡＢＣＤ面积为１２
（４＋２）×３＝９．

图１３－９４

【例２】 （随州市，２００１）已知二次函数

ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－９４所示，
且ＯＡ＝ＯＣ，则由抛物线的特征写出如下含
有ａ、ｂ、ｃ三个字母的等式或不等式：①
４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－１，②ａｃ＋ｂ＋１＝０，③ａｂｃ＞０，

④ａ－ｂ＋ｃ＞０，其中正确结论的序号是
（把你认为正确的都填上）

思维技巧 解这类题，主要通过观察图

象进行回答，注意开口方向，与ｘ轴交点，对
称轴位置，ｘ轴上的特殊点（１，０），（－１，０）等．
解 由图象１３－９４知抛物线顶点的纵坐标是－１，故①正确．
设点Ｃ的坐标为（０，ｃ），
因为ＯＡ＝ＯＣ，所以Ａ点坐标为（Ｃ，０），

名校经验 创新设计

２１６

新
教
材
同
步
学
案



即当ｘ＝ｃ时，ｙ＝０，
所以 ａｃ２＋ｂｃ＋ｃ＝０，
因为 ｃ≠０，
所以 ａｃ＋ｂ＋１＝０，故②也正确．
因为抛物线开口向上，所以ａ＞０．
又因为抛物线的顶点在第四象限，

所以 ｘ＝－ｂ
２ａ＞０，所以 ｂ＜０，

而ｃ＜０，所以 ａｂｃ＞０，故③正确．
当ｘ＝－１时，ｙ＝ａ－ｂ＋ｃ，
由图象知点（－１，ａ－ｂ＋ｃ）在第二象限，
故ａ－ｂ＋ｃ＞０，④也正确．
综上知，应填①②③④．
激活思维 这是一道典型的数形结合题．其一般方法是：由开口方向决

定ａ的符号，因为抛物线与ｙ轴交于（０，ｃ），所以由抛物线与ｙ轴交点的纵

坐标决定ｃ的符号．由顶点横坐标－ｂ
２ａ
的符号及ａ的符号来决定ｂ的符号．

ａ＋ｂ＋ｃ的符号由函数在ｘ＝１时函数值决定．ａ－ｂ＋ｃ的符号由ｘ＝－１
时函数值决定．由抛物线与ｘ轴交点的个数决定ｂ２－４ａｃ的符号．此例中，
由于附加了ＯＡ＝ＯＣ这个条件，使之可确定ａｃ＋ｂ＋１的符号情况。

图１３－９５

同类变式 抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图
象如图１３－９５所示，确定下列各式的符号：
（１）ａ；（２）ｂ；（３）ｃ；（４）Δ＝ｂ２－４ａｃ；（５）ａ＋ｂ＋
ｃ；（６）ａ－ｂ＋ｃ．
本题考查二次函数图象的位置与ａ，ｂ，ｃ

及Δ的关系，解题应注意观察抛物钱的开口方
向，对称轴和与ｘ轴、ｙ轴交点的情况．
解 （１）因为开口方向向下，所以ａ＜０．

（２）因为对称轴ｘ＝－ｂ
２ａ
在原点的右侧，

所以－ｂ
２ａ＞０，又ａ＜０，因此ｂ＞０；

（３）ｃ是抛物线和ｙ轴交点的纵坐标，交点在原点的上方，所以ｃ＞０；
（４）抛物线与ｘ轴有两个交点，所以Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０；
（５）当ｘ＝１时，ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ·１２＋ｂ·１＋ｃ＝ａ＋ｂ＋ｃ．表明图象
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上横坐标为１的点，其纵坐标值为ａ＋ｂ＋ｃ．从图象上不难看出，横坐标为１
的点在ｘ轴的上方，因此，其纵坐标大于零，即ａ＋ｂ＋ｃ＞０；
（６）当ｘ＝－１时，ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ·（－１）２＋ｂ·（－１）＋ｃ＝ａ－ｂ＋ｃ．从
图象上可以看出，横坐标为－１的点在ｘ轴的下方，因此，其纵坐标小于零，
即ａ－ｂ＋ｃ＜０．

图１３－９６

思维拓展 （武汉市，２００２）为了备战世界
杯，中国足球队在某次训练中，一队员在距离球

门１２ｍ处的挑射，正好射中了２４ｍ高的球门
横梁．若足球运动的路线是抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ

＋ｃ（如图１３－９６），则下列结论：①ａ＜－１
６０
；②

－１
６０＜ａ＜０；③ａ－ｂ＋ｃ＞０；④０＜ｂ＜－１２ａ．
其中正确的结论是（ ）

Ａ①③ Ｂ①④ Ｃ②③ Ｄ②④
解 由题意得点（１２，０），（０，２４）在抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ图象上，

所以
０＝１４４ａ＋１２ｂ＋ｃ
２４＝｛ ｃ

即６０ａ＋５ｂ＋１＝０．

又 ｘ＝－ｂ
２ａ＞０，而ａ＜０，所以 ｂ＞０，

所以 ５ｂ＝－６０ａ－１＞０，所以 ａ＜－１
６０．

所以 ａ－ｂ＋ｃ＝ａ＋６０ａ＋１
５ ＋２．４＝１３ａ＋２．６，显然，其符号不确定；

由６０ａ＋５ｂ＋１＝０知 ６０ａ＋５ｂ＝－１＜０． 所以 １２ａ＋ｂ＜０．
所以 ０＜ｂ＜－１２ａ 故选Ｂ．
【例３】 （黄石市，２００１） 关于ｘ的两个函数ｙ＝ｘ２＋２ｍｘ＋ｍ２和

ｙ＝ｍｘ－ｍ（ｍ≠０）在同一坐标系中的图象可能是（ ）

图１３－９７
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思维技巧 根据系数的符号判定函数图象的位置或函数的性质，求解

这类问题，关键是沟通函数性质与图象特征的联系．确实将“数”、“形”结合
起来．
解 抛物线ｙ＝ｘ２＋２ｍｘ＋ｍ２＝（ｘ＋ｍ）２，其对称轴是ｘ＝－ｍ，则ｍ

≠０，可排除Ａ．
对于Ｂ． 因为ｘ＝－ｍ＜０，所以 ｍ＞０．
而此时直线ｙ＝ｍｘ－ｍ 不经过第二象限，故可排除Ｂ．同法可排除Ｄ．
因此选Ｃ．
激活思维 观察图象，以某一个函数图象位置得出字母的符号，再与另

一个函数图象相对照，逐一排除，或先对字母符号进行讨论，再对照两个函

数图象，逐一排除，从而找到正确答案．数形结合思想与分类讨论是解决这
类问题的法宝．
同类变式 函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ和ｙ＝ａｘ＋ｂ在同一坐标系中正确的

示意图（图１３－９８）是（ ）

图１３－９８

Ａ中直线ｙ＝ａｘ＋ｂ经过第一、二、三象限，ａ＞０，ｂ＞０；抛物线ｙ＝ａｘ２

＋ｂｘ＋ｃ开口向上，ａ＞０，又其顶点在第二象限，－ｂ
２ａ＜０，得ｂ＞０，故选Ａ．

解 选Ａ．
此题中排除其他结论的方法是：

Ｂ中，直线ｙ＝ａｘ＋ｂ经过第一、二、三象限，ａ＞０，ｂ＞０；而抛物线开口
向下，ａ＜０，与前者矛盾．
同理，可排除结论Ｃ．
Ｄ中，直线ｙ＝ａｘ＋ｂ经过第二、三、四象限，ａ＜０，ｂ＜０；抛物线开口向

下，ａ＜０，但抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点在第一象限，－ｂ
２ａ＞０，则ｂ＞０，

与ｂ＜０矛盾，故结论Ｄ也不成立．
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图１３－９９

思维拓展 １抛物线与直线在同
一个直角坐标系中如图１３－９９所示，

Ｐ１（ｘ１，ｙ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２）点均在抛物线

上，点 Ｐ３（ｘ３，ｙ３）在直线上，其中

－２＜ｘ１＜ｘ２，ｘ３＜－２，则（ ）

Ａｙ１＜ｙ２＜ｙ３

Ｂｙ３＜ｙ１＜ｙ２

Ｃｙ３＜ｙ２＜ｙ１

Ｄｙ２＜ｙ１＜ｙ３

解 选Ｄ．

２画出二次函数ｙ＝－１
２ｘ２－３ｘ－５

２
的图象，并根据图象说出ｘ在哪

个范围时，ｙ随ｘ的增大而增大；ｘ取何值时，ｙ随ｘ的增大而减小？函数ｙ
有最大值还是有最小值，最值是多少？

解 ｙ＝－１
２ｘ２－３ｘ－５

２＝－１
２
（ｘ＋３）２＋２．

图１３－１００

所以 顶点为Ａ（－３，２），对称轴为

ｘ＝－３．
令ｙ＝０，求出抛物线与ｘ轴交点坐

标是Ｂ（－５，０），Ｃ（－１，０）．
令ｘ＝０，求出抛物线与ｙ轴交点是

０，－（ ）５２ ，再作出点Ｄ关于对称轴ｘ＝

－３的对称点Ｅ －６，－（ ）５２ ，将Ｅ、Ｂ、

Ａ、Ｃ、Ｄ五点连成光滑曲线，便得二次函

数ｙ＝－１
２ｘ２－３ｘ－５

２
的图象（如图１３

－１００）．
从图象可以看出，在对称轴的左侧，即当ｘ＜－３时，ｙ随ｘ的增大而增

大；在对称轴的右侧，即当ｘ＞－３时，ｙ随ｘ的增大而减小，因为抛物线开
口向下，顶点Ａ是抛物线的最高点，所以，ｙ有最大值，当ｘ＝－３时，ｙ最大值
＝２．
【例４】 已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ满足以下条件，求函数解析式：
（１）图象经过两点Ａ（１，０），Ｂ（０，－３），且对称轴是直线ｘ＝２；
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（２）图象顶点是（－２，３）且过（－１，５）点；

（３）图象与ｘ轴交于（－２，０）、（４，０）两点且顶点为 １，－（ ）９２ ；
（４）图象顶点是 Ｍ（１，１６）且与ｘ轴交于两点，已知两交点相距８个
单位．
思维技巧 求抛物线的解析式时，要根据不同的已知条件，选用不同的

形式．若给出一般的三个点，常设一般式ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ；若给出了顶点、对
称轴，一般设为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ；若给出与ｘ轴两交点坐标，一般设为ｙ＝
ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）．不论哪种形式，都要建立三个方程，选择恰当的形式，往
往可使计算大大简化．
解 （１）设所求解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．
因为抛物线经过两点Ａ（１，０）、Ｂ（０，－３）．

所以
ａ＋ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝－３｛ ．
所以 ａ＋ｂ＝３．
又因为对称轴是ｘ＝２，

所以 －ｂ
２ａ＝２．

解方程组
ａ＋ｂ＝３，

－ｂ
２ａ＝２

烅
烄

烆 ．
得

ａ＝－１，

ｂ＝４｛ ．
所以 ａ＝－１，ｂ＝４，ｃ＝－３．
所以所求函数解析式为ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
（２）设所求二次函数为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ，
因为顶点为（－２，３），所以 ｙ＝ａ（ｘ＋２）２＋３．
将（－１，５）代入上式，可得

５＝ａ（－１＋２）２＋３． 所以 ａ＝２．
所以所求解析式为ｙ＝２（ｘ＋２）２＋３＝２ｘ２＋８ｘ＋１１．
（３）设所求二次函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ＋２）（ｘ－４），

因为顶点坐标为 １，－（ ）９２ ，
所以 －９

２＝ａ（１＋２）（１－４） 所以ａ＝１
２．

所以所求二次函数解析式为ｙ＝１
２
（ｘ＋２）（ｘ－４），

即 ｙ＝１
２ｘ２－ｘ－４．
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（４）设图象与ｘ轴交于Ａ，Ｂ两点，
因为顶点Ｍ 坐标为（１，１６），对称轴方程为ｘ＝１，又Ａ、Ｂ两点关于直

线ｘ＝１对称，且Ａ、Ｂ两点距离８个单位，
所以Ａ点坐标为（－３，０），Ｂ点坐标为（５，０）．
设所求的二次函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ＋３）（ｘ－５）．
又图象过Ｍ（１，１６），
所以 １６＝ａ（１＋３）（１－５）．得ａ＝－１．
所以函数解析式为ｙ＝－（ｘ＋３）（ｘ－５）．
即 ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋１５．
激活思维 此例是求二次函数解析式的三种形式的灵活应用，仔细分

析所给的条件的特点，选择不同的形式，达到简化的目的．
同类变式 １已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过点（１，０），

（－５，０），顶点纵坐标为９２
，求这个二次函数的解析式．

解 方法一 由题意，得

ａ＋ｂ＋ｃ＝０，

２５ａ－５ｂ＋ｃ＝０，

４ａ－２ｂ＋ｃ＝９
２

烅
烄

烆 ．

解得ａ＝－１
２
，ｂ＝－２，ｃ＝５

２．

所以二次函数的解析式是ｙ＝－１
２ｘ２－２ｘ＋５

２．

方法二 由题意，得ｙ＝ａ（ｘ－１）（ｘ＋５），把ｘ＝－２，ｙ＝９
２
代入得

ａ（－２－１）（－２＋５）＝９
２
，解得ａ＝－１

２．

所以二次函数解析式是ｙ＝－１
２
（ｘ－１）（ｘ＋５）．

即 ｙ＝－１
２ｘ２－２ｘ＋５

２．

方法三 因为二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过ｘ 轴上的点
（１，０）、（－５，０），由抛物线的对称性可知，对称轴是直线ｘ＝－２．

所以抛物线的顶点是 －２，（ ）９２ ，

所以可设函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ＋２）２＋９
２
，

把ｘ＝１，ｙ＝０代入，解得ａ＝－１
２．
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所以二次函数解析式是ｙ＝－１
２
（ｘ＋２）２＋９

２．

即 ｙ＝－１
２ｘ２－２ｘ＋５

２．

２（荆州市，２００２）如图１３－１０１，已知一抛物线与ｘ轴的交点是Ａ
（－１，０）、Ｂ（ｍ，０），且经过第四象限的Ｃ（１，ｎ），而ｍ＋ｎ＝－１，ｍｎ＝－１２，
求此抛物线的解析式．
解 因为点（１，ｎ）在第四象限，所以ｎ＜０．
由ｍ＋ｎ＝－１，ｍ·ｎ＝－１２得ｍ＝３，ｎ＝－４．
设抛物线的解析式ｙ＝ａ（ｘ＋１）（ｘ－３），
将ｘ＝１，ｙ＝－４代入，得：ａ＝１．
所以抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．

图１３－１０１
图１３－１０２

思维拓展 （江西省，２００２）如图１３－１０２，已知抛物线ｙ＝－ｘ２＋ｂｘ＋ｃ

与ｘ轴的两个交点分别为Ａ（ｍ，０）Ｂ（ｎ，０），且ｍ＋ｎ＝４，ｍｎ＝１
３．

（１）求此抛物线的解析式；
（２）设此抛物线与ｙ轴的交点为Ｃ，过Ｃ作一条平行于ｘ轴的直线交抛
物线于另一点Ｐ，求△ＡＣＰ的面积Ｓ△ＡＣＰ．

解 （１）由
ｍ＋ｎ＝４，

ｍ
ｎ＝

烅
烄

烆
１
３
解得

ｍ＝１，

ｎ＝３｛ ．
则函数解析式为ｙ＝－（ｘ－１）（ｘ－３），
即ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
（２）抛物线ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３与ｙ轴相交于Ｃ（０，－３），
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令ｙ＝－３，则有－３＝－ｘ２＋４ｘ－３，
整理，得ｘ２－４ｘ＝０，
解之，得ｘ１＝０，ｘ２＝４．所以 点Ｐ坐标为（４，－３），

ＣＰ＝４．

所以 Ｓ△ＡＣＰ＝
１
２
·ＣＰ·ＯＣ＝１

２×３×４＝６．
【例５】 （青岛市，２００１年）阅读下面的文字后，解答问题．
“已知：二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过点Ａ（０，ａ），Ｂ（１，－２），

．求证：这个二次函数图象的对称轴是直线ｘ＝２．”题目中的矩

形框部分是一段被墨水染污了无法辨认的文字．
（１）根据现有的信息，你能否求出题目中二次函数的解析式？若能，写
出求解过程；若不能，说明理由．
（２）请你根据已有信息，在原题中的矩形框内，填加一个适当的条件，把
原题补充完整．
思维技巧 这是一道探求条件的函数开放性题目，知果寻源，且结论不

唯一．
解 （１）因为二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过点Ａ（０，ａ），

Ｂ（１，－２），且二次函数图象的对称轴为直线ｘ＝２，

所以

ａ＝ｃ，

－２＝ａ＋ｂ＋ｃ，

－ｂ
２ａ＝２

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝１，

ｂ＝－４，

ｃ＝１
烅
烄

烆 ．

所以能求出题目中二次函数的解析式，所求解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋１．
（２）可供补充的内容有（任选其一即可）：

①ａ＝１（或ｂ＝－４或ｃ＝１）与ｙ轴的交点坐标为（０，１）．②与ｙ轴的交
点坐标为（０，１）．③与ｘ轴的交点坐标为（ 槡２－ ３，０）（或（ 槡２＋ ３，０））．④最值
为－３．⑤顶点坐标为（２，－３）．⑥ｂ２－４ａｃ＝１２．
激活思维 像本题这样要运用逆向思维，打破常规的固定解题模式，解

题过程中常存在以下几个问题：一是不会把对称轴方程ｘ＝２作为已知条件
去用；二是，用了“ｘ＝２”这个条件，但点的坐标为（０，ａ），并没有完全给出．从
表面上看，好像差条件，从而做出“无法求出”的错误结论．解答本题，有助于
培养学生的逆向思维、求异思维品质．
同类变式 （北京市东城区，２００２）有一个二次函数的图象，三位学生分

别说出了它的一些特点：
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甲：对称轴是直线ｘ＝４；
乙：与ｘ轴两个交点的横坐标都是整数；
丙：与ｙ轴的交点的纵坐标也是整数，且以这三个交点为顶点的三角形

面积为３．
请你写出满足上述全部特点的一个二次函数解析式．
解 设二次函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）．
从甲所言，可知ｘ１＋ｘ２＝８．
由乙所述，ｘ１，ｘ２均为整数，不妨取ｘ１＝１，则ｘ２＝７．
所以 ｙ＝ａ（ｘ－１）（ｘ－７）＝ａ（ｘ２－８ｘ＋７），
令ｘ＝０，则ｙ＝７ａ．
依据丙指出的特点，知

１
２×（ｘ２－ｘ１）×７ａ＝３ 所以 ａ＝１

７．

所以 ｙ＝１
７
（ｘ２－８ｘ＋７）＝１

７ｘ２－８
７ｘ＋１．

同理，可得出ｙ＝ １
７ｘ２－ ８

７ｘ＋１或ｙ＝ １
５ｘ２－ ８

５ｘ＋３或ｙ＝

－１
５ｘ２＋８

５ｘ－３．

思考，ｘ１＋ｘ２＝８，ｘ１，ｘ２可取哪些整数？

【例６】 （荆州市，２００１）设二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ＞０，ｂ＞０）的图
象经过（０，ｙ１），（１，ｙ２）和（－１，ｙ３）三点，且满足ｙ１

２＝ｙ２
２＝ｙ３

２＝１．

图１３－１０３

（１）求这个二次函数的解析式；
（２）设这个二次函数的图象与ｘ轴的两个交点为Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０），

ｘ１＜ｘ２，Ｃ为顶点，连结ＡＣ、ＢＣ，动点Ｐ从Ａ
点出发沿折线ＡＣＢ运动，求△ＡＢＰ的面积的
最大值；

（３）当点Ｐ在折线ＡＣＢ上运动时，是否
存在点Ｐ使△ＡＰＢ的外接圆的圆心在ｘ轴
上？请说明理由．
思维技巧 （１）由题目中给出的点（０，ｙ１），

（１，ｙ２），（－１，ｙ３）和ｙ１
２＝ｙ２

２＝ｙ３
２＝１，不难建

立含ａ、ｂ、ｃ的三个方程．（２）由于抛物线与ｘ
轴的两交点间的距离为定值，当Ｐ点运动到顶
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点时，△ＡＢＰ的面积最大；（３）要使△ＡＰＢ的外心在ｘ轴上，即要判定存在一
点Ｐ，使∠ＡＰＢ＝９０°即可．
解 （１）由已知，得
（ａ＋ｂ＋ｃ）２＝（ａ－ｂ＋ｃ）２＝ｃ２＝１．结合ａ＞０，ｂ＞０，解得ａ＝１，ｃ＝

－１，ｂ＝１．所以 二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２＋ｘ－１．

（２）二次函数ｙ＝ｘ２＋ｘ－１的顶点Ｃ的坐标是 －１
２
，－（ ）５４ ．

显然，当动点Ｐ从Ａ点出发，沿折线ＡＣＢ运动至顶点Ｃ时，△ＡＢＰ的
面积最大．
易知Ａ、Ｂ两点的坐标是

－ 槡１＋ ５
２
，（ ）０ 、 槡－１＋ ５

２
，（ ）０ ．

ＡＢ＝｜ｘ２－ｘ１｜ 槡＝ ５．

所以△ＡＢＰ面积的最大值是Ｓ＝１
２ 槡× ５×５

４＝５
８槡５．

（３）设二次函数的对称轴交ｘ轴于点Ｄ，则

ＡＤ＝ＢＤ＝槡５
２
，ＣＤ＝５

４．

在Ｒｔ△ＡＤＣ中，ｔａｎ∠ＤＡＣ＝ＣＤ
ＡＤ＝槡５

２＞１，

所以 ∠ＤＡＣ＞４５°．
因为 ＣＡ＝ＣＢ，所以 ∠ＡＣＢ＜９０°．
所以△ＡＢＣ是锐角三角形．
所以在折线ＡＣＢ 上一定存在点Ｐ，使∠ＡＰＢ＝９０°，即存在点Ｐ 使

△ＡＰＢ的外接圆的圆心在ｘ轴上．
激活思维 本题将“坐标系———函数———几何———运动（动点）———三

角函数”结合于一体，题目综合性较强，涉及的知识点也较多，既有静，又有

动，既有常规问题的解答，又有对点的存在性问题的探究，对灵活运用数学

知识的综合能力有较高的要求．

同类变式 （江苏省无锡市，２００１）已知直线ｙ＝－槡３
３ｘ＋ｍ（ｍ＞０）与

ｘ轴、ｙ轴分别交于点Ｃ和点Ｅ，过Ｅ点的抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点为

Ｄ，如果△ＣＤＥ恰为一等边三角形．
（１）求ｂ的值；
（２）设抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴的两个交点分别为Ａ（ｘ１，０）、
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Ｂ（ｘ２，０）（ｘ１＜ｘ２），问是否存在这样的实数ｍ，使∠ＡＥＣ＝９０°？如果存在，
求出此时ｍ 的值；如果不存在，请说明理由．

图１３－１０４

解 （１）依题意Ｅ（０，ｍ），Ｃ（槡３ｍ，０），ＣＥ＝２ｍ．
所以 ∠ＯＣＥ＝３０°，又△ＣＤＥ为等边三

角形，

所以 ＣＤ⊥ｘ轴，即Ｄ（槡３ｍ，２ｍ）．
则此抛物线可设为

ｙ＝ａ（ｘ 槡－ ３ｍ）２＋２ｍ．
又抛物线过点Ｅ（０，ｍ），
所以 ｍ＝ａ（ 槡０－ ３ｍ）２＋２ｍ

所以 ａ＝－ １
３ｍ．

所以抛物线解析式为ｙ＝－１
３ｍ
（ｘ 槡－３ｍ）２＋２ｍ＝－１

３ｍｘ
２＋ 槡２３

３ｘ＋ｍ．

所以 ｂ＝ 槡２ ３
３ ．

（２）若∠ＡＥＣ＝９０°，
因为 ∠ＡＣＥ＝３０°，ＣＥ＝２ｍ，

所以 ｃｏｓ∠ＡＣＥ＝ＣＥ
ＡＣ
，即ＡＣ＝ 槡４ ３

３ ｍ．

又因为 ＡＣ＝１
２ＡＢ＝１

２｜ｘ１－ｘ２｜，

所以 ４× 槡４ ３
３（ ）ｍ

２

＝（ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２．

由ｂ＝ 槡２ ３
３
，ｃ＝ｍ，可得１６（ａｍ）２＋３ａｍ－１＝０．

因为 ａｍ＝－１
３
，所以 １６（ａｍ）２＋３ａｍ－１＝０不能成立．

即不存在这样的实数ｍ，使∠ＡＥＣ＝９０°．
思维拓展 １（镇江市，２００２）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过

Ａ（－１，０）、Ｂ（３，０）、Ｃ（０，３）三点．
（１）求抛物线的解析式和顶点 Ｍ 的坐标，并在给定的直角坐标系中画
出这条抛物线．
（２）若点（ｘ０，ｙ０）在抛物线上，且０≤ｘ０≤４，试写出ｙ０的取值范围．
（３）设平行于ｙ轴的直线ｘ＝ｔ交线段

獉獉
ＢＭ 于点Ｐ（点Ｐ能与点Ｍ 重

合，不能与点Ｂ重合），交ｘ轴于点Ｑ，四边形ＡＱＰＣ的面积为Ｓ．
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（Ⅰ）求Ｓ关于ｔ的函数关系式以及自变量ｔ的取值范围．
（Ⅱ）求Ｓ取得最大值时点Ｐ的坐标．
（Ⅲ）设四边形ＯＢＭＣ的面积为Ｓ′，判断是否存在点Ｐ，使得Ｓ＝Ｓ′．若
存在，求出点Ｐ的坐标；若不存在，请说明理由．

图１３－１０５

解 （１）由题意，得
ａ－ｂ＋ｃ＝０，

９ａ＋３ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝３
烅
烄

烆 ．
解得ａ＝－１，ｂ＝２，ｃ＝３．
所以 抛物线的解析式为

ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３，顶点Ｍ 的坐标为（１，４）．
（２）由图象知：当０≤ｘ０≤４时，

－５≤ｙ０≤４．
（３）（Ⅰ）直线ＢＭ的解析式为ｙ＝－２ｘ＋６．

由方程组
ｘ＝ｔ，

ｙ＝－２ｘ＋６｛ ，
得点Ｐ 的

坐标为（ｔ，－２ｔ＋６）．
则Ｓ＝Ｓ△ＡＯＣ＋Ｓ四边形ＯＱＰＣ

＝１
２×１×３＋１

２
（３＋６－２ｔ）·ｔ

＝－ｔ２＋９
２ｔ＋３

２
，１≤ｔ＜３．

（Ⅱ）由于１≤ｔ＜３，故当ｔ＝－

９
２

２×（－１）＝
９
４
时，Ｓ有最大值，此时点Ｐ

的坐标为 ９
４
，（ ）３２ ．

（Ⅲ）方法一：Ｓ′＝Ｓ△ＯＭＣ＋Ｓ△ＯＢＭ＝１
２×３×１＋１

２×３×４＝１５
２．

假设存在满足条件的点Ｐ，则由Ｓ′＝Ｓ确定的关于ｔ的方程必有实数
根．①

而由Ｓ′＝Ｓ，得－ｔ２＋９
２ｔ＋３

２＝１５
２
，即２ｔ２－９ｔ＋１２＝０，其根的判别

式Δ＝（－９）２－４×２×１２＝－１５＜０，这与①矛盾，
所以不存在这样的点Ｐ．

方法二：由（Ⅱ）知，当ｔ＝９
４
时，Ｓ最大值＝

４×（－１）×３
２－（９２
）２

４×（－１） ＝１０５
１６．
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又Ｓ′＝Ｓ△ＯＭＣ＋Ｓ△ＯＢＭ＝１
２×３×１＋１

２×３×４＝１５
２
，

所以Ｓ最大值＜Ｓ′，这与Ｓ′＝Ｓ矛盾．
所以不存在这样的点Ｐ．
２（随州市，２００２）已知开口向上的抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴的一
个交点是点Ａ（４，０），另一个交点是点Ｂ，与ｙ轴交于点Ｃ，且该抛物线顶点
的横坐标为１，△ＡＯＣ的面积为６．
（１）求出点Ｂ和点Ｃ的坐标；
（２）求出该抛物线的解析式；
（３）在以Ａ、Ｂ、Ｃ三点为顶点的△ＡＢＣ中，设点Ｍ 是ＡＣ边上的一个
动点，过点Ｍ 作ＭＮ∥ＡＢ，交ＢＣ于点Ｎ．试问：在ｘ轴上是否存在点Ｐ，使
得△ＰＭＮ为等腰直角三角形？若存在，求出点Ｐ的坐标；若不存在，请说明
理由．

图１３－１０６

解 （１）因为抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
与ｘ轴的一个交点为Ａ（４，０），且它的对称
轴为直线ｘ＝１．
所以 由其对称性知Ｂ（－２，０）．
由题意，点Ｃ的坐标为（０，ｃ），Ｓ△ＡＯＣ

＝１
２
·ＯＡ·ＯＣ＝１

２×４×｜ｃ｜＝６．
所以 ｃ＝３或－３．
又抛物线的开口向上，所以取ｃ＝－３，

即Ｃ（０，－３）．
（２）由题意，设所求抛物线的解析式为

ｙ＝ａ（ｘ－４）（ｘ＋２），把Ｃ（０，－３）代入，得ａ＝３
８．

所以所求抛物线的解析式为ｙ＝３
８
（ｘ－４）（ｘ＋２），

即ｙ＝３
８ｘ２－３

４ｘ－３．
（３）设满足条件的点Ｐ存在，ＭＮ交ｙ轴于点Ｅ．
①当ＭＮ为等腰直角三角形ＰＭＮ 的一腰时，过点 Ｍ 作ＭＰ⊥ｘ轴于

点Ｐ，设ＭＮ＝ａ，则ＭＰ＝ＥＯ＝ａ，

因为 ＭＮ∥ＡＢ，所以ＭＮ
ＡＢ ＝ＣＥ

ＣＯ
，即ａ

６＝３－ａ
３
，ａ＝２．

所以过点Ｅ且平行于ｘ轴的直线ＭＮ可记为ｙ＝－２．
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又过点Ａ（４，０）、Ｃ（０，－３）的直线为ｙ＝３
４ｘ－３．

所以 Ｍ ４
３
，（ ）－２ ，Ｐ点坐标为 ４

３
，（ ）０ ．

若过点Ｎ作ＮＰ１⊥ｘ轴于Ｐ１，易求出点Ｐ１的坐标为 －２
３
，（ ）０ ．

②当ＭＮ为等腰直角三角形ＰＭＮ的底边时，设ＭＮ＝ｂ，则ＥＯ＝１
２ｂ．

所以 ｂ
６＝

３－１
２ｂ
３
，ｂ＝３，所以 ＭＮ＝３，ＥＯ＝３

２．

在ｙ＝３
４ｘ－３中，当ｙ＝－３

２
时，ｘ＝２，即Ｍ ２，－（ ）３２ ．

由ＭＮ＝３，Ｍ（２，－３
２
）知ＭＮ中点的坐标为Ｆ １

２
，－（ ）３２ ．

过点Ｆ作ＦＰ２⊥ｘ轴于Ｐ２，则Ｐ２
１
２
，（ ）０ ．

所以满足条件的点Ｐ的坐标为 ４
３
，（ ）０ 或 －２

３
，（ ）０ 或 １

２
，（ ）０

图１３－１０７

３．（哈尔滨市，２００１）已知，如图１３－
１０７，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴交于Ａ、

Ｂ两点，它们的横坐标分别为－１和３，与ｙ
轴交点Ｃ的纵坐标为３，△ＡＢＣ的外接圆的
圆心为点Ｍ．
（１）求这条抛物线的解析式；
（２）求图象经过 Ｍ、Ａ 两点的一次函数
解析式；

（３）在（１）中的抛物线上是否存在点Ｐ，
使过Ｐ、Ｍ 两点的直线与△ＡＢＣ 的两边

ＡＢ、ＢＣ的交点Ｅ、Ｆ和点Ｂ所组成的△ＢＥＦ与△ＡＢＣ相似？若存在，求出
点Ｐ的坐标；若不存在，请说明理由．
解 （１）依题意可设抛物线的解析式ｙ＝ａ（ｘ＋１）（ｘ－３）．
又抛物线过点Ｃ（０，３），
所以３＝ａ（０＋１）（０－３），ａ＝－１．
即抛物线解析式为ｙ＝－（ｘ＋１）（ｘ－３）．
或ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３．
（２）因为 Ａ（－１，０），Ｂ（３，０），Ｃ（０，３），
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所以△ＢＯＣ为等腰直角三角形．
延长ＣＭ交⊙Ｍ于Ｄ，连ＡＤ，如图１３－１０８，则△ＣＡＤ为等腰直角三角形，

图１３－１０８

因为 ＡＣ 槡＝ １０，所以 ＣＤ 槡＝２ ５．
作弦ＡＢ的弦心距ＭＧ，因为 ＡＢ＝４，

所以 ＢＧ＝２．所以 ＯＧ＝１，

ＭＧ＝ ＢＭ２－ＢＧ槡 ２ 槡＝ ５－４＝１．
所以Ｍ（１，１）．
因此经过 Ｍ、Ａ 两点的一次函数解析

式为ｙ＝１
２ｘ＋１

２．
（３）依题意知，当 ＭＥ∥ＡＣ 时，△ＢＥＦ
与△ＡＢＣ必定相似．
因为直线ＡＣ的解析式为ｙ＝３ｘ＋３，
所以易求得直线ＭＥ的解析式为ｙ＝３ｘ－２．

联立
ｙ＝３ｘ－２，

ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３｛ ．

解得

ｘ１＝
槡－１＋ ２１

２
，

ｙ１＝
槡－７＋３ ２１

２
｛

，

ｘ２＝
槡－１－ ２１

２
，

ｙ２＝
槡－７－３ ２１

２
｛

．

故存在Ｐ１
槡－１＋ ２１

２
， 槡－７＋３ ２１（ ）２

，Ｐ２
槡－１－ ２１

２
， 槡－７－３ ２１（ ）２

符合题目条件．

当ＭＥ与ＡＣ不平行时，只要ＢＥＢＣ＝ＢＦ
ＡＢ
，便可保证△ＢＥＦ∽△ＢＣＡ．

设过Ｅ、Ｆ点的直线解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，
因为Ｍ 点在ＥＦ上，所以 １＝ｋ＋ｂ，ｂ＝１－ｋ，
所以 ｙ＝ｋｘ＋（１－ｋ）．
过Ｂ、Ｃ两点直线解析式为ｙ＝－ｘ＋３，

易求得Ｅ ｋ－１
ｋ
，（ ）０ 所以ＢＥ＝３－ｋ－１

ｋ ＝２ｋ＋１
ｋ
，

联立 ｙ＝ｋｘ＋（１－ｋ），

ｙ＝－ｘ＋３｛ ，

ｘ＝ｋ＋２
ｋ＋１
，

ｙ＝２ｋ＋１
ｋ＋１

烅
烄

烆 ，
．
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即Ｆ ｋ＋２
ｋ＋１
，２ｋ＋１
ｋ（ ）＋１
，所以 ＢＦ 槡＝ ２·２ｋ＋１

ｋ＋１＝槡２（２ｋ＋１）
ｋ＋１ ．

由ＢＥ
ＢＣ＝ＢＦ

ＡＢ
，得

２ｋ＋１
ｋ
槡３ ２

＝

槡２（２ｋ＋１）
ｋ＋１
４

即（２ｋ＋１）（ｋ－２）＝０，所以 ｋ＝２或ｋ＝－１
２
（不合题意舍去）．

所以直线ＥＦ的解析式为ｙ＝２ｘ－１．

联立
ｙ＝２ｘ－１，

ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３｛ ，
解得

ｘ＝２，

ｙ＝３｛ ，

ｘ＝－２，

ｙ＝－５｛ ．
所以存在点Ｐ３（２，３），Ｐ４（－２，－５）符合题意．
综上知，存在点Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４符合题意．
【例７】 （河北省，２０００）某跳水运动员进行１０ｍ跳台跳水训练，身体

（看成一点）在空中的运动路线是如图１３－１０９所示坐标系下经过原点Ｏ的
一条抛物线（图中标出的数据为已知条件）．

图１３－１０９
在跳某个规定动作时，正常情况下，该运动员在空中的最高处距水面

１０２
３ｍ，入水处距池边的距离为４ｍ，同时，运动员在距水面高度为５ｍ以

前，必须完成规定的翻腾动作，并调整好入水姿势，否则就会出现失误．
（１）求这条抛物线的解析式；
（２）在某次试跳中，测得运动员在空中的运动路线是（１）中的抛物线，且

运动员在空中调整好入水姿势时，距池边的水平距离为３３
５ ｍ，问此次跳水
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会不会失误？并通过计算说明理由．
思维技巧 这是二次函数在体育运动方面的应用．解答此类问题的关

键是将实际问题转化为数学问题，建立数学模型．
解 （１）在给定的直角坐标系下，设最高点为Ａ，入水点为Ｂ，抛物线的

解析式为：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．由题意 知，Ｏ、Ｂ 两点的坐标依次为（０，０），

（２，－１０），且顶点Ａ的纵坐标为２３
，

所以

ｃ＝０，

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝２
３
，

４ａ＋２ｂ＋ｃ＝－１０

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝－２５
６
，

ｂ＝１０
３
，

ｃ＝０

烅

烄

烆 ；

或

ａ＝－３
２
，

ｂ＝－２，

ｃ＝０

烅
烄

烆 ．
因为抛物线对称轴在ｙ轴右侧，

所以 －ｂ
２ａ＞０．又因为抛物线开口向下，

所以 ａ＜０，

所以 ｂ＞０．所以 ａ＝－２５
６
，ｂ＝１０

３
，ｃ＝０．

所以抛物线的解析式为ｙ＝－２５
６ｘ２＋１０

３ｘ．

（２）当运动员在空中距池边的水平距离为３３
５ ｍ时，

即ｘ＝３３
５－２＝８

５
时，

ｙ＝ －２５（ ）６ ×（ ）８５
２
＋１０

３×８
５＝－１６

３．

所以此时运动员距水面的高为１０－１６
３＝１４

３＜５．
因此，此次试跳会出现失误．
激活思维 对于实际生活中的问题，建立二次函数模型是关键．利用特

殊点求出二次函数的解析式是基本方法．
同类变式 １（菏泽市，２００２）如图１３－１１０表示近５年来某市的财政

收入情况，图中ｘ轴上的１，２，⋯５依次表示第１年，第２年，⋯，第５年，即

１９９７年，１９９８年，⋯２００１年．可以看出，图中的折线近似于抛物线的一部分．
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图１３－１１０
（１）请你求出过Ａ、Ｃ、Ｄ三点的二次函数的解析式．
（２）分别求出当ｘ＝２和ｘ＝５时（１）中的二次函数的函数值，并分别与

Ｂ、Ｅ两点的纵坐标相比较．
（３）利用（１）中的二次函数的解析式预测今年该市的财政收入．
思路分析 （１）从题意知，此折线近似于抛物线的一部分，说明是与二

次函数有关的应用问题，首先要求出二次函数的解析式，而读懂图象正确写

出Ａ（１，２６），Ｃ（３，３８），Ｄ（４，５）尤为重要．（２）、（３）两小题借助函数解析式
解决实际问题．
解 （１）设所求二次函数的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．
由图象知Ａ，Ｃ，Ｄ三点的坐标分别为（１，２６），（３，３８），（４，５），代入ｙ

＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，得

ａ＋ｂ＋ｃ＝２．６，

９ａ＋３ｂ＋ｃ＝３．８，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝５
烅
烄

烆 ．
解得ａ＝０．２，ｂ＝－０．２，ｃ＝２．６．
所以 所求二次函数的解析式为ｙ＝０．２ｘ２－０．２ｘ＋２．６．
（２）由解析式知，当ｘ＝２时，ｙ＝３，此时所求函数值与Ｂ点纵坐标的误
差为０亿元．
当ｘ＝５时，ｙ＝６．６，
此时所求函数值与Ｅ点纵坐标的误差为０３亿元．
（３）把ｘ＝６代入解析式，得ｙ＝８６，
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所以预测２００２年该市的财政收入约为８６亿元．
２（吉林省，２００１）如图１３－１１１，一位运动员在距篮下４ｍ处跳起投
篮，球运行的路线是抛物线，当球运行的水平距离为２５ｍ时，达到最大高
度３５ｍ，然后准确落入篮圈，已知篮圈中心到地面的距离为３０５ｍ．

图１３－１１１

（１）建立如图所示的直角坐标系，求抛
物线的解析式．
（２）该运动员身高１８ｍ，在这次跳投
中，球在头顶上方０２５ｍ处出手，问：球出
手时，他跳离地面的高度是多少？

（抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点坐标

为 －ｂ
２ａ
，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ
）

解 （１）依题意，知抛物线顶点坐标为
（０，３５），故可设其解析式为ｙ＝ａｘ２＋３．５．
又因为点（１５，３０５）在抛物线上，
所以 ３０５＝１．５２ａ＋３．５，解得：ａ＝－０．２．
所以 ｙ＝－０．２ｘ２＋３．５．
（２）当ｘ＝－２．５时，

ｙ＝－０．２×（－２．５）２＋３．５＝２．２５．
２．２５－１．８－０．２５＝０．２０（ｍ）．
答：球出手时，他距离地面高度是０２０ｍ．

图１３－１１２

思维拓展 １（兰州市，２００２年）如图

１３－１１２，这是某次运动会开幕式上点燃火炬
时在平面直角坐标系中的示意图，在地面有

Ｏ、Ａ两个观测点，分别测得目标点火炬Ｃ

的仰视角为α、β，ＯＡ＝２ｍ，ｔａｎα＝３
５
，ｔａｎβ

＝２
３
，位于点Ｏ 正上方２ｍ处的Ｄ 点发射

装置，可以向目标Ｃ 发射一个火球点燃火
炬，该火球运行的轨迹为一抛物线，当火球运

行到距地面最大高度２０ｍ时，相应的水平距
离为１２ｍ（图中Ｅ点）．
（１）求火球运行轨迹的抛物线对应的函数解析式．
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（２）说明按（１）中轨迹运行的火球能否点燃目标Ｃ．
解 （１）由已知得Ｄ（０，２），Ｅ（１２，２０），且Ｅ为顶点，故可设抛物线解析

式为：

ｙ＝ａ（ｘ－１２）２＋２０．

把Ｄ点坐标代入，得２＝ａ（０－１２）２＋２０，所以ａ＝－１
８．

所以火球运行轨迹的抛物线对应的函数解析式为

ｙ＝－１
８
（ｘ－１２）２＋２０，即ｙ＝－１

８ｘ２＋３ｘ＋２．
（２）设Ｃ点坐标为（ｘ１，ｙ１），如图１３－１１２所示，过Ｃ作ＣＦ垂直ｘ轴，

垂足为Ｆ．则在Ｒｔ△ＯＦＣ中，ＯＦ＝ｘ１，ＣＦ＝ｙ１，所以ｔａｎα＝ＣＦ
ＯＦ＝ｙ１

ｘ１
＝３

５．

在Ｒｔ△ＡＦＣ中，ＣＦ＝ｙ１，ＡＦ＝ｘ１－２，所以ｔａｎβ＝ＣＦ
ＡＦ＝ ｙ１

ｘ１－２
＝２

３．

联立得

ｙ１

ｘ１
＝３

５
，

ｙ１

ｘ１－２
＝２

３

烅
烄

烆 ．
解之，得

ｘ１＝２０，

ｙ１＝１２
｛ ．

即Ｃ点坐标为（２０，１２），代入函数解析式ｙ＝－１
８ｘ２＋３ｘ＋２验证，符合解

析式，所以Ｃ点在此抛物线上，即火球能到达Ｃ点（火炬处），能够点燃目标．

图１３－１１３

２（郑州市，２００２）图１３－１１３是某市
一处十字路口立交桥的横断面在平面直

角坐标系中的示意图．横断面的地平线为

ｘ轴，横断面的对称轴为ｙ轴，桥拱的

ＤＧＤ′部分为一段抛物线，顶点Ｇ的高度
为８ｍ，ＡＤ和Ａ′Ｄ′是两侧高为５５ｍ的
支柱，ＯＡ和ＯＡ′为两个方向的汽车通行
区，宽都为１５ｍ，线段ＣＤ和Ｃ′Ｄ′为两段
对称的上桥斜坡，其坡度为１∶４．
（１）求桥拱ＤＧＤ′所在抛物线的解析
式及ＣＣ′的长．
（２）ＢＥ和Ｂ′Ｅ′为支撑斜坡的立柱，其高都为４ｍ，相应的ＡＢ和Ａ′Ｂ′为
两个方向的行人及非机动车的通行区，试求ＡＢ和Ａ′Ｂ′的宽．
（３）按规定汽车通过该桥时，载货最高处和桥拱之间的距离不得小于０４ｍ．
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今有一大型运货汽车，装载某大型设备后，其宽为４ｍ，车载大型设备的顶部与地
面的距离均为７ｍ，它能否从ＯＡ（或ＯＡ′）区域安全通过？请说明理由．
解 （１）设ＤＧＤ′所在的抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｋ，将点Ｇ（０，８）及

点Ｄ（１５，５５）分别代入，得方程组
ｋ＝８，

１５２ａ＋ｋ＝５．５｛ ，
解得

ｋ＝８，

ａ＝－１
９０

烅
烄

烆 ．

所以ＤＧＤ′所在抛物线的解析式为ｙ＝－１
９０ｘ

２＋８．

因为 ｉ＝ＡＤ
ＡＣ＝１

４
，且ＡＤ＝Ａ′Ｄ′＝５．５，

所以 ＡＣ＝４ＡＤ＝４×５．５＝２２，ＯＡ＝１５，
所以 ＣＣ′＝２（ＡＯ＋ＡＣ）＝２（１５＋２２）＝７４（ｍ）．

（２）因为ｉ＝ＥＢ
ＢＣ＝１

４
，所以ＢＣ＝４ＢＥ＝４×４＝１６，ＢＥ＝４．

所以 ＡＢ＝Ａ′Ｂ′＝ＡＣ－ＢＣ＝２２－１６＝６（ｍ）．
（３）答：该大型货车可以从ＯＡ（或ＯＡ′）区域安全通过．因为在

ｙ＝－１
９０ｘ

２＋８中，当ｘ＝４时，ｙ＝７３７
４５
，且７３７

４５－（７＋０．４）＝１９
４５＞０，

所以该大型货车装载某大型设备后，可以从ＯＡ（或Ｏ′Ａ′）区域安全通过．
【例８】 （金华市、衢州市，２００１）某瓜果基地市场部为指导该基地某种
蔬菜的生产和销售，在对历年市场行情和生产情况进行了调查的基础上，对

今年这种蔬菜上市后的市场售价和生产成本进行了预测，提供了两个方面

的信息，如图１３－１１４所示．

图１３－１１４
注：甲、乙图中的每个实心黑点所对应的纵坐标分别指相应月份的售价

和成本，生产成本６月份最低。图甲中的图象是线段，图乙中的图象是抛物
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线段．
请你根据图象提供的信息说明：

（１）在３月份出售这种蔬菜，每千克的收益是多少元？（收益＝售价－
成本）

（２）哪个月出售这种蔬菜，每千克的收益最大？说明理由．
思维技巧 此题是同时运用一次函数、二次函数的图象及其性质来解

答的应用题．要善于从图象中建立两个函数间的联系，利用“收益＝售价－
成本”建立函数关系，是解答此题的关键．
解 （１）从甲图知，３月份出售这种蔬菜，每千克的售价为５元，从乙图

知，３月份购买这种蔬菜的成本为每千克４元，根据收益＝售价－成本，易知
在３月份出售这种蔬菜，每千克的收益是１元．
（２）设图甲中图象的函数关系式为ｙ甲＝ｋｘ＋ｂ，图乙中图象的函数关系
式为ｙ乙＝ａ（ｘ＋ｍ）２＋ｎ，则每千克收益为ｙ＝ｙ甲－ｙ乙（元）．
由图象知：点（３，５），（６，３）在ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象上，

所以
５＝３ｋ＋ｂ，

３＝６ｋ＋ｂ｛ ，
解得

ｋ＝－２
３
，

ｂ＝７
烅
烄

烆 ．
所以 ｙ甲＝－２

３ｘ＋７．

抛物线ｙ乙＝ａ（ｘ＋ｍ）２＋ｎ的顶点坐标为（６，１），又过点（３，４），
所以 ｙ乙＝ａ（ｘ－６）２＋１，

所以 ４＝ａ（３－６）２＋１，ａ＝１
３．

所以 ｙ乙＝１
３
（ｘ－６）２＋１．

所以 ｙ＝ｙ甲－ｙ乙＝－２
３ｘ＋７－１

３
（ｘ－６）２－１，

所以 ｙ＝－１
３
（ｘ－５）２＋７

３．
所以 当ｘ＝５时，ｙ值最大．
答：５月份出售这种蔬菜，每千克收益最大．
同类变式 （荆州市，２０００）甲、乙两人连续６年对某县农村甲鱼养殖业

的规模（产量）进行调查，提供了两个方面的信息，如图１３－１１５甲、乙所示．
甲调查表明：每个甲鱼池平均出产量从第一年１万只甲鱼上升到第６

年２万只；
乙调查表明：甲鱼池个数由第１年３０个减少到第６年１０个．
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图１３－１１５
请你根据提供的信息说明：

（１）第２年甲鱼池的个数及全县出产甲鱼的总数．
（２）到第６年这个县的甲鱼养殖业的规模比第１年是扩大了还是缩小
了？说明理由．
（３）哪一年的规模最大？说明理由．
解 （１）第２年甲鱼池的个数为２６个，全县出产甲鱼的总数为２６×１２

＝３１２（万只）．
（２）规模缩小．
原因是：第１年出产甲鱼总数３０万只，而第６年出产甲鱼总数为２０万只．
（３）由图甲知直线ｙ甲＝ｋｘ＋ｂ经过点（１，１）和点（６，２），可求得ｋ＝０．２，

ｂ＝０．８．
所以 ｙ甲＝０．２（ｘ＋４）．

同理可得图乙直线ｙ乙＝４ －ｘ＋１７（ ）２ ．
设第ｘ年规模最大，即求

ｙ甲·ｙ乙＝０．２（ｘ＋４）×４ －ｘ＋１７（ ）２
＝－０．８ｘ２＋３．６ｘ＋２７．２的最大值．

当ｘ＝－ ３．６
２×（－０．８）＝２

１
４≈２时．

ｙ甲·ｙ乙＝－０．８×４＋３．６×２＋２７．２＝３１．２最大
即第二年规模最大，为３１．２万只．
思维拓展 （黄石市，２００１）一蔬菜基地种植的某种绿色蔬菜，根据今年
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的市场行情，预计从５月１日起的５０天内，它的市场售价ｙ１与上市的时间

ｘ的关系可用图１３－１１６（１）的一条线段表示；它的种植成本ｙ２与上市时间

ｘ的关系可用图１３－１１６（２）中抛物线的一部分来表示．

图１３－１１６
（１）求出图１３－１１６（１）中表示的市场售价ｙ１与上市的时间ｘ的函数关
系式．
（２）求出图１３－１１６（２）中表示的种植成本ｙ２与上市时间ｘ的函数关
系式．
（３）假定市场售价减去种植成本为纯利润，问哪天上市的这种绿色蔬菜
既不赔本也不赚钱？（市场售价和种植成本的单位：元／ｋｇ，时间单位：天，１２２

＝１４４，１３２＝１６９，１４２＝１９６）．
解 （１）由图１３－１１６（１）知，直线经过（５０，２１），（０，５１）两点，所以函

数解析式为ｙ１＝－３
５０ｘ＋５．１（０≤ｘ≤５０）．

（２）观察图１３－１１６（２）知，抛物线的顶点为（２５，２），且过点（５，６）．
设抛物线解析式为ｙ２＝ａ（ｘ－２５）２＋２，
将ｘ＝５，ｙ２＝６代入得

６＝ａ（５－２５）２＋２，ａ＝ １
１００
，

所以 ｙ２＝
１
１００
（ｘ－２５）２＋２

即 ｙ２＝
１
１００ｘ

２－１
２ｘ＋３３

４
（０≤ｘ≤５０），

（３）依题意有
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ｙ＝ｙ１－ｙ２＝－ １
１００
（ｘ２－４４ｘ＋３１５）（０≤ｘ≤５０）

当ｙ＝０时，即－ １
１００
（ｘ２－４４ｘ＋３１５）＝０，

解得ｘ＝９或ｘ＝３５时，
即从５月１日起第９天或第３５天上市的这种绿色蔬菜既不赔本也不赚钱．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力训练

１填空题
（１）（江苏盐城，２００２）抛物线ｙ＝ｘ２－２ｘ＋３的顶点坐标为 ．
（２）（山西省，２００２）若点Ｐ（１，ａ）和Ｑ（－１，ｂ）都在抛物线ｙ＝－ｘ２＋１
上，则线段ＰＱ的长是 ．
（３）（黑龙江省，２００２）若二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过点（－４，０）、

（２，６），则这个二次函数的解析式为 ．
（４）（金华市，２００２）函数ｙ＝ａｘ２－ａｘ＋３ｘ＋１的图象与ｘ轴有且只有

图１３－１１７

一个交点，那么ａ的值和交点坐标分别为 ．
（５）（山西省，２００３）二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的
图象如图１３－１１７所示，则函数值ｙ＜０时，对应ｘ
的取值范围是 ．
（６）（天津市，２００３）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
的对称轴为ｘ＝２，且经过点（１，４）和点（５，０），则该抛物
线的解析式为 ．
（７）（黑龙江省，２００３）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｘ

＋ｃ与ｘ轴交点的横坐标为－１，则ａ＋ｃ＝ ．

（８）（宁波市，２００３）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋ｘ＋ｂ２经过点 ａ，（ ）１４ 和
（－ａ，ｙ１），则ｙ１的值是 ．
（９）（北京市海淀区，２００３）已知二次函数ｙ＝ｋｘ２＋（２ｋ－１）ｘ－１与ｘ
轴交点的横坐标为ｘ１、ｘ２（ｘ１＜ｘ２），则对于下列结论：①当ｘ＝－２时，ｙ＝
１；②当ｘ＞ｘ２时，ｙ＞０；③方程ｋｘ２＋（２ｋ－１）ｘ－１＝０有两个不相等的实

数根ｘ１、ｘ２；④ｘ１＜－１，ｘ２＞－１；⑤ｘ２－ｘ１＝
１＋４ｋ槡 ２

ｋ
，其中所有正确的结

论是 （只需填写序号）．
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（１０）（苏州市，２００１）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋（ｍ－１）ｘ－１
４
的顶点的横坐

标是２，则ｍ 的值是 ．
（１１）（荆州市，２００１）已知二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象过点Ａ（ｃ，０），
且关于直线ｘ＝２对称，则这个二次函数的解析式可能是 ．（只要求
写出一个可能的解析式）

（１２）（温州市，２００１）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋２（ｋ＋１）ｘ－ｋ与ｘ轴有两个
交点，且这两个交点分别在直线ｘ＝１的两侧，则ｋ的取值范围是 ．
（１３）（黑龙江省，２００１）抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过点（１，０），（－１，

－６），（２，６），则该抛物线与ｙ轴交点的纵坐标为 ．
（１４）（常州市，２００１）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－

１１８所示，①这个二次函数的解析式是 ；②当ｘ＝ 时，ｙ＝
３；③根据图象回答：当ｘ 时，ｙ＞０．

图１３－１１８ 图１３－１１９

（１５）（苏州市，２００１）如图１３－１１９，Ａ、Ｂ、Ｃ是二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
（ａ≠０）的图象上的三点．根据图中给出的三点位置情况，可得ａ、ｃ、Δ（Δ＝ｂ２

－４ａｃ）与零的大小关系是：

ａ ０，ｃ ０，Δ ０（填入“＞”、“＜”或“＝”）
（１６）（台州，２００１）平面上，经过点Ａ（２，０），Ｂ（０，－１）的抛物线有无数
条，请写出其中一条确定的抛物线的解析式（不含字母系数）： （写

成一般式）．
（１７）（大连市，２０００）已知二次函数ｙ＝ｘ２＋（ａ－ｂ）ｘ＋ｂ的图象如图１３

－１２０，那么化简 ａ２－２ａｂ＋ｂ槡 ２＋｜ｂ｜
ａ

的结果是 ．
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图１３－１２０ 图１３－１２１

（１８）（包头市，２０００）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象如图

１３－１２１，则由抛物线的特征可以得到含有ａ、ｂ、ｃ三个字母的等式或不等式
为 （只需写出一个你认为正确的即可）．

２选择题
（１）（北京市海淀区，２００３）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－

１２２所示，则下列结论正确的是（ ）

Ａａ＞０，ｂ＜０，ｃ＞０ Ｂａ＜０，ｂ＜０，ｃ＞０
Ｃａ＜０，ｂ＞０，ｃ＜０ Ｄａ＜０，ｂ＞０，ｃ＞０

图１３－１２２ 图１３－１２３
（２）（天津市，２００３）如图１３－１２３，已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图
象，则一次函数ｙ＝ａｘ＋ｂｃ的图象不经过（ ）

Ａ第一象限 Ｂ第二象限

Ｃ第三象限 Ｄ第四象限
（３）（淄博市，２００３）周长是４ｍ的矩形，它的面积Ｓ（ｍ２）与一边长ｘ（ｍ）
的函数图象大致是图１３－１２４中的（ ）
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图１３－１２４
（４）（兰州市，２００３）已知如图１３－１２５，直线ｙ＝ｘ与二次函数ｙ＝ａｘ２－

图１３－１２５

２ｘ－１的图象的一个交点 Ｍ 的横坐标为１，则ａ的值
为（ ）

Ａ２ Ｂ１ Ｃ３ Ｄ４
（５）（杭州市，２００３）把抛物线ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图
象向右平移３个单位，再向下平移２个单位，所得图象
的解析式是ｙ＝ｘ２－３ｘ＋５，则有（ ）

Ａｂ＝３，ｃ＝７ Ｂｂ＝－９，ｃ＝－１５
Ｃｂ＝３，ｃ＝３ Ｄｂ＝－９，ｃ＝２１
（６）（岳阳市，２００３）二次函数ｙ＝－２ｘ２＋４ｘ－５的对称轴、顶点坐标分
别是（ ）

Ａ．直线ｘ＝１，（１，－３） Ｂ．直线ｘ＝－１，（－１，－３）

Ｃ．直线ｘ＝１，（１，３） Ｄ．直线ｘ＝－１，（－１，３）
（７）（武汉市，２００３）已知：抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ＜０）经过点（－１，

０），且满足４ａ＋２ｂ＋ｃ＞０．以下结论：①ａ＋ｂ＞０；②ａ＋ｃ＞０；③ －ａ＋ｂ
＋ｃ＞０；④ｂ２－２ａｃ＞５ａ２．其中正确的个数有（ ）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个
（８）（武汉市、益阳市，２００３）若二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｃ，当ｘ取ｘ１、ｘ２（ｘ１

≠ｘ２）时，函数值相等，则当ｘ取ｘ１＋ｘ２时，函数值为（ ）

Ａ．ａ＋ｃ Ｂ．ａ－ｃ Ｃ．－ｃ Ｄ．ｃ
（９）（厦门市，２００３）已知以（－１，０）为圆心，１为半径的⊙Ｍ 和抛物线ｙ

＝ｘ２＋６ｘ＋１１，现有两个命题：
（１）抛物线ｙ＝ｘ２＋６ｘ＋１１与⊙Ｍ 没有交点；
（２）将抛物线ｙ＝ｘ２＋６ｘ＋１１向下平移３个单位，则此抛物线与⊙Ｍ
相交．
则以下结论正确的是（ ）

Ａ．只有命题（１）正确 Ｂ．只有命题（２）正确
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Ｃ．命题（１）、（２） Ｄ．命题（１）、（２）都不正确
（１０）（黄冈市，２００２）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－

１２６所示，那么下列判断正确的是（ ）

Ａａｂｃ＞０ Ｂｂ２－４ａｃ＞０
Ｃ２ａ＋ｂ＞０ Ｄ４ａ－２ｂ＋ｃ＜０

图１３－１２６ 图１３－１２７

（１１）（哈尔滨市，２００２）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－
１２７所示，下列结论中：①ａｂｃ＞０；②ｂ＝２ａ；③ａ＋ｂ＋ｃ＜０；④ａ－ｂ＋ｃ＞０．
正确的个数是（ ）

Ａ４个 Ｂ３个 Ｃ２个 Ｄ１个
（１２）（北京市西城区，２００１）无论ｍ 为任何实数，二次函数ｙ＝ｘ２＋（２－

ｍ）ｘ＋ｍ 的图象总经过的点是（ ）

Ａ（１，３） Ｂ（１，０） Ｃ（－１，３） Ｄ（－１，０）
（１３）（湖州，２００１）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ中，４ａ－ｂ＝０，ａ－ｂ＋ｃ

＞０，抛物线与ｘ轴有两个不同的交点，且这两个交点之间的距离小于２，则
下列判断错误

獉獉
的是（ ）

Ａａｂｃ＜０ Ｂｃ＞０ Ｃ４ａ＞ｃ Ｄａ＋ｂ＋ｃ＞０
（１４）（武汉市，２００１）已知函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图１３－１２８所
示，则下列关系式中成立的是（ ）

Ａ０＜－ｂ
２ａ＜１ Ｂ０＜－ｂ

２ａ＜２，但－ｂ
２ａ
与１无法比较大小

Ｃ１＜－ｂ
２ａ＜２ Ｄ－ｂ

２ａ＝１
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图１３－１２８ 图１３－１２９
（１５）（福州市，２００１）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象如图１３－

１２９所示，下列结论：

①ｃ＜０，②ｂ＞０，③４ａ＋２ｂ＋ｃ＞０，④（ａ＋ｃ）２＜ｂ２，其中正确的有（ ）

Ａ１个 Ｂ２个 Ｃ３个 Ｄ４个

图１３－１３０

（１６）（宁波市，２００１）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ
＋ｃ的图象如图１３－１３０，则在下列等式中，成
立的个数是（ ）

①ａｂｃ＜０；②ａ＋ｂ＋ｃ＜０；

③ａ＋ｃ＞ｂ；④ａ＜ｃ－ｂ
２ ．

Ａ１个 Ｂ２个

Ｃ３个 Ｄ４个
（１７）（连云港，２００１）已知函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ

＋ｃ（ａ≠０），给出下列四个判断：①ａ＞０；②２ａ
＋ｂ＝０；③ｂ２－４ａｃ＞０；④ａ＋ｂ＋ｃ＜０．以其中三个判断作为条件，余下一个
判断作为结论，可得到四个命题，其中真命题的个数有（ ）

Ａ１个 Ｂ２个 Ｃ３个 Ｄ４个
（１８）（黑龙江省，２００１）在同一直角坐标系中，一次函数ｙ＝５ｘ＋４与二
次函数ｙ＝ｘ２＋３ｘ＋５的图象（ ）

Ａ有一个交点 Ｂ有两个交点

Ｃ无交点 Ｄ有无数个交点
（１９）（江苏省泰州，２００１）抛物线ｙ＝ｘ２－（２ｍ－１）ｘ－２ｍ 与ｘ轴的两

个交点坐标分别为Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０），且
ｘ１

ｘ２
＝１，则ｍ 的值为（ ）

Ａ－１
２ Ｂ０ Ｃ±１

２ Ｄ１
２
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（２０）（盐城市，２００１）由于被墨水污染，一道数学题仅能见到如下文字：
已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象过点（１，０）⋯⋯求证这个二次函

数的图象关于直线ｘ＝２对称．
根据现有信息，题中的二次函数不具有的性质是（ ）

Ａ过点（３，０）

Ｂ顶点是（２，－２）

Ｃ在ｘ轴上截得的线段长是２
Ｄ与ｙ轴的交点是（０，３）

３（太原市，２００３）在图１３－１３１所示的平面直角坐标系中，画出二次函
数ｙ＝ｘ２－２ｘ的图象．

图１３－１３１ 图１３－１３２
４（兰州市，２００３）二次函数图象如图１３－１３２所示，求它的解析式．
５．（南京市，２００３）已知二次函数ｙ＝ａｘ２－２的图象经过点（１，－１）．求
这个二次函数的解析式，并判断该函数图象与ｘ轴的交点的个数．

６．（南通市，２００３）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过Ａ（１，－４）、Ｂ（－１，

０）、Ｃ（－２，５）三点．
（１）求抛物线的解析式并画出这条抛物线；
（２）直角坐标系中点的横坐标与纵坐标均为整数的点称为整点．试结合
图象，写出在第四象限内抛物线上的所有整点的坐标．

７．（天津市，２００３）已知抛物线ｙ＝ｘ２－２ｘ－８．
（１）求证：该抛物线与ｘ轴一定有两个交点；
（２）若该抛物线与ｘ轴的两上交点分别为Ａ、Ｂ，且它的顶点为Ｐ，求

△ＡＢＣ的面积．
８．（厦门市，２００３）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋（２ｋ＋１）ｘ－ｋ２＋ｋ．
（１）求证：此抛物线与ｘ轴总有两个不同的交点．
（２）设ｘ１、ｘ２是此抛物线与ｘ轴两个交点的横坐标，且满足ｘ２

１＋ｘ２
２＝

－２ｋ２＋２ｋ＋１．
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① 求抛物线的解析式；

② 设点Ｐ（ｍ１，ｎ１）、Ｑ（ｍ２，ｎ２）是抛物线上两个不同的点，且关于此抛

物线的对称轴对称，求ｍ１＋ｍ２的值．
９．（苏州市，２００３）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋（１－２ａ）ｘ＋ａ２（ａ≠０）与ｘ轴交
于两点Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０）（ｘ１≠ｘ２）．
（１）求ａ的取值范围，并证明Ａ、Ｂ两点都在原点Ｏ的左侧；
（２）若抛物线与ｙ轴交于点Ｃ，且ＯＡ＋ＯＢ＝ＯＣ－２，求ａ的值．
１０．（海南省，２００３）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ开口向下，并且经过Ａ

（０，１）和Ｍ（２，－３）两点．
（１）若抛物线的对称轴为直线ｘ＝－１，求此抛物线的解析式；
（２）如果抛物线的对称轴在ｙ轴的左侧，试求ａ的取值范围；
（３）如果抛物线与ｘ轴交于Ｂ、Ｃ两点，且∠ＢＡＣ＝９０°，求此时ａ的值．
１１（北京市怀柔，２００２）已知抛物线与ｘ轴交于Ａ（２，０）、Ｂ（６，０）两点，
且顶点到ｘ轴的距离等于２，又抛物线与ｙ轴的负半轴相交．
（１）求此抛物线的解析式．
（２）若经过Ａ、Ｂ两点的圆与直线ｙ＝２ｘ－２相切，求此圆的圆心坐标．

１２（山东聊城，２００２）如图１３－１３３，已知抛物线ｙ＝－１
７ｘ２＋ｂｘ＋ｃ和

ｘ轴正半轴相交于Ａ、Ｂ两点，ＡＢ＝４，Ｐ为抛物线上的一点，它的横坐标为

９，∠ＰＢＯ＝１３５°，ｃｏｔ∠ＰＡＢ＝７
３．

图１３－１３３
（１）求点Ｐ的坐标；
（２）求抛物线的解析式．
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探究能力测试

图１３－１３４

１３．（辽宁省，２００３）某公司推出了一种
高效环保型洗涤用品，年初上市后，公司经历

了从亏损到盈利的过程．下面的二次函数图
象（部分）刻画了该公司年初以来累积利润ｓ
（万元）与销售时间ｔ（月）之间的关系（即前ｔ
个月的利润总和ｓ与ｔ之间的关系）．
根据图象提供的信息，解答下列问题：

（１）由已知图象上的三点坐标，求累积
利润ｓ（万元）与时间ｔ（月）之间的函数的关
系式；

（２）求截止到几月末公司累积利润可达到３０万元；

图１３－１３５

（３）求第８个月公司所获利润是多少万元？

１４．（嘉兴市，２００３）如图１３－１３５，有长为２４ｍ
的篱笆，一面利用墙（墙的最大可用长度ａ 为

１０ｍ），围成中间隔有一道篱笆的长方形花圃的宽

ＡＢ为ｘ（ｍ），面积为Ｓ（ｍ２）．
（１）求Ｓ与ｘ的函数关系式；
（２）如果要围成面积为４５ｍ２的花圃，ＡＢ的长是多少米？
（３）能围成面积比４５ｍ２更大的花圃吗？如果能，请求出最大面积，并

说明围法；如果不能，请说明理由．

图１３－１３６

１５如图１３－１３６，是某防空部队进行
射击训练时在平面直角坐标系中的示意图，

在地面Ｏ、Ａ两个观测点测得空中固定目标

Ｃ的仰角分别是α和β，ＯＡ＝１ｋｍ，ｔａｎα＝
９
２８
，ｔａｎβ＝３

８．位于Ｏ 点正上方５
３ｋｍＤ 点

处的直升飞机向目标Ｃ发射防空导弹，该导
弹运行到距地面最大高度３ｋｍ时，相应的
水平距离为４ｋｍ（即图中Ｅ点）．（１）若导弹
运行轨道为一抛物线，求该抛物线的解析
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式；（２）说明按（１）中的轨道运行导弹能否击中目标Ｃ的理由．
１６（随州市，２００１）某商场今年五月销售一种新产品，其进价是每件８０
元，售价是每件１２０元，当月销售６００件．六月份，经市场调查知：该产品的售
价每降低１元时，每月的销售量将增加６０件，但每件的最低售价不能低于

１０６元．为增加利润减少库存，商场决定适当降低该产品的售价．
（１）写出六月份降低该产品的售价后，商场所获利润ｙ和每件降低ｘ元

（ｘ取整数）之间的函数关系式，并指出自变量ｘ的取值范围；
（２）每件产品降价多少元时，商场销售该产品所获利润比上月增加

５０％？［注：利润＝销售量×（产品售价－产品进价）］

１７（甘肃省，２００２）某商场以每件３０元的价格购进一种商品，试销中发
现，这种商品每天的销售量ｍ（件）与每件的销售价ｘ（元）满足一次函数：ｍ
＝１６２－３ｘ．
（１）写出商场卖这种商品每天的销售利润ｙ与每件的销售价ｘ间的函
数关系式；

（２）如果商场要想每天获得最大的销售利润，每件商品的售价定为多少
最合适？最大销售利润为多少？

１８（临沂市，２００１）汽车在行驶中，由于惯性作用，刹车后还要向前滑行
一段距离才能停住，我们称这段距离为“刹车距离”，刹车距离是分析事故的

一个重要因素，在一个限速４０ｋｍ／ｈ以内的弯道上，甲、乙两车相向而行，发
现情况不对，同时刹车，但还是相碰了．事后现场测得甲车的刹车距离为

１２ｍ，乙车的刹车距离超过１０ｍ，但小于１２ｍ．查有关资料知，甲种车的刹
车距离ｓ甲（ｍ）与车速ｘ（ｋｍ／ｈ）之间有如下关系：ｓ甲＝０．１ｘ＋０．０１ｘ２；乙种

车的刹车距离ｓ乙（ｍ）与车速ｘ（ｋｍ／ｈ）的关系如图１３－１３７所示．

图１３－１３７
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请你就两车的速度方面分析相碰的原因．
１９黄冈市某蔬菜基地种植西红柿，由历年市场行情得知，从２月１日
起的３００天内，西红柿市场售价与上市时间的关系用图１３－１３８甲的一条折
线表示；西红柿的种植成本与上市时间的关系用图１３－１３８乙表示的抛物
线段表示．

图１３－１３８
（１）写出图１３－１３８甲表示的市场售价与时间的函数关系式；
（２）写出图１３－１３８乙表示的种植成本与时间的函数关系式；
（３）认定市场售价减去种植成本为纯收益，问何时上市的西红柿纯收益
最大？（注；市场售价和种植成本的单位：元／１０２ｋｇ，时间单位：天）．

２０．（济南市，２００３）某校研究性学习小组在研究有关二次函数及其图象
性质的问题时，发现了两个重要的结论．一是发现

獉獉獉獉
抛物线ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３（ａ

≠０），当实数ａ变化时，它的顶点
獉獉
都在某条直线上；二是发现

獉獉獉獉
当实数ａ变化

时，若把抛物线ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３的顶点的横坐标减少１ａ
，纵坐标增加１

ａ
，得

到Ａ点的坐标；若把顶点的横坐标增加１
ａ
，纵坐标增加１

ａ
，得到Ｂ点的坐

标，则Ａ、Ｂ两点一定仍在抛物线ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３上．
（１）请你协助探求出当实数ａ变化时，抛物线ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３的顶点

獉獉
所在直线的解析式上；

（２）问题（１）中的直线上有一个点不是该抛物线的顶点，你能找出它来
吗？并说明理由；
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（３）在他们第二个发现的启发下，运用“一般—特殊—一般”的思想，你
还能发现什么？你能用数学语言将你的猜想表述出来吗？你的猜想能成立

吗？若能成立，请说明理由．
２１．（重庆市，２００３）已知抛物线ｙ＝－ｘ２＋（ｍ－４）ｘ＋２ｍ＋４与ｘ轴
交于Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０）两点，与ｙ轴交于点Ｃ，且ｘ１＜ｘ２，ｘ１＋２ｘ２＝０．若
点Ａ关于ｙ轴的对称点是点Ｄ．
（１）求过点Ｃ、Ｂ、Ｄ的抛物线的解析式；
（２）若Ｐ是（１）中所求抛物线的顶点，Ｈ是这条抛物线上异于点Ｃ的另
一点，且△ＨＢＤ与△ＣＢＤ的面积相等，求直线ＰＨ的解析式．

图１３－１３９

２２．（黄冈市，２００３）已知二次函数的
图象如图１３－１３９所示．
（１）求二次函数的解析式及抛物线
顶点Ｍ 的坐标；
（２）若点Ｎ为线段ＢＭ 上的一点，过
点Ｎ作ｘ轴的垂线，垂足为点Ｑ．当点Ｎ
在线段ＢＭ 上运动时（点Ｎ不与点Ｂ、点

Ｍ 重合），设ＮＱ的长为ｔ，四边形ＮＱＡＣ
的面积为Ｓ，求Ｓ与ｔ之间的函数关系式
及自变量ｔ的取值范围；
（３）在对称轴右侧的抛物线上是否
存在点Ｐ，使△ＰＡＣ 为直角三角形？若
存在，求出所有符合条件的点Ｐ的坐标；若不存在，请说明理由；
（４）将△ＯＡＣ补成矩形，使△ＯＡＣ的两个顶点成为矩形一边的两个顶
点，第三个顶点落在矩形这一边的对边上，试直接写出矩形的未知的顶点坐

标（不需要计算过程）．
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１３８ 反比例函数及其图象

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 反比例函数的概念、图象和性质．
难点 反比例函数图象的画法．

探究点 反比例函数图象上点（ｘ，ｙ）具有两坐标之积（ｘｙ＝ｋ）为常数
这一特性，即过双曲线上任意一点，向ｘ轴所引垂线段的两端点及坐标原点
所构成的三角形面积或向两坐标轴引垂线段所构成的矩形的面积均为常

数．以此为基础的题目异常活跃，而且，以反比例函数及其图象为背景的综
合问题和实际问题也越来越多．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
掌握反比例函数的定义、图象与性质是学好本节的

前提．沟通反比例函数与其他函数间的联系，尤其是与
一次函数之间的联系，是学习的关键．数形结合思想、转化思想、方程方法是
本节的基本思想方法．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径 【例１】 当ｎ取什么值时，ｙ＝（ｎ２＋２ｎ）ｘｎ２＋ｎ－１是反

比例函数？它的图象在第几象限内？在每个象限内，ｙ随ｘ的增大而增大或
是减小？

思维技巧 本题考查反比例函数的定义与性质，根据反比例函数的定

义ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ≠０）可知，要使ｙ＝（ｎ２＋２ｎ）ｘｎ２＋ｎ－１是反比例函数，必须且只

需ｎ２＋２ｎ≠０且ｎ２＋ｎ－１＝－１．

解 ｙ＝（ｎ２＋２ｎ）ｘｎ２＋ｎ－１是反比例函数，则

ｎ２＋２ｎ≠０，

ｎ２＋ｎ－１＝－１｛ ．
所以

ｎ≠０且ｎ≠－２，

ｎ＝０或ｎ＝－１｛ ．

故当ｎ＝－１时，ｙ＝（ｎ２＋２ｎ）ｘｎ２＋ｎ－１是反比例函数ｙ＝－１
ｘ．

因为 ｋ＝－１＜０，
所以双曲线分别在二、四象限内，并且在每个象限内ｙ随ｘ的增大而

增大．
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激活思维 像一次函数一样，判断一个函数是否是反比例函数，惟一的

标准就是看它是否符合定义，即形如ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ为不等于０的常数）或ｙ＝

ｋｘ－１（ｋ为不等于０的常数）．另外，在应用反比例函数性质判断增减性时，
不能忘了前提：“在每一个象限内．”

同类变式 当ａ为何值时，ｙ＝（２ａ＋１）ｘａ２＋ａ－１是反比例函数，且图象

在第二、四象限．
解 因为ｙ是ｘ的反比例函数，
所以 ａ２＋ａ－１＝－１．
又此函数图象在第二、四象限，

所以 ２ａ＋１＜０．
综上可得ａ＝－１．

所以 ａ＝－１时，函数解析式为ｙ＝－１
ｘ．

思维拓展 已知ｙ＝（２ｍ－１）ｘｍ２－２的图象是双曲线，且在每个象限内，

ｙ随ｘ的增大而增大，求ｍ 的值．
解 因为函数图象是双曲线，

所以 ｙ是ｘ的反比例函数，
所以 ｍ２－２＝－１且２ｍ－１≠０．
所以 ｍ１＝１，ｍ２＝－１．
又因为ｙ随ｘ的增大而增大，

所以 ２ｍ－１＜０，所以 ｍ＜１
２．

故ｍ＝－１．

图１３－１４０

【例２】 （太原市，２００１）已知二次函数

ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象如图１３－１４０

所示，则直线ｙ＝ａｘ＋ｂ与双曲线ｙ＝ａｂ
ｘ
在

同一坐标系中的位置大致是如图１３－１４１
中的（ ）

思维技巧 本题考查反比例函数图象

与性质的应用，可依据二次函数的图象，先

确定系数的符号；然后在同一直角坐标系

内，考察一次函数和反比例函数图象的分布
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情况．
解 观察图１３－１４０，可知ａ＜０，ｃ＝０，

因为 －ｂ
２ａ＞０，所以 ｂ＞０．

当ａ＜０，ｂ＞０时，函数ｙ＝ａｘ＋ｂ的图象有Ａ、Ｄ．函数ｙ＝ａｂ
ｘ
的图象有

Ｃ、Ｄ，
所以图象在同一坐标系中的为Ｄ．

图１３－１４１
激活思维 此题虽然文字不多，但把三个函数的图象与性质有机地结

合于一体，对数形结合的要求较高，有助于培养学生思维的灵活性．

同类变式 １（青海省，２００１）如图１３－１４２，函数ｙ１＝ｋｘ，ｙ２＝
ｋ
ｘ
（ｋ≠

０）在同一坐标系中的图象大致是（ ）

图１３－１４２
解 在Ａ中，双曲线在第一、第三象限内，所以ｋ＞０，而直线只过二、四

象限，即ｋ＜０，矛盾；在Ｂ中，双曲线在第一、三象限，ｋ＞０，而直线只过一、
三象限，所以ｋ＞０，正好一致．故选Ｂ．

另解 当ｋ＞０时，直线ｙ＝ｋｘ只过一、三象限，双曲线ｙ＝ｋ
ｘ
也在第

一、三象限内，因此选Ｂ．当ｋ＜０，Ａ、Ｃ、Ｄ中两函数图象是矛盾的．

２（哈尔滨市，２００１）如图１３－１４３，当ｋ＜０时，反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
和一
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次函数ｙ＝ｋｘ－ｋ的图象大致是（ ）

图１３－１４３

解 因为ｋ＜０，所以ｙ＝ｋ
ｘ
图象在二、四象限，所以符合ｙ＝ｋ

ｘ
图象有

Ｂ、Ｃ． 因为ｋ＜０， 所以－ｋ＞０，即ｙ＝ｋｘ－ｋ的图象经过一、二、四象限．
综合上知，符合条件的图象为Ｂ．
思维拓展 １（安徽省，２００１）已知力Ｆ所做的功是１５Ｊ，则力Ｆ与物

体在力的方向上通过的距离ｓ的图象大致是图１３－１４４中的（ ）

图１３－１４４

解 由Ｗ＝Ｆｓ＝１５，得Ｆ＝１５
ｓ
（ｓ＞０）

因此Ｆ＝１５
ｓ
（ｓ＞０）图象是反比例函数图象在第一象限的一支，故选Ｂ．

２（镇江市，２０００）一给定的三角形被平行于一边的直线截成一个小三
角形和一个梯形，若小三角形和梯形的面积分别是ｙ和ｘ，则ｙ关于ｘ的函
数的图象大致为图１３－１４５中的（ ）

图１３－１４５
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解 由题意可得ｙ＝ｓ－ｘ（ｓ为给定三角形的面积） （０＜ｘ＜ｓ）
由于０＜ｘ＜ｓ，所以选Ｂ．
【例３】 已知ｙ＝ｙ１－ｙ２，ｙ１与ｘ的算术平方根成正比例，ｙ２与ｘ２成

反比例，且当ｘ＝１时，ｙ＝０，当ｘ＝２时，ｙ＝３１
４
，求ｙ与ｘ间的函数关系式．

思维技巧 本题考查根据比例关系列函数解析式求值．因为ｙ１与ｘ的

算术平方根成正比例，ｙ２与ｘ２成反比例，所以设ｙ１＝ｋ１槡ｘ，ｙ２＝
ｋ２

ｘ２，将

ｙ１、ｙ２分别代入ｙ＝ｙ１－ｙ２，得ｙ与ｘ间的一般函数关系，再用待定系数法
求出ｋ１和ｋ２，进而写出ｙ与ｘ间的函数关系．

解 设ｙ１＝ｋ１槡ｘ，ｙ２＝
ｋ２

ｘ２，

则ｙ＝ｋ１槡ｘ－
ｋ２

ｘ２．

将
ｘ＝１，

ｙ＝０｛ ，

ｘ＝２，

ｙ＝３１
４

烅
烄

烆 ，
代入上式，

则

ｋ１－ｋ２＝０，

槡２ｋ１－
ｋ２

４＝３１
４

烅
烄

烆 ．

解得 ｋ１＝ｋ２ 槡＝４ ２＋１．

所以 ｙ＝（ 槡４ ２＋１）槡ｘ－ 槡４ ２＋１
ｘ２ ．

激活思维 （１）依题意写出ｙ１与ｘ、ｙ２与ｘ间的一般函数关系为解题

关键．ｙ１与槡ｘ成正比例不等于说ｙ１是ｘ的正比例函数，ｙ２与ｘ２成反比例

也不等于说ｙ２是ｘ的反比例函数．
（２）ｙ１、ｙ２两个函数的比例系数不一定相同，因此在设ｙ１、ｙ２的一般函

数关系时，比例系数应设为不同的字母ｋ１和ｋ２．
同类变式 已知函数ｙ＝ｙ１＋ｙ２，ｙ１与ｘ成正比例，ｙ２与ｘ成反比例，

且当ｘ＝１时，ｙ＝４；当ｘ＝２时，ｙ＝５．（１）求ｙ与ｘ的函数关系式；（２）当ｘ
＝４时，求ｙ的值．
解 （１）因为ｙ１与ｘ成正比例，ｙ２与ｘ成反比例，

所以 设ｙ１＝ｋ１ｘ，ｙ２＝
ｋ２

ｘ
（ｋ１≠０，ｋ２≠０），

ｙ＝ｋ１ｘ＋
ｋ２

ｘ． ①
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因为 ｘ＝１时，ｙ＝４；ｘ＝２时，ｙ＝５，将它们的值分别代入①，

得方程组

ｋ１＋ｋ２＝４，

２ｋ１＋
ｋ２

２＝５
烅
烄

烆 ．
解得

ｋ１＝２，

ｋ２＝２
｛ ．

所以 ｙ＝２ｘ＋２
ｘ． ②

（２）将ｘ＝４代入②，得ｙ＝２×４＋２
４＝８１

２．

图１３－１４６

思维拓展 １（陕西省，２００１）已知关于ｘ
的方程ｘ２－４ｘ＋２ｔ＝０有两个实数根．
（１）求ｔ的取值范围；
（２）设方程的两个根的倒数和为ｓ，求ｓ与ｔ
之间的函数关系式；

（３）在直角坐标系内画出（２）中所得到的函
数的图象．

图１３－１４７

解 （１）因为 关于ｘ的方程ｘ２－４ｘ＋２ｔ
＝０有两个实数根，
所以 Δ＝１６－８ｔ≥０，所以 ｔ≤２．

（２）依题意有ｓ＝１
ｘ１

＋１
ｘ２
，

其中ｘ１、ｘ２是方程ｘ２－４ｘ＋２ｔ＝０两根，
所以 ｘ１＋ｘ２＝４，ｘ１·ｘ２＝２ｔ．

所以 ｓ＝１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝４
２ｔ＝２

ｔ
（ｔ≤２且ｔ≠０）．

（３）因为 ｔ≤２，所以 ｓ＝２
ｔ
的图象是反比例函数图象一部分．如图１３

－１４６所示．
２（天津市，２００２年）如图１３－１４７，一次
函数的图象与ｘ轴、ｙ轴分别交于Ａ、Ｂ两点，
与反比例函数的图象交于Ｃ、Ｄ 两点．如果Ａ
点的坐标为（２，０），点Ｃ、Ｄ分别在第一、第三象
限，且ＯＡ＝ＯＢ＝ＡＣ＝ＢＤ．
试求一次函数和反比例函数的解析式．
解 设一次函数的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ

≠０）．
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由ＯＡ＝ＯＢ，Ａ（２，０），得Ｂ（０，－２）．
因为点Ａ、点Ｂ在一次函数的图象上，则有

２ｋ＋ｂ＝０，

０＋ｂ＝－２｛ ．
解得

ｋ＝１．
ｂ＝－２｛ ．

所以一次函数的解析式为ｙ＝ｘ－２．
过点Ｃ作ＣＥ垂直于ｘ轴，垂足为Ｅ．
因为ＯＡ＝ＯＢ＝ＡＣ＝２，
所以△ＡＥＣ为等腰直角三角形．
所以ＡＥ＝ＣＥ 槡＝ ２．
所以点Ｃ的坐标为（ 槡２＋ ２，槡２）．

设反比例函数的解析式为ｙ＝ｍ
ｘ．

因为点Ｃ在反比例函数的图象上，所以ｍ＝（ 槡２＋ ２）槡 槡２＝２ ２＋２．

所以反比例函数的解析式为ｙ＝ 槡２＋２ ２
ｘ ．

图１３－１４８

【例４】 （苏州市，２００１）如图１３－１４８，一次

函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象与反比例函数ｙ＝ｍ
ｘ
的图

象交于Ａ、Ｂ两点．
（１）利用图中条件，求反比例函数和一次函
数的解析式；

（２）根据图象写出使一次函数的值大于反比
例函数的值的ｘ的取值范围．

思维技巧 （１）要求反比例函数ｙ＝ｍ
ｘ
，一

次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的解析式，即是要建含ｍ、ｋ、ｂ
的三个方程．观察图１３－１４８知Ａ（－２，１）在双曲线上，不难求出 ｍ．又

Ｂ（１，ｎ）在双曲线上，从而可求出ｎ，利用待定系数法，求过Ａ、Ｂ两点的一
次函数解析式．
（２）根据图象１３－１４８观察：一次函数的图象在反比例函数的图象上方
时，一次函数的值大于反比例函数的值．
解 （１）由图１３－１４８中条件可知，双曲线经过点Ａ（－２，１），

所以 １＝ ｍ
－２
，ｍ＝－２．
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所以反比例函数的解析式为ｙ＝－２
ｘ．

又点Ｂ（１，ｎ）也在双曲线上，所以 ｎ＝－２
１ ＝－２．

所以点Ｂ的坐标为（１，－２）．
因为直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ经过点Ａ、Ｂ，

所以
１＝－２ｋ＋ｂ，

－２＝ｋ＋ｂ｛ ．
所以

ｋ＝－１，

ｂ＝－１｛ ．
所以一次函数的解析式为ｙ＝－ｘ－１．
（２）当一次函数的图象在反比例函数的图象的上方时，一次函数的值大
于反比例函数的值．
所以当ｘ＜－２或０＜ｘ＜１时，一次函数的值大于反比例函数的值．
激活思维 点在图形上，则点的坐标满足表示图形的方程，这是解析几

何的基本思想．第（２）问突出体现图象法解题具有直观、简捷的优点．

同类变式 （黄冈市，２０００）已知关于ｘ、ｙ的方程组
（ｘ＋１）２＋ｙ２＝２
ｙ＝－ｘ＋｛ ｂ

，

有一个实数解，且反比例函数ｙ＝１＋ｂ
ｘ
的图象在每个象限内，ｙ随ｘ的增大

而增大，如果点（ａ，３）在双曲线ｙ＝１＋ｂ
ｘ
上，求ａ的值．

解 由已知
（ｘ＋１）２＋ｙ２＝２， ①
ｙ＝－ｘ＋ｂ，｛ ②

将②代入①，得２ｘ２＋２（１－ｂ）ｘ＋ｂ２－１＝０．
因为 原方程组有一个实数解，

所以 Δ＝０．
即［２（１－ｂ）］２－４×２（ｂ２－１）＝０．
解之，得ｂ＝１，ｂ＝－３．

因为反比例函数ｙ＝１＋ｂ
ｘ
的图象在每一个象限内，ｙ随ｘ的增大而增

大．
所以１＋ｂ＜０，所以 ｂ＝－３．

即反比例函数的解析式为ｙ＝－２
ｘ
，

因为点（ａ，３）在双曲线ｙ＝－２
ｘ
上，

所以 ３＝－２
ａ
，所以 ａ＝－２

３．
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思维拓展 １．（苏州市，２０００）已知：一次函数ｙ＝２ｘ＋ｋ－３和反比例

函数ｙ＝４
ｘ
的图象都经过点Ａ（ｎ，２）．（１）求ｎ的值和这个一次函数的解析

式；（２）在同一坐标系内画出这两个函数的图象（不必列表）；（３）根据图象判
断：使这两个函数的值都为非负数的自变量ｘ的取值范围．

图１３－１４９

解 （１）因为 ｙ＝４
ｘ
的图象过点

Ａ（ｎ，２）

所以 ２＝４
ｎ
，所以 ｎ＝２．

因为一次函数的图象过点Ａ（２，２）
所以 ２＝４＋ｋ－３，所以 ，ｋ＝１．
所以它的解析式为ｙ＝２ｘ－２．
（２）两函数图象如图１３－１４９所示．
（３）观察图象１３－１４９知ｘ≥１时，两
个函数的值都为非负数．

图１３－１５０

２．（乐山，２００１）已知：如图１３－１５０，矩形

ＡＢＣＤ的边ＢＣ在ｘ轴上，Ｅ 是对角线ＡＣ、ＢＤ

的交点，ＥＦ⊥ＢＣ，垂足为Ｆ．函数ｙ＝ｋ
ｘ
在第一

象限的图象经过点Ａ、Ｅ和点 ８，（ ）１２ ，设ＥＦ的

长为ｍ．

（１）求函数ｙ＝ｋ
ｘ
的解析式；

（２）求点Ａ的坐标（用ｍ 表示）；
（３）若∠ＡＯＢ＝４５°，求ｔａｎ∠ＥＢＦ的值．

解 （１）因为 函数ｙ＝ｋ
ｘ
图象经过 ８，（ ）１２ ，

所以 ｋ＝ｘｙ＝８×１
２＝４．

所以反比例函数解析式为ｙ＝４
ｘ．

（２）因为ＡＢＣＤ为矩形，Ｅ为对角线交点，ＥＦ⊥ＢＣ，ＥＦ＝ｍ，
所以 ＡＢ＝２ｍ．
所以Ａ点的纵坐标为２ｍ．
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又因为Ａ在点ｙ＝４
ｘ
上，

所以 ｘ＝４
ｙ＝ ４

２ｍ＝２
ｍ．

因此Ａ点的坐标为 ２
ｍ
，２（ ）ｍ ．

（３）因为∠ＡＯＢ＝４５°，所以点Ａ 在函数ｙ＝ｘ图象上，即２
ｍ ＝２ｍ，

所以ｍ＝±１．
而点Ａ在第一象限，所以ｍ＝１，点Ａ坐标为（２，２）．
则点Ｅ的纵坐标为１．

又Ｅ在ｙ＝４
ｘ
的图象上，所以 ｘ＝４．

即点Ｅ坐标为（４，１）．

图１３－１５１

所以ＢＦ＝２．

因此ｔａｎ∠ＥＢＦ＝ＥＦ
ＢＦ＝１

２．
【例５】 （１）如图１３－１５１，Ａ、Ｂ是函数ｙ＝

１
ｘ
的图象上关于原点Ｏ对称的任意两点，ＡＣ平

行于ｙ轴，ＢＣ平行于ｘ轴，△ＡＢＣ的面积为Ｓ，则
（ ）

Ａ．Ｓ＝１ Ｂ．１＜Ｓ＜２
Ｃ．Ｓ＝２ Ｄ．Ｓ＞２

图１３－１５２

（２）如图１３－１５２，在ｙ＝１
ｘ
（ｘ＞０）的图象上

有三点Ａ、Ｂ、Ｃ，经过三点分别向ｘ轴引垂线，交

ｘ轴于Ａ１、Ｂ１、Ｃ１ 三点，连结 ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ，记

△ＯＡＡ１、△ＯＢＢ１、△ＯＣＣ１的面积分别为Ｓ１、Ｓ２、

Ｓ３，则有（ ）

Ａ．Ｓ１＝Ｓ２＝Ｓ３ Ｂ．Ｓ１＜Ｓ２＜Ｓ３

Ｃ．Ｓ３＜Ｓ１＜Ｓ２ Ｄ．Ｓ１＞Ｓ２＞Ｓ３

思维技巧 本例两个小题都是考查反比例函

数性质的应用，即与双曲线上的点有关的几何图形的面积计算，充分利用双

曲线上任一点的横坐标与纵坐标之积为常数这一性质，可以大大简化计算．

一般地，设Ｐ（ｘ０，ｙ０）是双曲线ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ≠０）上任意一点，有：
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（１）设Ｐ作ｘ轴的垂线，垂足为Ａ，则Ｓ△ＯＡＰ＝
１
２
·ＯＡ·ＡＰ＝１

２｜ｘ０·

ｙ０｜＝
１
２｜ｋ｜图（１３－１５３）．

图１３－１５３ 图１３－１５４
（２）过Ｐ分别作ｘ轴、ｙ轴的垂线，垂足分别为Ａ、Ｂ，则Ｓ矩形ＯＡＰＢ＝

ＯＡ·ＡＰ＝｜ｘ０·ｙ０｜＝｜ｋ｜（图１３－１５４）．

图１３－１５５

（３）设Ｐ（ｘ０，ｙ０）关于原点的对称点是

Ｐ′（－ｘ０，－ｙ０），作Ｐ作ｘ轴的垂线与过Ｐ′
作ｙ轴的垂线交于Ａ点，则

Ｓ△ＰＡＰ′＝
１
２｜ＡＰ·ＡＰ′｜＝１

２｜２ｘ０·２ｙ０｜

＝２｜ｋ｜（图１３－１５５）．
以上几点揭示了双曲线上的点构成的几

何图形的一类性质．掌握好这些性质，对解题
十分有益（上面图仅以Ｐ 点在第一象限为
例）．

图１３－１５６

解 （１）由上述性质（３）知，Ｓ△ＡＢＣ＝｜ｋ｜＝２．选Ｃ．
（２）根据性质（１），可得

Ｓ△ＡＯＡ１
＝１

２｜ｋ｜＝１
２
，Ｓ△ＢＯＢ１

＝１
２｜ｋ｜＝１

２
，

Ｓ△ＣＯＣ１
＝１

２｜ｋ｜＝１
２
，即Ｓ１＝Ｓ２＝Ｓ３，故选Ａ．

过双曲线上任意一点，与这一点向ｘ轴所引
垂线的垂足及坐标原点所构成的三角形面积均相

等，它作为一类基本图形应予熟记．类似例５，分别
由双曲线上三点Ａ、Ｂ、Ｃ向ｙ轴作垂线，得到三个
三角形，它们的面积是怎样的呢（图１３－１５６）？另
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外还要说明的是，当问题中出现一些不规则的三角形时，可以设法转化成如

图１３－１５３、图１３－１５４所示的三角形求面积．

同类变式 １．如图１３－１５７，Ｐ是反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
图象上的一点，由

Ｐ分别向ｘ轴、ｙ轴引垂线，得阴影部分面积为３，则这个反比例函数的解析
式是 ．
解 由性质（２），知Ｓ矩形ＡＰＣＯ＝｜ｋ｜，
所以 ｜ｋ｜＝３．
又因为图象在二、四象限，

所以 ｋ＝－３，即解析式为ｙ＝－３
ｘ．

图１３－１５７ 图１３－１５８

图１３－１５９

２．如图１３－１５８，正比例函数ｙ＝ｋｘ（ｋ＞０）与反比例函数ｙ＝１
ｘ
的图

象相交于Ａ、Ｃ两点，过Ａ作ｘ轴的垂线，交ｘ轴于Ｂ，过Ｃ点作ｘ轴的垂
线，交ｘ轴于点Ｄ．求证：当ｋ取不同正数时，四边形ＡＢＣＤ 的面积是个
常数．
证 可证得ＡＢＣＤ是平行四边形，而由性

质（２）可知 Ｓ△ＡＯＢ ＝ １
２
，故 Ｓ四边形ＡＢＣＤ ＝

４Ｓ△ＡＯＢ＝２．
【例６】 （吉林省，２００１）已知反比例函数

ｙ＝ｋ
２ｘ
和一次函数ｙ＝２ｘ－１，其中一次函数的

图象经过（ａ，ｂ）、（ａ＋１，ｂ＋ｋ）两点．
（１）求反比例函数的解析式；
（２）如图１３－１５９，已知点Ａ在第一象限，
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且同时在上述两个函数的图象上，求Ａ点坐标；
（３）利用（２）的结果，请问：在ｘ轴上是否存在点Ｐ，使△ＡＯＰ为等腰三
角形？若存在，把符合条件的Ｐ点坐标都求出来；若不存在，请说明理由．
思维技巧 （１）由已知条件建立ｋ、ａ、ｂ的等式，求出ｋ值．（２）利用（１）

的结论，解方程组．（３）注意分类思想的运用．
解 （１）由条件可得ｂ＝２ａ－１，ｂ＋ｋ＝２（ａ＋１）－１，
所以 ２ａ－１＝２ａ＋１－ｋ．
所以 ｋ＝２．

因此所求的反比例函数解析式为ｙ＝１
ｘ．

（２）解方程组
ｙ＝１

ｘ
，

ｙ＝２ｘ
｛

－１
得ｘ１＝１，ｘ２＝－１

２
（舍去）．

从而ｙ＝１，所以 点Ａ的坐标为（１，１）．
（３）若符合条件的点Ｐ存在，

ＯＡ＝ １２＋１槡 ２ 槡＝ ２，ＯＡ与ｘ轴所夹的锐角为４５°．

① 若ＯＡ为底，则由∠ＡＯＰ１＝４５°，ＯＡ 槡＝ ２，

ＯＰ１＝Ｐ１Ａ，得ＯＰ１＝１，
所以点Ｐ１的坐标为（１，０）；

② 若ＯＡ为腰，ＡＰ为底，则由ＯＰ＝ＯＡ 槡＝ ２，

得Ｐ２（ 槡－ ２，０），Ｐ３（槡２，０）；

③ 若ＯＡ为腰，ＯＰ为底，则由ＡＯ＝ＡＰ 槡＝ ２，
得ＯＰ＝２，所以 Ｐ４（２，０）．
因此这样的点有４个，分别是（１，０），（ 槡－ ２，０），（槡２，０），（２，０）．
激活思维 此题利用图象把一次函数、反此例函数有机地结合在一起，

综合性强较，特别是第（３）小题，既是一个“存在性”问题，又是一个分类讨论
问题．解这类题的一般思路是：先对结论做出肯定的假设，然后由肯定假设
出发，结合已知条件或挖掘出隐含条件，辅以方程思想、数形结合思想等，进

行正确的计算、推理，再对得出的结果进行分析检验，判断是否与题设、公

理、定理等吻合，若无矛盾，说明假设正确，由此得出符合条件的数学对象存

在；否则说明不存在．

同类变式 （江西省，２０００）如图１３－１６０，已知Ｃ、Ｄ是双曲线ｙ＝ｍ
ｘ
在

第一象限内的分支上的两点，直线ＣＤ分别交ｘ轴、ｙ轴于Ａ、Ｂ两点，设Ｃ、
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图１３－１６０

Ｄ的坐标分别是（ｘ１，ｙ１）、（ｘ２，ｙ２），连结ＯＣ、

ＯＤ．

（１）求证：ｙ１＜ＯＣ＜ｙ１＋
ｍ
ｙ１
；

（２）若∠ＢＯＣ＝∠ＡＯＤ＝α，ｔａｎα＝１
３
，

ＯＣ 槡＝ １０，求直线ＣＤ的解析式；
（３）在（２）的条件下，双曲线上是否存在一
点Ｐ，使得Ｓ△ＰＯＣ＝Ｓ△ＰＯＤ？若存在，请给出证

明；若不存在，请说明理由．
解 （１）证明：过点Ｃ作ＣＧ⊥ｘ轴，垂足为Ｇ，则ＣＧ＝ｙ１，ＯＧ＝ｘ１．

因为点Ｃ（ｘ１，ｙ１）在双曲线ｙ＝ｍ
ｘ
上，

所以 ｘ１＝
ｍ
ｙ１

．

因为在Ｒｔ△ＯＣＧ中，ＣＧ＜ＯＣ＜ＣＧ＋ＯＧ，

所以 ｙ１＜ＯＣ＜ｙ１＋
ｍ
ｙ１

．

（２）在Ｒｔ△ＧＣＯ中，∠ＧＣＯ＝∠ＢＯＣ＝α，ｔａｎα＝ＯＧ
ＣＧ＝１

３
，即ｘ１

ｙ１
＝１

３
，

ｙ１＝３ｘ１．
因为 ＯＣ２＝ＯＧ２＋ＣＧ２，ＯＣ 槡＝ １０，
所以 １０＝ｘ１

２＋ｙ１
２，即１０＝ｘ１

２＋（３ｘ１）
２．

解之，得ｘ１＝±１．因为 负值不合题意，所以 ｘ１＝１，ｙ１＝３．
所以点Ｃ的坐标为（１，３）．

因为点Ｃ在双曲线ｙ＝ｍ
ｘ
上，所以 ３＝ｍ

１
，即 ｍ＝３．

所以，双曲线的解析式为ｙ＝３
ｘ．

过点Ｄ作ＤＨ⊥ｘ轴，垂足为Ｈ．则ＤＨ＝ｙ２，ＯＨ＝ｘ２．

在Ｒｔ△ＯＤＨ中ｔａｎα＝ＤＨ
ＯＨ＝ｙ２

ｘ２
＝１

３
，即ｘ２＝３ｙ２．

又 ｙ２＝
３
ｘ２
，则３ｙ２

２＝３，

解之得 ｙ２＝±１．因为负值不合题意，所以 ｙ１＝１，ｘ２＝３．
所以点Ｄ的坐标为（３，１）．
设直线ＣＤ的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ．
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则有
３＝ｋ＋ｂ，

１＝３ｋ＋ｂ｛ ，
解得

ｋ＝－１，

ｂ｛ ＝４
所以 直线ＣＤ的解析式为ｙ＝－ｘ＋４．

（３）双曲线ｙ＝３
ｘ
上存在点Ｐ，使得Ｓ△ＰＯＣ＝Ｓ△ＰＯＤ，这个点Ｐ就是

∠ＣＯＤ的平分线与双曲线ｙ＝３
ｘ
的交点．

证明：因为点Ｐ在∠ＣＯＤ的平分线上，
所以点Ｐ到ＯＣ、ＯＤ的距离相等．
又 ＯＤ＝ ＯＨ２＋ＤＨ槡 ２＝ ｘ２

２＋ｙ２槡 ２ 槡＝ １０＝ＯＣ．
所以 Ｓ△ＰＯＤ＝Ｓ△ＰＯＣ．
思维拓展 １．（宿迁市，２００２）已知Ａ（ｘ１，ｙ１）、Ｂ（ｘ２，ｙ２）是直线ｙ＝－

ｘ＋２与双曲线ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ≠０）的两个不同交点．

（１）求ｋ的取值范围；

（２）是否存在这样的ｋ值，使得（ｘ１－２）（ｘ２－２）＝
ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
？若存在，求

出这样的所有ｋ值；若不存在，请说明理由．

解 （１）由题意知方程组
ｙ＝－ｘ＋２，

ｙ＝ｋ烅
烄

烆 ｘ
有两组不同的实数解

ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１
｛ ；

ｘ＝ｘ２，

ｙ＝ｙ２
｛ ．

即方程－ｘ＋２＝ｋ
ｘ
有两不同实数根ｘ１，ｘ２，即方程ｘ２－

２ｘ＋ｋ＝０有两不同实数根ｘ１，ｘ２．
所以 Δ＝４－４ｋ＞０，所以 ｋ＜１且ｋ≠０．
（２）因为ｘ１，ｘ２是方程ｘ２－２ｘ＋ｋ＝０的两不同实根，

所以
ｘ１＋ｘ２＝２，

ｘ１ｘ２＝ｋ
｛ ．

设存在这样的ｋ值使（ｘ１－２）（ｘ２－２）＝
ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
，

即 ｘ１ｘ２－２（ｘ１＋ｘ２）＋４＝
（ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２

ｘ１ｘ２
①

因为 ｘ１＋ｘ２＝２，ｘ１ｘ２＝ｋ，

所以①式变为ｋ－４＋４＝４－２ｋ
ｋ
，即ｋ２＋２ｋ－４＝０．

解得 ｋ 槡＝－１± ５．
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又因为 ｋ＜１且ｋ≠０，所以 ｋ 槡＝－１－ ５．

所以存在ｋ 槡＝－１－ ５使（ｘ１－２）（ｘ２－２）＝
ｘ２

ｘ１
＋
ｘ１

ｘ２
成立．

图１３－１６１

２．（北京市东城区，２００２）已知：如图１３－
１６１，一次函数图象经过第一、二、三象限，且与反
比例函数的图象交于Ａ、Ｂ两点，与ｙ轴交于点

Ｃ，与ｘ轴交于点Ｄ．ＯＢ 槡＝ １０，ｔａｎ∠ＤＯＢ＝１
３．

（１）求反比例函数的解析式；
（２）设点Ａ 的横坐标为ｍ，△ＡＢＯ 的面积
为Ｓ，求Ｓ与ｍ 的函数的关系式，并写出自变量

ｍ 的取值范围．

（３）当△ＯＣＤ 的面积等于Ｓ２
时，试判断过

Ａ、Ｂ两点的抛物线在ｘ轴上截得的线段长能否等于３．如果能，求此时抛物
线的解析式；如果不能，请说明理由．
解 （１）过点Ｂ作ＢＨ⊥ｘ轴于点Ｈ（如图１３－１６２）．在Ｒｔ△ＯＨＢ中，

因为 ｔａｎ∠ＨＯＢ＝ＢＨ
ＨＯ＝１

３
，所以 ＨＯ＝３ＢＨ．

图１３－１６２

由勾股定理，得ＢＨ２＋ＨＯ２＝ＯＢ２．
又因为 ＯＢ 槡＝ １０，

所以 ＢＨ２＋（３ＢＨ）２＝（槡１０）２．
因为 ＢＨ＞０，所以 ＢＨ＝１，ＨＯ＝３．
所以点Ｂ（－３，－１）．

设反比例函数的解析式为ｙ＝
ｋ１

ｘ
（ｋ１≠０），

因为点Ｂ在反比例函数的图象上，所以

ｋ１＝３．

所以反比例函数的解析式为ｙ＝３
ｘ．

（２）设直线ＡＢ的解析式为ｙ＝ｋ２ｘ＋ｂ（ｋ２≠０）．
由点Ａ在第一象限，得ｍ＞０．

又由点Ａ在函数ｙ＝３
ｘ
的图象上，可求得点Ａ的纵坐标为３ｍ．

因为点Ｂ（－３，－１），点Ａ ｍ，３（ ）ｍ ，
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所以
－３ｋ２＋ｂ＝－１，

ｍｋ２＋ｂ＝３
ｍ

烅
烄

烆 ．

解关于ｋ２、ｂ的方程组，得
ｋ２＝

１
ｍ
，

ｂ＝３－ｍ
ｍ

烅
烄

烆 ．

所以 直线ＡＢ的解析式为ｙ＝１
ｍｘ＋３－ｍ

ｍ ．
令ｙ＝０，求得点Ｄ的横坐标为ｘ＝ｍ－３．
过点Ａ作ＡＧ⊥ｘ轴于点Ｇ（如图１３－１６２）．
Ｓ＝Ｓ△ＢＤＯ＋Ｓ△ＡＤＯ

＝１
２ＤＯ·ＢＨ＋１

２ＤＯ·ＧＡ

＝１
２ＤＯ（ＢＨ＋ＧＡ）

＝１
２
（３－ｍ）１＋３（ ）ｍ ．

即 Ｓ＝９－ｍ２

２ｍ
（０＜ｍ＜３）．

（３）过Ａ、Ｂ两点的抛物线在ｘ轴上截得的线段长不能等于３．
证明如下：

Ｓ△ＯＣＤ＝
１
２ＤＯ·ＯＣ＝１

２｜ｍ－３｜·３－ｍ
ｍ ＝
（３－ｍ）２

２ｍ ．

由Ｓ△ＯＣＤ＝
Ｓ
２
，得
（３－ｍ）２

２ｍ ＝１
２
·９－ｍ２

２ｍ ．
解得 ｍ１＝１，ｍ２＝３．
经检验，ｍ＝１，ｍ２＝３都是这个方程的根．
因为 ０＜ｍ＜３，所以 ｍ＝３不合题意，舍去．
所以点Ａ（１，３）
设过Ａ（１，３）、Ｂ（－３，－１）两点的抛物线的解析式
为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）．

所以
ａ＋ｂ＋ｃ＝３，

９ａ－３ｂ＋ｃ＝－１｛ ．
由此得

ｂ＝１＋２ａ，

ｃ＝２－３ａ｛ ．
即ｙ＝ａｘ２＋（１＋２ａ）ｘ＋２－３ａ．
设抛物线与ｘ轴两交点的横坐标为ｘ１，ｘ２．

则 ｘ１＋ｘ２＝－１＋２ａ
ａ
，ｘ１·ｘ２＝

２－３ａ
ａ ．
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令 ｜ｘ１－ｘ２｜＝３，则（ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２＝９．

即 －１＋２ａ（ ）ａ
２
－４·２－３ａａ ＝９．

整理，得７ａ２－４ａ＋１＝０．
因为 Δ＝（－４）２－４×７×１＝－１２＜０，
所以方程７ａ２－４ａ＋１＝０无实数根．
因此过Ａ、Ｂ两点的抛物线在ｘ轴上截得的线段长不能等于３．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题

图１３－１６３

（１）（龙岩市，２００３）反比例函数ｙ＝５ｘ－１的图

象必过点（１， ）

（２）（南宁市，２００３）如图１３－１６３，是反比例

函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象，那么ｋ与０的大小关系是ｋ

０．
（３）（安徽省，２００３）近视眼镜的度数ｙ（度）与
镜片焦距ｘ（ｍ）成反比例．已知４００度近视眼镜片
的焦距为０．２５ｍ，则眼镜度数ｙ与镜片焦距ｘ之
间的函数关系式是 ．

图１３－１６４

（４）（上海市，２００３）在平面直角坐标系内，从

反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ＞０）的图象上一点分别作ｘ、

ｙ轴的垂线段，与ｘ、ｙ轴所围成的矩形面积是１２，
那么该函数的解析式是 ．
（５）（重庆市，２００３）如图１３－１６４，函数ｙ＝

－ｋｘ（ｋ≠０）与ｙ＝－４
ｘ
的图象交于Ａ、Ｂ两点，过

点Ａ作ＡＣ垂直于ｙ轴，垂足为点Ｃ，则△ＢＯＣ的
面积为 ．

（６）（杭州市，２００２年）对于反比例函数ｙ＝－２
ｘ
与二次函数ｙ＝－ｘ２＋

３，请说出它们的两个相同点① ；② ．再说出它们的两个不同点
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① ；② ．

（７）（绍兴市，２００２）已知点（１，３）是双曲线ｙ＝ｍ
ｘ
与抛物线ｙ＝ｘ２＋（ｋ

＋１）ｘ＋ｍ 的交点，则ｋ的值等于 ．
（８）（重庆市，２００２）已知二次函数ｙ＝－４ｘ２－２ｍｘ＋ｍ２与反比例函数

ｙ＝２ｍ＋４
ｘ
的图象在第二象限内的一个交点的横坐标是－２，则ｍ 的值是

．

（９）（徐州市，２００１）已知函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象经过点（２，３），则ｋ＝

．

１０．（河北省，２００１）点Ａ（ａ，ｂ），Ｂ（ａ－１，ｃ）均在函数ｙ＝１
ｘ
的图象上，

若ａ＜０，则ｂ ｃ（填“＞”或“＜”或“＝”）．

（１１）（重庆市，２００１）已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象与直线ｙ＝２ｘ和ｙ

＝ｘ＋１过同一点，则当ｘ＞０时，这个反比例函数的函数值ｙ随ｘ的增大而
（填增大或减小）．

（１２）（南通市，２００１）设点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）和Ｐ２（ｘ２，ｙ２）都在反比例函数ｙ＝

－２
ｘ
的图象上，且ｘ１＜ｘ２＜０，则ｙ１ ｙ２（填“＜”或“＞”号）．

图１３－１６５

（１３）（大连市，２００１）若一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的
图象如图１３－１６５所示，则抛物线ｙ＝ｘ２＋ｋｘ＋ｂ的

对称轴位于ｙ轴的 侧；反比例函数ｙ＝ｋｂ
ｘ
的

图象在第 象限内，在每一个象限内，ｙ随ｘ的
增大而 ．
（１４）（西安市，２０００）已知ｙ与ｘ－１成反比例，当

ｘ＝１
２
时，ｙ＝－１

３
；那么当ｘ＝２时，ｙ的值为 ．

（１５）（黄山，２０００）反比例函数ｙ＝ｋｘ１－２ｋ，当ｘ＞０时，ｙ随ｘ的
而增大．
（１６）（包头市，２０００）以方程ｘ２＋３ｘ－４＝０的两个根为横、纵坐标的

点，既在正比例函数ｙ＝ｋ１ｘ（ｋ１≠０）的图象上，又在反比例函数ｙ＝
ｋ２

ｘ
（ｋ２

≠０）的图象上，则ｋ１ｋ２＝ ．
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（１７）（荆门市，２００２）如果一次函数ｙ＝ｍｘ＋ｎ 与反比例函数ｙ＝
３ｎ－ｍ

ｘ
的图象相交于点 １

２
，（ ）２ ，那么该直线与双曲线的另一个交点为

．

图１３－１６６

（１８）（重庆市，２０００）反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图

象上有一点Ｐ（ｍ，ｎ），其坐标是关于ｔ的一元二
次方程ｔ２－３ｔ＋ｋ＝０的两根，且Ｐ到原点的距离
为槡１３，则该反比例函数的解析式为 ．
（１９）（嘉兴、舟山、衢州市，１９９９）一个反比例
函数在第二象限的图象如图１３－１６６，点Ａ 是图
象上任意一点，ＡＭ⊥ｘ轴，垂足为Ｍ，Ｏ是原点，
如果△ＡＯＭ 的面积为３，那么这个反比例函数的解析式为 ．
（２０）（昆明市，２００１）一定质量的二氧化碳，其体积 Ｖ（ｍ３）是密度

ρ（ｋｇ／ｍ３）的反比例函数，请根据如图１３－１６７中所给出的已知条件，写出当

ρ＝１．１ｋｇ／ｍ３时二氧化碳的体积Ｖ＝ ｍ３．

图１３－１６７
（２１）（湖南省邵阳，２００１）三角形的面积是１２，三角形底边长ｙ是高ｘ
的函数，在平面直角坐标系中，它的图象只能在第 象限．

２．选择题

（１）（北京市、宁波市，２００３）如果反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象经过点

Ｐ（－２，３），那么ｋ的值是（ ）

Ａ．－６ Ｂ．－３
２ Ｃ．－２

３ Ｄ．６

（２）（福州市，２００３）反比例函数ｙ＝－４
ｘ
图象大致是（ ）
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图１３－１６８

（３）（汕头市，２００３）已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象如图１３－１６９，则ｙ＝

ｋｘ－２的图象为（ ）

图１３－１６９ 图１３－１７０

（４）（山西省，２００３）已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ≠０），当ｘ＜０时，ｙ随ｘ

的增大而增大，那么一次函数ｙ＝ｋｘ－ｋ的图象经过（ ）

Ａ．第一、二、三象限 Ｂ．第一、二、四象限

Ｃ．第一、三、四象限 Ｄ．第二、三、四象限
（５）（辽宁省，２００３）已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象经过第一、二、四象

限，则反比例函数ｙ＝ｋｂ
ｘ
的图象在（ ）

Ａ．第一、二象限 Ｂ．第三、四象限

Ｃ．第一、三象限 Ｄ．第二、四象限

（６）（济南市，２００３）已知点（ｘ１，－１）、ｘ２，－
２５（ ）４ 、（ｘ３，－２５）在函数ｙ
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＝－１
ｘ
的图象上，则下列关系式正确的是（ ）

Ａ．ｘ１＜ｘ２＜ｘ３ Ｂ．ｘ１＞ｘ２＞ｘ３

Ｃ．ｘ１＞ｘ３＞ｘ２ Ｄ．ｘ１＜ｘ３＜ｘ２

（７）（武汉市，２００３）一次函数ｙ＝－ｋｘ＋４与反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象

有两个不同的交点，点 －１
２
，ｙ（ ）１ 、（－１，ｙ２）、

１
２
，ｙ（ ）３ 是函数ｙ＝２ｋ２－９

ｘ
图象上的三个点，则ｙ１、ｙ２、ｙ３的大小关系是（ ）

Ａ．ｙ２＜ｙ３＜ｙ１ Ｂ．ｙ１＜ｙ２＜ｙ３

Ｃ．ｙ３＜ｙ１＜ｙ２ Ｄ．ｙ３＜ｙ２＜ｙ１

（８）（南通市，２００３）已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象如图１３－１７１所示，

则二次函数ｙ＝２ｋ２－ｘ＋ｋ２的图象大致为图１３－１７２中的（ ）

图１３－１７１ 图１３－１７２

（９）（兰州市，２００３）设ｘ＜０时，函数ｙ＝ｘ和ｙ＝１
ｘ
在一同直角坐标系

中的大致图象是（ ）

图１３－１７３
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（１０）（河北省，２００３）在平面直角坐标系中，若一个点的横坐标与纵坐标
互为相反数，则该点一定不在（ ）

Ａ．直线ｙ＝ｘ上 Ｂ．直线ｙ＝－ｘ上

Ｃ．抛物线ｙ＝ｘ２上 Ｄ．双曲线ｙ＝１
ｘ
上

（１１）（河南省，２００３）如图１３－１７４，函数图象①、②、③的表达式应为
（ ）

图１３－１７４

图１３－１７５

Ａ．ｙ＝－５
２ｘ，ｙ＝ｘ＋２，ｙ＝－４

ｘ

Ｂ．ｙ＝５
２ｘ，ｙ＝－ｘ＋２，ｙ＝４

ｘ

Ｃ．ｙ＝－５
２ｘ，ｙ＝ｘ－２，ｙ＝４

ｘ

Ｄ．ｙ＝－５
２ｘ，ｙ＝ｘ－２，ｙ＝－４

ｘ
（１２）（广东省，２００３）如图１３－１７５，某个批
比例函数的图象经过点Ｐ，则它的解析式为
（ ）

Ａ．ｙ＝１
ｘ
（ｘ＞０）

Ｂ．ｙ＝－１
ｘ
（ｘ＞０）

Ｃ．ｙ＝１
ｘ
（ｘ＜０）
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Ｄ．ｙ＝－１
ｘ
（ｘ＜０）

图１３－１７６

（１３）（淄博市，２００３）如图１３－１７６，已知Ａ、Ｂ

两点是反比例函数ｙ＝２
ｘ
（ｘ＞０）的图象上任意两

点，过Ａ、Ｂ两点分别作ｙ轴的垂线，垂足分别为

Ｃ、Ｄ，连结ＡＢ、ＡＯ、ＢＯ，则梯形ＡＢＤＣ的面积与

△ＡＢＯ的面积比是（ ）

Ａ．２∶１ Ｂ．１∶２ Ｃ．１∶１ Ｄ．２∶３
（１４）（黄石市，２００１）已知ｙ＝ｙ１＋ｙ２，其中ｙ１

与ｘ成反比，且比例系数是ｋ１，ｙ２与ｘ２成正比，且

比例系数是ｋ２，若ｘ＝－１时，ｙ＝０，则ｋ１与ｋ２的关系是（ ）

Ａ．ｋ１＋ｋ２＝０ Ｂ．ｋ１－ｋ２＝０
Ｃ．ｋ１·ｋ２＝１ Ｄ．ｋ１·ｋ２＝－１

（１５）（荆州市，２００１）下列四个函数：①ｙ＝ｘ＋１；②ｙ＝３
ｘ
；③ｙ＝－ｘ２；

④ｙ＝２ｘ（－１≤ｘ≤２），其中图象是中心对称图形，且对称中心是原点的共
有（ ）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个
（１６）（泰州，２００１）下列函数中，当ｘ＞０时，ｙ随ｘ的增大而增大的函数
是（ ）

Ａ．ｙ＝－２ｘ Ｂ．ｙ＝－２ｘ＋２

图１３－１７７

Ｃ．ｙ＝－２
ｘ Ｂ．ｙ＝－２ｘ２

（１７）（菏泽，２００１）如图１３－１７７，Ｐ是反比

例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象上一点，过Ｐ 点分别向ｘ

轴，ｙ轴作垂线，所得到的图中阴影部分的面积
为６，则这个反比例函数的解析式为（ ）

Ａ．ｙ＝－６
ｘ Ｂ．ｙ＝６

ｘ

Ｃ．ｙ＝－３
ｘ Ｄ．ｙ＝３

ｘ

（１８）（北京市石景山区，２００１）已知函数ｙ＝ｋ１ｘ和ｙ＝
ｋ２

ｘ
，若常数ｋ１、

ｋ２异号，且ｋ２＞ｋ１，则它们在同一坐标系中的图象大致是图１３－１７８
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的（ ）

图１３－１７８
（１９）（宜昌市，２００１）当ｘ＞０时，两个函数的函数值ｙ都随ｘ的增大而
减小的是（ ）

Ａ．ｙ＝３ｘ与ｙ＝１
ｘ Ｂ．ｙ＝－３ｘ与ｙ＝－１

ｘ

Ｃ．ｙ＝－２ｘ＋６与ｙ＝１
ｘ Ｄ．ｙ＝３ｘ－１５与ｙ＝－１

ｘ

图１３－１７９

（２０）（济南市，１９９９）如图１３－１７９，Ａ、Ｂ是函数

ｙ＝１
ｘ
的图象上关于原点Ｏ对称的任意两点，ＡＣ

平行于ｙ轴，交ｘ轴于点Ｃ，ＢＤ平行于ｙ轴，交ｘ
轴于点Ｄ，设四边形ＡＤＢＣ的面积为Ｓ，则（ ）

Ａ．Ｓ＝１ Ｂ．１＜Ｓ＜２
Ｃ．Ｓ＝２ Ｄ．Ｓ＞２
３．（甘肃省，２００３）已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｋ的

图象与反比例函数ｙ＝８
ｘ
的图象在第一象限交于

Ｂ（４，ｎ），求ｋ、ｎ的值．

４．（兰州市，２００３）已知ｙ＝（ｍ２＋２ｎ）ｘｍ２＋ｍ－１．
（１）如果ｙ是ｘ的正比例函数，求ｍ 的值；
（２）如果ｙ是ｘ的反比例函数，求ｍ 的值．
５．（南京市，２００３）一定质量的氧气，它的密率ρ（ｋｇ／ｍ３）是它的体积

Ｖ（ｍ３）的反比例函数，当Ｖ＝１０ｍ３时，ρ＝１．４３ｋｇ／ｍ３．
（１）求ρ与Ｖ的函数关系式；
（２）求当Ｖ＝２ｍ３时氧气的密度ρ．
６．（盐城市，２００２）若反比例函数的图象经过点（１，３）．
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（１）求该反比例函数的解析式；
（２）求一次函数ｙ＝２ｘ＋１与该反比例函数的图象的交点坐标．

７．（上海市，２００２年）如图１３－１８０，直线ｙ＝１
２ｘ＋２分别交ｘ轴、ｙ轴

于点Ａ、点Ｃ，Ｐ是该直线上在第一象限内的一点，ＰＢ⊥ｘ轴，Ｂ为垂足，

Ｓ△ＡＢＰ＝９．
（１）求点Ｐ的坐标．
（２）设点Ｒ与点Ｐ在同一个反比例函数的图象上，且点Ｒ 在直线ＰＢ
的右侧．作ＲＴ⊥ｘ轴，Ｔ为垂足，当△ＢＴＲ∽△ＡＯＣ时，求点Ｒ的坐标．

图１３－１８０ 图１３－１８１
８．（成都市，２００２）如图１３－１８１，Ｒｔ△ＡＢＯ的顶点Ａ是双曲线ｙ＝ｋ

ｘ
与直

线ｙ＝－ｘ－（ｋ＋１）在第二象限的交点．ＡＢ⊥ｘ轴于Ｂ，且Ｓ△ＡＢＯ＝
３
２．

（１）求这两个函数的解析式．
（２）求直线与双曲线的两个交点Ａ、Ｃ的坐标和△ＡＯＣ的面积．

探究能力测试

图１３－１８２

９．（金华市、衢州市，２００３）为了预防“非
典”，某学校对教室采用药熏消毒．已知药物
燃烧时，室内每立方米空气中的含药量ｙ
（ｍｇ）与时间ｘ（ｍｉｎ）成正比例药物燃烧完后，

ｙ与ｘ成反比例（如图１３－１８２所示）．现测
得药物８ｍｉｎ燃毕，此量室内空气中每立方
米的含药量为６ｍｇ．请根据题中所提供的信
息，解答下列问题：

（１）药物燃烧时ｙ关于ｘ的函数关系式为： ，自变量ｘ的取值范
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围是： ；药物燃烧后ｙ关于ｘ的函数关系式为： ；

（２）研究表明，当空气中每立方米的含药量低于１．６ｍｇ时学生方可进
教室，那么从消毒开始，至少需要经过 ｍｉｎ后，学生才能回到教室；
（３）研究表明，当空气中每立方米的含药量不低于３ｍｇ且持续时间不
低于１０ｍｉｎ时，才能有效杀灭空气中的病菌，那么此次消毒是否有效？为什
么？

１０．（四川省，２００３）如图１３－１８３，已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图像与反

例函数ｙ＝－８
ｘ
的图像交于Ａ、Ｂ两点，且点Ａ的横坐标和点Ｂ的纵坐标都

是－２．求
（１）一次函数的解析式；
（２）△ＡＯＢ的面积．

图１３－１８３ 图１３－１８４
１１．（天津市，２００３）如图１３－１８４，已知一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）的图

象与ｘ轴、ｙ轴分别交于Ａ、Ｂ两点，且与反比例函数ｙ＝ｍ
ｘ
（ｍ≠０）的图象

在第一限交于Ｃ点，ＣＤ垂直于ｘ轴，垂足为Ｄ．若ＯＡ＝ＯＢ＝ＯＤ＝１．

图１３－１８５

（１）求点Ａ、Ｂ、Ｄ的坐标；
（２）求一次函数和反比例函数的解析式．
１２．（福州市，２００１）如图１３－１８５，已知：正方
形ＯＡＢＣ的面积为９，点Ｏ为坐标原点，点Ａ在ｘ

轴上，点Ｃ在ｙ轴上，点Ｂ在函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ＞０，ｘ

＞０）的图象上，点Ｐ（ｍ，ｎ）是函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ＞０，

ｘ＞０）的图象上的任意一点，过点Ｐ分别作ｘ轴、

ｙ轴的垂线，垂足分别为Ｅ、Ｆ，并设矩形ＯＥＰＦ和
正方形ＯＡＢＣ不重合部分的面积为Ｓ．
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（１）求Ｂ点坐标和ｋ的值；

（２）当Ｓ＝９
２
时，求点Ｐ的坐标；

（３）写出Ｓ关于ｍ 的函数关系式．

图１３－１８６

１３．（吉林省，２００２）如图１３－１８６，已知（１，３）

在函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｘ＞０）的图象上，矩形ＡＢＣＤ的边

ＢＣ在ｘ轴上，Ｅ是对角线ＢＤ 的中点，函数ｙ＝
ｋ
ｘ
（ｘ＞０）的图象又经过Ａ、Ｅ两点，点Ｅ的横坐

标为ｍ．解答下列问题：
（１）求ｋ的值；
（２）求点Ｃ的横坐标（用ｍ 表示）；
（３）当∠ＡＢＤ＝４５°，求ｍ 的值．

１４．（兰州市，２００２）已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
（ｋ≠０）和一次函数ｙ＝－ｘ

＋８．
（１）若一次函数和反比例函数的图象交于点（４，ｍ），求ｍ 和ｋ．
（２）ｋ满足什么条件时，这两个函数图象有两个不同的交点？
（３）设（２）中的两个交点为Ａ、Ｂ，试判断∠ＡＯＢ是锐角还是钝角？

图１３－１８７

１５．（昆明市，２００２年）已知矩形ＡＢＣＤ的面积
为３６，以此矩形的对称轴为坐标轴建立平面直角
坐标系，设点Ａ的坐标为（ｘ，ｙ）其中ｘ＞０，ｙ＞０．
（１）求出ｙ与ｘ之间的函数关系式，并指出自
变量ｘ的取值范围．
（２）用ｘ、ｙ表示矩形ＡＢＣＤ 的外接圆的面积

Ｓ，并用下列方法，解答后面的问题．

方法：因为 ａ２＋ｋ２

ａ２＝ ａ－ｋ（ ）ａ
２
＋２ｋ（ｋ为常数且ｋ＞０，ａ≠０），

且 ａ－ｋ（ ）ａ
２
≥０， 所以 ａ２＋ｋ２

ａ２≥２ｋ．

所以当ａ－ｋ
ａ＝０，即ａ＝±槡ｋ时，ａ２＋ｋ２

ａ２取得最小值２ｋ．

问题：当点Ａ在何位置时，矩形ＡＢＣＤ 的外接圆面积Ｓ最小？并求出

Ｓ的最小值．
（３）如果直线ｙ＝ｍｘ＋２（ｍ＜０）与ｘ轴交于点Ｐ，与ｙ轴交于点Ｑ，那
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么是否存在这样的实数 ｍ，使得点Ｐ、点 Ｑ 与（２）中求出的点Ａ 构成

△ＰＡＱ的面积是矩形ＡＢＣＤ 面积的１
６
？若存在，请求出ｍ 的值；若不存

在，请说明理由．

１６．（江苏省泰州市，２００２）已知一次函数ｙ＝３
４ｘ＋ｍ 的图象分别交ｘ

轴、ｙ轴于Ａ、Ｂ两点，且与反比例函数ｙ＝２４
ｘ
的图象在第一象限内交于点

（４，ｎ），ＣＤ⊥ｘ轴于Ｄ．
（１）求ｍ、ｎ的值，并在给定的直角坐标系中作出一次函数的图象．
（２）如果点Ｐ、Ｑ 分别从Ａ、Ｃ 两点同时出发，以相同的速度沿线段

ＡＤ、ＣＡ向Ｄ、Ａ运动，设ＡＰ＝ｋ．①ｋ为何值时，以Ａ、Ｐ、Ｑ 为顶点的三角
形与△ＡＯＢ相似？②ｋ为何值时，△ＡＰＱ的面积取得最大值？并求出这个
最大值．

１３．９ 小结与复习

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 几种常见函数的图象与性质．
难点 几种常见函数的性质在实际问题与综合问题中

的应用．
探究点 与函数知识有关的实际问题是考查的热点，也是一个难点．函

数与几何、三角、方程、不等式等相结合的综合问题如动点问题、探索性问题

等常作为中考压轴题．合理构建函数模型，是解决这类问题的关键．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
（１）本章知识中函数图象与函数性质的研究渗透
了数形结合的思想方法，求函数解析式时应用了待定系

数法，并在求二次函数解析式时体现了配方法，实际解题中还应用了分类讨

论的方法，这些数学思想方法应在学习中逐步体会并灵活应用．
（２）本章知识是中考考查的重点知识，学习中应建立知识间的联系，如
函数与方程间的联系，函数与几何、三角知识间的联系等．
（３）函数知识在实际问题中应用是学习与考查的热点，体现了用数学的
意识，要善于从对实际问题的分析中，建立合适、正确的函数模型，用函数知

识解决生产、生活中的实际问题．
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能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （湖北随州市，１９９９）如图１３－１８８，已知边长为

２的正方形ＯＡＢＣ在平面坐标系中位于ｘ轴上方，ＯＡ

图１３－１８８

与ｘ轴的正半轴的夹角为６０°，则Ｂ点坐标
为（ ）

Ａ．（槡３－２，槡３＋１）

Ｂ．（槡３＋１，槡３－２）

Ｃ．（ 槡１－ ３， 槡１＋ ３）

Ｄ．（ 槡１＋ ３， 槡１－ ３）
思维技巧 如何用好６０°是解此题的关

键，根据直角坐标系中两坐标轴及正方形均

具有垂直的性质，可结合６０°角构造直角三
角形．求Ｂ点坐标，需先求Ｂ到ｘ轴、ｙ轴的距离．
解 过Ｂ作ＢＥ⊥ｙ轴于Ｅ，设ＡＢ交ｙ轴于Ｄ．在Ｒｔ△ＡＤＯ中，ＡＯ＝

２，∠ＤＯＡ＝９０°－６０°＝３０°，

所以 ＡＤ＝ＯＡｔａｎ３０°＝ 槡２ ３
３ ．ＯＤ＝ ＯＡ

ｃｏｓ３０°＝４
３槡３．在Ｒｔ△ＢＤＥ 中，

∠ＢＤＥ＝６０°，ＢＤ＝ＡＢ－ＡＤ＝２－ 槡２ ３
３ ．

所以 ＢＥ＝ＢＤｓｉｎ６０°＝ ２－ 槡２ ３（ ）３
×槡３

２ 槡＝ ３－１．

ＤＥ＝ＢＤｓｉｎ３０°＝ ２－２
３槡（ ）３ ×１

２＝１－槡３
３．

所以 ＯＥ＝ＯＤ＋ＤＥ＝ 槡４ ３
３ ＋１－槡３

３ 槡＝１＋ ３．

因为Ｂ点在第二象限，所以Ｂ点坐标是（ 槡１－ ３， 槡１＋ ３），故选Ｃ．
激活思维 求坐标一般分两种情况：（１）求交点，如直线与直线的交点

等；（２）求距离，再将距离换成坐标．通常作ｘ轴或ｙ轴的垂线，再利用三角
函数知识，解直角三角形．要学会作辅助线构造直角三角形，本题属于第二
种情形．若连ＯＢ，则ＯＢ与ｘ轴所夹的锐角为７５°，不是特殊角，不便于计
算，过Ｂ作ＢＥ垂直ｙ轴于Ｅ，问题便转化为解Ｒｔ△ＡＤＯ与Ｒｔ△ＢＥＤ．此外，
还要注意将线段长转化为坐标．
同类变式 （吉林省，２０００）如图１３－１８９，边长为２ｃｍ的正六边形

ＡＢＣＤＥＦ的中心在坐标原点上，点Ｂ在ｘ轴的负半轴上．求出点Ａ、点Ｄ、
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点Ｅ的坐标；

图１３－１８９ 图１３－１９０
解 如图１３－１９０所示，
设ＡＦ与ｙ轴交于点Ｇ，连结ＯＡ，过点Ａ作ＡＨ⊥ｘ轴，垂足为Ｈ．由已

知ＡＦ＝２，得ＡＧ＝１，ＡＨ 槡＝ ３．
所以 Ａ（－１，槡３）．
同理知 Ｄ（１， 槡－ ３），Ｅ（２，０）．
思维拓展 （安徽省，１９９６）如图１３－１９１，⊙Ｃ通过原点，并与两坐标轴

分别相交于Ａ，Ｄ两点，已知∠ＯＢＡ＝３０°，点Ｄ的坐标为（０，２）．求点Ａ的
坐标及圆心Ｃ的坐标．
解 连ＡＤ，如图１３－１９２所示．
因为Ｏｘ轴⊥Ｏｙ轴，所以ＡＤ是⊙Ｃ的直径．

图１３－１９１ 图１３－１９２
又因为∠ＯＢＡ＝３０°，所以∠ＯＤＡ＝３０°．
而点Ｄ的坐标为（０，２），所以ＯＤ＝２．

在Ｒｔ△ＡＯＤ中，ＯＡＯＤ＝ｔａｎ３０°，所以ＯＡ＝ＯＤｔａｎ３０°＝ 槡２ ３
３
，
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所以点Ａ坐标为 槡２ ３
３
，（ ）０

所以点Ｃ的横坐标为１２
·ＯＡ＝槡３

３
，

点Ｃ的纵坐标为１２
·ＯＤ＝１．

即点Ｃ坐标为 槡３
３
，（ ）１ ．

图１３－１９３

【例２】 （黄冈市，２００１）已知，如图１３－
１９３，△ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＡＣ＝１０，ＢＣ＝１２，Ｆ 为

ＢＣ的中点，Ｄ是ＦＣ上一点，过点Ｄ作ＢＣ的垂
线交ＡＣ于点Ｇ，交ＢＡ的延长线于点Ｅ，如果设

ＤＣ＝ｘ，则
（１）图中哪些线段（如线段ＢＤ可记作ｙＢＤ）

可以看成是ｘ的函数〔如ｙＢＤ＝１２－ｘ（０＜ｘ＜
６）〕，请再写出其中的四个函数关系式；
（２）图中哪些图形的面积（如△ＣＤＧ 的面
积记作Ｓ△ＣＤＧ）可以看成是ｘ的函数〔如Ｓ△ＣＤＧ

＝２
３ｘ２（０＜ｘ＜６）〕，请再写出其中的两个函数关系式．
思维技巧 确定几何量之间的函数关系式，就是“几何问题代数化”．通

过数形转化，同时考查几何性质与函数知识，能力要求较高．其基本方法是，
首先根据已知条件和图形的有关度量性质确定各线段之间的数量关系，然

后再经过适当的恒等变形，即可得到几何量之间的函数关系式，要注意的是

自变量的取值范围要受图形制约，必须符合题意．

解 （１）ｙＤＧ＝
４
３ｘ；ｙＧＣ＝

５
３ｘ；ｙＡＧ＝－５

３ｘ＋１０；ｙＡＥ＝
５
３
（６－ｘ）＝

－５
３ｘ＋１０；ｙＤＥ＝

４
３
（１２－ｘ）＝－４

３ｘ＋１６；ｙＥＧ＝
８
３
（６－ｘ）＝－８

３ｘ＋１６；

ｙＢＥ＝
５
３
（１２－ｘ）＝－５

３ｘ＋２０等，其中０＜ｘ＜６．

（２）Ｓ△ＡＥＧ＝
４
３
（６－ｘ）２＝４

３ｘ２－１６ｘ＋４８；

Ｓ△ＢＤＥ＝
２
３
（１２－ｘ）２＝２

３ｘ２－１６ｘ＋９６；

Ｓ四边形ＡＧＤＦ＝
２
３
（３６－ｘ２）＝－２

３ｘ２＋２４；
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Ｓ四边形ＡＢＤＧ＝－２
３ｘ２＋４８；

Ｓ四边形ＡＦＤＥ＝
２
３
（１２－ｘ）２－２４＝２

３ｘ２－１６ｘ＋７２；

Ｓ凹四边形ＢＥＧＣ＝
４
３
（７２－１２ｘ＋ｘ２）＝４

３ｘ２－１６ｘ＋９６等，其中０＜ｘ＜６．
激活思维 确定几何量之间的函数关系式关键在于：（１）要善于用自变

量或已知几何量表示相关的几何量．这里不仅涉及线段的和差关系，更多地
要善于观察、利用几何图形面积之间的关系及直角三角形中的勾股定理等；

（２）要善于应用图形的度量性质确定函数与自变量之间的数量关系（平行线
分线段成比例定理，相似三角形，面积公式等）．

图１３－１９４

同类变式 １．（娄底，２００１）如图１３－１９４，

Ｐ是以ｒ为半径的⊙Ｏ 外一点，ＰＯ 交⊙Ｏ 于

Ａ，ｃｏｓ∠ＯＰＴ＝槡３
２
，∠ＴＡＰ＝１２０°．

（１）求证：ＰＴ是⊙Ｏ的切线；
（２）过Ｐ点作⊙Ｏ的割线ＰＣ交⊙于Ｂ、Ｃ
两点，设ＰＢ＝ｘ，ＰＣ＝ｙ，求ｙ与ｘ的函数关系
式，并确定ｘ的取值范围．

（１）证明 连ＯＴ，因为ｃｏｓ∠ＯＰＴ＝槡３
２
，所

以∠ＯＰＴ＝３０°，
因为∠ＴＡＰ＝１２０°，所以∠ＰＴＡ＝３０°．
所以∠ＴＡＯ＝６０°．
又因为ＯＴ＝ＯＡ，所以△ＯＴＡ为等边三角形．
所以∠ＡＴＯ＝６０°．所以∠ＰＴＯ＝９０°．
因此，ＰＴ是⊙Ｏ的切线．
（２）解 由（１）知，ＰＴ是⊙Ｏ的切线，所以 ＰＴ 槡＝ ３ｒ．
由切割线定理，得ＰＴ２＝ＰＢ·ＰＣ，
所以ｘｙ＝（槡３ｒ）２＝３ｒ２．

故所求函数关系式是ｙ＝３ｒ２

ｘ ．
作为割线上一段的ＰＢ，其最小值是当Ｂ点与Ａ点重合时ＰＢ的长，即

ＰＢ＝１
２ＰＯ＝ｒ，最大值是当Ｂ点与Ｃ点重合时，即割线变成切线时的切线

长ＰＢ 槡＝ ３ｒ．
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所以自变量ｘ的取值范围是ｒ≤ｘ≤槡３ｒ．
２．（南京市，２００１）如图１３－１９５，Ｅ、Ｆ分别是边长为４的正方形ＡＢＣＤ

的边ＢＣ、ＣＤ上的点，ＣＥ＝１，ＣＦ＝４
３
，直线ＦＥ交ＡＢ的延长线于Ｇ，过线

段ＦＧ上的一个动点Ｈ作ＨＭ⊥ＡＧ，ＨＮ⊥ＡＤ，垂足分别为Ｍ、Ｎ，设ＨＭ
＝ｘ，矩形ＡＭＨＮ的面积为ｙ．

图１３－１９５
（１）求ｙ与ｘ之间的函数关系式；
（２）当ｘ为何值时，矩形ＡＭＨＮ的面积最大？最大面积是多少？
由ｙ＝Ｓ矩形ＡＭＨＮ＝ＨＭ·ＨＮ知，要确定ｙ与ｘ之间的函数关系式，只要

用关于ｘ的代数式表示ＨＮ即可．

图１３－１９６

解 （１）由已知易知△ＥＦＣ∽△ＥＧＢ∽△ＨＧＭ，

所以 ＢＧ＝４，ＭＧ
ＭＨ＝ＣＦ

ＣＥ．

所以 ＭＧ＝４
３ＭＨ＝４

３ｘ．

故 ＮＨ＝ＡＭ＝ＡＧ－ＭＧ＝８－４
３ｘ．

于是，所求函数关系式ｙ＝ｘ ８－４
３（ ）ｘ ，

即 ｙ＝－４
３ｘ２＋８ｘ（０＜ｘ≤４）．

（２）因为 ｙ＝－４
３ｘ２＋８ｘ＝－４

３
（ｘ

－３）２＋１２，
所以当ｘ＝３时，矩形ＡＭＨＮ 的面积最

大，最大值为１２．
思维拓展 （北京市西城区，２００１）已知：

在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，如图１３－１９６，
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（１）ＡＢ＝ｃ，∠Ａ＝θ，用ｃ和θ表示ＢＣ、ＡＣ；（２）ＡＢ＝５，ｓｉｎＡ＝４
５
，Ｐ是ＡＢ

上一动点（不与点Ａ、Ｂ重合），过点Ｐ分别作ＰＭ⊥ＡＣ于点Ｍ，ＰＮ⊥ＢＣ于
点Ｎ，设△ＡＭＰ的面积为Ｓ１，△ＰＮＢ的面积为Ｓ２，四边形ＣＭＰＮ的面积为

Ｓ３，ＡＰ＝ｘ，分别求出Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３关于ｘ的函数解析式；（３）试比较Ｓ１＋Ｓ２

与Ｓ３的大小，并说明理由．
解 （１）在Ｒｔ△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，ＡＢ＝ｃ，∠Ａ＝θ，

因为 ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ
，

所以 ＢＣ＝ＡＢｓｉｎＡ＝ｃｓｉｎθ．

因为 ｃｏｓＡ＝ＡＣ
ＡＢ
，所以ＡＣ＝ＡＢｃｏｓＡ＝ｃｃｏｓθ．

（２）如图１３－１９６，过点Ｐ分别作ＰＭ⊥ＡＣ于点Ｍ，ＰＮ⊥ＢＣ于点Ｎ，
则四边形ＣＭＰＮ是矩形．

因为 ｓｉｎＡ＝４
５
，由锐角三角函数定义，

所以 ｃｏｓＡ＝３
５．

在Ｒｔ△ＡＰＭ 中，因为 ＡＰ＝ｘ（０＜ｘ＜５），

又 因为ＰＭ＝ＡＰｓｉｎＡ＝４
５ｘ，ＡＭ＝ＡＰｃｏｓＡ＝３

５ｘ，

所以 Ｓ１＝
１
２ＰＭ·ＡＭ＝６

２５ｘ
２．

在Ｒｔ△ＰＢＮ中，
因为 ＰＢ＝ＡＢ－ＡＰ＝５－ｘ（０＜ｘ＜５），

同理可得 Ｓ２＝
６
２５
（５－ｘ）２＝６

２５ｘ
２－１２

５ｘ＋６．
在矩形ＣＭＰＮ中，

因为 ＰＭ＝４
５ｘ，所以 ＰＮ＝３

５
（５－ｘ）（０＜ｘ＜５）．

所以 Ｓ３＝ＰＭ·ＰＮ＝１２
２５
（５ｘ－ｘ２）＝－１２

２５ｘ
２＋１２

５ｘ．

（３）因为 （Ｓ１＋Ｓ２）－Ｓ３＝６
２５
〔ｘ２＋（５－ｘ）２－２（５ｘ－ｘ２）〕

＝６
２５
（４ｘ２－２０ｘ＋２５）

＝６
２５
（２ｘ－５）２≥０，
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所以 当ｘ＝５
２
，即Ｐ为ＡＢ中点时，６２５

（２ｘ－５）２＝０，此时Ｓ１＋Ｓ２＝Ｓ３．

当０＜ｘ＜５
２
或５

２＜ｘ＜５，即Ｐ不为ＡＢ中点时，６２５
（２ｘ－５）２＞０，此时

图１３－１９７

Ｓ１＋Ｓ２＞Ｓ３．
【例３】 如图１３－１９７，在△ＡＢＣ中，ＡＢ

＝ＡＣ，点Ａ、Ｃ在ｘ轴正半轴上，点Ｂ在ｙ轴
正半轴上，若此三角形腰长和腰上的高线的长

分别是关于ｘ的方程

ｘ２－（２ｍ－１）ｘ＋ｍ２－５＝０
的两个实数根，且△ＡＢＣ的面积等于１０．求
经过Ｂ，Ｃ两点的直线的解析式．
思维技巧 本题是考查一次函数与三角形结合的综合应用问题，利用

根与系数关系和三角形面积，求出Ｂ、Ｃ两点坐标是关键．
解 设腰及腰上的高分别为ｘ１、ｘ２．
则ｘ１＋ｘ２＝２ｍ－１，ｘ１ｘ２＝ｍ２－５，

所以 Ｓ△ＡＢＣ＝
ｘ１ｘ２

２ ＝ｍ２－５
２ ＝１０，

故ｍ＝±５．
又ｘ１＋ｘｘ＝２ｍ－１＞０，有ｍ＝５．
则原方程化为ｘ２－９ｘ＋２０＝０．
又ＡＢ＞ＯＢ，
所以 ｘ１＞ｘ２．
故ｘ１＝５，ｘ２＝４．

图１３－１９８

即Ａ（３，０），Ｂ（０，４），Ｃ（８，０）．

因此，所求解析式为ｙ＝－１
２ｘ＋４．

激活思维 本例中△ＡＢＣ的腰长
与高线长隐于方程之中，且图形中还暗

含了腰长与腰上的高的大小关系，需经

讨论方可得解．从本例可以看出，正确挖
掘题设中的隐含条件，是解题不出现偏

差的前提，否则解题会陷入困境．
同类变式 （荆州市，２００１）如图１３

－１９８，正方形ＡＢＣＤ的边长为４，将此正
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方形置于平面直角坐标系中，使ＡＢ在ｘ轴的正半轴上，Ａ点的坐标是（１，０）．

（１）经过Ｃ点的直线ｙ＝４
３ｘ－８

３
与ｘ轴交于点Ｅ，求四边形ＡＥＣＤ的

面积．
（２）若直线ｌ经过点Ｅ且将正方形ＡＢＣＤ分成面积相等的两部分，求直
线ｌ的方程，并在坐标系中画出直线ｌ．

解 （１）由４３ｘ－８
３＝０得Ｅ的坐标为（２，０）．

因为四边形ＡＥＣＤ是直角梯形，

所以 Ｓ四边形ＡＥＣＤ＝
１
２
（ＡＥ＋ＣＤ）·ＡＤ＝１

２×５×４＝１０．
（２）因为过正方形对称中心的直线，总是将正方形分成面积相等的两
部分，

所以连结ＡＣ、ＢＤ交于Ｇ点．依题意可求Ｇ的坐标为（３，２）．所以 经
过Ｇ、Ｅ 两点的直线即为直线ｌ，设ｌ的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，所以

２ｋ＋ｂ＝０，

３ｋ＋ｂ＝２ｘ｛ ．
解得

ｋ＝２，

ｂ＝－４｛ ．
所以所求直线ｌ的方程为ｙ＝２ｘ－４．

图１３－１９９

思维拓展 （四川绵阳市，２００２）一个安
有进水管和出水管的蓄水池，每单位时间内

进水、出水的量分别是一定的．若从某时刻开
始的４ｈ内只进水，不出水，在随后的８ｈ内
既进水又出水，得到时间ｘ（ｈ）与蓄水池内水
量ｙ（ｍ３）之间的关系如图１３－１９９所示．
（１）当４≤ｘ≤１２时，求ｙ关于ｘ的函
数关系式；

（２）如果１２ｈ后只放水，不进水，求ｙ
随ｘ而变化的关系式，并画出大致图象．
解 （１）因为每单位时间内进水、出水的量分别是一定的，所以蓄水池

内水量在单位时间内的变化（不论是增长是还是减少）也是一定的，即ｙ与ｘ
具有一次函数关系，设为ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ，ｂ是待定常数）．
由图可知，当ｘ＝４时，ｙ＝２０；当ｘ＝１２时，ｙ＝３０．

所以
２０＝４ｋ＋ｂ，

３０＝１２ｋ＋ｂ｛ ．
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解之，得ｋ＝５
４
，ｂ＝１５．

因此，ｙ关于ｘ的函数关系式是ｙ＝５
４ｘ＋１５，４≤ｘ≤１２．

图１３－２００
（２）由图１３－２００可知，在第４ｈ时，蓄水池有水２０ｍ３，则知进水管每

小时进水５ｍ３．从第４ｈ到第１２ｈ这８ｈ内仅增加１０ｍ３，而进水管实际进

水４０ｍ３，可知其中３０ｍ３已通过出水管排出．从而出水管每小时出水３０８＝

１５
４ ｍ３．于是从１２ｈ后只放水，不进水，则３０÷１５

４＝８ｈ就放完．

由已知设当ｘ≥１２时，ｙ随ｘ而变化的关系为ｙ＝ｋｘ＋ｂ．
当ｘ＝１２时，ｙ＝３０；当ｘ＝１２＋８＝２０时，ｙ＝０．

所以
３０＝１２ｋ＋ｂ，
０＝２０ｋ＋ｂ｛ ．

解这，得ｋ＝－１５
４
，ｂ＝７５．

因此，ｙ随ｘ而变化的关系式为ｙ＝－１５
４ｘ＋７５，１２≤ｘ≤２０．

【例４】 （北京市，２０００）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象与ｘ轴
交于不同的点Ａ、Ｂ，点Ａ 在点Ｂ 的左边，与ｙ轴交于点Ｃ，若△ＡＯＣ 与
△ＢＯＣ的面积之和为６，且这个函数的图象的顶点坐标为（２，－ａ）．求这个
二次函数的解析式．
思维技巧 此题是利用三角形面积关系，求二次函数解析式的题目，根

据题目特点，可设二次函数的解析式为三种不同的形式求解．
解法一 由题意，设Ａ、Ｂ两点的坐标分别为（ｘ１，０），（ｘ２，０），ｘ１＜ｘ２，

Ｃ点坐标为（０，ｃ）．
所以 ｘ１，ｘ２是方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两个实数根．

所以 ｘ１＋ｘ２＝－ｂ
ａ
，ｘ１·ｘ２＝

ｃ
ａ．
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因为 ＡＢ＝｜ｘ２－ｘ１｜＝ （ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２槡 ，，

所以 ＡＢ＝ －ｂ（ ）ａ
２
－４ｃ槡 ａ ＝ ｂ２－４槡 ａｃ

｜ａ｜ ．
因为二次函数图象的顶点坐标为（２，－ａ），

所以 ４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－ａ．
由于ａ≠０，故去分母并整理，得

ｂ２－４ａｃ＝４ａ２．

所以 ＡＢ＝ ４ａ槡 ２

｜ａ｜ ＝２｜ａ｜
｜ａ｜＝２．

因为二次函数的图象的对称轴为ｘ＝２，
所以Ａ、Ｂ两点的坐标分别为（１，０），（３，０）．
所以 ＡＯ＝１，ＢＯ＝３，ＯＣ＝｜ｃ｜．
又 因为 Ｓ△ＡＯＣ＋Ｓ△ＢＯＣ＝６，

所以 １
２ＡＯ·ＯＣ＋１

２ＢＯ·ＯＣ＝６．

所以 １
２｜ｃ｜＋３

２｜ｃ｜＝６．
解得 ｃ＝±３．
当ｃ＝３时，二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过（１，０），（３，０），（０，３）

三点，

所以

ａ＋ｂ＋ｃ＝０，

９ａ＋３ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝３
烅
烄

烆 ．

解这个方程组，得

ａ＝１，

ｂ＝－４，

ｃ＝３
烅
烄

烆 ．
所以二次函数解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３．
当ｃ＝－３时，同理可求得ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
所以所求的二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３或ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
解法二 因为二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象的顶点坐标为

（２，－ａ），
所以设二次函数的解析式为ｙ＝ａ（ｘ－２）２－ａ．
则ｙ＝ａｘ２－４ａｘ＋３ａ．
令 ａｘ２－４ａｘ＋３ａ＝０．
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因为 ａ≠０，所以 ｘ２－４ｘ＋３＝０．
解这个方程，得ｘ１＝１，ｘ２＝３．
因为点Ａ在点Ｂ的左边，
所以Ａ、Ｂ两点的坐标分别为（１，０），（３，０）．
所以 ＡＯ＝１，ＢＯ＝３．
因为 Ｓ△ＡＯＣ＋Ｓ△ＢＯＣ＝６，

所以 １
２ＡＯ·ＯＣ＋１

２ＢＯ·ＯＣ＝６．

因为 ＯＣ＝｜ｃ｜，所以 １
２｜ｃ｜＋３

２｜ｃ｜＝６．
解得 ｃ＝±３．
所以Ｃ点坐标为（０，３）或（０，－３）
当Ｃ点坐标为（０，３）时，
则 ３＝ａ（０－２）２－ａ
所以 ａ＝１．
所以二次函数解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３．
同理可求 ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
所以二次函数解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３或ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．

图１３－２０１

解法三 因为二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点坐标为（２，－ａ），

所以
－ｂ
２ａ＝２，

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－ａ
烅
烄

烆 ，

解得
ｂ＝－４ａ，

ｃ＝３ａ｛ ．

所以 ｙ＝ａｘ２－４ａｘ＋３ａ，
即ｙ＝ａ（ｘ－１）（ｘ－３），
令 ｙ＝０，则ａ（ｘ－１）（ｘ－３）＝０．
因为 ａ≠０，所以 ｘ１＝１，ｘ２＝３．
以下同解法二．
激活思维 用待定系数法求抛物线的

解析式，方法较多，技巧性强．可根据题目
所给条件，灵活选用．在求解过程中，结合
抛物线有关性质（对称性），往往可使解答

过程简捷．
同类变式 （辽宁省，２００１）已知：如图

１３－２０１，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ过点
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Ａ（－１，０），且经过直线ｙ＝ｘ－３与坐标轴的两个交点Ｂ、Ｃ．
（１）求抛物线的解析式；
（２）求抛物线的顶点坐标；
（３）若点Ｍ 在第四象限内的抛物线上，且ＯＭ⊥ＢＣ，垂足为Ｄ，求点

Ｍ 的坐标．
解 （１）由ｙ＝ｘ－３，可求出直线与坐标轴交点坐标分别为Ｂ（３，０），Ｃ

（０，－３）
将 Ａ、Ｂ、Ｃ 三 点 的 坐 标 分 别 代 入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ 中，得

０＝ａ－ｂ＋ｃ，

０＝９ａ＋３ｂ＋ｃ，

－３＝
烅
烄

烆 ｃ

解此方程组，得

ａ＝１，

ｂ＝－２，

ｃ
烅
烄

烆 ＝－３
所以 ｙ＝ｘ２－２ｘ－３为所求抛物线的解析式．
（２）因为 ｙ＝ｘ２－２ｘ－３＝（ｘ－１）２－４，
所以抛物线的顶点坐标为（１，－４）．
（３）因为 ＯＢ＝３，ＯＣ＝３，
所以 ＯＢ＝ＯＣ．
又因为ＯＭ⊥ＢＣ，所以ＯＭ 平分∠ＣＯＢ．
故可设点Ｍ 坐标为（ｘ，－ｘ）．
将Ｍ（ｘ，－ｘ）代入ｙ＝ｘ２－２ｘ－３中，得－ｘ＝ｘ２－２ｘ－３，

整理得ｘ２－ｘ－３＝０，解得 ｘ＝ 槡１± １３
２ ．

因为点Ｍ 在第四象限，

所以 ｘ＝ 槡１＋ １３
２
，

所以 Ｍ 槡１＋ １３
２
， 槡－１－ １３（ ）２

．

思维拓展 （岳阳市，２００２）已知，如图１３－２０２，二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ
＋ｃ的图象与ｘ轴、ｙ轴都只有一个交点，分别为Ａ、Ｂ，且ＡＢ＝２，又关于ｘ
的方程ｘ２－（ｂ＋２ａｃ）ｘ＋ｍ＝０（ｍ＜０）的两个实数根互为相反数．
（１）求ａｃ的值；
（２）求二次函数的解析式；
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图１３－２０２
（３）过Ａ点的直线与二次函数图象相交于另一点Ｃ，与ｙ轴的负半轴
相交于点Ｄ，且使△ＡＢＤ 和△ＡＢＣ 的面积相等，求此直线的解析式并求

△ＡＢＣ的面积．
解 （１）因为二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象与ｘ轴只有一个交点，
所以 Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０．①
又因为方程ｘ２－（ｂ＋２ａｃ）ｘ＋ｍ＝０（ｍ＜０）的两个实数根互为相

反数，

所以ｂ＋２ａｃ＝０．②
①＋②×２得ｂ２＋２ｂ＝０．

因为点Ａ是抛物线的顶点，Ａ －ｂ
２ａ
，（ ）０ ，由图可，－ｂ

２ａ＞０，ａ＞０，

所以ｂ＜０．
故由ｂ２＋２ｂ＝０得ｂ＝－２．
把ｂ＝－２代入②，得ａｃ＝１．

（２）因为ｂ＝－２，所以Ａ 点的坐标为Ａ １
ａ
，（ ）０ ，又Ｂ 点的坐标为

（０，ｃ），

因为ＡＢ＝２，所以ＯＡ２＋ＯＢ２＝４，即有 １（ ）ａ
２
＋ｃ２＝４，

１＋ａ２ｃ２＝４ａ２，所以 ４ａ２＝２，所以 ａ＝槡２
２．

由ａｃ＝１得ｃ 槡＝ ２．
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故所求二次函数解析式为ｙ＝槡２
２ｘ２－２ｘ 槡＋ ２．

（３）解法一：Ａ点的坐标Ａ（槡２，０），设Ｃ点的坐标为Ｃ（ｘ０，ｙ０）．
因为△ＡＢＤ和△ＡＢＣ的面积相等，

所以 Ｓ△ＧＢＤ＝２Ｓ△ＡＢＤ，即
１
２ＢＤ·ｘ０＝２×

１
２ＢＤ·槡２，所以 ｘ０ 槡＝２ ２．

又Ｃ点在抛物线上，

所以 ｙ０＝
槡２
２×（ 槡２ ２）２ 槡 槡 槡－２×２ ２＋ ２＝ ２．

所以点Ｃ的坐标为Ｃ（ 槡２ ２，槡２）．
设直线ＡＣ的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｈ，它过Ａ、Ｃ两点，

所以
槡２ｋ＋ｈ＝０，

槡２ ２ｋ＋ｈ 槡
烅
烄
烆 ＝ ２

ｋ＝１，ｈ 槡＝－ ２．

所以所求直线解析式为ｙ＝ｘ 槡－ ２．
又点Ｃ（ 槡２ ２，槡２），与点Ｂ（０，槡２）的纵坐标相同，
所以 ＢＣ∥Ｏｘ．

所以 Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ 槡 槡×２ ２× ２＝２（面积单位）．

解法二：过点Ｃ作ＣＥ⊥Ｏｘ，垂足为Ｅ，设Ｃ点坐标为Ｃ（ｘ０，ｙ０），

因为 Ｓ△ＡＢＣ＝Ｓ△ＡＢＤ，以ＡＣ、ＡＤ为它们的底边，由于此两个三角形
同高，

所以 ＡＣ＝ＡＤ．

图１３－２０３

又∠ＡＯＤ＝∠ＡＥＣ＝９０°，∠ＯＡＤ＝∠ＥＡＣ，
所以 Ｒｔ△ＡＯＤ≌Ｒｔ△ＡＥＣ．
所以 ＯＡ＝ＡＥ 槡＝ ２．所以 ＯＥ＝２ＯＡ 槡＝２ ２，即ｘ０ 槡＝２ ２．
因为点Ｃ在抛物线上，所以 ｙ０＝

槡２
２×（ 槡２ ２）２ 槡 槡 槡－２×２ ２＋ ２＝ ２．

所以点Ｃ的坐标为Ｃ（ 槡２ ２，槡２）．
以下与解法一相同，请同学们自己

完成．
【例５】 （盐城市，２０００）如图１３－

２０３所示，已知反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象
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经过点Ａ（ 槡－ ３，ｂ），过点Ａ作ＡＢ⊥Ｏｘ轴于Ｂ，△ＡＯＢ的面积为槡３．
（１）求ｋ和ｂ的值；
（２）若一次函数ｙ＝ａｘ＋１的图象经过点Ａ，并且与ｘ轴相交于点Ｍ，
试求：ＡＯ∶ＡＭ 的值；
（３）如果以ＡＭ 为一边的正三角形ＡＭＰ的顶点Ｐ在二次函数ｙ＝－ｘ２

槡＋ ３ｍｘ＋ｍ－９的图象上，求ｍ 的值．
思维技巧 此题集一次函数、二次函数、反比例函数与三角形有关知识

于一体，综合性较强．寻求它们之间的联系，找准切入口，是解题的关键．
（１）解 由点Ａ在第二象限，得ｂ＞０，又ＡＢ⊥Ｏｘ轴于Ｂ，Ｓ△ＡＯＢ 槡＝ ３．

故１
２｜ 槡－ ３｜ｂ 槡＝ ３，则ｂ＝２．

所以Ａ点坐标为（ 槡－ ３，２）．

由反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象经过点Ａ，得２＝ ｋ

槡－ ３
，即ｋ 槡＝－２ ３．

（２）解 因为一次函数ｙ＝ａｘ＋１的图象经过点Ａ（ 槡－ ３，２），

所以 ２＝ａ·（ 槡－ ３）＋１，解得ａ＝－槡３
３
，

从而一次函数的解析式为ｙ＝－槡３
３ｘ＋１．

１３－２０４

令ｙ＝０，可求得Ｍ 点的坐标为（槡３，０）．

在Ｒｔ△ＡＢＯ中，得ＡＯ＝ ＡＢ２＋ＢＯ槡 ２＝ ２２＋（槡３）槡 ２ 槡＝ ７，

在Ｒｔ△ＡＢＭ 中，ＢＭ＝ＢＯ＋ＯＭ 槡＝２ ３ 得

ＡＭ＝ ＡＢ２＋ＢＭ槡 ２＝ ２２＋（ 槡２ ３）槡 ２＝４，

所以 ＡＯ∶ＡＭ 槡＝ ７∶４．
（３）解 由（２）得，Ｒｔ△ＡＢＭ 中，因
为ＡＢ＝２，ＡＭ＝４，所以∠ＢＭＡ＝３０°．
因为 点Ａ在第二象限，Ｍ 在ｘ轴

的正半轴，且∠ＡＭＢ＝３０°，∠ＡＭＰ＝
６０°，所以 点Ｐ的位置有两种情况：

① 点Ｐ 在第一象限，此时，因为

∠ＢＭＡ＝３０°，∠ＡＭＰ ＝６０°，所以

∠ＰＭＢ＝９０°，从 而 点 Ｐ 的 坐 标 为

（槡３，４），
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由点Ｐ在二次函数ｙ＝－ｘ２ 槡＋ ３ｍｘ＋ｍ－９的图象上，得ｍ＝４．

② 点Ｐ在第三象限，可求得点Ｐ的坐标为（ 槡－ ３，－２）．
由点Ｐ在二次函数ｙ＝－ｘ２ 槡＋ ３ｍｘ＋ｍ－９的图象上，得ｍ＝－５．
综上所述：ｍ＝４或ｍ＝－５．
激活思维 此例第（３）小题运用了分类思想，对点Ｐ的不同位置进行

讨论．

图１３－２０５

同类变式 （烟台市，２００２）如图１３－

２０５，点Ａ，Ｂ在反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象上，

且点Ａ、Ｂ的横坐标分别为ａ，２ａ（ａ＞０），ＡＣ
⊥ｘ轴，垂足为Ｃ，且△ＡＯＣ的面积为２．
（１）求该反比例函数的解析式；
（２）若点（－ａ，ｙ１），（－２ａ，ｙ２）在该反例

函数的图象上，试比较ｙ１与ｙ２的大小；

（３）求△ＡＯＢ的面积．

解 （１）因为点Ａ在反比例函数ｙ＝ｋ
ｘ
的图象上，

所以可设点Ａ的坐标为 ａ，ｋ（ ）ａ ，
由１

２ＯＣ·ＡＣ＝２，得１２ａ·ｋａ＝２，

即ｋ＝４．

所以所求反比例函数的解析式为ｙ＝４
ｘ．

（２）因为ａ＞０，所以－２ａ＜－ａ＜０，

因为点（－ａ，ｙ１），（－２ａ，ｙ２）在反比例函数ｙ＝４
ｘ
的图象上，且该函数

的图象在第三象限，ｙ随ｘ的增大而减小，所以 ｙ１＜ｙ２．
（３）作ＢＤ⊥ｘ轴，垂足为Ｄ，

因为Ｂ点在反比例函数ｙ＝４
ｘ
的图象上，

所以Ｂ点坐标为 ２ａ，４２（ ）ａ ，
所以 Ｓ△ＡＯＢ＝Ｓ四边形ＯＡＢＤ－Ｓ△ＢＯＤ

＝Ｓ△ＡＯＣ＋Ｓ梯形ＡＣＤＢ－Ｓ△ＢＯＤ

＝２＋１
２

４
ａ＋４

２（ ）ａ （２ａ－ａ）－１
２
·２ａ·４２ａ＝３．
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【例６】 Ａ市和Ｂ市分别有某种库存机器１２台和６台，现决定支援Ｃ
村１０台，Ｄ村８台．已知从Ａ 市运一台机器到Ｃ村和Ｄ 村的运费分别是

４００元和８００元，从Ｂ市调运一台机器到Ｃ村和Ｄ村的运费分别是３００元
和５００元．
（１）设Ｂ市运往Ｃ 村机器ｘ台，求总运费 Ｗ（元）关于ｘ的函数关
系式；

（２）若要求总运算不超过９０００元，共有几种调运方案？
（３）求出总运费最低的调运方案，最低运费是多少？
思维技巧 此题是利用函数的性质，解决市场经济中营销决策，探究调

运方案的问题．已知条件中的数据较多，可先整理数据，借助表格帮助理解．
由已知条件分析得下表：

库存机器 支援Ｃ村 支援Ｄ村

Ｂ市 ６台 ｘ台 （６－ｘ）台

Ａ市 １２台 （１０－ｘ）台 〔８－（６－ｘ）〕台

解 （１）依题意得

Ｗ ＝３００ｘ＋５００（６－ｘ）＋４００（１０－ｘ）＋８００〔８－（６－ｘ）〕

＝２００ｘ＋８６００（０≤ｘ≤６）．
所以Ｗ 与ｘ的函数关系式为Ｗ＝２００ｘ＋８６００（０≤ｘ≤６）．
（２）由Ｗ＝２００ｘ＋８６００≤９０００，
得ｘ≤２，又因为 ｘ必须是正整数，
所以ｘ可以取０，１，２三个数，共有三种调运方案．
（３）因为Ｗ＝２００ｘ＋８６００是一次函数，且Ｗ 随ｘ的增大而增大，
所以当ｘ取最小值时，Ｗ 最小．
即当ｘ＝０时，Ｗ最小值＝２００×０＋８６００＝８６００（元）．
答：当从Ａ市调运１０台给Ｃ村，调２台给Ｄ村，从Ｂ市调６台给Ｄ村

时，总运费最低，最低运费是８６００元．
激活思维 这是一道由货物装运和经营中的利润问题而构建函数模

型，进而解决问题的例子．一般，解应用性数学问题，关键是将实际问题中内
在、本质的联系，抽象、转化为数学问题，进而建立数学模型，通过对数学问

题的求解得出实际问题的答案．其程序可表示为
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同类变式 （黄冈市，１９９８）下表所示为装运甲、乙、丙三种蔬菜的重量
及利润．某汽运公司计划装运甲、乙、丙三种蔬菜到外地销售（每辆汽车按规
定满载，并且每辆汽车只能装一种蔬菜）．

甲 乙 丙

每辆汽车能满装的吨数 ２ １ １．５

每吨蔬菜可获利润（百元） ５ ７ ４

（１）若用８辆汽车装运乙、丙两种蔬菜１１吨到Ａ地销售，问装运乙、丙
两种蔬菜的汽车各多少辆？

（２）公司计划用２０辆汽车装运甲、乙、丙三种蔬菜３６吨到Ｂ地销售（每
种蔬菜不少于１车），如何安排装运，可使公司获得最大利润？最大利润是
多少？

解 （１）设装运乙种蔬菜的汽车有ｘ辆，则装运丙种蔬菜的汽车为（８
－ｘ）辆，依题意得ｘ＋１．５（８－ｘ）＝１１，解得ｘ＝２．故装运乙、丙两种蔬菜的
汽车有２辆、６辆．
（２）设装运甲、乙两种蔬菜的汽车分别有ｘ辆、ｙ辆，则装运丙种蔬菜的
汽车有２０－（ｘ＋ｙ）辆．
依题意得２ｘ＋ｙ＋１．５［２０－（ｘ＋ｙ）］＝３６．
于是ｘ＝ｙ＋１２（ｙ≥１）．
当ｙ＝１时，ｘ＝１３，丙为６，所获利润为：

１３×２×５＋１×１×７＋６×１．５×４＝１７３（百元）；
当ｙ＝２时，ｘ＝１４，丙为４，所获利润为：

１４×２×５＋２×１×７＋４×１．５×４＝１７８（百元）；
当ｙ＝３时，ｘ＝１５，丙为２，所获利润为：

１５×２×５＋３×１×７＋２×１．５×４＝１８３（百元）；
当ｙ＝４时，ｘ＝１６，丙为０，不合题意．
故公司应安排装运甲、乙、丙三种蔬菜的汽车分别为１５辆、３辆、２辆，

黄 冈 兵 法

２９９

初

三

代

数



可使公司获得最大利润，最大利润为１８３００元．
思维拓展 （河北省，１９９８）某工厂现有甲种原料３６０ｋｇ，乙种原料

２９０ｋｇ，计划利用这两种原料生产Ａ、Ｂ两种产品，共５０件．已知生产一件Ａ
种产品，需用甲种原料９ｋｇ，乙种原料３ｋｇ，可获利润７００元；生产一件Ｂ种
产品，需用甲种原料４ｋｇ、乙种原料１０ｋｇ，可获利润１２００元．
（１）按要求安排Ａ、Ｂ两种产品的生产件数，有哪几种方案？请你给设
计出来；

（２）设生产Ａ、Ｂ两种产品获总利润为ｙ（元），其中一种的生产件数为

ｘ，试写出ｙ与ｘ之间的函数关系式，并利用函数的性质说明（１）中哪种生产
方案获总利润最大？最大利润是多少？

解 （１）设安排生产Ａ种产品ｘ件，则生产Ｂ种产品（５０－ｘ）件．

依题意得
９ｘ＋４（５０－ｘ）≤３６０，

３ｘ＋１０（５０－ｘ）≤２９０｛ ．
解得３０≤ｘ≤３２．

故ｘ的整数值只能取３０，３１，３２．
即生产的方案共有三种：

第一种生产方案：生产Ａ种产品３０件，Ｂ种产品２０件；第二种生产方
案：生产Ａ种产品３１件，Ｂ种产品１９件．第三种生产方案，生产Ａ种产品

３２件，Ｂ种产品１８件．
（２）设生产Ａ种产品的件数为ｘ，则生产Ｂ种产品的件数为（５０－ｘ），
依题意，得ｙ＝７００ｘ＋１２００（５０－ｘ）＝－５００ｘ＋６００００
其中ｘ只能取３０，３１，３２．
因为－５００＜０，所以此一次函数ｙ随ｘ的增大而减小．
所以当ｘ＝３０时，ｙ的值最大．
即按第一种生产方案安排生产，获总利润最大．最大利润为：－５００×３０

＋６００００＝４５０００（元）．
【例７】 同学们都知道，一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）的图象是一条直线，
它可以表示许多实际意义．比如在图１３－２０６（１）中，ｘ代表时间（ｈ），ｙ代表
路程（ｋｍ），那么从图象上可以看出，某人出发时（ｘ＝０）离某地（原点）２ｋｍ．
出发１ｈ后，由ｘ＝１时ｙ＝５可知某人离某地５ｋｍ，他走了３ｋｍ．
在图１３－２０６（２）中，ＯＡ，ＢＡ分别表示甲、乙两人的运动图象，请根据

图象回答下列问题：

（１）如果用ｔ表示时间，ｓ表示路程，那么甲、乙两人各自的路程与时间
的函数关系式是：

（甲） ；
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（乙） ；

图１３－２０６
（２）甲的速度是 ｋｍ／ｈ；
（３）两人同时出发，相遇时，甲比乙多走 ｋｍ．
思维技巧 解答这类题最关键的是要能读懂图象的实际意义．由图（２）

可得：甲从点Ｏ处出发，５ｈ行驶２０ｋｍ；乙从离原点５ｋｍ处出发，５ｈ行驶的
路程２０－５＝１５（ｋｍ）．两人同时同向行进，相遇（实际是甲追上乙）时，甲比
乙多走了５ｋｍ．
解 （１）由图象可知甲、乙运动图象分别是正比例函数和一次函数，设

它们的函数解析式分别为ｓ＝ｋ１ｔ和ｓ＝ｋ２ｔ＋ｂ．
把（５，２０）代入ｓ＝ｋ１ｔ，得ｋ１＝４，
所以甲的路程与时间的函数关系式为ｓ＝４ｔ．
把（５，２０）和（０，５）分别代入ｓ＝ｋ２ｔ＋ｂ，得

２０＝５ｋ２＋ｂ，

５＝ｂ｛ ，
解得

ｋ２＝３，

ｂ＝５｛ ．
所以乙的路程与时间的函数关系式为ｓ＝３ｔ＋５．
（２）由图象可知：甲行驶５ｈ的路程是２０ｋｍ．
所以甲速度为２０÷５＝４（ｋｍ／ｈ）．
（３）甲比乙多走了５ｋｍ．
激活思维 本题难度不大，但它一改行程问题用“线示法”表示相等关

系的传统习惯，而用“一次函数的图象”表示相等关系．结合“形”认识数，打
破了常规解题的思维模式．
同类变式 某电厂规定：本厂家属区的每户居民如果一个月的用电量
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不超过Ａ度，那么这个月这户只要交１０元用电费．如果超过Ａ度，则这个

月除了仍交１０元用电费外，超过部分还要按每度Ａ
１００
元交费．

（１）该厂某户居民１２月份用电９０度，超过了规定的Ａ度，则超过部分
应交费 元（用Ａ表示）．
（２）下表是这户居民３月、４月的用电情况和交费情况：

月份 用电量（度） 交电费总数（元）

３ ８０ ２５

４ ４５ １０

根据上表的数据，求电厂规定的Ａ度是多少？
试题提出的是社会实际问题，怎样用数学方法解决这个实际问题呢？

在阅读时必须获取如下信息：（１）应交电费分两部分：①基本电费为１０元

（常量），②超过规定的部分按每度Ａ
１００
元交费；（２）从所给表中应知，规定的

用电量Ａ的取值范围是４５≤Ａ＜８０．

解 （１）超过部分应交电费Ａ
（９０－Ａ）
１００ ．

（２）依题意，得１０＋Ａ
１００
（８０－Ａ）＝２５．

解得 Ａ１＝３０，Ａ２＝５０．
因为从所给表中可知４５≤Ａ＜８０，所以Ａ＝３０不符合题意，应舍去．
所以该厂规定的Ａ为５０度．
思维拓展 某产品每件的成本是１２０元，试销阶段，每件产品的销售价

ｘ（元）与产品的日销量ｙ（台）之间的关系如下表：

ｘ（元） １３０ １５０ １６５

ｙ（台） ７０ ５０ ３５

若日销售量ｙ是销售价ｘ的一次函数，为获得最大销售利润，每件产品
的销售价应定为多少元？此时日销售利润是多少？

从ｙ与ｘ的三组对应值中选两组作为解题的条件，建立函数解析式．而
表中列举了三组条件，这增加了解题的迷惑性，解题时应善于排除迷惑性表

面现象．
解 由表可得ｙ＝－ｘ＋２００．
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设每日销售利润为ｓ元，则有

ｓ＝ｙ（ｘ－１２０）＝－（ｘ－１６０）２＋１６００．

因为
－ｘ＋２００≥０，

ｘ－１２０≥０｛ ，

所以１２０≤ｘ≤２００．
故当每件产品的销售价定为１６０元，每日的销售利润最大，为１６００元．
【例８】 如图１３－２０７，已知抛物线ｙ＝－ｘ２－（ｍ－４）ｘ＋３（ｍ－１）与

ｘ轴交于Ａ，Ｂ两点，与ｙ轴交于Ｃ点．

图１３－２０７
（１）求ｍ 的取值范围；
（２）若ｍ＜０，直线ｙ＝ｋｘ－１经过点Ａ，与ｙ轴交于点Ｄ，且ＡＤ·ＢＤ＝

槡５ ２，求抛物线的解析式．
（３）若Ａ点在Ｂ点的左边，在第一象限内（２）中所得的抛物线上是否存
在一点Ｐ，使直线ＰＡ平分△ＡＣＤ的面积？若存在，求出Ｐ点的坐标；若不
存在，请说明理由．
思维技巧 本题是二次函数、一次函数及几何图形面积的综合问题．需

利用二次函数的性质、一元二次方程根的判别式来确定ｍ 的取值．求出函
数的解析式是关键，分析问题时可借助示意图来理解．
解 （１）因为抛物线ｙ＝－ｘ２－（ｍ－４）ｘ＋３（ｍ－１）与ｘ轴有两个交

点，所以Δ＞０；

又由图象可知对称轴ｘ＝－ｂ
２ａ＞０；抛物线在ｙ轴上的截距ｃ＜０，即ｍ

满足

Δ＝（ｘ＋２）２＞０，

－（ｍ－４）＞０，

３（ｍ－１）＜０
烅
烄

烆 ，


ｍ≠－２，

ｍ＜４，

ｍ＜１
烅
烄

烆 ，
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解得ｍ 的取值范围是ｍ＜１且ｍ≠－２．
（２）易求出抛物线与ｘ轴的两交点的坐标为（１－ｍ，０），（３，０），又

Ｄ（０，－１），由勾股定理可知

ＡＤ、ＢＤ的长为 （１－ｍ）２槡 ＋１，槡１０．
因为 ＡＤ·ＢＤ 槡＝５ ２，

所以 （１－ｍ）２槡 ＋１·槡 槡１０＝５ ２，得ｍ１＝－１，ｍ２＝３．
因为 ｍ＜１且ｍ≠－２，故取ｍ＝－１．
所以抛物线的解析式为ｙ＝－ｘ２＋５ｘ－６．
（３）假设在第一象限内，抛物线上存在点Ｐ使直线ＰＡ平分△ＡＣＤ的
面积，则直线ＰＡ必过ＤＣ中点Ｍ．

由Ｄ（０，－１），Ｃ（０，－６）可知Ｍ 点坐标为 ０，－（ ）７２ ，
又由Ａ（２，０），Ｂ（３，０）知，过Ａ、Ｍ 两点的直线ＰＡ的解析式为

ｙ＝７
４ｘ－７

２．

由
ｙ＝７

４ｘ－７
２
，

ｙ＝－ｘ２＋５ｘ
烅
烄

烆 －６
得

ｘ１＝２，

ｙ１＝０
｛ ，

ｘ２＝
５
４
，

ｙ２＝－２１
１６

烅
烄

烆 ．

所以点Ｐ的坐标为 ５
４
，－２１（ ）１６ ．

但点 ５
４
，－２１（ ）１６
不在第一象限，故在第一象限内抛物线上不存在点Ｐ，

使ＰＡ平分△ＡＣＤ的面积．
激活思维 探索性试题有两种主要表述形式：其一是，题目的结论不直

接给出，需要通过观察、比较、分析、归纳、概括、推理、判断等一系列思维活

动，逐步确定应有的结论．其二是，要求拓展题目结论或探求新结论是否成
立的问题．这类问题构思精巧，知识覆盖面较大，综合性较强．
同类变式 已知二次函数ｙ＝ｘ２－（ｍ２＋８）ｘ＋２（ｍ２＋６）．
（１）求证：不论ｍ 取任何实数，此函数图象都与ｘ轴有两个交点，且两
个交点都在ｘ轴的正半轴上．
（２）假设这个函数的图象与ｘ轴交于Ｂ，Ｃ两点，与ｙ轴交于Ａ点，若

△ＡＢＣ的面积为４８，求ｍ 的值．
（３）设抛物线的顶点为Ｐ，是否存在实数ｍ，使△ＰＢＣ为等腰直角三角
形，如果存在，求出ｍ 的值．如果不存在，说明理由．
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解 （１）因为Δ＝（ｍ２＋８）２－８（ｍ２＋６）＝（ｍ２＋４）２＞０恒成立，
所以抛物线与ｘ轴总有两个交点．
设这两个交点坐标为Ｂ（ｘ１，０），Ｃ（ｘ２，０），
又因为 ｘ１＋ｘ２＝ｍ２＋８＞０，ｘ１·ｘ２＝２（ｍ２＋６）＞０，
所以 ｘ１＞０，ｘ２＞０．
所以两交点都在ｘ轴的正半轴上．
（２）因为ＢＣ＝ （ｘ１＋ｘ２）

２－４ｘ１ｘ槡 ２

＝ （ｍ２＋８）２－８（ｍ２＋６槡 ）

＝ （ｍ２＋４）槡 ２＝ｍ２＋４，

ＯＡ＝２（ｍ２＋６），

所以 Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＢＣ·ＯＡ＝１

２
（ｍ２＋４）（２ｍ２＋１２）＝４８．

解之得ｍ 槡＝± ２．

（３）如图１３－２０８，假设存在满足条件的ｍ，则ＰＭ＝１
２ＢＣ＝ｍ２＋４

２ ．
又通 过 配 方 或 利 用 顶 点 坐 标 公 式，可 求 得 Ｐ 点 坐 标 为

ｍ２＋８
２
，
（ｍ２＋４）２（ ）４

，即可得到
（ｍ２＋４）２

４ ＝ｍ２＋４
２
，解之得ｍ２＝－２，显然

无解，所以满足条件的ｍ 值不存在．

图１３－２０８ 图１３－２０９
思维拓展 已知关于ｘ的方程ｘ２－（２ｍ－１）ｘ＋（ｍ－３）２＝０的两个

实数根的平方和为２５．（１）求ｍ 的值；（２）在上述条件下，关于ｘ的二次函数

ｙ＝－ｘ２＋（２ｍ－１）ｘ－（ｍ－３）２的图象与ｘ轴分别交于Ａ、Ｂ两点（Ａ在Ｂ
的左边），在该图象上有一点Ｃ，位于对称轴的右侧，又在ｘ轴的上方，且

△ＡＢＣ面积为１５，求点Ｃ的坐标；（３）在（２）的条件下，若直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与
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二次函数图象交于Ａ、Ｄ两点，且ＡＤ⊥ＡＣ，求ｋ与ｂ的值及点Ｄ的坐标（图

１３－２０９）．
解 （１）因为 方程ｘ２－（２ｍ－１）ｘ＋（ｍ－３）２＝０有两个实数根，

所以 Δ＝［－（２ｍ－１）］２－４（ｍ－３）２≥０，解得ｍ≥７
４．

设方程的两根为ｘ１和ｘ２．
则ｘ１＋ｘ２＝２ｍ－１，ｘ１，ｘ２＝（ｍ－３）２．
ｘ２

１＋ｘ２
２＝（ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２＝（２ｍ－１）２－２（ｍ－３）２＝２５．

解得 ｍ＝３或ｍ＝－７，因ｍ≥７
４
，所以取ｍ＝３．

（２）当ｍ＝３时，二次函数解析式为ｙ＝－ｘ２＋５ｘ＝－ ｘ－（ ）５２
２
＋

２５
４．所以图象与ｘ轴交点为Ａ（０，０），Ｂ（５，０），对称轴直线为ｘ＝５

２．

设点Ｃ坐标为（ｘ０，ｙ０），由已知得
１
２ＡＢ·｜ｙ０｜＝１５．

所以ｙ０＝６．又因为ｙ０＝－ｘ２
０＋５ｘ０，所以６＝－ｘ２

０＋５ｘ０．解得ｘ０＝２或
ｘ０＝３，因为点Ｃ在对称轴右方，

所以取ｘ０＝３＞
５
２
，所以 Ｃ的坐标为（３，６）．

（３）过Ｃ作ＣＭ⊥ｘ轴于Ｍ，交ＡＤ于Ｐ，则ＡＭ＝３，ＣＭ＝６．
因为ＡＣ⊥ＡＤ，所以△ＡＣＭ∽△ＰＡＭ，

则ＡＭ２＝ＣＭ·ＭＰ，所以ＭＰ＝ＡＭ２

ＣＭ ＝３
２．

所以Ｐ ３，－（ ）３２ ．

点Ａ（０，０），Ｐ ３，－（ ）３２ 在直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ上，

解方程组
０＝ｂ，

－３
２＝３ｋ＋

烅
烄

烆 ｂ
得

ｂ＝０，

ｋ＝－
烅
烄

烆
１
２

．

所以直线ＡＤ为ｙ＝－１
２ｘ．

再解方程组
ｙ＝－１

２ｘ，

ｙ＝－ｘ２＋５ｘ
烅
烄

烆 ，

得
ｘ１＝０，

ｙ１＝０
｛ ，

ｘ２＝
１１
４
，

ｙ２＝－１１
４

烅
烄

烆 ．

因为点Ａ坐标为（０，０），所以 点Ｄ坐标为 １１
２
，－１１（ ）４ ．
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综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题
（１）（海南省，２００３）用火柴棒按图１３－２１０的方式搭一行三角形，搭一
个三角形需３支火柴捧，搭２个三角形需５支火柴棒，搭３个三角形需７支
火柴棒，照这样的规律搭下去，搭ｎ个三角形需要Ｓ支火柴棒，那么Ｓ关于

ｎ的函数关系式是 （ｎ为正整数）．

图１３－２１０
（２）（厦门市，２００３）某物体从上午７时至下午４时的温度Ｍ（℃）是时间

ｔ（ｈ）的函数：ｍ＝３－５ｔ－１００（其中ｔ＝０表示中午１２时，ｔ＝１表示下午１
时），则上午１０时此物体的温度为 ℃．
（３）（杭州市，２００３）根据指令［ｓ，Ａ］（ｓ≥０，０°＜Ａ＜１８０°），机器人在平
面上能完成下列动作：先原地逆时针旋转角度Ａ，再朝其面对的方向沿直线
行走距离ｓ，现机器人在直角坐标系的坐标原点，且面对ｘ轴正方向．（１）若
给机器人下了一个指令［４，６０°］，则机器人应移动到 ；（２）请你给机器
人下一个指令 ，使其移动到点（－５，５）．

２．（黄冈市，２００３）同学们都做过《代数》课本第三册第８７页第４题：某
礼堂共有２５排座位，第一排有２０个座位，后面每一排都比前一排多１个座
位，写出每排的座位数ｍ 与这排的排数ｎ的函数关系式，并写出自变量ｎ
的取值范围．
答案是：每排的座位数ｍ 与这排的排数ｎ的函数关系式是ｍ＝ｎ＋１９；

自变量ｎ的取值范围是１≤ｎ≤２５，且ｎ是正整数．
上题中，在其他条件下不变的情况下，请探究下列问题：

（１）当后面每一排都比前一排多２个座位时，则每排的座位数ｍ 与这排
的排数ｎ的函数关系式是 （１≤ｎ≤２５，且ｎ是整数）．
（２）当后面每一排都比前一排多３个座位、４个座位时，则每排的座位数

ｍ 与这排的排数ｎ的函数关系式分别是 ， （１≤ｎ≤２５，且ｎ是
整数）．
（３）某礼堂共有ｐ排座位，第一排有ａ个座位，后面每排都比前一排多
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ｂ个座位，试写出每排的座位数ｍ 与这排的排数ｎ的函数关系式，并指出自
变量ｎ的取值范围．

３．（北京市西城区，２００１）已知：抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ过点Ａ（－１，４），

其顶点的横坐标是１
２
，与ｘ轴分别交于Ｂ（ｘ１，０）、Ｃ（ｘ２，０）两点（其中ｘ１＜

ｘ２），且ｘ２
１＋ｘ２

２＝１３．
（１）求此抛物线的解析式及其顶点Ｅ的坐标；
（２）设此抛物线与ｙ轴交于点Ｄ，点Ｍ 是抛物线上的点，若△ＭＢＯ的

面积为△ＤＯＣ面积的２３
倍，求点Ｍ 的坐标．

４．（北京市宣武区，２００１）抛物线ｙ＝１
２ｘ２－２ ｍ＋（ ）５４ ｘ＋２（ｍ＋１）

与ｙ轴的正半轴交于点Ｃ，与ｘ轴交于Ａ、Ｂ两点，并且点Ｂ在点Ａ的右边，

△ＡＢＣ的面积是△ＯＡＣ的面积的３倍．
（１）求这条抛物线的解析式；
（２）判断△ＯＢＣ与△ＯＣＡ是否相似，并说明理由．
５．（南通市，２００１）已知ｍ、ｎ是关于ｘ的方程ｘ２＋（ 槡２＋ ３）ｘ＋２ｔ＝０
的两个根，且ｍ２＋ｍｎ 槡＝４＋２ ３，过点Ｑ（ｍ，ｎ）的直线ｌ１与直线ｌ２交于点

Ａ（０，ｔ），直线ｌ１、ｌ２分别与ｘ轴的负半轴交于点Ｂ、Ｃ（如图１３－２１１），

△ＡＢＣ为等腰三角形．
（１）求ｍ、ｎ、ｔ的值；
（２）求直线ｌ１与直线ｌ２的解析式；

（３）若Ｐ为直线ｌ２上的点，且△ＡＢＯ与△ＡＢＰ相似，求点Ｐ的坐标．

图１３－２１１ 图１３－２１２
６．（宿迁市，２００１）如图１３－２１２，已知：矩形ＱＭＮＰ的一边ＱＭ 在边长
为２的正三角形ＡＢＣ的一边ＢＣ上，点Ｐ、Ｎ 分别在ＡＢ、ＡＣ上，设ＭＮ＝
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ｘ，Ｓ矩形ＱＭＮＰ＝ｙ．（１）写出ｘ的取值范围；（２）用ｘ表示ｙ；（３）当ｙ取得最大
值时，求证：Ｓ△ＰＡＮ＝Ｓ△ＢＰＱ＋Ｓ△ＭＮＣ

图１３－２１３

７．（青海省，２００１）在斜坡Ａ处立一旗杆ＡＢ（旗
杆与水平面垂直），一小球从斜坡Ｏ点抛出（如图１３
－２１３），小球擦旗杆顶Ｂ而过，落地时撞击斜坡的落

点为Ｃ，已知Ａ点与Ｏ点的距离槡５２ｍ，旗杆ＡＢ高为

３ｍ，Ｃ点的垂直高度为３．５ｍ，Ｃ点与Ｏ 点的水平
距离为７ｍ，以Ｏ点为坐标原点，水平方向与竖直方
向分别为ｘ轴、ｙ轴，建立直角坐标系．
（１）求小球经过的抛物线的解析式（小球的直径
忽略不计）；

（２）Ｈ为小球所能达到的最高点，求ＯＨ与水平线Ｏｘ之间夹角的正切值．
探究能力测试

８．（四川省，２００３）东风商场文具部的某种毛笔每支售价２５元，书法练
习本第本售价５元．该商场为销制定了两种惠办法 ．
甲：买一支毛笔就赠送一本书法练习本；

乙：按购买金额打９折付款．

图１３－２１４

某校欲为校书法兴趣小组购买这种毛笔１０支，书法练习本ｘ（ｘ≥１０）本．
（１）写出每种优惠办法实际付款金额ｙ甲（元）、ｙ乙（元）、与ｘ（本）之间
的函数关系式；

（２）比较购买同样多的书法练习本时，按哪种优惠办法付款更省钱；
（３）如果商场允许任意选择一种优惠办法购买，也可以同时用两种优惠
办法购买．请你就购买这种毛笔１０支和书法练习本６０本设计一种最省钱
的购买方案．

９．（河北省，２００３）某高科技发展公司投资５００万，成功研制出一种市场
需求量较大的高科技替代产品，并投入资金１５００
万元进行批量生产．已知生产每件产品的成本为

４０元．在销售过程中发现：当销售单价定为１００元
时，处销售量为２０万件；销售单价每增加１０元，年
销售量将减少１万件．设销售单价为ｘ（元），年销
售量为ｙ（万件），年获利（＝年销售额－生产成本

－投资）为ｚ（万元）．
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（１）试写出ｙ与ｘ之间的函数关系式（不必写出ｘ的取值范围）；
（２）试写出ｚ与ｘ之间的函数关系式（不必写出ｘ的取值范围）；
（３）计算销售单价为１６０元时的年获利，并说明同样的年获利，销售单
价可以定为多少元？相应的年销售量分别为多少万件？

（４）公司计划：在第一年按年获利最大确定的销售单价进行销售；第二
年年获利不低于１１３０万元．请你借助函数的大致图象，说明第二年的销售
单价ｘ（元）应确定在什么范围内？

图１３－２１５

１０．某房地产公司要在一块地（图１３
－２１５中矩形ＡＢＣＤ）上，规划建造一个
小区公园（矩形ＧＨＣＫ），为了使文物保
护区△ＡＥＦ不被破坏，矩形公园的顶点

Ｇ不能在文物保护区内，已知ＡＢ＝２００
ｍ，ＡＤ＝１６０ｍ，ＡＥ＝６０ｍ，ＡＦ＝４０ｍ．
（１）当矩形小区公园的顶点Ｇ 恰是

ＥＦ的中点时，求公园的面积．
（２）当Ｇ在ＥＦ上什么位置时，公园面积最大？

图１３－２１６

１１．如图１３－２１６，在直径为ＡＢ的
半圆内，划出一块三角形区域，使三角形

的一边为ＡＢ，顶点Ｃ在半圆周上，其他
两边分别为６和８．现在建造一个内接
于△ＡＢＣ的矩形水池ＤＥＦＮ，其中ＤＥ
在ＡＢ上．如图的设计方案是使ＡＣ＝８，

ＢＣ＝６．

图１３－２１７

（１）求△ＡＢＣ中ＡＢ边上的高ｈ；
（２）设ＤＮ＝ｘ，当ｘ取何值时，水池ＤＥＦＮ的面积最大？
（３）实际施工时，发现在ＡＢ上距Ｂ点１．８５的Ｍ 处有一棵大树．这棵
大树是否位于最大矩形水池的边上？如果在，为保护大树，请设计另外的方

案，使内接于满足条件的三角形中欲建的最

大矩形水池能避开这棵树．
１２．（孝感市，２００３）如图１３－２１７，已知：直角
坐标系内的梯形ＡＯＢＣ，ＡＣ∥ＯＢ，ＡＣ、ＯＢ的长
分别是关于ｘ的方程ｘ２－６ｍｘ＋ｍ２＋４＝０的
两根，并且Ｓ△ＡＯＣ：Ｓ△ＢＯＣ＝１：５．
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（１）当ＡＣ、ＯＢ的长；
（２）当ＢＣ⊥ＯＣ时，求ＯＣ的长．
１３．（武汉市，２００３）已知：二次函数ｙ＝ｘ２－２（ｍ－１）ｘ－１－ｍ 的图象

与ｘ轴交于Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０），ｘ１＜０＜ｘ２，与ｙ轴交于点Ｃ，且满足
１
ＡＯ－

１
ＯＢ＝ ２

ＣＯ．

（１）求这个二次函数的解析式；
（２）是否存在着直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线交于点Ｐ、Ｑ 使ｙ轴平分

△ＣＰＱ的面积？若存在，求出ｋ、ｂ应满足的条件；若不存在，请说明理由．
１４．（鄂州市，２００１）已知直线ｙ＝２ｘ－６交ｘ轴于Ａ，交ｙ轴于Ｃ，抛物线ｙ

＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过Ａ、Ｃ两点及ｘ轴上另一点Ｂ，且ＡＢ＝１，∠ＡＢＣ为钝角．
（１）求抛物线解析式；
（２）若点Ｄ的坐标为（－３，０），在直线ｙ＝２ｘ－６上求一点Ｐ使△ＡＰＤ
与△ＡＯＣ相似．
（３）在（１）、（２）的条件下，在ｘ轴上方的抛物线上是否存在点Ｍ，使四

边形ＡＰＢＭ 的面积等于△ＡＭＤ的面积的１３６
倍，如果存在，求出点 Ｍ 的坐

标；如果不存在，请说明理由．
１５．（黄冈市，２００１）已知一个二次函数的图象经过Ａ（４，－３），Ｂ（２，１）
和Ｃ（－１，－８）三点．
（１）求这个二次函数的解析式以及它的图象与ｘ轴的交点Ｍ，Ｎ（Ｍ 在

Ｎ的左边）的坐标；
（２）若以线段Ｍ、Ｎ 为直径作⊙Ｇ，过坐标原点Ｏ 作⊙Ｇ的切线ＯＤ，
切点为Ｄ，求ＯＤ的长；
（３）求直线ＯＤ的解析式；
（４）在直线ＯＤ上是否存在点Ｐ，使得△ＭＮＰ是直角三角形？如果存
在，求出点Ｐ的坐标（只需写出结果，不必写出解答过程）；如果不存在，请说
明理由．

１６．（常德市，２００１）如图１３－２１８，在直角坐标系ｘＯｙ中，二次函数图象
的顶点坐标为Ｃ（２，－１），且在ｘ轴上截得的线段ＡＢ的长为２．
（１）求证：△ＡＣＢ是等腰直角三角形；
（２）求二次函数的解析式；
（３）在抛物线上是否存在点Ｐ，使△ＰＡＣ是等腰三角形，若存在，请求
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出Ｐ点的坐标，不能求出时，请给出横坐标的范围；若不存在，请说明理由．

图１３－２１８ 图１３－２１９
１７．如图１３－２１９，直线ＡＢ经过Ａ（１，０），Ｂ（０，１）两点，动点Ｐ在双曲

线ｙ＝１
２ｘ
（ｘ＞０）上运动，ＰＭ⊥ｘ轴，ＰＮ⊥ｙ轴，垂足分别为Ｍ、Ｎ，ＰＭ，ＰＮ

与直线ＡＢ分别交于点Ｅ、Ｆ，试尽可能多地找出图中的数量、位置关系．
１８．（广安市，２００２）如图１３－２２０，一次函数ｙ＝－２ｘ＋６的图象与ｘ轴
交于点Ａ，与ｙ轴交于点Ｃ；二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象过Ａ、

Ｃ两点，并且与ｘ轴交于另一点Ｂ（Ｂ在负半轴上）；
（１）当Ｓ△ＡＢＣ＝４Ｓ△ＢＯＣ时，求抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的解析式和此函
数顶点坐标．
（２）以ＯＡ的长为直径作⊙Ｍ，试判定⊙Ｍ 与直线ＡＣ的位置关系，并
说明理由．

图１３－２２０
１９．（杭州市，２００２）已知二次函数ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２，
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（１）证明：不论ａ取何值，抛物线ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２的顶点Ｑ 总在ｘ
轴的下方；

（２）设抛物线ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２与ｙ轴交于点Ｃ，如果过Ｃ且平行于

ｘ轴的直线与该抛物线有两个不同交点，并设另一个交点为Ｄ，问：△ＱＣＤ
能否是等边三角形？若能，请求出相应的二次函数解析式；若不能，请说明

理由；

（３）在（２）题的已知条件下，又设抛物线与ｘ轴的交点之一为点Ａ，则能

使△ＡＣＤ的面积等于１４
的抛物线有几条？请证明你的结论．

２０．（吉林省，２００２）如图１３－２２１，一单杠高２．２ｍ，两立柱之间的距离为１．６
ｍ，将一根绳子的两端拴于立柱与铁杠结合处，绳子自然下垂呈抛物线状．
（１）一身高０．７ｍ的小孩站在离立柱０．４ｍ处，其头部刚好触上绳子．
求绳子最低点到地面的距离；

（２）为供孩子们打秋千，把绳子剪断后，中间系一块长为０．４ｍ的木板．
除掉系木板用去的绳子后，两边的绳子正好各为２ｍ，木板与地面平行，求这
时木板到地面的距离（供选用数据： ３．槡 ３６≈１．８， ３．槡 ６４≈１．９， ４．槡 ３６≈
２．１）．

图１３－２２１
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●●●第十四章 统计初步

１４．１ 平均数

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 平均数的概念及计算．
难点 理解用样本平均数来估计总体平均数．

探究点 用样本平均数估计总体平均数的方法解决实际问题．在题目
形式上，往往是文字与表格相结合，对读题识表能力有较高的要求．需根据
不同特点的数据，灵活运用平均数公式解决实际生活中的有关问题．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
平均数的计算是本节的重点．首先要认识平均数的

意义，掌握平均数几个公式的特点和使用条件，才能正

确地选用计算公式，这也是解决关于平均数问题的关键．计算平均数在实际
应用中非常广泛，一般并非单一地套公式进行计算，而是以当前的社会热

点、焦点问题为背景，结合图表，因此，读题识表显得非常重要．有的问题还
可能要用到列方程或通过恒等变形等知识，或用到整体代换思想．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 求下列各组数据的平均数．
（１）６，１，３，１０，９，７．

（２）２９，３９，３１，３７，３８，３６．
（３）２，２，４，８，１０，７，８，４，１０，４，３，２，２，１０，２．
思维技巧 这三个小题都是求平均数．（１）组中有６个数据，大小比较

分散，可选择定义法；（２）组中的６个数据，都接近于３５，可用新数据法；（３）
中的数据较多，一些数据多次重复出现，宜采用加权平均数公式来求．

解 （１）珔ｘ＝１
６
（６＋１＋３＋１０＋９＋７）＝６．

（２）取ａ＝３５，用原数据分别减去３５，得到新数据分别是：－６，４，－４，２，
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３，１．

所以 ｘ′＝１
６
（－６＋４－４＋２＋３＋１）＝０．

所以原数据的平均数是：珔ｘ＝ｘ′＋ａ＝０＋３５＝３５．
（３）数据中２出现５次，４出现３次，８出现２次，１０出现３次，故

珔ｘ＝１
１５
（２×５＋４×３＋８×２＋１０×３＋７＋３）＝５．２．

激活思维 求平均数共有三个公式，每个公式都有适合于其特点的一

组数据．具体计算时，先应仔细观察数据的特点，再灵活选用公式，才会使计
算简便．有时计算平均数时，会出现除不尽的情形，此时，一般结果保留的位
数与原数据相同．
同类变式 １．（南京市，２００１）南京长江二桥连续七天的车流量（每日过

桥车辆次数）分别为（单位：千辆／日）：

８．０ ８．３ ９．１ ８．５ ８．２ ８．４ ９．０

这七天平均车流量为 千辆／日．

解 珔ｘ＝８．０＋８．３＋９．１＋８．５＋８．２＋８．４＋９．０
７ ＝８．５（千辆／日）．

此题还可采用其他方法求出平均数的大小．
２．（陕西省，２０００）在由ＣＣＴＶ—３举办的唱歌比赛中，由１２位评委现场
给每位歌手打分，然后将去掉其中的一个最高分和一个最低分之后的其余

分数的平均数作为该歌手的成绩，已知１２位评委给某位歌手打出的分数
如下：

９．６，９．２，９．４，９．３，９．７，９．６，９．２，９．３，９．２，９．５，９．４，９．５
那么这位歌手的最后得分是 ．

解 去掉一个最高分９．７，去掉一个最低分９．２分，平均分为１１０
（９．６＋

９．２＋⋯＋９．４＋９．５）＝９．４．
思维拓展 （南京市，２００２）某瓜农采用大棚栽培技术种植了一亩地的

良种西瓜，这亩地产西瓜约６００个，在西瓜上市前该瓜农随机摘下了１０个
成熟的西瓜，称重如下：

西瓜质量（单位：ｋｇ） ５．５ ５．４ ５．０ ４．９ ４．６ ４．３

西瓜数量（单位：个） １ ２ ３ ２ １ １
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计算这１０个西瓜的平均质量，并根据计算结果估计这亩地的西瓜产量
约是多少千克？

解 珔ｘ＝１×５．５＋２×５．４＋３×５．０＋２×４．９＋１×４．６＋１×４．３
１＋２＋３＋２＋１＋１ ＝５．０

６００×５．０＝３０００（ｋｇ）
答：这１０个西瓜的平均质量为５．０ｋｇ，估计这亩地的西瓜产量约为

３０００ｋｇ．
【例２】 （哈尔滨市，２０００）一个地区某月前两周从星期一到星期五各天
的最低气温依次是（单位：℃）：ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５和ｘ１＋１，ｘ２＋２，ｘ３＋３，ｘ４

＋４，ｘ５＋５．若第一周这五天的平均最低气温为７℃，则第二周这五天的平
均最低气温为（ ）

Ａ．７℃ Ｂ．８℃
Ｃ．９℃ Ｄ．１０℃
思维技巧 本题考查平均数的应用，当题设中平均数是已知时，应注意

平均数定义的逆用．
解 因为 ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５的平均数为７．
所以 ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝７×５＝３５．
所以第二周这五天的平均最低气温是

珔ｘ＝
（ｘ１＋１）＋（ｘ２＋２）＋（ｘ３＋３）＋（ｘ４＋４）＋（ｘ５＋５）

５

＝
（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５）＋（１＋２＋３＋４＋５）

５

＝３５＋１５
５ ＝１０．

因此应选Ｄ．
激活思维 若数据ｘ１，ｘ２，⋯ｘｎ的平均数是珔ｘ，ｙ１，ｙ２，⋯ｙｎ的平均数是

珔ｙ，则新数据ｘ１＋ｙ１，ｘ２＋ｙ２，⋯ｘｎ＋ｙｎ的数据平均数为珔ｘ＋珔ｙ，切莫与新数
据ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，⋯ｘｎ，ｙｎ平均数混淆，前者仍是ｎ个数据，而后者是２ｎ个

数据，故后者的平均数为１
２
（珔ｘ＋珔ｙ）．

同类变式 如果一组数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５平均数是珔ｘ，则另一组数据

ｘ１，ｘ２＋１，ｘ３＋２，ｘ４＋３，ｘ５＋４的平均数是多少？

分析 一般设一组数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，⋯，ｘｎ的平均数为珔ｘ，则另一组数据

ｘ１，ｘ２＋１，ｘ３＋２，⋯，ｘｎ＋（ｎ－１）的平均数ｘ′＝１
ｎ
［（ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ）＋（０
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＋１＋２＋⋯＋ｎ－１）］＝珔ｘ＋１
２
（ｎ－１）．

解 设新数据的平均数为ｘ′，则

ｘ′＝１
５
［ｘ１＋（ｘ２＋１）＋（ｘ３＋２）＋（ｘ４＋３）＋（ｘ５＋４）］

＝１
５
［（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５）＋（１＋２＋３＋４）］

＝１
５
（５珔ｘ＋１０）＝珔ｘ＋２．

思维拓展 已知：ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，１，２，３，４，５的平均数为４，求ａ１，ａ２，

ａ３，ａ４，ａ５的平均数．

解 由４＝１
１０
［（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５）＋（１＋２＋３＋４＋５）］

所以 ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５＝４×１０－１５．

即珔ａ＝１
５
（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５）＝５．

【例３】 （大连市，２０００）大连是一个严重缺水的城市，为鼓励市民珍惜
每一滴水，某居委会表彰了１００个节约用水模范户，５月份这１００户节约用
水的情况如下表：

每户节水量（单位：ｔ） １ １．２ １．５

节水户数 ５２ ３０ １８

那么，５月份这１００户平均节约用水 （精确到０．０１ｔ）．
思维技巧 本题考查加权平均数计算公式在实际问题中的应用，公式

中ｆｉ是出现数据ｘｉ（ｉ＝１，２⋯ｋ）的次数，公式中的分母为ｆ１＋ｆ２＋⋯ｆｋ＝
ｎ．并要注意平均数的意义．
解 由表知，数据１出现５２次，数据１．２出现３０次，数据１．５出现１８

次，共有５２＋３０＋１８＝１００个数据．
根据加权平均数公式：

珔ｘ＝１×５２＋１．２×３０＋１．５×１８
１００ ≈１．１５（ｔ）．

激活思维 读懂图表，掌握加权平均数公式的含义是关键．
同类变式 １．（太原市，２００２）如图１４－１，是《中国教育报》今年报道的

１９９１年～２００１年各年全国脱盲人数与女性脱盲人数统计柱状图．
请你根据图中提供的数据，回答下列问题：
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图１４－１
（１）１９９９年全国脱盲人数为 万人，其中女性为 万人，

男性为 万人；

（２）求２０００年～２００１年这两年间男性脱盲人数的平均值．
解 （１）由图知２９９，１８３，１１６．
（２）由图，得２０００年、２００１年男性脱盲人数分别为１００、９１．所以 这两

年间男性脱盲人数的平均值为１００＋９１
２ ＝９５．５（万人）．

２．（漳州市２００２）先阅读表１、表２，再回答以下三个问题：
世界人口城市化发展趋势表

表１：

城镇人口（亿）

１９８０年 １９９０年 ２０００年

世界 １８．１ ２４．２ ３２．１

发展中地区 ９．８ １４．５ ２１．２

发达地区 ８．３ ９．７ １０．９
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表２：

城镇人口占总人口的比例（％）

１９８０年 １９９０年 ２０００年

世界 ４０．９ ４５．９ ５１．３

发展中地区 ３０．５ ３６．３ ４２．５

发达地区 ７０．７ ７５．９ ８０．３

资料来源：联合国《１９８０～２０００年世界城市人口和农村人口增长》．
（１）根据表１，１９８０年、１９９０年、２０００年这三年世界城镇人口的平均数
为 亿（结果保留到小数点后第１位）；
（２）根据表１，计算发展中地区的城镇人口２０００年这一年比１９９０年这
一年增长百分之几（精确到０．１％）？
（３）根据表２，分析城镇人口占总人口的比例每隔十年变化趋势，可以
预测今后十年内（即２００１年～２０１０年）发展中地区城镇人口增长速度将更
加超过发达地区．请简单说明理由．
解 （１）２４．８ （２）设发展中地区２０００年这一年比１９９０年这一年城

镇人口增长百分率为ｘ，依题意，得１４．５×（１＋ｘ）＝２１．２，ｘ＝０．４６２．答：发
展中地区２０００年这一年比１９９０年这一年城镇人口增长４６．２％．（３）因为

３６．３－３０．５＝５．８，４２．５－３６．３＝６．２．所以发展中地区从１９８０年到１９９０
年、与从１９９０年到２０００年城镇人口占总人口比例的增长速度呈上升趋势．
因为 ７５．９－７０．７＝５．２，８０．３－７５．９＝４．４，所以发达地区从１９８０年到

１９９０年、从１９９０年到２０００年城镇人口占总人口比例的增长速度呈下降趋
势．又因为５．８＞５．２，６．２＞４．４，所以从１９８０年到１９９０年、从１９９０年到

２０００年发展中地区城镇人口增长的速度都超过发达地区．因为５．８－５．２＝
０．６，６．２－４．４＝１．８，且１．８＞０．６，所以根据以上的结论，可以预测２００１年
到２０１０年发展中地区城镇人口增长的速度将更加超过发达地区．

３．某地三所初级中学的初三年级学生在毕业考试中，数学平均成绩分
别是８２，７８，７４，而参加考试的人数分别是１００，８０，４２，求这个地方三年级学
生在这次考试中的数学平均成绩．
解 这次考试三年级学生的数学平均成绩为：

珔ｘ＝１００×８２＋８０×７８＋４２×７４
１００＋８０＋４２ ＝１７５４８

２２２ ≈７９（分）．
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答：这次考试数学平均成绩约７９分．
思维拓展 从Ａ、Ｂ两麦地各抽取１０株麦苗，测得它们的株高分别如

下：（单位：ｃｍ）

Ａ：７６ ９０ ８４ ８６ ８１ ８７ ８６ ８２ ８５ ８３
Ｂ：８２ ８４ ８５ ８９ ７９ ８０ ９１ ８９ ７９ ７４
问哪个麦地苗长得高．
将上面两组数据都分别减去８５，得出两组新的数据：

Ａ′：－９ ５ －１ １ －４ ２ １ －３ ０ －２
Ｂ′：－３ －１ ０ ４ －６ －５ ６ ４ －６－１１
计算这两组新数据平均数，得

ｘＡ′＝
１
１０
（－９＋５－１＋１－４＋２＋１－３＋０－２）＝－１，

ｘＢ′＝
１
１０
（－３－１＋０＋４－６－５＋４－６－１１）＝－１．８，

所以 ｘＡ＝ｘＡ′＋８５＝－１＋８５＝８４（ｃｍ），

ｘＢ＝ｘＢ′＋８５＝－１．８＋８５＝８３．２（ｃｍ）．
因为ｘＡ＞ｘＢ，所以Ａ麦地麦苗长得高．
【例４】 （１）（甘肃省，２００１）某省有７万名学生参加初中毕业会考，要想
了解这７万名学生的数学成绩，从中抽取了１０００名考生的数学成绩进行统
计分析，以下说法正确的是（ ）

Ａ．这１０００名考生是总体的一个样本

Ｂ．每位考生的数学成绩是个体

Ｃ．７万名考生是总体

Ｄ．１０００名考生是样本容量
思维技巧 本题考查了总体、个体、样本、样本容量这四个概念，解答此

类题的关键是弄清这些概念的本质．
解 总体、个体、样本都指的是统计的数据，样本容量只是个数，没有单

位，因此，７万名考生的数学成绩的全体是总体，所以Ｃ项是错误的；１０００名
考生的数学成绩是总体的一个样本，所以Ａ项也是错误的；由于Ｄ中所说的
样本容量带有单位，因此，它也错误．故应选样Ｂ．
激活思维 分清题意中的总体、个体、样本时，要认准考察的对象，上例

中考察的是７万名学生参加初中毕业会考的数学成绩，而不是７万名考生．
样本容量只是样本中个体的数目，是不能带单位的．解这类题要理解：之所
以用样本去估计总体情况，是因为总体包含的个体数往往很多，不可能一一
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考察，而且，有时考察带有破坏性，如考察灯泡的使用寿命等．
同类变式 （四川省，２０００）为了了解某市初三毕业生升学考试数学成

绩的状况，从参加考试的学生中抽查了１０００名学生数学成绩进行统计分
析，在这个问题中，下面说法正确的是（ ）

Ａ．总体是指该市参加数学升学考试的全体学生

Ｂ．个体是指１０００名学生中的每一名学生

Ｃ．样本容量是指１０００名学生

Ｄ．样本是指这１０００名学生的数学升学考试成绩
解 选Ｄ．
思维拓展 为了考察一个养鸡场里的鸡的生长情况，从中抽取５只，称

得它们的重量．在这个问题中，总体、个体、样本、样本容量分别指的是什么？
解 在这个问题中，总体是指该养鸡场里所有鸡的体重的全体；个体是

指每只鸡的体重；样本是指被抽查的５只鸡的体重；样本容量是５．
【例５】 （嘉兴市，３００１）社会的信息化程度越来越高，计算机网络已进
入普通百姓家，某市电信局对计算机拨号上网用户提供三种付费方式供用

户选择（每个用户只能选择其中一种付费方式）：甲种方式是按实际用时付

费，每小时付信息费４元，另加付电话话费每小时１元２角；乙种方式是包月
制，每月付信息费１００元，同时加付电话话费每小时１元２角；丙种方式也是
包月制，每月付信息费１５０元，但不必再另付电话话费，某用户为选择合适
的付费方式，连续记录了７天中每天上网所花的时间（单位：ｍｉｎ）：

第一天第二天第三天第四天第五天第六天第七天

上网时间 ６２ ４０ ３５ ７４ ２７ ６０ ８０

根据上述情况，该用户选择哪种付费方式比较合适，请你帮助选择，并

说明理由（每个月以３０天计）．
思维技巧 本题是利用样本平均数来解决实际问题的综合题目，文字

篇幅较长，读懂题目．正确识表是关键．
解 该用户一个月上网的总时间约为：

ｔ＝６２＋４０＋３５＋７４＋２７＋６０＋８０
７ ×３０÷６０＝２７（ｈ）．

选择甲种付费方式每月应付费Ｗ１＝５．２×２７＝１４０．４（元）；
选择乙种付费方式每月应付费Ｗ２＝１００＋１．２×２７＝１３２．４（元）；
选择丙种付费方式每月应付费Ｗ３＝１５０元．
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因为Ｗ２＜Ｗ１＜Ｗ３．
所以该用户选择乙种付费方式比较恰当．
激活思维 统计知识与人们的日常生活、生产紧密相连．以样本平均数

为基础，用样本去估计总体情况的综合应用问题，对培养学生应用数学的意

识和处理数据的能力十分有益．
同类变式 某养鱼户搞池塘养鱼已三年，头一年放养鲢鱼苗２００００尾，

其成活率约为７０％，在秋季捕捞时，随意捞出１０尾鱼，称得每尾的重量如下
（单位ｋｇ）：０．８，０．９，１．２，１．３，０．８，０．９，１．１，１．０，１．２，０．８．（１）根据样本平
均数估计这塘鱼的总产量是多少千克？（２）如果把这塘鲢鱼全部卖掉，某市
场售价为每千克４元，那么能收入多少元？除去当年的投资成本１６０００元，
第一年纯收入多少元？（３）已知该养鱼户这三年纯收入为１３２４００元，求第
二年、第三年的纯收入平均每年的增长率是多少？

解 （１）捞出１０尾鱼，平均每尾鱼的重量

珔ｘ＝０．８×３＋１．２×２＋０．９×２＋１．０＋１．１＋１．３
１０ ＝１．００（ｋｇ）

则这塘鱼的总产量为１．００×２００００×７０％＝１４０００（ｋｇ）．
（２）若将这些鲢鱼全部卖掉，所得收入为：４×１４０００＝５６０００（元），
第一年纯收入为５６０００－１６０００＝４００００（元）．
（３）设这三年平均增长率为ｘ．
依题意有４００００＋４００００（１＋ｘ）＋４００００（１＋ｘ）２＝１３２４００．
解之ｘ＝０．１＝１０％．
答：略．
思维拓展 （北京市东城区，２０００）为了保护环境，某校环保小组成员小

明收集废电池，第一天收集１号电池４节，５号电池５节，总重量４６０ｇ；第二
天收集１号电池２节，５号电池３节，总重量为２４０ｇ．（１）求１号和５号电池
每节分别重多少克？（２）学校环保小组为估算四月份收集废电池的总重量，
他们随意抽取了该月某５天每天收集废电池的数量，如下表：

１号废电池（单位：节） ２９ ３０ ３２ ２８ ３１

５号废电池（单位：节） ５１ ５３ ４７ ４９ ５０

分别计算两种废电池的样本平均数，并由此估算该月（３０天）环保小组
收集废电池的总重量是多少千克？

解 （１）设１号电池每节重ｘｇ，５号电池每节重ｙｇ，则
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４ｘ＋５ｙ＝４６０，

２ｘ＋３ｙ｛ ＝２４０
，解得

ｘ＝９０，

ｙ＝２０｛ ．
（２）１号电池的样本平均数为

珔ｘ＝２９＋３０＋３２＋２８＋３１
５ ＝３０，

５号电池的样本平均数为

珔ｙ＝５１＋５３＋４７＋４９＋５０
５ ＝５０．

所以 环保小组该月（３０天）收集废电池的总重量：
（９０×３０＋２０×５０）×３０＝１１１（ｋｇ）
答：略．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题
（１）（金华市、衢州市，２００１）随机抽查某商场四月份中５天的营业额，结
果分别如下（单位：万元）：３．４，２．９，３．０，３．１，２．６，试估计这个商场四月份的
营业额大约是 万元

（２）（湖州市，２００１）已知ｎ个数据的和为５６，平均数为８，则ｎ＝
．
（３）（北京市东城区，２００１）为了解初三（１）班学生的营养状况，随机抽取
了８位学生的血样进行血色素检测，以此来估计这个班学生的血色素的平
均水平，测得结果如下（单位：ｇ）：

１３．８ １２．５ １０．６ １１ １４．７ １２．４ １３．６ １２．２
则这８位学生血色素的平均值为 ｇ．
（４）（河南省，２００１）王老汉为了与客户签订购销合同，对自己的鱼塘中
的鱼的总重量进行估计，第一次捞出１００条，称得重量为１８４ｋｇ，并将每条
鱼做出记号放入水中；当它们安全混合于鱼群后，又捞出２００条，称得重量
为４１６ｋｇ，且带有记号的鱼有２０条，王老汉的鱼塘中估计有鱼 条，

共重 ｋｇ．
（５）（长沙市，２０００）五位评委给初三甲班的文艺节目评分如下：９．５，

９．８，９．７，９．０，９．５，那么甲班所得平均分是 ．
（６）（北京市海淀区，２０００）第一小组共６名学生，在一次“引体向上”的
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测试中，他们分别做了８，１０，８，７，６，９个，这６名学生平均每人做了
（个）．
（７）（南京市，２０００）某中学举行歌咏比赛，六名评委对某位选手打分
如下：

７７分 ８２分 ７８分 ９５分 ８３分 ７５分

去掉一个最高分和一个最低分后的平均是 分．
（８）（甘肃省，２０００）某商场４月份随机抽查了６天的营业额，结果分别
如下（单位：万元）

２．８ ３．２ ３．４ ３．７ ３．０ ３．１
试估算该商场４月份的总营业额大约是 万元．
（９）（鄂州市，１９９６）已知２，７，ｘ，３ｙ四个数的平均数是４．５；７，ｙ２－３，

７－２ｘ，ｘ－２ｙ四个数的平均数是２，则ｘ－ｙ等于 ．
（１０）（湖州市，１９９８）其商店选用售价为每千克２２元的甲种糖３０ｋｇ，每
千克２０元的乙种糖２０ｋｇ，每千克１８元的丙种糖５０ｋｇ，混合成杂拌糖后出
售，则这种杂拌糖平均每千克售价是 元．
（１１）如果一组数据ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数为５，那么数据（ｘ１＋５），（ｘ２

＋５），⋯，（ｘｎ＋５）的平均数为 ．
（１２）如果一组数据ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数为３，则６ｘ１＋１０，６ｘ２＋１０，
⋯，６ｘｎ＋１０的平均数为 ．
（１３）如果一组数据ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数是珔ｘ，ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ的平均数

为珔ｙ，则ａｘ１＋ｂｙ１，ａｘ２＋ｂｙ２，⋯，ａｘｎ＋ｂｙｎ的平均数为 ．
（１４）ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数是珔ｘ，ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ的平均数是珔ｙ，那么２ｘ１

＋ｙ１，２ｘ２＋ｙ２，⋯，２ｘｎ＋ｙｎ的平均数是 ．
（１５）样本ａ＋０．２，ａ＋０．３，ａ－０．１，ａ－０．２，ａ－０．３，ａ＋０．１的平均数

珔ｘ＝ ．
（１６）如果一组数据ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数为珔ｘ，ａ为常数，那么ｘ′１＝

ｘ１－ａ，ｘ′２＝ｘ２－ａ，⋯，ｘ′ｎ＝ｘｎ－ａ的平均数ｘ′ ．
（１７）如果一组数据６，ｘ，２，４的平均数为５，那么ｘ＝ ．
（１８）设样本为ｍ＋０．１，ｍ＋０．２，ｍ＋０．２，ｍ－０．１，ｍ－０．２，ｍ＋０．１，
则样本的平均数珔ｘ＝ ．
（１９）如果一组数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５的平均数是３，那么另一组数据

（ｘ１－２），（ｘ２－２），（ｘ３－２），（ｘ４－２），（ｘ５－２）的平均数是 ．
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（２０）一组数据２，４，６，ａ，ｂ的平均数为１０，则ａ，ｂ的平均数为 ．
（２１）一个班的４５名学生中，１４岁的有１６人，１５岁的有１７人，１６岁的
有８人，１７岁的有４人，那么这个班学生的平均年龄为 ．
（２２）有３个数据平均数是６，另有７个数据平均数是９，则这１０个数据
的平均数是 ．
（２３）已知数据ｘ１，ｘ２，ｘ３的平均数是ａ，则数据２ｘ１，２ｘ２，２ｘ３的平均

数是 ；３ｘ１－１，３ｘ２－１，３ｘ３－１的平均数是 ．
（２４）已知ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ的平均数是珔ｘ，求ａｘ１＋ｂ，ａｘ２＋ｂ，ａｘ３＋ｂ，⋯，

ａｘｎ＋ｂ的平均数珔ｙ＝ ．
（２５）某校学生在希望工程献爱心的活动中，将省下的零用钱为贫困山
区失学儿童捐款，各班捐款数额如下（单位：元）：９９ １０１ １０３ ９７ ９８
１０２ ９６ １０４ ９５ １０５，则该校平均每班捐款为 元．
（２６）（甘肃省，２００２）某校初三年级在期中考试后，从全年级２００名学
生中抽取２０名学生的考试成绩作为一个样本，用来分析全年级的考试情
况，这个问题中的样本容量是 ．
（２７）（聊城市，２００２）近几年，人们的环保意识逐渐增强，“白色污染”现
象越来越受到人们的重视．下表是李昕同学对自己的家庭某一周内丢弃的
塑料袋数目的统计：

星 期 一 二 三 四 五 六 日

塑料袋个数 ５ ７ ３ ８ ４ ７ ８

请你帮李昕估算一下，照这样下去，李昕家一年大约要丢弃 个

塑料袋（一年按３６５天计算）．
（２８）（昆明市，２００２）光明中学环保小组对某区８个餐厅一天的快餐饭
盒使用个数做调查，结果如下：

１２５ １１５ １４０ ２７０ １１０ １２０ １００ １４０
① 这８个餐厅平均每个餐厅一天使用饭盒 个；

② 根据样本平均数估计，若该区共有餐厅６２个，则一天共使用饭盒
个．

２．选择题
（１）（大连市，２００１）数据５，３，２，１，４的平均数是（ ）

Ａ．２ Ｂ．５ Ｃ．４ Ｄ．３
（２）（邵阳市，２００１）有人对湖南? 山旅游区的旅游人数进行了１０天统
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计，结果有３天是每天８００人，有２天是每天１２００人，有５天是每天７００人，
那么这１０天平均每天旅游的人数是（ ）

Ａ．８３０ Ｂ．８５０ Ｃ．９００ Ｄ．８００．
（３）（荆州市，２００１）已知１，２，３，４，ｘ１，ｘ２，ｘ３的平均数是８，那么ｘ１＋

ｘ２＋ｘ３的值是（ ）

Ａ．１４ Ｂ．２２ Ｃ．３２ Ｄ．４６
（４）（泉州市，２００１）抽查了某学校在六月份某５天的日用电量，结果如
下（单位：度）：４００ ４１０ ３９５ ４０５ ３９０
根据以上数据，估计该校六月份的总用电量为（ ）

Ａ．１２４００度 Ｂ．１２０００度 Ｃ．２０００度 Ｄ．４００度
（５）（北京市朝阳区，２００１）从鱼塘捕得同时放养的草鱼２４０尾，从中任
选９尾，称得每尾鱼的质量分别是１．５，１．６，１．４，１．６，１．３，１．２，１．７，１．８（单
位：ｋｇ）．依此估计这２４０尾鱼的质量大约是（ ）

Ａ．３００ｋｇ Ｂ．３６０ｋｇ Ｃ．３６ｋｇ Ｄ．３０ｋｇ
（６）（北京市崇文区，２００１）某校５个小组参加植树活动，平均每组植树

１０株，已知第一、二、三、五组分别植树为９株、１２株、９株、８株，那么第四小
组植树（ ）

Ａ．１２株 Ｂ．１１株 Ｃ．１０株 Ｄ．９株
（７）（包头市，２０００）为了考查一个学校学生参加课外体育活动的情况，
调查了其中４０名学生每天参加课外体育活动的时间，其中的４０是这个问
题的（ ）

Ａ．样本容量 Ｂ．一个样本 Ｃ．总体 Ｄ．个体
（８）（北京市朝阳区，２０００）如果数据２，３，ｘ，４的平均数是３，那么ｘ等
于（ ）

Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．３．５ Ｄ．４
（９）（云南省，２０００）某学校生物兴趣小组１１人到校外采集植物标本，其
中２人每人采集到６件，４人每人采集到３件，５人每人采集到４件，则这个
兴趣小组平均每人采集标本是（ ）

Ａ．３件 Ｂ．４件 Ｃ．５件 Ｄ．６件
（１０）（遵义市，２０００）遵义中学举行“五、四”杯演讲比赛，由７位评委为
每一名参赛学生的演讲分别打分．评分办法是：去掉一个最高分和一个最低
分，将其余分数的平均分作为这名学生的最后得分．某学生演讲后，评委打
分如下：９．６４，９．７３，９．７２，９．７７，９．７３，９．６８，９．７０，该生最后得分（ ）
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Ａ．９．７１０ Ｂ．９．７１１ Ｃ．９．７１２ Ｄ．９．７１３
（１１）（广州市，２００１）从一组数据中取出ａ个ｘ１，ｂ个ｘ２，ｃ个ｘ３，组成一

个样本，那么这个样本的平均数是（ ）

Ａ．
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３

３ Ｂ．ａ＋ｂ＋ｃ
３

Ｃ．
ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３

３ Ｄ．
ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３

ａ＋ｂ＋ｃ
（１２）有１０个数据的平均数为１２，另有２０个数据的平均数为１５，那么
所有这３０个数据的平均数是（ ）

Ａ．１２ Ｂ．１５ Ｃ．１３．５ Ｄ．１４
（１３）下表中，若平均数为２，则ｘ＝（ ）

分数 ０ １ ２ ３ ４

学生人数 ｘ ５ ６ ３ ２

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３
（１４）数据ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ａ，ｂ，ａ的平均数是（ ）

Ａ．３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ
７ Ｂ．ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ

４

Ｃ．ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ
７ Ｄ．３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ

４
（１５）有ｍ 个数的平均值是ｘ，ｎ个数的平均值是ｙ，则这ｍ＋ｎ个数的
平均值是（ ）

Ａ．ｘ＋ｙ
２ Ｂ．ｘ＋ｙ

ｍ＋ｎ

Ｃ．ｍｘ＋ｎｙ
ｍ＋ｎ Ｄ．ｘ＋ｙ

（１６）．有ｎ个数，它们的和是ｓ，若将其中的每一个数增加２０，然后５倍
之，再减少２０，所得到的ｎ个数之和为（ ）

Ａ．ｓ＋２０ｎ Ｂ．５ｓ＋８０ｎ
Ｃ．ｓ Ｄ．５ｓ
（１７）某水果公司对１０００筐苹果考查等次，从中抽取１００筐苹果检查，
这个问题的正确分析是（ ）

Ａ．１０００筐苹果是总体

Ｂ．１００筐苹果的等次是总体的一个样本

Ｃ．１个苹果是个体

Ｄ．样本容量是１００筐
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（１８）为了解一批电视机的使用寿命，从中抽出１０台进行试验，对于这
个问题，下列说法中正确的是（ ）

Ａ．每台电视机的使用寿命是个体

Ｂ．一批电视机是总体

Ｃ．１０台电视机是总体的一个样本

Ｄ．１０台电视机是样本的容量
（１９）为了估计一次考试的成绩，某教师在求出３８名考生分数的样本平
均数后，因为疏忽而把这个样本平均数和３８个分数混在了一起，然后求出
这３９个分数的样本平均数，则后一个样本平均数与正确的样本平均数的比
是（ ）

Ａ．１∶１ Ｂ．３８∶３９
Ｃ．３９∶３８ Ｄ．２∶１
（２０）Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ五名学生在一次语文测验中的平均成绩是８０分，
而Ａ，Ｂ，Ｃ三人的平均成绩是７８分，那么下列说法一定正确的是（ ）

Ａ．Ｄ，Ｅ的成绩比其他三个都好
Ｂ．Ｄ，Ｅ两人的平均成绩是８２分

Ｃ．最高分得主不是Ａ，Ｂ，Ｃ
Ｄ．Ｄ，Ｅ中至少有１人成绩不少于８３分
（２１）（海淀区，２００２）为了让人们感受丢弃塑料袋对环境造成的影响，某
班环保小组的六名同学记录了自己家中一周内丢弃的塑料袋的数量，结果

如下（单位：个）：

３３ ２５ ２８ ２６ ２５ ３１
如果该班有４５名学生，那么根据提供的数据估计本周全班同学各家总

共丢弃塑料袋的数量约为（ ）

Ａ．９００个 Ｂ．１０８０个

Ｃ．１２６０个 Ｄ．１８００个
（２２）（泰州市，２００２）在青年业余歌手卡拉ＯＫ大奖赛中，８位评委给某
选手所评分数如下表，计分方法是：去掉一个最高分、去掉一个最低分，其余

分数的平均分作为该选手的最后得分，则该选手最后得分是（精确到０．０１
分）（ ）

评委 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

评分 ９．８９．５９．７９．９９．８９．７９．４９．８
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Ａ．９．７０ Ｂ．９．７１ Ｃ．９．７２ Ｄ．９．７３
３．（上海市，２００２）某中学初三年级共有学生４１２名，为了解这些学生数
学学习的总体情况，在一次数学考试后，随机抽取了２０名学生的试卷进行
分析，这２０名学生的数学成绩分别为：９８，８７，８９，７３，５８，８９，９１，７５，７７，８４，

６９，７１，８６，１００，９３，６２，７９，８２，９７，８０［注：这份试卷满分１００分，６０分（含６０
分）以上为合格］．
（１）求这２０名学生的平均成绩；
（２）试估计该学校初三年级这次数学考试的合格率约为多少？

４．（聊城市，２００１）近年来，由于乱砍滥伐，掠夺性使用森林资源，我国长
江、黄河流域植被遭到破坏，土地沙化严重，洪涝灾害时有发生．沿黄河某地
区为积极响应和支持“保护母亲河”的倡议，建造了长１００ｋｍ，宽０．５ｋｍ的
防护林．
有关部门为统计这一防护林共约有多少棵树，从中选出１０块（每块长１

ｋｍ，宽０．５ｋｍ）进行统计，每块树木数量如下（单位：棵）：

６５１００ ６３２００ ６４６００ ６４７００ ６７３００
６３３００ ６５１００ ６６６００ ６２８００ ６５５００
请你根据以上数据计算这一防护林共约有多少棵树（结果保留３个有

效数字）．
５．（南京市，２００３）公交５０８路总站设在一居民小区附近．为了了解高峰
时段从总站乘车出行的人数，随机抽查了１０个班次的乘车人数，结果如下：

２０ ２３ ２６ ２５ ２９ ２８ ３０ ２５ ２１ ２３
（１）计算这１０个班次乘车人数的平均数；
（２）如果在高峰时段从总站共发车６０个班次，根据上面的计算结果，估
计在高峰时段从总站乘该路车出行的乘客共有多少人？

探究能力测试

６．（南宁市，２００３）图１４－２是２００１年南宁市年鉴记载的本市社会消费
品零售总额（亿元）统计图．
请你仔细观察图中的数据，并回答平面问题．
（１）图中所列的六年消费品零售总额的最大值与最小值的差是多少亿
元？

（２）求１９９０年、１９９５年和２０００年这三年社全消费品零售总额的平均
数．（精确到０．０１）
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图１４－２
（３）从图中你还可以发现哪些信息，请说出其中两个．
７．（南通市，１９９８）小明家的鱼塘中养了某种鱼２０００条，现准备打捞出
售，为了估计鱼塘中的这种鱼的总质量，现从鱼塘中捕捞了三次，得到数据

如下表：

鱼的条数 平均每条鱼的质量

第一次捕捞 １５ １．６ｋｇ

第二次捕捞 １５ ２．０ｋｇ

第三次捕捞 １０ １．８ｋｇ

（１）鱼塘中这种鱼平均每条质量约是 ｋｇ，鱼塘中所有这种鱼的
总质量约是 ｋｇ；若将这些鱼不分大小，按每千克７．５元的价格售
出，小明家约可收入 元．
（２）若鱼塘中这种鱼的总质量是（１）中估计的值，现在鱼塘中的鱼分大
鱼和小鱼两类出售，大鱼每千克１０元，小鱼每千克６元，要使小明家的此项
收入不低于（１）中估计的收入，问：鱼塘中大鱼总质量应至少有多少千克？

８．（新疆，２００１）一家电脑生产厂家在某城市三个经销本厂产品的大商
场进行调查，产品的销量占这三个大商场同类产品销量的４０％，由此在广告
中宣传，他们的产品在国内同类产品的销量占４０％．请你根据所学的统计知
识，判断该宣传中的数据是否可靠： ，理由是： ．
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１４．２ 众数与中位数

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 众数和中位数概念与作用．
难点 众数和中位数概念与作用．

探究点 用众数、中位数的概念解决实际问题，解释社会实际生活中有

关现象．近来出现了一类以中位数、众数、平均数为背景的、开放性的、探究
有关规律的题目，要求学生全方位地思考问题、分析问题、解决问题．与平均
数一样，文字与表格相结合的题目越来越多．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
众数和中位数这两个概念的理解及作用既是重点

又是难点，众数不是出现的次数，而是出现次数最多的

数据，所以一组数据的众数可能是一个，也可能多于一个；而确定中位数首

先要把数据从小到大排列好，当数据的个数是奇数时，中位数就是最中间的

一个，当数据的个数是偶数时，中位数就是最中间的两个数的平均数，无论

哪种情况，中位数只有一个，特别是求以“权”形式出现的数据的中位数，容

易出错，需先求出数据总个数．深刻理解众数、中位数概念，是解决这类问题
的前提．此外还需提高阅读和识表能力．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 （吉林省，２００２）２００２年世界杯足球赛时，中国
队首场比赛的首发阵容名单和他们的身高如下表所示：

姓名 江津 李伟峰范志毅吴承瑛孙继海 李铁 马明宇李小鹏徐云龙 杨晨 郝海东

身高（ｍ）１．９８ １．８２ １．８３ １．８３ １．８３ １．８３ １．７６ １．８２ １．８１ １．８５ １．８０

则这些运动员身高的众数和中位数分别是 ．
思维技巧 本题考查众数、中位数的概念及其计算．数据１．８３出现次

数最多，因此身高的众数为１．８３ｍ，将一组数据按大小依次排列，把处在最
中间位置的一个数据（或最中间两个数据的平均数）叫做这组数据的中位

数，特别要注意，当数据的个数是偶数时中位数的计算方法．把１１名运动员
身高从高到低排序，处于最中间的是１．８３ｍ．
解 众数和中位数都是１．８３ｍ．
激活思维 解这类题，明确众数、中位数的概念是关键．特别要注意，中
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位数的计算当数据个数是奇数或偶数时，计算方法不同．但首先要按大小排
序，众数在一组数据中不一定是唯一的，有时有多个数据，平均数、众数与中

位数有时会相同．
同类变式 １．（镇江市，２００２）甲、乙、丙、丁四支足球队在世界杯预选赛

中进球数分别为９，９，ｘ，７．若这组数据的众数与平均数恰好相等，则这组数
据的中位数为（ ）

Ａ．１０ Ｂ．９ Ｃ．８ Ｄ．７
解 依题意知，这组数据的众数可能为９或７，而众数与平均数相等，故

众数必为９，故平均数为９，ｘ＝１８－７＝１１，由此可知中位数为９，均选Ｂ．
２．（广西，２００１）某居民小区开展节约用水活动成效显著，据对该小区

２００户家庭用水情况统计分析，３月份比２月份节约用水情况如下表所示：

节水量（ｍ３） １ １．５ ２

户 数 ２０ １２０ ６０

（１）填空：节水量的众数是 ．
（２）求３月份平均每户节约用水多少立方米？
解 （１）从表格知节水量为１．５ｍ３有１２０户，最多，所以节水量众数为

１．５ｍ３．

（２）珔ｘ＝１×１２０＋１．５×１２０＋２×６０
２０＋１２０＋６０ ＝１．６ｍ３．

答：３月份平均每户节约用水１．６ｍ３．
思维拓展 （兰州市，２００２）为了培养学生的环境保护意识，某校组织课

外小组对该市做空气含尘调查，下面是一天每隔２小时测得的数据：

０．０３，０．０４，０．０３，０．０２，０．０４，０．０１，０．０３，０．０３，０．０４，０．０５，０．０１，０．０３
（单位：ｇ／ｃｍ３）

（１）求出这组数据的众数和中位数；
（２）若国家环保局对大气飘尘的要求为平均值不超过０．０２５ｇ／ｃｍ３，问

这天该城市的空气是否符合国家环保局的要求？

解 （１）由众数的定义和题意知这组数据中０．０３出现的最多（５次），
故数据的众数是０．０３．
因为原数据排列为０．０１，０．０１，０．０２，０．０３，０．０３，０．０３，０．０３，０．０３，

０．０４，０．０４，０．０４，０．０５，其中最中间的两个数据都是０．０３，所以这组数据的
中位数是０．０３．
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（２）这天测得的数据平均数为：珔ｘ＝１
１２
（０．０１×２＋０．０２×１＋０．０３×５＋

０．０４×３＋０．０５）＝０．０３＞０．０２５．
因此这天该城市的空气不符合国家环保局的要求．

图１４－３

２．（吉林省，２００１）如图１４－３，公园
里有甲、乙两群游客正在做团体游戏，两

群游客年龄如下（单位：岁）：

甲群：１３，１３，１４，１５，１５，１５，１５，１６，

１７，１７
乙群：３，４，４，５，５，６，６，６，５４，５７
解答下列各题（直接填在横线上）：

（１）甲群游客的平均年龄是
岁，中位数是 岁，众数是 岁，其中能较好反映甲群游客年龄特

征的是 ；

（２）乙群游客的平均年龄是 岁，中位数是 岁，众数是

岁，其中能较好反映乙群游客年龄特征的是 ．
解 （１）１５，１５，１５，众数；
（２）１５，５．５，６，中位数和众数．
【例２】 据报道，某公司的３３名职工的月工资（以元为单位）如下：

职务 董事长 副董事长 董事 总经理 经理 管理员 职员

人数 １ １ ２ １ ５ ３ ２０

工资 ５５００ ５０００ ３５００ ３０００ ２５００ ２０００ １５００

（１）求该公司职工月工资的平均数、中位数、众数；
（２）假设副董事长的工资从５０００元提升到２００００元，董事长的工资从

５５００元提升到３００００元，那么新的平均数、中位数、众数又是什么？（精确到
元）

（３）你认为哪个统计更能反映这个公司员工的工资水平？结合此问题
谈一谈你的看法．
思维技巧 本题考查平均数、中位数、众数的实际应用．关键在于正确

理解这些概念的实际意义．
解 （１）平均数是

珔ｘ＝１５００＋４０００＋３５００＋２０００×２＋１５００＋１０００×５＋５００×３＋０×２０
３３
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≈１５００＋５９１＝２０９１（元），
中位数是１５００元，众数是１５００元．
（２）平均数是

ｘ′＝１５００＋２８５００＋１８５００＋２０００×２＋１５００＋１０００×５＋５００×３＋０×２０
３３

＝１５００＋１７８８＝３２８８（元），
中位数是１５００元，众数是１５００元．
（３）在这个问题中，中位数或众数均能反映该公司员工的工资水平．因
为公司中少数人的工资额与大多数人的工资额差别较大，这样导致平均数

与中位数偏差较大，所以平均数不能反映这个公司员工的工资水平．
激活思维 用统计知识对现实生活中的事例、现象做出合理的解释，从

而帮助我们更好地认识社会、了解社会，这正体现了学习数学的意义．
同类变式 １．（吉林省，２０００）某餐厅共有７名员工，所有员工的工资情

况如下表所示： （单位：元）

人员 经理 厨师甲 厨师乙 会计 服务员甲 服务员乙 勤杂工

人数 １ １ １ １ １ １ １

工资额 ３０００ ７００ ５００ ４５０ ３６０ ３４０ ３２０

解答下列问题（直接填在横线上）：

（１）餐厅所有员工的平均工资是 元；

（２）所有员工工资的中位数是 元；

（３）用平均数还是用中位数描述该餐厅员工工资的一般水平比较恰当？
答 ．
（４）去掉经理的工资后，其他员工的平均工资是 元，是否也能

反应该餐厅员工工资的一般水平？答： ．
解 （１）８１０；（２）４５０；（３）中位数；（４）４４５，能
２．（青海省，２００２）某地区筹备召开中学生运动会，指定从某校初二年级

９个班中抽取４８名女生组成花束队，要求身高一致，现随机抽取１０名初二
某班女生体检（各班女生人数均超过２０人），得身高如下（单位：ｃｍ）：

１６５，１６２，１５８，１５７，１６２，１６２，１５４，１６０，１６７，１５５．
（１）求这１０名学生的平均身高；
（２）问该校能否按要求组成花束队，试说明理由．
解 （１）容易算出这１０名学生的平均身高为１６０．２ｃｍ．
（２）由于随机抽取１０名初二某班女生体检，其身高的众数是１６２ｃｍ（共

名校经验 创新设计

３３４

新
教
材
同
步
学
案



３人），可估计一个班（女生超过２０人）至少有６名女同学身高超过１６２ｃｍ，
这样估计全校１６２ｃｍ的女生数为６×９＝５４＞４８．因此该校能按要求组成花
束队．
思维拓展 （北京市西城区，２００１）某商店三、四月份出售同一品牌品种

规格的空调销售台数如下表，根据表中数据回答：

月份
台
数

规格

１匹 １．２匹 １．５匹 ２匹

三月 １２台 ２０台 ８台 ４台

四月 １６台 ３０台 １４台 ８台

（１）商店平均每月销售空调 （台）；

（２）商店出售的各种规格的空调中，众数是 （匹）；

（３）在研究六月份进货时，商店经理决定 （匹）的空调要多进；

（匹）的空调要少进．
解 （１）５６；（２）１．２；（３）１．２，２
【例３】 （新疆，２０００）某地举办体操比赛，由７位评委现场给运动员打
分，已知７位评委给某运动员的评分如下：

评委 １号 ２号 ３号 ４号 ５号 ６号 ７号

评分 ９．２ ９．８ ９．６ ９．５ ９．５ ９．４ ９．３

请你利用所学的统计知识，给出这位运动员的最后得分．（精确到０．０１）
思维技巧 本题是较简单的开放性试题，确定运动员的最后得分的途

径很多，依据的标准（规则）不同，答案也不一定相同，认真审题是关键．
解 第一，可以求７个评分的平均分珔ｘ≈９．４７；第二，可去掉一个最高分

和一个最低分后的其余分数的平均分珔ｘ＝９．４６；第三，取７个评分的中位数

９．５；第四，取７个评分的众数９．５．这些都符合统计学原理．
激活思维 此题的背景是我们非常熟悉而且经常遇到的情形．如何给

运动员评分，首先要掌握标准（规则）；其次是所学的统计知识哪些可以符合

此题，这就要认真思考，找到解决问题的方法与途径．
同类变式 （三明市，２００１）爱明商贸公司１０名销售员，去年完成的销

售额情况如下表：
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销售额（单位：万元） ３ ４ ５ ６ ７ ８ １０

销售员人数（单位：人） １ ３ ２ １ １ １ １

① 求销售额的平均数、众数、中位数（单位：万元）．
② 今年公司为了调动员工积极性，提高年销售额，准备采取超额有奖的

措施，请根据①的结果，通过比较，合理确定今年每个销售员统一的销售额
标准是多少万元？

解 （１）平均数珔ｘ＝３＋４×３＋５×２＋６＋７＋８＋１０
１０ ＝５．６（万元）；

众数是４万元；
因为 按大小依次将１０个数据排列起来，处在正中间的两个数恰好都

是５，
所以 中位数为５．
（２）若规定平均数５．６万元为标准，则多数人无法或不可能超额完成，
会挫伤员工积极性；

若规定众数４万元为标准，则绝大多数人不必努力就可以超额完成，不
利于提高年销售额；

规定中位数５万为标准，多数人能完成或超额完成，少数人经过努力也
能完成，所以５万元为标准较合理．
思维拓展 （青岛市，２００２）鸿运公司有一名经理和１０名雇员共１１名员

工，他们的月工资情况如下（单位：元）：３００００，２３５０，２３５０，２２５０，２２５０，２２５０，

２２５０，２１５０，２０５０，１９５０，１８５０．
上述数据的平均数是 元，中位数是 元；通过上面得到

的结果不难看出：用 （填“平均数”或“中位数”）能更准确地反映出

该公司全体员工的月人均收入水平．

解 （１）珔ｘ＝３００００＋２３５０×２＋２２５０×４＋２１５０＋２０５０＋１９５０＋１８５０
１１

＝４７００（元）．
从大到小排列，处在最中间的是２２５０，
所以中位数是２２５０元．
从１１名员工的月工资看，都在２２５０元上下浮动，因此用中位数能更准

确地反映该公司全体员工月人均收入情况．
２．（黄石市，２０００）为了减轻学生过重的课业负担，合理布置作业量，数
学教师对１５名同学上周双休日完成作业情况进行调查统计，情况如下表所

名校经验 创新设计

３３６

新
教
材
同
步
学
案



示，根据表中提供的信息填空：

人数 １ １ ２ １ ２ １ ４ ２ １

完成作业量 ２５２０１４１１１０ ９ ８ ７ ６

（１）双休日每人完成作业量的平均数、中位数，众数分别是 ．
（２）运用以上三个统计量中的一个来确定双休日作业量，你认为：学有
余力的同学应该用 ；学习暂有困难的同学应该用 ；数学教

师应该用 ．
解 （１）１１，９，８
（２）平均数，众数（或中位数），中位数

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１．填空题
（１）（北京市昌平，２００１）在一次英语口试中，１０名学生的成绩（单位：
分）分别为：７０，９０，８０，５０，８０，８０，６０，１００，８０，９０，则这些学生成绩的平均数为

分；中位数 分．
（２）（云南省曲靖，２００１）在数据－１，０，４，５，８中插入一数据ｘ，使得该数
据组的中位数为３，则ｘ＝ ．
（３）（四川省眉山，２００１）将５个整数从大到小排列，中位数是４；如果这
个样本中的惟一众数是６，则这５个整数可能的最大的和是 ．
（４）（陕西省，２００３）华山鞋厂为了了解初中学生穿鞋的鞋情况，对永红
中学初二（１）班的２０名男生所穿鞋号统计如下表：

鞋号 ２３．５ ２４ ２４．５ ２５ ２５．５ ２６

人数 ３ ４ ４ ７ １ １

那么这２０名男生鞋号数据平均数是 ，中位数是 ；在平均精简、

中位数和众数中，鞋厂最感兴趣的是 ．
（５）（烟台市，２００３）从甲、乙、丙三个厂家生产的同一种产品中各抽取８
件产品，对其中使用寿命跟踪调查，结果如下：（单位：年）

甲：３，４，５，６，８，８，８，１０
乙：４，６，６，６，８，９，１０，１３
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丙：３，３，４，７，９，１０，１１，１２
三个厂家在广告中都称该产品的使用寿命是８个，请根据结果判断厂

家在广告中分别运用了平均数、众数、中位数中的哪一种集中趋势的特征

数：

甲 ，乙 ，丙 ．
（６）（黑龙江省，２００３）五个整正数从小到大排到，若这组数据的中位数
是４，唯一众数是５，则这五个正整数的和为 ．
（７）（吉林省，２００３）图①是某城市３月份１～１０日的最低气温随时间变
化的图象．
（１）根据图①提供的信息。在图②中补全直方图；
（２）这１０天最低气温的众数是 ℃，最低气温中位数是 ℃，
最低气温的平均数是 ℃，

图１４－４
（８）数据８，９，９，８，１０，８，９，９，８，１０，７，９，９，８，１０，７的众数是 ，

中位数是 ，平均数是 ．
（９）一组数据２３，２７，２０，１８，ｘ，１２，它们的中位数是２１，那么ｘ是

．
（１０）已知数据ａ，ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｂ，ｃ，ｃ，且ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ，则这组数据的众
数为 ，中位数为 ，平均数为 ．
（１１）若一组数据中有偶数个数字，这组数据的中位数是指 ．
（１２）若ａ＞ｂ＞ｃ＞ｄ，数据ａ，ｂ，ａ，ｄ，ｃ，ｃ，ｄ，ａ，ａ，ｄ的众数是 ．
（１３）（北京市昌平，２００２）为了迎接２００８年奥运会，昌平区某单位举办
了英语培训班．１００名职工在一个月内参加英语培训的次数如下表所示：
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次数 ４ ５ ６ ７ ８
人数 １５ ２０ ３０ ２０ １５

这个月每名职工平均参加英语培训的次数为 ；这个月每名职

工参加英语培训次数的众数为 ．
（１４）（北京市东城区，２００２）２００２年５月份，某市市区一周空气质量报
告中某项污染指数的数据是：

３１ ３５ ３１ ３４ ３０ ３２ ３１
这组数据的中位数是 ．
（１５）（福州市，２００２）随机抽取某城市一年（以３６５天计）中的３０天的日
平均气温状况统计如下：

温度ｘ（℃） １０１４１８２２２６３０３２
天数ｌ ３ ５ ５ ７ ６ ２ ２

请根据上述数据填空：

① 该组数据的中位数是 ℃；

② 该城市一年中日平均气温为２６℃的约有 天；

③ 若日平均气温在１７℃～２３℃为市民“满意温度”，则该城市一年中
达到市民“满意温度”的约有 天．

２．选择题
（１）（北京市，２００３）在抗击“非典”时期的“课堂在线”学习动中，李老师
从５月８日至５月１４日在网上答题个数的记录如下表：

日期
５月

８日
５月

９日
５月

１０日
５月

１１日
５月

１２日
５月

１３日
５月

１４日

答题个数 ６８ ５５ ５０ ５６ ５４ ４８ ６８

在李老师每天的答题个数所组成的这组数据中，众数和中位数依次是

（ ）

Ａ．６８，５５ Ｂ．５５，６８ Ｃ．６８，５７ Ｄ．５５，５７
（２）（合肥市，２００１）８份试卷的得分分别是７６，８５，９２，９５，９２，９８，９０，９２．
这组数据的众数是（ ）

Ａ．３ Ｂ．９５ Ｃ．９０ Ｄ．９２
（３）（北京市石景山区，２００１）下列说法中错误的是（ ）

Ａ．如果一组数据的众数是５，那么这组数据中出现次数最多的是５
Ｂ．一组数据的平均数一定大于其中的每一个数据
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Ｃ．一组数据的平均数、众数、中位数有可能相同

Ｄ．一组数据的中位数有且只有一个
（４）（南京市，２０００）某青年排球队１２名队员的年龄情况如下：

年龄（单位：岁） １８ １９ ２０ ２１ ２２

人数 １ ４ ３ ２ ２

则这１２名队员年龄的（ ）

Ａ．众数是２０（岁），中位数是１９（岁）

Ｂ．众数是１９（岁），中位数是１９（岁）

Ｃ．众数是１９（岁），中位数是２０．５（岁）

Ｄ．众数是１９（岁），中位数是２０（岁）
（５）（天津市，２０００）对于数据组３，３，２，３，６，３，１０，３，６，３，２．① 这组数
据的众数是３；② 这组数据的众数与中位数的值不等；③ 这组数据的中位数
与平均数的数值相等；④ 这组数据的平均数与众数的数值相等．其中正确的
结论有（ ）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个
（６）．（北京市朝阳区，２００２）甲乙二人参加某体育项目训练，为了便于研
究，把最近五次训练成绩分别用实线和虚线连结，如图１４－５所示，下面的
结论错误的是（ ）

图１４－５

Ａ．乙的第二次成绩与第五次成绩相同；

Ｂ．第三次测试甲的成绩与乙的成绩相同；

Ｃ．第四次测试甲的成绩比乙的成绩多２分；

Ｄ．五次测试甲的成绩都比乙的成绩高．
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（７）（甘肃省，２００２）某电视台举办的秦腔电视大赛上，六位评委给１号
选手的评分如下：９０ ９６ ９１ ９６ ９５ ９４，这组数据的众数是（ ）

Ａ．９４．５ Ｂ．９５ Ｃ．９６ Ｄ．２
（８）（天津市，２００２）在某次数学测验中，随机抽取了１０份试卷，其成绩
如下：８５，８１，８９，８１，７２，８２，７７，８１，７９，８３，则这组数据的众数、平均数与中位
数分别为（ ）

Ａ．８１，８２，８１ Ｂ．８１，８１，７６．５ Ｃ．８３，８１，７７ Ｄ．８１，８１，８１
（９）（北京市石景山，２００２）第十届全国青年歌手大奖赛的１２位评委为
某位歌手打分的情况如下（单位：分）：

９６．５ ９７．５ ９７．６ ９７．８ ９７．８ ９８．１
９８．３ ９８．５ ９８．５ ９８．５ ９８．６ ９９．２
则下列结论不正确的是（ ）

Ａ．这组数据的众数为９８．５
Ｂ．这组数据的中位数为９８．２
Ｃ．这组数据的中位数为９８．１和９８．３
Ｄ．去掉一个最高分９９．２，去掉一个最低分９６．５，这位歌手的最后平均
得分为９８．１２分

３．（安徽省，２０００）有７个数由小到大依次排列，其平均数是３８，如果这组
数的前４个数的平均数是３３，后４个数的平均数是４２，求这７个数的中位数．

４．（山西省，２００２）某中学为了了解全校的耗电情况，抽查了１０天中全
校每天的耗电量，数据如下表（单位：度）：

度数 ９０ ９３ １０２ １１３ １１４ １２０

天数 １ １ ２ ３ １ ２

（１）写出上表中数据的众数和平均数；
（２）由上题获得的数据，估计该校某月的耗电量（按３０天计）；
（３）若当地每度电的定价是０．５元，写出该校应付电费ｙ（元）与天数ｘ

（ｘ取正整数，单位：天）之间的函数关系式．

探究能力测试

５．（上海市，２００３）某校初二年级全体３２０名学生在电脑培训前后参加
了一次水平相同的考试，考分都以同一标准划分成“不合格”、“合格”、“优
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秀”三个等级．为了了解电脑培训的效果，用抽签方式得到其中３２名学生的
两次考试考分等级，所绘制的统计图如图１４－６所示．试结合图示信息回答
下列问题：

图１４－６
（１）这３２名学生培训前考分的中位数所在的等级是 ，培训后考

分的中位数所在的等级是 ．
（２）这３２名学生经过培训，考分等级“不合格”的百分比由 下降

到 ．
（３）估计该校整个初二年级中，培训后考分等级为“合格”与“优秀”的学
生共有 名．
（４）你认为上述估计合理吗？理由是什么？
答： ，理由 ．
６．（淄博市，２００３）大学生张军到某公司应聘时，了解该公司员工的月工
资情况如下表：

员工 经理 副经理
职员

Ａ

职员

Ｂ

职员

Ｃ

职员

Ｄ

职员

Ｅ

职员

Ｆ

杂工

Ｇ

月工资／元 ６０００ ４０００ １７００ １３００ １２００ １１００ １１００ １１００ ５００

在了解过程中，有三位公司员工对收入情况给出了三个说法：

甲：我的工资是１２００元，在公司算中等收入；
乙：我们好几个人的工资都是１１００元；
丙：我们公司员工收入很高，月平均工资为２０００元。
请你用所学的统计知识回答下列问题：

（１）甲的说法中的数据１２００元，我们称之为 ；

（２）乙的说法中的数据１１００元，称之为 ；

（３）丙是用什么方法得出２０００元的？ ；
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（４）甲、乙、丙三人的说法中，谁的说法可以较好地反映公司员工收入的
一般水平？

７．（厦门市，２００３）某中学要召开运动会，决定从初三年级全部的１５０名
的女生中选３０人，组成一个彩旗方队（要求参加方队的同学身高尽可能接
近）．现在抽测了１０名女生的身高，结果如下（单位：ｃｍ）：

１６６、１５４、１５１、１６７、１６２、１５８、１５８、１６０、１６２、１６２
（１）依据样本数据估计，初三年级全体女生的平均身高约是多少厘米？
（２）这１０名女生的身高的中位数、众数各是多少？
（３）请你依据本数据，设计一个挑选参加方队的女生的方案．（请简要说
明）

８．（安徽省，２００２）某公司销售部有营销人员１５人，销售部为了制定某
种商品的月销售定额，统计了这１５人某月的销售量如下：

每人销售件数 １８００５１０２５０２１０１５０１２０

人数 １ １ ３ ５ ３ ２

（１）求这１５位营销人员该月销售量的平均数、中位数和众数；
（２）假设销售部负责人把每位营销员的月销售额定为３２０件，你认为是
否合理，为什么？如不合理，请你制定一个较合理的销售定额，并说明理由．

９．（江西省，２００２）甲、乙两同学做“投球进筐”游戏．商定：每人玩５局，
每局在指定线外将一个皮球投往筐中，一次未进可再投第二次，以此类推，

但最多只能投６次，当投进后，该局结束，并记下投球次数；当６次都未投进
时，该局也结束，并记为“×”．两人五局投球情况如下：

第一局 第二局 第三局 第四局 第五局

甲 ５次 × ４次 × １次

乙 × ２次 ４次 ２次 ×

（１）为了计算得分，双方约定：记“×”的该局得０分，其他局得分的计算
方法要满足两个条件：①投球次数越多，得分越低；②得分为正数．请你按约
定的要求，用公式、表格、语言叙述等方式，选取其中一种写出一个将其他局

獉獉獉
的投球次数ｎ换算成得分Ｍ 的具体方案；
（２）请根据上述约定和你写出的方案，计算甲、乙两人的每局得分，并从
平均分的角度来判断谁投得更好．
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图１４－７

１４．３ 方差

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 方差的意义与计算．
难点 方差、标准差、总体方差等意义．

探究点 与平均数、众数及中位数等几个描述一组数据集中趋势的特

征相比，方差与标准差主要反映的是一组数据的波动大小．它们在实际生活
中应用非常广泛，中考中常以表格与文字相结合的形式出现，对学生应用数

学的意识和阅读理解能力要求较高．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
（１）要理解并熟记方差和标准差的计算公式，特别
是方差的简化公式，比较两组数据的波动大小的前提是

平均数相同或接近，比较它们的方差（标准差）有很重要的实际意义．
（２）初步学会统计处理数据，用数据说话．
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能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 求下列各组数据的方差．
（１）１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９；

（２）１１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９；
（３）１０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０ ８０ ９０；
（４）５０１ ５００ ５０８ ５０６ ５１０ ５０９ ５００ ４９３ ４９４ ４９４；
（５）－２ －１ ０ １ ２．
思维技巧 通常，根据定义计算一组数据的方差是很烦的，且容易出

错．因此一定要学会用简化公式计算方差．不论用哪个公式计算方差，首先
都要求出平均数．

解 （１）ｘ＝１
９
（１＋２＋⋯＋９）＝５，

所以 ｓ２＝１
９
［（１－５）２＋（２－５）２＋⋯＋（９－５）２］≈６．７．

（２）ｘ＝１
９
（１１＋１２＋⋯＋１９）＝１５，

所以 ｓ２＝１
９
［（１１－１５）２＋（１２－１５）２＋⋯＋（１９－１５）２］≈６．７．

（３）ｘ＝１
９
（１０＋２０＋⋯＋９０）＝５０，

所以 ｓ２＝１
９
［（１０－５０）２－（２０－５０）２＋⋯＋（９０－５０）２］≈６７０．

（４）取ａ＝５００，将每个数据都减去５００得一组新数据：

１ ０ ８ ６ １０ ９ ０ －７ －６ －６．

ｘ′＝１
１０
（１＋０＋８＋６＋１０＋９＋０－７－６－６）＝１．５，代入公式得

ｓ２＝１
１０
［１２＋０２＋８２＋６２＋１０２＋９２＋０２＋（－７）２＋（－６）２＋（－６）２－１０

×１．５２］

＝１
１０
［１＋６４＋３６＋１００＋８１＋４９＋３６＋３６－２２．５］＝３８．０５．

（５）ｘ＝１
５
（－２－１＋０＋１＋２）＝０，

所以 ｓ２＝１
５
［（－２）２＋（－１）２＋０２＋１２＋２２－５·０２］＝２．

激活思维 计算方差时，对于不同的数据，依据数据展现的特点，灵活

运用不同的公式．在数据较小，较“整”时用方差公式ｓ２＝１
ｎ
（ｘ１

２＋ｘ２
２＋⋯

＋ｘ２
ｎ－ｎｘ２）计算较简便；当一组数据很大时，通过一个变换使参与计算的
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数据变小，再用简化公式计算．
同类变式 （辽宁省，２００１）为了考察一个养鸡场里鸡的生长情况，从中

抽取５只，称得它们的重量如下（单位：ｋｇ）：３．０ ３．４ ３．１ ３．３ ３．２，在个
问题中，样本方差ｓ２＝ ．

解 （１）ｘ＝３．０＋３．４＋３．１＋３．３＋３．２
５ ＝３．２．

（２）ｓ２＝１
５
［（３．０－３．２）２＋（３．４－３．２）２＋（３．１－３．２）２＋（３．３－３．２）２

＋（３．２－３．２）２］

＝１
５
（０．０４＋０．０４＋０．０１＋０．０１＋０）

＝０．０２．
思维拓展 １（山东省菏泽，２００１）已知一组数据－２，－１，０，ｘ，１的平

均数是０，那么这组数据的方差是 ．
解 因为 －２，－１，０，ｘ，１的平均数是０，
所以 （－２）＋（－１）＋０＋ｘ＋１＝０．
即 ｘ＝２．
因此这组数据为－２，－１，０，２，１．

所以 ｓ２＝１
５
［（－２）２＋（－１）２＋０２＋２２＋１２－５×０２］＝２．

因此填２．
２（河南省，２００１）已知一个样本１，３，２，５，ｘ，它的平均数是３，则这个样
本的标准差是 ．
解 由题意知 １＋３＋２＋５＋ｘ＝５×３．
所以 ｘ＝４．

所以 ｓ２＝１
５
［（１－３）２＋（３－３）２＋（２－３）２＋（５－３）２＋（４－３）２］

＝２．
所以 ｓ 槡＝ ２．
因此填槡２．
【例２】 （南通市，２００１）如果一组数据ａ１、ａ２⋯⋯ａｎ的方差是２，那么一
组新数据３ａ１，３ａ２⋯⋯３ａｎ的方差是（ ）

Ａ．２ Ｂ．６ Ｃ．１２ Ｄ．１８
思维技巧 此题是考查两组相联系的数据之间的方差关系，掌握方差

计算公式是关键．
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解 设数据ａ１，ａ２⋯⋯ａｎ的平均数为ｘ，则３ｘ１，３ｘ２⋯⋯３ｘｎ的平均数

为３ｘ．
根据方差公式

１
ｎ
［（ｘ１－ｘ）２＋（ｘ２－ｘ）２＋⋯＋（ｘｎ－ｘ）２］＝２．

而数据３ｘ１，３ｘ２⋯⋯３ｘｎ的方差

ｓ２＝１
ｎ
［（３ｘ１－３ｘ）２＋（３ｘ２－３ｘ）２＋⋯＋（３ｘｎ－３ｘ）２］

＝９·１ｎ
［（ｘ１－ｘ）２＋（ｘ２－ｘ）２＋⋯＋（ｘｎ－ｘ）２］

＝９×２＝１８．
所以选Ｄ．
激活思维 此题正用和逆用了方差公式．一般若一组数据ｘ１，ｘ２⋯ｘｎ

的方差为ｓ２，标准差为ｓ（ｓ＞０），则数据ｘ１＋ａ，ｘ２＋ａ，⋯＋ｘｎ＋ａ的方差为

ｓ２，标准差为ｓ；数据ｋｘ１，ｋｘ２，⋯ｋｘｎ的方差为ｋ２ｓ２，标准差为｜ｋ｜ｓ；数据ａｘ１

＋ｂ，ａｘ２＋ｂ，⋯ａｘｎ＋ｂ的方差为ａ２ｓ２，标差为｜ａ｜ｓ．此例在解答过程中，还
运用了整体代换思想．
同类变式 如果样本ｘ１，ｘ２，⋯ｘ５的方差ｓ２＝０．０１５，平均数ｘ＝２０，求

样本２ｘ１，２ｘ２，⋯２ｘ５的平均数和方差．
解 因为 样本ｘ１，ｘ２⋯ｘ５的方差ｓ２＝０．０１５，平均数为ｘ＝２０，
所以 样本２ｘ１，２ｘ２，⋯２ｘ５的平均数为２×２０＝４０．
方差为４×０．０１５＝０．０６．
思维拓展 １已知ｘ１，ｘ２，⋯ｘｎ的标准差是ｓ，计算ａｘ１－ｂ，ａｘ２－ｂ，

⋯ａｘｎ－ｂ（ａ≠０，ａ，ｂ为常数）的标准差．
解 设ｘ１，ｘ２，⋯ｘｎ的平均数是ｘ，

ａｘ１－ｂ，ａｘ２－ｂ⋯ａｘｎ－ｂ的平均数是ｘ′，方差是ｓ２．

ｘ′＝１
ｎ
［（ａｘ１－ｂ）＋（ａｘ２－ｂ）＋⋯＋（ａｘｎ－ｂ）］

＝１
ｎ
［ａ（ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ）－ｎｂ］

＝ａ·１ｎ
（ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ）－ｂ＝ａｘ－ｂ．

ｓ′＝ １
ｎ
［（ａｘ１－ｂ）－（ａｘ－ｂ）］２＋［（ａｘ２－ｂ）－（ａｘ－ｂ）］２＋⋯槡 ＋

［（ａｘｎ－ｂ）－（ａｘ－ｂ）］ｂ２
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＝ １
ｎ
［ａ２（ｘ１－ｘ）２＋ａ２（ｘ２－ｘ）２＋⋯＋ａ２（ｘｎ－ｘ）２槡 ］

＝｜ａ｜· １
ｎ
［（ｘ１－ｘ）２＋（ｘ２－ｘ）２＋⋯＋（ｘｎ－ｘ）２槡 ］

＝｜ａ｜ｓ．
２一组数据－１，－２，ｘ，１，２，其中ｘ是小于１０的非负整数，且数据的
方差是整数，求数据的标准差．

解 ｘ＝１
５
（－１－２＋ｘ＋１＋２）＝１

５ｘ，

所以 ｓ２＝１
５
（－１）２＋（－２）２＋ｘ２＋１２＋２２－５× ｘ（ ）５［ ］

２

＝１
５ １０＋ｘ２－ｘ２
（ ）５ ＝２＋４

２５ｘ
２．

又因为ｘ是小于１０的非负整数，
所以ｘ＝０或５．
当ｘ＝０时，ｓ２＝２，ｓ 槡＝ ２；当ｘ＝５时，ｓ２＝６，ｓ 槡＝ ６．
【例３】 从甲、乙两种玉米苗中各抽１０株，分别测得它们的株高如下：

（单位：ｃｍ）
甲：２５ ４１ ４０ ３７ ２２ １４ １９ ３９ ２１ ４２
乙：２７ １６ ４４ ２７ ４４ １６ ４０ ４０ １６ ４０
问：（１）哪种玉米的苗长得高？（２）哪种玉米的苗长得齐？
思维技巧 本题考查方差知识在实际问题中的应用，看哪种玉米的苗

长得高，只要比较甲、乙种玉米的均高即可：要比较哪种玉米的苗长得整齐，

只要看两种玉米苗高的方差即可，因为方差是体现一组数据波动大小的特

征数．

解 （１）ｘ甲＝１
１０
（２５＋４１＋４０＋３７＋２２＋１４＋１９＋３９＋２１＋４２）

＝１
１０×３００＝３０（ｃｍ）．

珔ｘ乙＝１
１０
（２７＋１６＋４４＋２７＋４４＋１６＋４０＋４０＋１６＋４０）

＝１
１０×３１０＝３１（ｃｍ）．

所以 珔ｘ甲＜ｘ乙．

（２）ｓ２
甲＝１

１０
［（２５－３０）２＋（４１－３０）２＋（４０－３０）２＋（３７－３０）２］＋（２２－

３０）２＋（１４－３０）２＋（１９－３０）２＋（３９－３０）２＋（２１－２０）２＋（４２
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－３０）２

＝１
１０
（２５＋１２１＋１００＋４９＋６４＋２５６＋１２１＋８１＋８１＋１４４）

＝１
１０×１０４２＝１０４．２（ｃｍ２）．

ｓ２
乙＝１

１０
［（２×２７２＋３×１６２＋３×４０２＋２×４４２）－１０×３１２］

＝１
１０×１２８８＝１２８．８（ｃｍ２）．

所以 ｓ２
甲＜ｓ２
乙．

答：乙种玉米的苗长得高，甲种玉米的苗长得整齐．
激活思维 方差反映了数据波动的大小．当两组数据单位相同，平均数

相近时，才可以用方差或标准差的大小说明离散程度（波动大小）的大小．在
实际问题中，体现“波动”的词不尽相同．如本题中玉米长得齐还是不齐，正
是一种波动的体现．
同类变式 １（无锡市，２００１）某班通过一次射击测试，在甲、乙两名同

学中选出一名同学代表班级参加校射击比赛．这两位同学在相同条件下各
射靶５次，所测得的成绩分别如下（单位：环）：
甲：９．６ ９．５ ９．３ ９．４ ９．７
乙：９．３ ９．８ ９．６ ９．３ ９．５
根据测试成绩，你认为应该由 代表班级参赛．

解 因为 珔ｘ甲＝１
５
（９．６＋９．５＋９．３＋９．４＋９．７）＝９．５，

珔ｘ乙＝１
５
（９．３＋９．８＋９．６＋９．３＋９．５）＝９．５，

ｓ２
甲＝１

５
［（９．６－９．５）２＋（９．５－９．５）２＋（９．３－９．５）２＋（９．４－９．５）２＋

（９．７－９．５）２］

＝０．０２，

ｓ２
乙＝１

５
［（９．３－９．５）２＋（９．８－９．５）２＋（９．６－９．５）２＋（９．３－９．５）２＋

（９．５－９．５）２］

＝０．０３６，
因为 ｓ２

甲＜ｓ２
乙，

所以甲同学射击的成绩比乙同学稳定．
因此，应填甲．
２甲、乙两名战士在相同条件下各射靶１０次，每次命中的环数分别是：
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甲：８，６，７，８，６，５，９，１０，４，７
乙：６，７，７，８，６，７，８，７，９，５
（１）分别计算以上两组数据的平均数；（２）分别求出两组数据的方差；
（３）根据计算结果，估计一下两名战士的射击情况．

解 （１）珔ｘ甲＝１
１０
（８＋６＋７＋８＋６＋５＋９＋１０＋４＋７）＝７（环），

珔ｘ乙＝１
１０
（６＋７＋７＋８＋６＋７＋８＋７＋９＋５）＝７（环），

（２）解法１ 由方差公式ｓ２＝１
ｎ
［（ｘ１－ｘ）２＋（ｘ２－ｘ）２＋⋯＋（ｘｎ－

ｘ）２］得ｓ２
甲＝３．０（环２），ｓ２

乙＝１．２（环２）．

解法２ 由方差公式ｓ２＝１
ｎ
［（ｘ′２

１＋ｘ′２
２＋⋯＋ｘ′２

ｎ）－ｎｘ′２］计算ｓ２
甲，ｓ２
乙．

由于两组数据在７左右，所以选取ａ＝７．

ｘ′ｉ甲＝ｘｉ甲－７ １ －１ ０ １ －１ －２ ２ ３ －３ ０
ｘ′２

ｉ甲＝（ｘｉ甲－７）２ 
１ １ ０ １ １ ４ ４ ９ ９ ０

ｘ′ｉ乙＝ｘｉ乙－７ －１ ０ ０ １ －１ ０ １ ０ ２ －２
ｘ′２

ｉ乙＝（ｘｉ乙－７）２ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ ４ ４

所以 ｓ２
甲＝１

１０
［（ｘ′２

１甲＋ｘ′２
２甲＋⋯＋ｘ′２

１０甲）－１０ｘ′２
甲］

＝１
１０
（１＋１＋０＋１＋１＋４＋４＋９＋９＋０－１０×０）

＝１
１０×３０＝３．０（环２）．

同样ｓ２
乙＝１．２（环２）．

（３）珔ｘ甲＝珔ｘ乙，说明甲、乙两战士的平均水平相当；又因为ｓ２
甲＞ｓ２
乙，说明

甲战士射击情况波动大，因此乙战士比甲战士射击情况稳定．
思维拓展 １（江西省，２０００）一次实习作业课中，甲、乙两组学生各自

对学校旗杆进行了５次测量，所得数据如下表所示：

所测得的旗杆高度

（单位：ｍ）
１１．９０ １１．９５ １２．００ １２．０５

甲组测得的次数 １ ０ ２ ２
乙组测得的次数 ０ ２ １ ２

现已算得乙组所测得数据的平均数为珔ｘ乙＝１２．００，方差ｓ２
乙＝０．００２．

（１）求甲组所测得数据的中位数与平均数．
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（２）问哪一组学生所测得旗杆高度比较一致？
解 （１）甲组学生所测得数据的中位数是１２．００，平均数

ｘ甲＝１１．９０＋２×１２．００＋２×１２．０５
５ ＝１２．００．

（２）ｓ２
甲＝１

５
［（１１．９０－１２．００）２＋２×（１２．００－１２．００）２－２×（１２．０５－

１２．００）２］＝０．００３．
因为ｓ２

甲＞ｓ２
乙，所以乙组学生所测得的旗杆高度比较一致．

２（山东淄博，２００２）下面是中国１０个中心城市２００１年城市居民最低
生活保障标准一览表（单位，元／人，月）：

城 市 标 准 城 市 标 准

石家庄 １８２ 青 岛 ２００
沈 阳 １９５ 兰 州 １５６
南 京 １８０ 拉 萨 １７０
杭 州 ２２０ 西 安 １５６
济 南 ２０８ 南 宁 １８３

在平均数、众数、中位数、方差这些特征数中，能反映这１０个中心城市

２００１年城市居民最低生活保障标准的特征数是 （只需填出符合条

件的一个即可）．
解 方差是反映数据波动大小的特征数，而平均数、众数、中位数是反

映数据集中趋势的特征数．需要指出的是，只有当一组数据中不少数据多次
重复出现时，众数才具有代表性，才能用它来描述这组数据的集中趋势．显
然本组数据的众数１５６元只出现２次，不能很好地反映１０个中心城市居民
最低生活保障标准．故只有用平均数或中位数来客观反映，
平均数算得ｘ＝１８５元，中位数确定为１８２．５元．
３（山东省济南市，２００２）某校从甲、乙两名优秀选手中选１名选手参加
全市中学生田径百米比赛．该校预先对这两名选手测试了８次，测试成绩如
下表：

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
选手甲

的成绩（ｓ）
１２．１ １２．２ １３ １２．５ １３．１ １２．５ １２．４ １２．２

选手乙

的成绩（ｓ）
１２ １２．４ １２．８ １３ １２．２ １２．８ １２．３ １２．５
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根据测试成绩，请你运用所学过的统计知识做出判断，派哪一位选手参

加比赛更好？为什么？

解 用样本方差的大小可以衡量甲、乙两名优秀选手百米赛成绩的稳

定性．分别计算，得ｘ甲＝１２．５，ｘ乙＝１２．５，ｓ２
甲＝０．１２，ｓ２

乙＝０．１０．
因为ｓ２

甲＞ｓ２
乙，所以虽然甲、乙两人的平均成绩相等，但是乙的成绩较稳

定，应该派乙选手参加比赛．
【例４】 （荆门市，２００１）初三（１）班分甲、乙两组各选１０名学生进行数
学抢答赛，共有１０道选择题，答对８题（含８题）以上为优秀，各组选手答对
题统计如下：

答对题数 ５ ６ ７ ８ ９ １０
平均数

（ｘ）
中位数 众数

方差

（ｓ２）
优秀率

甲组选手 １ ０ １ ５ ２ １ ８ ８ ８ １．６ ８０％

乙组选手 ０ ０ ４ ３ ２ １

请你完成上表，再根据所学的统计知识，从不同方面评价甲、乙两组选

手的成绩．
思维技巧 这道统计题设计得新颖别致，结论具有开放性．要正确解答

此题，首先要审好题，明确解题目标，要抓住“根据所学过的统计知识，⋯⋯

判断⋯⋯谁优谁次，并说明理由”，否则会觉得无从下手；其次，要组织“判

断”的结论，从平均数、中位数、众数、方差、优秀率比较几个方面去计算，

分析．
解 乙组选手的各种数据依次是８，８，７，１．０，６０％．
以下从四个方面给出具体评价：

（１）从平均数、中位数看都是８题，成绩均等；
（２）从众数看，甲组８题，乙组７题，甲组成绩比乙组成绩好；
（３）从方差看，甲组成绩差距大，乙组成绩相对稳定，差距不大；
（４）从优秀率看，甲组优生比乙组优生多．
激活思维 这是一道统计初步的应用题．其特点是：在没有提示的情况

下，要求对甲、乙两组的成绩进行全方位计算和比较，而不是习惯性地从样

本方差的大小去分析、决定哪一组的成绩优劣．本题既要计算统计特征数，
又要结合实际去分析．而且在作出恰当的评估后，还需要组织正确的语言说
明结论．将阅读表格、数据处理、分类比较、分析判断、说理表述等很好地结
合在一起，确是一道好题．
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同类变式 （甘肃省２００２．武汉市，２００１） 甲、乙两班举行电脑汉字输
入速度比赛，参加学生每分钟输入汉字的个数经统计计算后填入下表：

班级 参赛人数 中位数 方差 平均字数

甲 ５５ １４９ １９１ １３５

乙 ５５ １５１ １１０ １３５

某同学根据上表分析得出如下结论：① 甲、乙两班学生成绩的平均水
平相同；② 乙班优秀的人数多于甲班优秀的人数（每分钟输入汉字数≥１５０
个为优秀）；③ 甲班的成绩的波动情况比乙班的成绩的波动大．上述结论正
确的是（ ）

Ａ．①②③ Ｂ．①② Ｃ．①③ Ｄ．②③
解 由表格知珔ｘ甲＝珔ｘ乙＝１３５．又因为乙班中位数为１５１，甲班中位数是

１４９，乙班成绩好于甲班成绩．ｓ２
甲＞ｓ２
乙，甲班成绩比乙班波动大．所以选Ａ．

思维拓展 １（河北省，２００２年）甲、乙两人在相同条件下各射靶１０
次，每次射靶的成绩情况如图１４－８所示：

图１４－８
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（１）请填写下表：

平均数 方差 中位数 命中９环以上次数

甲 ７ １．２ １

乙 ５．４

（２）请从下列四个不同的角度对这次测试结果进行分析：

① 从平均数和方差相结合看．
② 从平均数和中位数相结合看（分析谁的成绩好些）．
③ 从平均数和命中９环以上的次数相结合看（分析谁的成绩好些）．
④ 从折线图上两人射击命中环数的走势看（分析谁更有潜力）．
解（１）

平均数 方差 中位数 命中９环以上次数

甲 ７ １．２ ７ １

乙 ７ ５．４ ７．５ ３

（２）① 因为平均数相同，ｓ２
甲＜ｓ２
乙，所以甲成绩比乙稳定．

② 因为平均数相同，甲的中位数＜乙的中位数，所以乙的成绩比甲好些．
③ 因为平均数相同，命中９环以上的次数甲比乙少，所以乙的成绩比

甲好些．
④ 甲的成绩在平均数上下波动，而乙处于上升势头，从第４次以后就

没有比甲少的情况发生，乙较有潜力．
２（南宁市，２００２）甲、乙两班举行电脑汉字输入速度比赛，各选１０名学
生参加．各班参赛学生每分钟输入汉字个数统计如下表：

输入汉字（个）１３２１３３１３４１３５１３６１３７众数 中位数
平均数

（ｘ）
方差

（ｓ２）

甲班学生（人）１ ０ １ ５ ２ １ １３５ １３５ １３５ １．６

乙班学生（人）０ １ ４ １ ２ ２

请你填写上表中乙班学生的相关数据，再根据所学的统计学知识，从不同方

面评价甲、乙两班学生的比赛成绩（至少从两个方面进行评价）．

解：１３４１３４．５１３５１．８ 评价：① 从众数看，甲班每分钟输入１３５字

的人数最多，乙班每分钟输入１３４字的人数最多．② 从中位数看，甲班每分
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钟输入１３５字以上的人数比乙班多．③ 从方差看，ｓ２
甲＜ｓ２
乙，甲班成绩波动

小，比较稳定．④ 从最好成绩看，乙班速度最快的选手比甲班多１人．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（黄冈市，２００１）已知一组数据１，２，１，０，－１，－２，０，－１，则这组数据
的平均数为 ，中位数为 ，方差为 ．
（２）（甘肃省，２００１）甲、乙两人在相同的条件下练习射击，各射靶５次，
命中的环数加下：

甲：７，８，６，８，６ 乙：９，５，６，７，８
那么两人中射击成绩比较稳定的是 ．
（３）（聊城市，２００１）某农科所在８个试验点对甲、乙两种玉米进行对比
试验，这两种玉米在各试验点的亩产量如下（单位：ｋｇ）：
甲：４５０ ４６０ ４５０ ４３０ ４５０ ４６０ ４４０ ４６０
乙：４４０ ４７０ ４６０ ４４０ ４３０ ４５０ ４７０ ４４０
在这些试验点中 的产量比较稳定（填“甲种玉米”或“乙种玉

米”）．
（４）（上海市，２００１）甲、乙两人比赛飞镖，两人所得平均环数相同，其中
甲所得环数的方差为１５，乙所得环数如下：０，１，５，９，１０．那么成绩较为稳定
的是 （填“甲”或“乙”）．
（５）（常德市，２００１）甲、乙两个样本，甲样本的方差是０．４，乙样本的方
差是０．２，那么甲、乙两个样本稳定性能较好的是 ．
（６）（北京昌平县，２０００）一组数据：１，２，２，４，６．众数是 ，中位数

是 ，平均数是 ，方差是 ．
（７）（湖南省邵阳，２０００）已知样本数据为２，－１，０，－３，－２，３，１，则样
本容量为 ，样本标准差为 ．
（８）（辽宁省，２０００）一名学生军训时连续射靶１０次，命中的环数分别
为：４，７，８，６，８，６，５，９，１０，７．这名学生射击环数的标准差是 ．
（９）（广东省，２０００）甲、乙两名同班同学的５次数学测验成绩（满分１２０
分）如下：

甲：９７ １０３ ９５ １１０ ９５ 乙：９０ １１０ ９５ １１５ ９０
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经计算，他们的平均分是珔ｘ甲＝１００，珔ｘ乙＝１００；方差是ｓ２
甲＝３３．６，ｓ２

乙＝
５５，则这两名同学在这５次数学测验中成绩比较稳定的是 同学．
（１０）（宁夏，２００２）已知一个样本１，４，２，５，３，那么这个样本的标准差是

．
（１１）（贵阳市，２００２）甲、乙两种产品进行对比试验，得知乙产品比甲产
品的性能更稳定，如果甲、乙两种产品抽样数据的方差分别是ｓ２

甲 与ｓ２
乙，则

它们的方差的大小关系是 ．
（１２）（黄冈市，２００３）现有Ａ、Ｂ两个班级，每个班级各有４５名学生参加
一次测验，每名参加者可获得０，１，２，３，４，５，６，７，８，９这几种不
同的分值中的一种．测试结果Ａ班的成绩如下表所示，Ｂ班的成绩如图

１４－９所示．

图１４－９
（１）由观察所得， 班的标准差较大；

（２）若两班合计共有６０人及格，问参加都最少获 分才可以及格．
Ａ班

分数（分） ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

人数（人） １ ３ ５ ７ ６ ８ ６ ４ ３ ２

２选择题
（１）（贵阳市，２００１）甲、乙两个样本，甲样本的方差是０．１０５，乙样本的
方差是０．０５５，那么样本（ ）

Ａ．甲的波动比乙的波动大 Ｂ．乙的波动比甲的波动大

Ｃ．甲、乙的波动大小一样 Ｄ．甲、乙的波动大小无法确定
（２）（南京市，２００１）人数相等的甲、乙两班学生参加了同一次数学测验，
班组均分和方差如下：ｘ甲＝８０，ｘ乙＝８０，ｓ２

甲＝２４０，ｓ２
乙＝１８０，则成绩较为整
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齐的是（ ）

Ａ．甲班 Ｂ．乙班

Ｃ．两班一样整齐 Ｄ．无法确定
（３）（四川省，２００１）某工厂对一个生产小组的零件进行抽样调查．在１０
天中，这个生产小组每天出的次品数如下（单位：个）：

０，２，０，２，３，０，２，３，１，２
在这１０天中，该生产小组生产零件所出的次品数的（ ）

Ａ．平均数是２ Ｂ．众数是３
Ｃ．中位数是１．５ Ｄ．方差是１．２５
（４）（厦门市，２００１）已知一组数据是１，５，６，５，５，６，６，６．则下面结论正确
的是（ ）

Ａ．平均数是５ Ｂ．中位数是５
Ｃ．众数是５ Ｄ．方差是５
（５）（广州市，２００１）有甲、乙两种水稻，测得每种水稻各１０穴的分蘖数
后，计算出样本方差分别为ｓ２

甲＝１１，ｓ２
乙＝３．４，由此可估计（ ）

Ａ．甲种水稻分蘖比乙种水稻分蘖整齐

Ｂ．乙种水稻分蘖比甲种水稻分蘖整齐

Ｃ．甲、乙两种水稻分蘖整齐程度相同

Ｄ．甲、乙两种水稻分蘖整齐程度不能比较
（６）（四川省，２００３）某中学人数相等的甲、乙两班同学参加了一次数学
测验，班平均分和方差分别为ｘ甲＝８２分ｘ乙＝８２分；ｓ２

甲＝２４５，ｓ２
乙＝１９０．那

么成绩较整齐的是（ ）

Ａ．甲班 Ｂ．乙班

Ｃ．两班一样整齐 Ｄ．无法确定
（７）（随州市，仙桃市，２０００）甲、乙两个样本，甲的样本方差是０．０９６，乙
的样本方差是０．１０２，那么甲和乙的波动大小是（ ）

Ａ．甲的波动比乙的波动大

Ｂ．乙的波动比甲的波动大

Ｃ．甲、乙的波动大小一样

Ｄ．甲、乙的波动大小无法比较
（８）（孝感市，２０００）某校体卫组对甲乙两班学生进行一分钟跳绳次数测
试，测试的有关统计数据如下表：
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班级 测试人数 平均次数 中位数 众数 方差

甲班 ５０ １３６ １２０ １３２ １５１

乙班 ５０ １３５ １２３ １３２ １２８

下列判断错误的是（ ）

Ａ．甲班学生成绩比乙班学生成绩波动大

Ｂ．若每分钟跳１２０次作为达标成绩，则乙班的达标率不低于甲班的达
标率

Ｃ．将甲班学生成绩按从高到低的顺序排列，则处在中间位置的成绩是
每分钟跳１３２次

Ｄ．甲班成绩数据的标准差比乙班成绩数据的标准差大
（９）（重庆市，２００２） 已知一组数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５的平均数是２，方

差是１
３
，那么另一组数据３ｘ１－２，３ｘ２－２，３ｘ３－２，３ｘ４－２，３ｘ５－２的平均

数和方差分别是（ ）

Ａ．２，１３ Ｂ．２，１ Ｃ．４，２３ Ｄ．４，３
（１０）（盐城市，２００２）如果将一组数据中的每一个数据都加上同一个非
零常数，那么这组数据的（ ）

Ａ．平均数和方差都不变 Ｂ．平均数不变，方差改变

Ｃ．平均数改变，方差不变 Ｄ．平均数和方差都改变
（１１）（四川内江，２００２）甲乙两人在相同情况下，各射靶１０次，两人命中
环数的平均数ｘ甲＝ｘ乙＝７，方差ｓ２

甲＝３，ｓ２
乙＝２，则射击成绩较稳定的是

（ ）

Ａ．甲 Ｂ．乙

Ｃ．一样 Ｄ．不能确定
（１２）（荆州市，２００２）甲、乙两名学生在参加今年体育中考前各作了５次
立定跳远测试，两人的平均成绩相同，其中甲所测得成绩的方差是０．００５，乙
所测得的成绩如下：２．２０ｍ，２．３０ｍ，２．３０ｍ，２．４０ｍ，２．３０ｍ，那么甲、乙的
成绩比较：（ ）

Ａ．甲的成绩更稳定 Ｂ．乙的成绩更稳定

Ｃ．甲、乙的成绩一样稳定 Ｄ．不能确定谁的成绩更稳定
（１３）（厦门市，２０００）在某次体育活动中，统计甲、乙两班学生每分钟跳
绳的成绩（单位：次）情况如下表：
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班级 参加人数 平均次数 中位数 方差

甲班 ５５ １３５ １４９ １９０

乙班 ５５ １３５ １５１ １１０

下面有３个命题：

① 甲班学生的平均成绩高于乙班学生的平均成绩

② 甲班学生成绩的波动比乙班学生成绩的波动大

③ 甲班学生成绩优秀的人数不会多于乙班学生成绩优秀的人数（跳绳
次数≥１５０次为优秀），则正确命题是（ ）

Ａ．① Ｂ．② Ｃ．③ Ｄ．②和③
３（福建省龙岩市，２００１）某班有甲、乙两名同学，他们某学期的五次数
学测验成绩如下：

甲：７６ ８４ ８０ ８７ ７３ 乙：７８ ８２ ７９ ８０ ８１
请问哪位同学的数学学习成绩比较稳定？

４（河北市，１９９９）甲、乙两台机床同时加工直径为１０ｍｍ的零件，为了
检验产品的质量，从产品中随机抽出６件进行测量，测得数据如下（单位：

ｍｍ）
甲机床：９９ １００ ９８ １００ １００ １０３
乙机床：９９ １００ １０２ ９９ １００ １００
（１）分别计算上述两组数据的平均数及方差；
（２）根据（１）中计算结果，说明哪一台机床加工的零件更符合要求．
５有甲、乙两个新品种的水稻，在进行杂交配系时要比较出产量较高、
稳定性较好的一种，种植后各抽取５块田获取数据，其亩产量分别如下表
（单位：ｋｇ）

１ ２ ３ ４ ５

甲 ５２ ５０ ５１ ４９ ５３

乙 ５１ ５１ ５１ ４８ ５４

（１）哪一种品种平均单产较高？
（２）哪一种品种稳定性较好？
（３）据统计，应选哪一种品种做杂交配系？
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探究能力测试

６（青岛市，２０００）两台机床同时生产直径为１０的零件，为了检验产品
质量，质量检验员从两台机床的产品中各抽出４件进行测量，结果如下：

机床甲 １０ ９．８ １０ １０．２
机床乙 １０．１ １０ ９．９ １０

如果你是质量检验员，在收集到上述数据后，你将通过怎样的运算来判

断哪台机床生产的零件更符合要求？

７．（南通市，２００３）张明、王成两位同学初二学年１０次数学单元自我检
测的成绩（成绩均为整数，且个位为０）分别如下图１４－１０所示：

图１４－１０
利用图中提供的信息，解答下列问题．
（１）完成下表：

姓名 平均成绩 中位数 众数 方差（ｓ２）

张明 ８０ ８０
王成 ２６０

（２）如果将９０分以上（含９０分）的成绩视为优有，则优秀率高的同学是
；

（３）根据图表信息，请对你对两同学各提一条不超过２０个字的学习
建议．

８（广西壮族自治区，２００２）甲乙两名射手在相同条件下打靶，射中的环
数分别如图１、图２所示．
利用图１、图２提供的信息，解答下列问题：
（１）填空，射手甲射中环数的众数是 ，平均数是 ；射手
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乙射中环数的众数是 ，平均数是 ．
（２）如果要从甲、乙两名射手中选一名去参加射击比赛，应选谁去？简
述理由．

图１４－１１

１４．４ 用计算器求平均数、标准差与方差

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 用计算器求平均数、标准差与方差．
难点 熟练使用科学计算器处理有关数据．

由于计算机和计算器的出现和不断改进，使得处理数据的统计学得到

了飞速的发展和广泛的应用．通过对本节的学习，可帮助学生进一步认识用
计算器的优越性，从而更有利于计算器的普及．
用计算器处理有关数据的问题，将是未来中考命题的热点之一．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
（１）提高运算能力除了笔算能力外，熟练运用计算
器进行快捷运算也是一种运算能力．

（２）掌握计算器的功能和熟练使用计算器是学好这一节的关键．
（３）在计算器统计计算的前提下，可通过比较两组数据的标准差来比较
它们的波动大小，而不必再转到相应方差的比较．学会用标准差来衡量一组
数据波动大小方法处理实际问题．
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能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 用计算器求下面一组数据的平均数与标准差．
（结果保留到小数点后第２位）

９．５ ９．５ ９．３ ９．８ ９．４ ９．１ ９．６ ９．５ ９．２ ９．６
思维技巧 懂得科学计算器的有关基本知识，掌握计算器的使用方法

是解此题的关键．
解

按键 显示 说明

１ ＭＯＤＥ ０． 进入统计计算状态

９．５ＤＡＴＡ １． 输入数据，显示数据个数

９．５ＤＡＴＡ ２．

９．３ＤＡＴＡ ３．

９．８ＤＡＴＡ ４．

９．４ＤＡＴＡ ５．

９．１ＤＡＴＡ ６．

９．６ＤＡＴＡ ７．

９．５ＤＡＴＡ ８．

９．２ＤＡＴＡ ９．

９．６ＤＡＴＡ １０．

ＲＣＬｘ ９．４５． 这组数据的平均数

ＲＣＬσｘ ０．１９６２１４１６９． 这组数据的标准差

所以ｘ＝９．４５，ｓ＝０．２０．
激活思维 用科学计算器进行统计计算．大体分为三个步骤：建立统计

计算状态，输入数据，按键得出所要求的统计量：ｘ即平均数，σ即为标准差
（ｓ）．和上一节利用笔算求平均数，标准差相比较，用计算器非常简便，具有
明显的优越性．此题中数据９．５出现了３次，９．６出现２次，在求和过程中还

可用９．５ＳＴＯ３ＤＡＴＡ程序运算．
同类变式 用计算器求下面一组数据的平均数与标准差：

９．９ １０．３ ９．８ １０．１ １０．４ １０ ９．８ ９．７
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解

按键 显示 说明

１ ＭＯＤＥ ０ 进入统计计算状态

９．９ＤＡＴＡ １ 输入数据，显示数据个数

１０．３ＤＡＴＡ ２

９．８ＤＡＴＡ ３

１０．１ＤＡＴＡ ４

１０．４ＤＡＴＡ ５

１０ＤＡＴＡ ６

９．８ＤＡＴＡ ７

９．７ＤＡＴＡ ８

ＲＣＬｘ １０ 这组数据的平均数

ＲＣＬσｘ ０．２３４５２０７８８ 这组数据的标准差

所以 ｘ＝１０，ｓ≈０．２３５．
思维拓展 某厂生产一批４０Ｗ的灯泡，平均使用寿命为１０００ｈ．现从这

批灯泡中随机抽出１２只灯泡作为样品进行寿命检验，经过试验后，这１２只
灯泡的使用寿命分别为９８７，１０２０，１００３，９９５，１００８，１０３８，９８０，１０２５，１０１４，

１００２，９８９，１０１６ｈ．求出这批抽检灯泡的寿命平均数和样本标准差．
解

按 键 显示

ＭＯＤＥ １

９８７ＤＡＴＡ１０２０ＤＡＴＡ１００３ＤＡＤＡ

９９５ＤＡＴＡ１００８ＤＡＴＡ１０３８ＤＡＴＡ

９８０ＤＡＤＡ１０２５ＤＡＴＡ１０１４ＤＡＴＡ

１００２ＤＡＴＡ９８９ＤＡＤＡ１０１６ＤＡＴＡ

ＲＣＬｘ

ＲＣＬσｘ

０

１２
１００６．４１６６６７
１６．３７８１２７３６
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所以 ｘ＝１００６．４２ ｓ≈１６．４．
从以上计算结果可以看出，抽样灯泡的平均寿命约为１００６ｈ．样本标准

差约为１６．４，偏差程度较小．
【例２】 已知数据：０．６５，１．５，－０．３，１．２，０．６５，－２．６，３．９，１．２，０７，

１２，０．６５，－０．４，０．６５，－０．４，－０．４．用计算器求ｎ，ｘ，∑ｘ，∑ｘ２，ｓ．
思维技巧 此题数据中出现了负数和重复的数．首先要学会用计算器

处理负数和重复数据．熟悉计算器的功能和会使用计算器是关键．
解 （１）建立统计运算状态：

按键ＭＯＤＥ１，显示：０．
（２）整理数据：

－２．６，０．７，－０．４（３个），－０．３，０．６５（４个），１．２（３个），１．５，３．９．
（３）输入数据：

ＭＯＤＥ１

＋／－ ２．６ＤＡＴＡ ＋／－ ７ＤＡＴＡ ＋／－ ０４ＳＴＯ３ＤＡＴＡ ＋／－

３ ＤＡＴＡ ０．６５ＳＴＯ ４ ＤＡＴＡ １．２ＳＴＯ ３ ＤＡＴＡ １．５ ＤＡＴＡ ３．９

ＤＡＴＡ．
（４）计算结果： 显示

ＲＣＬｘ ０．４５３３３３３３３

ＲＣＬ ∑ｘ ６．８

ＲＣＬ ∑ｘ２ ３１．２９

ＲＣＬσｘ １．３７１３０９１８８
所以ｎ＝１５，ｘ＝０．４５３，ｘ＝６．８，∑ｘ２＝３１．２９，ｓ≈１．３７１．
激活思维 用简捷的方法输入重复的数据，可以大大减少操作步骤，省

时省力．特别是当数据较多、较繁时，用计算器进行统计计算的优越性就会
更加明显．用计算器可以直接求出一组数据的平均数、标准差、容量、数据和
及平方和，而不能直接求出方差．要求方差需要再作一次平方运算．
同类变式 两种不同品种的水稻分别在各自的６块实验田上同时进行

种植，其产量如下表所示．
假定生产条件相同，试研究这两个品种的收获率，并确定哪一个品种具

有较大的稳定性和推广价值．
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甲品种 乙品种

试验田编号 平均亩产（ｋｇ）试验田编号 平均亩产（ｋｇ）

１ ５００ １ ５６０

２ ４７５ ２ ５０２

３ ５５０ ３ ４４８

４ ４５０ ４ ６０４

５ ５２５ ５ ４００

６ ４９９ ６ ４５６

解

按键１（甲品种）： 显 示

ＭＯＤＥ１ “ＳＴＡＴ”０

５００ＤＡＴＡ４７５ＤＡＴＡ５５０ＤＡＴＡ

４５０ＤＡＴＡ５２５ＤＡＴＡ４９９ＤＡＴＡ ６

ＲＣＬｘ ４９９．８３３３３３３

ＲＣＬσｘ ３２．２７７０１２８１

按键２（乙品种）：

ＭＯＤＥ１ “ＳＴＡＴ”０

５６０ＤＡＴＡ５０２ＤＡＴＡ４４８ＤＡＴＡ

６０４ＤＡＴＡ４００ＤＡＴＡ４５６ＤＡＴＡ ６

ＲＣＬｘ ４９５

ＲＣＬσｘ ６９．４１４２１５６４

对以上计算结果进行对比，可以看出甲品种水稻平均亩产高于乙品种，

且样本标准差小于乙品种．说明甲品种的各块实验田的产量都较为接近平
均亩产数，即产量较为稳定，所以甲品种水稻比乙品种水稻具有更大的推广
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价值．
思维拓展 从某年级学生数学考试中，随机抽取５４个学生的考分如

下：９４ ７２ ７８ ６６ ７１ ８５ ９２ ８０ ５４ ８８ ５０ ６２ ７８ ６０ ７７

７８ ８９ ６０ ８４ ８２ ６８ ８０ ８０ ６５ ６６ ６７ ６５ ７４ ７１ ９０

９５ ８４ ７６ ９０ ７８ ５５ ６６ ６４ ６７ ５４ ７５ ７１ ７１ ７１ ８０

６５ ８３ ７９ ６６ ６２ ７２ ６０ ４８．
求这５４个数学成绩的平均分、样本方差及样本标准差，并作出以５分

为间距的分数———人数直方图．
解 （１）先进行数据处理，将５４人的分数由低至高进行排列、分组：

４８ ５０ ５４ ５４ ５５ ６０ ６０ ６０ ６２ ６２ ６４ ６５ ６５ ６５

６６ ６６ ６６ ６６ ６７ ６７ ６８ ７１ ７１ ７１ ７１ ７１ ７２ ７２

７２ ７４ ７５ ７６ ７７ ７８ ７８ ７８ ７８ ７９ ８０ ８０ ８０ ８０

８２ ８３ ８４ ８４ ８５ ８８ ８９ ９０ ９０ ９２ ９４ ９５．
将以上分数以５分为间距，分为１０个组，各组区间的频数为：

（４５～５０］（２），（５０～５５］（３），（５５～６０］（３），（６０～６５）］（６），（６５～７０］（７），

（７０～７５］（１０），（７５～８０］（１１），（８０～８５］（５），（８５～９０］（４），（９０～９５］（３）．
注：各区间左端的数据不计入本区间，而计入上区间．
（２）输入数据

按键： 显示

ＭＯＤＥ１ ４８ ＤＡＴＡ ５０ ＤＡＴＡ ５４ＳＴＯ ２ ＤＡＴＡ ５５ ＤＡＴＡ ６０

ＳＴＯ３ＤＡＴＡ６２ＳＴＯ２ＤＡＴＡ６４ＤＡＴＡ６５ＳＴＯ３ＤＡＴＡ６６ＳＴＯ４

ＤＡＴＡ６７ＳＴＯ２ＤＡＴＡ６８ＤＡＴＡ７１ＳＴＯ５ＤＡＴＡ７２ＳＴＯ３ＤＡＴＡ

７４ＤＡＴＡ７５ＤＡＴＡ７６ＤＡＴＡ７７ＤＡＴＡ７８ＳＴＯ４ＤＡＴＡ７９ＤＡＴＡ

８０ＳＴＯ４ＤＡＴＡ８２ＤＡＴＡ８３ＤＡＴＡ８４ＳＴＯ２ＤＡＴＡ８５ＤＡＴＡ

８８ＤＡＴＡ８９ＤＡＴＡ９０ＳＴＯ２ＤＡＴＡ９２ＤＡＴＡ９４ＤＡＴＡ９５ＤＡＴＡ

（３）求出计算结果

ＲＣＬｘ ７２．７７７７７７７８（平均分数）

ＲＣＬσｘ １１．２２９３７０６６（样本标准差）
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注：以上为以５分为间距的分数———人数直方图．
图１４－１２

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）用科学计算器进行统计运算的按键操作步骤有① ②
③ ④ ⑤ ．
（２）在统计运算开始之前，先按 键，使计算器进入统计运算状态．
（３）求数据９．３，９．３，９．３，９．３之和，用计算器计算，最好的按键操作是

．
（４）ＤＡＴＡ键在计算器建立统计运算状态后，是 功能键．
（５）在数据输入过程中，若误输入了数字，需要更正，然后重新输入正确
数据，不需从头开始输入，应按 键将其清除．
（６）计算器进入统计运算状态后，求一组数据：－３，－７，１２，１０，－４的
和，其操作步骤是 ．
（７）一般具有统计功能的计算器都可以直接求出一组数据的平均数与
标准差，而不能直接求出 ．若要求 ，需要再作一次 运算．

２用计算器分别计算：９．９，１０．３，１０，９．５，９．７，９．８，１０．５，１０，１０．２，１０的
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平均数、标准差．

探究能力测试

３某糖厂用甲、乙两台自动打包机包装糖果，开工后从所打的包中各抽
出９包，称得重量如下（单位：ｋｇ）
甲：９９．３ ９８．７ ９８．５ １００．５ ９９．７ ９９．５ １０２．１ １００．５ １０１．５
乙：９９．２ １００．５ １００．３ １００．８ ９９．６ ９９．４ １０１．７ ９９．５ ９９．０
用计算器分别计算上面两个样本的平均数和方差，如果每包标准重量

为１００ｋｇ，试说明采用哪台打包机包糖果，重量较符合标准．
４某中学生射击队要从甲、乙、丙三位射手中选拔一名参加某项比赛，
选拔时在相同的条件下各射击１０次，各人命中的环数如下：
甲：１０ １０ ９ １０ ９ ９ ９ ９ ９ ９
乙：１０ １０ １０ ９ １０ ８ ８ １０ ８ ８
丙：１０ ９ ８ １０ ８ ９ １０ ９ ９ ９
问应选哪一名选手参加比赛？请你用计算器计算说明之．

１４．５ 频率分布

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 绘制频率直方图．
难点 决定组距与组数．

探究点 涉及频率分布的试题常以社会热点为背景，形式多样，综合性较

强．近来出现了很多图、文、表结合的试题 对创新意识和实践能力要求较高．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
（１）直方图的特点是利用长方形面积的大小来反
映频率的大小．首先要掌握几个等量关系：① 各小组的

频数之和等于数据总数；② 各小组的频率之和等于１；③ 各组组距相等，即

每个小长方形的宽都相等；④ 各小长方形的高＝
频率
组距＝

１
组距×数据总数×

频数，即小长方形的高与该组频数成正比；⑤ 小长方形的面积之和等于各小
组的频率和１．
（２）依照课本中画直方图的五个步骤，对数据细心地整理，方能画出频
率分布直方图．

名校经验 创新设计

３６８

新
教
材
同
步
学
案



（３）组距的大小依赖于组数的多少，常分５～１２组．
（４）学会综合处理问题．

能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例１】 某中学同年级４０名男生的体重数据如下（单
位：ｋｇ）：

６１ ６０ ５９ ５９ ５９ ５８ ５８ ５７ ５７ ５７ ５７ ５６ ５６ ５６ ５６ ５６
５６ ５６ ５５ ５５ ５５ ５５ ５４ ５４ ５４ ５４ ５３ ５３ ５２ ５２ ５２ ５２
５２ ５１ ５１ ５１ ５０ ５０ ４９ ４８
列出样本的频率分布表，绘出频率分布直方图．
思维技巧 本题考查列频率分布表和频率分布直方图的绘制．掌握绘

图步骤，决定组距和组数是关键．在实际绘图时，如果通过计算各个频率与
组距的比值去确定相应各个小长方形的高，是十分麻烦的．但利用小长方形
的高与频数成正比这一性质，可使画图方法简便，即：如果用某一长度ｈ表
示频数为１的小长方形的高，那么频数为ｋ的小长方形的高就是ｋｈ．在频率
分布表中，各组的频率之和等于１；相应地，在频率分布直方图中，各小长方
形的面积之和等于１．
解 （１）计算最大值与最小值的差：６１－４８＝１３；
（２）决定组距与组数，取组距为２；
最大值－最小值
组距 ＝１３

２＝６１
２
，

所以共分成７组．
（３）决定分点，使分点比数据多一位小数，并把第１小组的分点减小

０．５，即分成如下７组：

４７．５～４９．５ ４９．５～５１．５ ５１．５～５３．５ ５３．５～５５．５ ５５．５～５７．５
５７．５～５９．５ ５９．５～６１．５
（４）列出频率分布表如下：

分组 频数 频率

４７．５～４９．５ ２ ０．０５

４９．５～５１．５ ５ ０．１２５

５１．５～５３．５ ７ ０．１７５

５３．５～５５．５ ８ ０．２０

５５．５～５７．５ １１ ０．２７５
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分组 频数 频率

５７．５～５９．５ ５ ０．１２５

５９．５～６１．５ ２ ０．０５

合计 ４０ １．００

（５）绘出频率分布直方图（如图１４－１３）．

图１４－１３
激活思维 分组组数的确定不仅与数据的多少有关，还与数据的取值

情况有关，组数取得合适，数据的分布规律会呈现得较为清楚；组数定的不

合适，数据的分布规律则呈现得较为模糊．组数的决定方法是：设数据总数
目为ｎ，一般地，当ｎ≤５０则分为５～８组；当５０≤ｎ≤１００则分为８～１２组
较为合适；分点的决定方法是：若数据为整数，则分点数据减去０．５；若数据
是小数点后一位的数，则分点减少０．０５，以此类推．
同类变式 （青岛市２００２）光明中学为了了解本校中学生的身体发育情

况，对某年级同龄的４０名女学生的身高进行了测量，结果如下（数据均为整
数，单位：ｃｍ）

１６７，１５４，１５９，１６６，１６９，１５９，１５６，１６２，１５８，１５９，１６０，１６４，

１６０，１５７，１６１，１５８，１５３，１５８，１６４，１５８，１６３，ｘ，１５７，１６２，

１５９，１６５，１５７，１５１，１４６，１５１，１６０，１６５，１５８，１６３，１６２，１５４，

１４９，１６８，１６４．
统计人员将上述数据整理后，列出了频率分布表如下并画出了频率分

布直方图（如图１４－１４）．
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图１４－１４

分 组 频数 频率

１４４．５～１４９．５ ２ ０．０５

１４９．５～１５４．５ Ａ Ｂ

１５４．５～１５９．５ １４ ０．３５

１５９．５～１６４．５ Ｃ Ｄ

１６４．５～１６９．５ ６ ０．１５

合 计 ４０ １

根据以上信息回答下列问题：

（１）频率分布表中Ａ＝ ，Ｂ＝ ，Ｃ＝ ，Ｄ＝ ；

（２）原数据中，ｘ的值可能是 ．
解 （１）由频率分布直方图知，１４９．５～１５４．５与１６４．５～１６９．５频数相

同，所以Ａ＝６，Ｂ＝０．１５．
Ｃ＝４０－（２＋６＋１４＋６）＝４０－２８＝１２．
所以Ｄ＝０．３０．
（２）由题中３９个已知数据看，在１４９．５～１５４．５只有５个．因此ｘ必在

１４９．５～１５４．５内．所以ｘ可能为１５０或１５１或１５２或１５３或１５４．
思维拓展 １（黄冈市，２００２）在对某班的一次数学测验成绩进行统计

分析，各分数段的人数如图１４－１５所示（分数取正整数，满分１００分），请观
察图形，并回答下列问题．
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图１４－１５
（１）该班有 名学生；

（２）６９．５～７９．５这一组的频数是 ，频率是

（３）请估算该班这次测验的平均成绩．
解 （１）该班共有学生数为２＋６＋８＋１０＋１６＋１８＝６０（人）．

（２）６９．５～７９．５这一组的频数为１８．频率＝１８
６０＝０．３．

（３）平均成绩ｘ＝４５×６＋５５×８＋６５×１０＋７５×１８＋８５×１６＋９５×２
６０

＝７１（分）．
【例２】 （辽宁省，２００１）为增强学生的身体素质，某校坚持长年的全员
体育锻炼，并定期进行体能测试，如图１４－１６是将某班学生的立定跳远成
绩（精确到０．０１ｍ）进行整理后，分成５组，画出的频率分布直方图的一部
分．已知从左到右４个小组的频率分别是０．０５，０．１５，０．３０，０．３５，第５小组
的频数是９．
（１）请将频率分布直方图补充完整；
（２）该班参加这次测试的学生有多少人？
（３）若成绩在２．００ｍ以上（含２．００ｍ）的为合格，问该班成绩的合格率
是多少？

（４）这次测试中，你能肯定该班学生成绩的众数和中位数各落在哪一小
组内吗？（只需写出能或不能，不必说明理由）

思维技巧 此题是用所学过的统计知识去解决实际问题．首先根据题
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意，把直方图补充完整．再根据频率与频数的关系，求出学生总人数．

图１４－１６
解 （１）把直方图补充完整（图１４－１７）．

图１４－１７
（２）因为第５小组的频率是０．１５，频数是９，
所以该班参加这次测试学生的人数是：９÷０．１５＝６０（人）．
（３）因为第３、４、５组的频率之和为０．８０，所以 该班成绩的合格率为

８０％．
（４）不能肯定众数和中位数各在哪一小组内．
同类变式 １（黑龙江省，２００２）为了了解初三毕业生的体能情况，某校

抽取了一部分初三毕业生进行一分钟跳绳次数测试，将所得数据整理后，画

出频率分布直方图（如图１４－１８）．图中从左到右各小组的小长方形的面积
之比是：２∶４∶１７∶１５∶９∶３，第二小组的频数为１２．
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图１４－１８
（１）填空：第二小组的频率是 ，在这个问题中，样本容量是

；

（２）若次数在１１０以上（含１１０次）为达标，试估计该校初三毕业生的达
标率约是多少？

（３）在这次测试中，学生跳绳次数的中位数落在哪个小组内？请说明
理由．
解 本考题主要考查频率分布直方图，涉及频率与频数等方面的内容．
（１）由于频率分布直方图以图形面积的形式，反映了数据落在各个小组
内的频率的大小，因此，第二小组的频率应为：

４
２＋４＋１７＋１５＋９＋３＝０．０８；

再依据，频率＝
第二小组的频数
样本容量

，

知，样本容量＝
第二小组的频数
第二小组的频率＝

１２
０．０８＝１５０．

（２）由题图可估计该校初三毕业生的达标率约为 １７＋１５＋９＋３
２＋４＋１７＋１５＋９＋３

×１００％＝８８％．
（３）由已知可得，各小组的频数依次为６，１２，５１．４５，２７，９．

所以前三组的频数之和为６９，前四组的频数之和为１１４，而６９＜１５０
２ ＜

１１４，
所以学生跳绳次数的中位数落在第四小组内．
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２（河北省，２００１）某班同学参加环保知识竞赛，将学生的成绩（得分取
整数）进行整理后分成五组，绘成频率分布直方图（如图１４－１９）．图中从左
到右各小组的小长方形的高的比是１∶３∶６∶４∶２，最右边一组的频数是６．结合
直方图提供的信息，解答下列问题：

图１４－１９

（１）该班共有多少名同学参赛？
（２）成绩落在哪组数据范围内的人数最多，是多少？
（３）求成绩在６０分以上（不含６０分）的学生占全班参赛人数的百分率．
解 （１）由直方图的意义可知，小长方形的高的比等于频数的比，由最

右边一组的频数为６，可得各组频数依次为３，９，１８，１２，６．从而共有３＋９＋
１８＋１２＋６＝４８个数据，即有４８名学生参赛．
（２）成绩落在７０．５～８０．５数据范围内的人数最多，为１８人．
（３）６０分以上（不含６０分）的人数为４５人，占全班参赛人数的百分率
为（４５÷４８）×１００％＝９３．７５％．
思维拓展 １（哈尔滨市，２００１）为了解某中学初中三年级３００名男学

生的身体发育情况，从中对２０名男学生的身高进行了测量，结果如下：（单
位：ｃｍ）

１７５ １６１ １７１ １７６ １６７ １８１ １６１ １７３ １７１ １７７
１７９ １７２ １６５ １５７ １７３ １７３ １６６ １７７ １６９ １８１
下表是根据上述数据填写的频率分布表的一部分：
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分 组 频数累计 频 数 频 率

１５６．５～１６１．５ ? ３ ０．１５

１６１．５～１６６．５ ? ２ ０．１０

１６６．５～１７１．５ ? ４ ０．２０

１７１５～１７６．５ 正一 ０．３０

１７６５～１８１．５ 正 ５

合计 ２０ １．００

（１）请填写表中未完成的部分；
（２）样本数据中，男生身高的众数是多少厘米？
（３）根据表中数据整理与计算回答：该校初中三年级男学生身高在

１７１．５～１７６．５（ｃｍ）范围内的人数为多少？
解 （１）６，０．２５
（２）样本数据中，男生身高的众数是１７３（ｃｍ）．
（３）因为 男学生身高在１７１．５～１７６．５ｃｍ范围内的频率是０．３０，
所以 ３００×０．３０＝９０（人）
答：略

２（苏州市，２００１）为了了解某中学初三年级２５０名学生升学考试的数
学成绩，从中抽取了５０名学生的数学成绩进行分析，求得ｘ样本＝９４．５．下面
是５０名学生数学成绩的频率分布表．

分 组 频数累计 频 数 频 率

６０．５～７０．５ ? ３ ａ

７０．５～８０．５ 正一 ６ ０．１２

８０．５～９０．５ 正? ９ ０．１８

９０．５～１００．５ 正正正? １７ ０．３４

１００．５～１１０．５ 正正 ｂ ０．２

１１０．５～１２０．５ 正 ５ ０．１

合 计 ５０ １

根据题中给出的条件回答下列问题．
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（１）在这次抽样分析的过程中，样本是 ；

（２）频率分布表中的数据ａ＝ ，ｂ＝ ；

（３）估计该校初三年级这次升学考试的数学平均成绩约为 分；

（４）在这次升学考试中，该校初三年级数学成绩在９０．５～１００．５范围内
的人数约为 人．
解 （１）５０名学生的数学成绩；

（２）由图表知，ａ＝３
５０＝０．０６，ｂ＝１０；

（３）因为 ｘ样本＝９４．５，
所以估计该校初三年级这次升学考试的数学平均成绩约为９４．５分；
（４）由图表知，５０名学生中，在９０．５～１００．５中频率为０．３４（１７人），那
么在２５０名学生中，在９０．５～１００．５范围内的人数约为１７×５＝８５（人）．
答：略

【例３】 （济南市，２００１）如图１４－２０是某晚报“百姓热线”一周内接到
热线电话的统计图．其中有关环境保护问题的电话最多，共７０个．请回答下
列问题：

图１４－２０
（１）本周“百姓热线”共接到热线电话多少个？
（２）有关道路交通问题的电话有多少个？
思维技巧 此题是常见的“频率分布直方图问题”，直方图是横着放置

的．识图，读懂题意，善于处理信息和数据是关键．
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解 （１）７０÷３５％＝２００（个）．
（２）２００×２０％＝４０（个）．
答：本周共接到热线电话２００个，有关道路交通问题的电话４０个．
激活思维 将较简单的“频率分布直方图问题”置于“百姓热线”电话新

情境之中，并且将直方图横着放置，使题目焕发出新的活力，同时，增加了阅

读理解的难度．因而，解答此类题无法套用现成的模式，必须仔细分析题意，
积极探索，弄清题中蕴含着的内在联系．
同类变式 （新疆，２００１）如图１４－２１，是我国运动员从１９８４～２０００年在

奥运会上获得奖牌数的统计图，请你根据统计图提供的信息，回答下列问题：

图１４－２１
（１）从１９８４～２０００年五届奥运会我国运动员共获奖牌多少枚？
（２）哪届奥运会我国运动员获得的奖牌总数最多？
（３）根据以上统计，预测我国运动员在２００４年奥运会上大约能获得多
少枚奖牌？

解 （１）根据统计图知：

１９８４年共获奖牌数：１５＋８＋９＝３２（枚）；

１９８８年共获奖牌数：５＋１４＋１２＝３１（枚）；
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１９９２年共获奖牌数：１６＋２２＋１６＝５４（枚）；

１９９６年共获奖牌数：１６＋２２＋１２＝５０（枚）；

２０００年共获奖牌数：２８＋１６＋１５＝５９（枚）．
因此从１９８４～２０００年五届奥运会我国运动员共获奖牌数为３２＋３１＋

５４＋５０＋５９＝２２６（枚）．
（２）由（１）知，２０００年奥运会我国运动员获得的奖牌最多． （３）略．
思维拓展 （江西省，２００１）从２００１年２月２１日０时起，中国电信执行

新的电话收费标准，其中本地网营业区内通话费是：前３ｍｉｎ为０．２元（不足

３ｍｉｎ的按３ｍｉｎ计算），以后每分钟加收０．１元（不足１ｍｉｎ的按１ｍｉｎ计
算）．上星期天，一位学生调查了Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ五位同学某天打本地网营业
区内电话的通话时间情况，原始数据如表１：
表１

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

第一次通话时间 ３ｍｉｎ ３ｍｉｎ４５ｓ３ｍｉｎ５５ｓ３ｍｉｎ２０ｓ ６ｍｉｎ

第二次通话时间 ０ ４ｍｉｎ ３ｍｉｎ４０ｓ４ｍｉｎ５０ｓ ０

第三次通话时间 ０ ０ ５ｍｉｎ ２ｍｉｎ ０

表２

时间段 频数累计 频数

０＜ｔ≤３

３＜ｔ≤４

４＜ｔ≤５

５＜ｔ≤６

（１）问Ｄ同学这天的通话费是多少？
（２）设通话时间为ｔ（ｍｉｎ），试根据表１填写频数（落在某一时间段上的
通话次数）分布表（表２）．
（３）调整前执行的原电话收费标准是：每３ｍｉｎ为０．２元（不足３ｍｉｎ的
按３ｍｉｎ计算）．问：这五位同学这天的实际平均

獉獉
通话费，与用原电话收费标

准算出的平均
獉獉
通话费相比，是增多了，还是减少了？若增多，多多少？若减
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少，少多少？

解 （１）（０．２＋０．１）＋（０．２＋２×０．１）＋０．２＝０．９（元），
所以Ｄ同学这天通话费是０．９元．
（２）表２

时间段 频数累计 频数

０＜ｔ≤３ ? ２

３＜ｔ≤４ 正 ５

４＜ｔ≤５ ? ２

５＜ｔ≤６ 一 １

（３）设这五位同学这天的实际平均通话费为ｘ元，按原电话收费标准算

出的平均通话费ｘ′元，则ｘ＝１
５
（２×０．２＋５×０．３＋２×０．４＋０．５）＝０．６４，

ｘ′＝１
５
（２×０．２＋８×０．４）＝０．７２，

ｘ′－ｘ＝０．７２－０．６４＝０．０８（元）．
所以这五位同学这天的实际平均通话费比按原电话收费标准算出的平

均通话费减少了０．０８元．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试
基础能力测试

１填空题
（１）（贵阳市，２００３）对某班５０名学生的数学毕业成绩进行统计，９０～９９
分的人数有１０名，这一分数段的频率为 ．
（２）（甘肃省，２００３）为了解中学生的身体发育情况，对某中学同龄的６０
名同学的身高进行了测量．经统计，身高在１４８．５～１５１．５之间的频数为３，
则这一组的频为 ．
（３）（河北省，２００３）某中学举行了一次演讲比赛，分段统计参赛同学的
成绩，结果如下表：（分数均为整数，满分为１００分）

分数段（分） ６１～７０ ７１～８０ ８１～９０ ９１～１００

人数（人） ２ ８ ６ ４
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请根据表中提供的信息，解答下列各题：

图１４－２２
① 参加这次演讲比赛的同学共有 人；

② 已知成绩９１～１００分的同学为优胜者，那么，优胜率为 ；

③ 所有参赛同学的平得分Ｍ（分）在什么范围内？答： ；

④ 将成绩频率分布直方图补充完整．
（４）（盐城市，２００１）甲、乙两个小组各１０名学生某次数学测验成绩如下

（单位：分）

甲组：７６ ９０ ８４ ８６ ８１ ８７ ８６ ８２ ８５ ８３
乙组：８２ ８４ ８５ ８９ ７９ ８０ ９１ ８９ ７９ ７４
回答下列问题：

① 甲组数据的众数是 ，乙组数据的中位数是 ；

② 若甲组数据的平均数为ｘ，乙组数据的平均数为ｙ，则ｘ与ｙ的大小关
系是 ；

③ 经计算知：ｓ２
甲＝１３．２，ｓ２

乙＝２６．３６，ｓ２
甲＜ｓ２
乙．这表明 （用简要

的文字语言表达）；

④ 将甲、乙两组数据并成一组数据后，按照组距４分分组时，可以分成
以下５组：

７３．５～７７．５，７７．５～８１．５，８１．５～８５．５，８５．５～８９．５，８９．５～９３．５，则其中

８５．５～８９．５这一组的频数是 ，频率是 ．
（５）（常州市，２００１）为了了解小学生的体能情况，抽取了某小学同年级学
生进行跳绳测试，将所得数据整理后，画出如图１４－２３所示的频率分布直方
图．已知图中从左到右前三个小组的频率分别是０．１，０．３，０．４，第一小组的频
数为５，则第四小组的频率是 ，参加这次测试的学生是 人．
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图１４－２３
（６）（宁波市，２００１）初三（２）班５０人的一次考试成绩频率分布直方图如
图１４－２４，则７１～９０分之间有 人．

图１４－２４
（７）（鄂州市，２００１）某中学为了了解初二年级数学的学习情况，在全校
初二学生中抽取了５０名进行测试，将所得成绩（成绩均为整数，满分１００分）
整理后，列出如下表格，并画出如图１４－２５所示的频率分布直方图．

图１４－２５
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分 组 频 数 频 率

４９．５～５９．５ ０．０４

５９．５～６９．５ ３ ０．０６

７ ０．１４

７９．５～８９．５

８９．５～９９．５ ２１ ０．４２

① 完成表中未填写的部分；

② 本次测试这５０名学生的优秀率是多少？（成绩不低于８０分为优秀）
答： ．
③ 请你对该校初二年级数学的学习情况作一个简单的评价．
答： ．
（８）（黄冈市，２０００）已知一个样本含２０个数据：６０８ ６９ ７０ ６６ ６８

６５ ６４ ６５ ６９ ６２ ６７ ６６ ６５ ６７ ６３ ６５ ６４ ６１ ６５ ６６ 在
列频率分布表时，如果取组距为２，那么应分成 组，６４．５～６６．５这
一小组的频率为 ，上述样本的样本容量是 ．
（９）（徐州市，２０００）图１４－２６是某班５０名学生身高的频率分布直方图

（精确到１ｃｍ），从左边起第一、二、三、四个小长方形的高的比是１∶３∶５∶１．那
么，身高１５０ｃｍ以下（不含１５０ｃｍ）的学生有 人；身高１６０ｃｍ及

１６０ｃｍ以上的学生占全班学生人数的 ％．

图１４－２６
（１０）（西安，２０００）初三某班２０名男同学一次投掷标枪测验成绩如下：
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（单位：ｍ）

２５ ２１ ２３ ２５ ２７ ２９ ２５ ２８ ３０ ２９
２６ ２４ ２５ ２７ ２６ ２２ ２４ ２５ ２６ ２８
根据以上数据填写下面的频率分布表（填补剩余的空格部分）

分 组 频率累计 频数 频率

２０．５～２２．５ ? ２ ０．１０

２２．５～２４．５ ? ３ ０．１５

２４．５～２６．５

２６．５～２８．５

２８．５～３０．５ ? ３ ０．１５

合计

（１１）（南通市，２００２）为了了解小学生的素质教育情况，某县在全县各小
学共抽取了２００名五年级学生进行素质教育调查，将所得数据整理后，画出
频率分布直方图（如图１４－２７），已知图中从左到右前４个小组的频率分别
为０．０４，０．１２，０．１６，０．４，则第五小组的频数为 ．

图１４－２７
（１２）（济南市，２００２）为了让市场开发出更多适合消费者需求的房屋，以
引导理性开发、理性消费．某房地产营销策划公司对２０００位客户的需求进
行了调查，并利用专业的软件进行统计分析后，绘出如图１４－２８所示的消
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费者对需求面积的统计分布图 其中，需求率＝
需求客户数（ ）被调查客户总数 ．请你观

察并计算需求面积在１００～１４０（含１４０、不含１００）ｍ２的客户数是 ．

注：每组面积的取值范围中，含最高值，不含最低值

图１４－２８
２．（威海市，２００１）某班有ｎ名男同学，他们跳高成绩都在１．１０ｍ～

１．５９ｍ范围内．如图１４－２９是根据他们跳高成绩绘制的频率分布直方图
（不完整），从左至右各小组的频率分别是０．１２，０．２０，０．３２，⋯，第二组的频
数为５．

图１４－２９
（１）求ｎ；
（２）求跳高成绩超过１．３９５ｍ的人数；
（３）将频率分布直方图画完整．
３（临沂市，２００１）某中学初三年级共６００名学生，举行了一次数学测
验，为了了解这次测验成绩的状况，从中抽取了５０名学生的成绩，统计情况
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见频率分布表．

分 组 频数统计 频数 频率

４９．５～５９．５ ? ４ ０．０８

５９．５～６９．５ 正? ８ ０．１６

６９．５～７９．５ 正正 １０ ０．２０

７９．５～８９．５ 正正正一 ０．３２

８９．５～９９．５ 正正? １２

合计 ５０ １．００

（１）在这个问题中，总体和样本各指什么？
（２）填写频率分布表中未完成的部分．
（３）这次测验中该校初三全年级的学生成绩在６９．５～７９．５中的人数约
是多少？

４．（昆明市，２００３）明湖区一中对初二年级女生仰卧起坐的测试成绩进
行统计分析，将数据整理后，画出如下频率分布直方图，已知图中从左到右

的第一、第二、第三、第四、第六小组的频率依次是０．１０、０．１５、０．２０、０．３０、

０．０５，第五小组的频数是３６，根据所给的图填空：

图１４－３０
（１）第五小组的频率是 ，请补全这个频率分布图；

（２）参加这次测试的女生人数是 ，若次数在２４（含２４次）以上为
达标，（此标准为中考体育标准），则该校初二年级女生达标率为 ．
（３）请你用统计知识，以中考体育标准对明湖区１２所中学初二女生仰
卧起坐成绩的达标率作一个估计．

５．（山西省，２００３）某班同学进行数学测验，将所得成绩９得分取整数进
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行整理后分成五组，并绘制成频率分布直方图（如图１４－３１）．请结合直方图
提供的信息，回答下列问题．
（１）该班共有多少名学生？
（２）８０．５～９０．５分这一分数段的频数、频率分别是多少？
（３）这次成绩中的中位数落在哪个分数段内？
（４）从左到右各小组的频率比是多少？

图１４－３１
６（辽宁省，２０００）为了了解某中学初中三年级１７５名男学生的身高情
况，从中抽测了５０名男学生的身高，下面是数据整理与计算的一部分：

数
据
整
理
与
计
算

ｘ样本＝１６４（ｃｍ）频率分布表

分 组 频 数 频 率

１４７．５～１５１．５ １ ０．０２

１５１．５～１５５．５ ２ ０．０４

１５５．５～１５９．５ ４ ０．０８

１５９．５～１６３．５ １５

１６ ０．３２

１６７．５～１７１．５ ５ ０．１０

１７１．５～１７５．５ ０．０８

１７５．５～１７９．５ ３ ０．０６

合计 ５０

（１）在这个问题中，总体和样本各指什么？（２）填写频率分布表中未完
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成的部分．（３）根据数据整理与计算回答下列问题：

① 该校初中三年级男学生身高在１５５．５～１５９．５（ｃｍ）范围内的人数约
为多少？占多大比例？

② 估计该初中三年级男学生的平均身高．
７（扬州市，２０００）对某班学生一次数学测验成绩进行统计分析，各分数
段的人数如图所示（分数取正整数），请观察图１４－３２并回答下列问题：

图１４－３２
（１）该班有多少名学生？
（２）８９．５～９９．５这一组的频数、频率分别是多少？
（３）估算该班这次测验的平均成绩．

探究能力测试

图１４－３３

８．（嘉兴市，２００３）某班的联欢会上，设有一
个摇奖节目，奖品为钢笔、图书和糖果，标于一个

转盘的相应区域上（转盘被等分为四个区域，如

图）．转盘可以自由转动．参与者转动转盘，当转盘
停止时，指针落在哪一区域，就获得哪种奖品．则
获得钢笔的概率为 ．

９．（重庆市，２００３）在举国上下众志成城抗击
“非典”的斗争中，疫情变化牵动着全国人民的心．
请根据下列疫情统计图表回答问题：

（１）图１４－３４是２００３年５月１１日至５月２９日全国疫情每天新增数据
统计走势图，观察后回答：

① 每天新增确诊病例与新增疑似病人数之和超过１００人的天数共有
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天．

图１４－３４
② 在本题的能统计中，新增确诊

獉獉
病例的人数的中位数是 ．

③ 本题在对新增确诊
獉獉
病例的统计中，样本是 ，样本容量是

．
（２）下表是我国一段时间内全国确诊病例每天新增的人数与天数的频
率统计表．（按人数分组）

每组

人数
０～９ １０～１９２０～２９３０～３９４０～４９５０～５９

频数 ４ ５ １ ０ ２
频率 ０．２７５ ０．１ ０．０２５ ０ ０．０５

每组

人数
６０～６９７０～７９８０～８９９０～９９１００以上 合计

频数 １ １ ２ ０ １３
频率 ０．０２５ ０．１ ０．０５ ０ １．００

①１００人以下的分组组距是 ．
② 填写本统计表中未完成的空格．
③ 在统计的这段时期中，每天新增确诊

獉獉
病例人数在８０人以下的天数共
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有 天．
１０（上海市，２０００）为制定本市七、八、九年级学生校服的生产计划，有
关部分门准备对１８０名初中男生的身高做调查．现有三种调查方案：
（Ａ）测量少年体校中１８０名男子篮球、排球队员的身高；
（Ｂ）查阅有关外地１８０名男生身高的统计资料；
（Ｃ）在本市的市区和郊县各任选一所完全中学、两所初级中学，在这六
所学校有关的年级（１）班中，用抽签的方法分别选出１０名男生，然
后测量他们的身高．

（１）为了达到估计本市这三个年级男生身高分布的目的，你认为采用
上述哪一种调查方案比较合理，为什么？（答案分别填在空格内）

答：选 ；理由 ．
（２）下表中的数据是使用某种调查方法获得的：

初中男生身高情况抽样调查表

年级
人
数

身高（ｃｍ）

七年级 八年级 九年级
总计

（频数）

１４３～１５３ １２ ３ ０
１５３～１６３ １８ ９ ６
１６３～１７３ ２４ ３３ ３９
１７３～１８３ ６ １５ １２
１８３～１９３ ０ ０ ３

图１４－３５
（注：每组可含最低值，不含最高值）
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① 根据表中的数据填写表中的空格；

② 根据填写的数据绘制频数分布直方图．
１１．（河北省，２０００）为了解学生的身高情况，抽测某校１７岁的５０名男
生的身高，数据如下（单位：ｍ）

身高 １．５７ １．５９ １．６０ １．６２ １．６３ １．６４ １．６５ １．６６ １．６８

人数


１ １ ２ ２ ３ ２ １ ６ ５

身高 １．６９ １．７０ １．７１ １．７２ １．７３ １．７４ １．７５ １．７６ １．７７

人数 ８ ７ ２ ３ ２ １ ２ １ １

若将数据分成７组，取组距为０．０３ｍ，相应的频率分布表是：

分 组 频 数 频 率

１．５６５～１．５９５ ２ ０．０４
１．５９５～１．６２５ ４ ０．０８
１．６２５～１．６５５ ６ ０．１２
１．６５５～１．６８５ １１ ０．２２
１．６８５～１．７１５ １７ ０．３４
１．７１５～１．７４５ ６ ０．１２
１．７４５～１．７７５ ４ ０．０８
合计 ５０ １

请回答下列问题：

（１）样本数据中，１７岁男生身高的众数、中位数分别是多少？
（２）依据样本数据，估计这所学校１７岁的男生中，身高不低于１．６５ｍ
且不高于１．７０ｍ的学生所占的百分比；
（３）观察频率分布表，指出该校１７岁的男生中，身高在哪个数据范围内
的频率最大，如果该校１７岁的男生有３５０人，那么在这个身高范围内的人
数估计有多少人？

１２（辽宁省，２００２）初中生的视力状况受到全社会的广泛关注，某市有
关部门对全市３万名初中生视力状况进行了一次抽样调查，如图１４－３６是
利用所得数据绘制的频数分布直方图（长方形的高表示该组人数），根据图

中所提供的信息回答下列问题：

（１）本次调查共抽测了多少名学生；
（２）在这个问题中的样本指什么？
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（３）如果视力在４．９～５．１（含４．９、５．１）均属正常，那么全市有多少初中
生的视力正常？

图１４－３６
１３（聊城市，２００２）某校初三学生进行毕业体育测试．下面是根据初
三·一班男生的立定跳远成绩（精确到０．０１ｍ）绘制的频率分布直方图（如图

１４－３７），图中从左到右各小长方形的高之比是１∶２∶５∶６∶４，最后一组的频数
是８．根据直方图所表达的信息解答下列问题：

图１４－３７
（１）该班共有多少名男生？
（２）若立定跳远的成绩在２．００ｍ以上（包括２．００ｍ）为合格，求该班这
项测试成绩的合格率（精确到０．１％）．

１４（哈尔滨市，２００２）在育民中学举行的电脑知识竞赛中，将初三两个
班参赛学生的成绩（得分均为整数）进行整理后分成五组，绘制出如下的频
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率分布直方图（如图１４－３８）．已知图中从左到右的第一、第三、第四、第五小
组的频率分别是０．３０、０．１５、０．１０、０．０５，第二小组的频数是４０．

图１４－３８
（１）求第二小组的频率，并补全这个频率分布直方图；
（２）求这两个班参赛的学生人数是多少；
（３）这两个班参赛学生的成绩的中位数应落在第几小组内？（不必说明
理由）

１５某班同学参加公民道德知识竞赛，将竞赛所得成绩（得分取整数）进
行整理后分成五组，并绘制成频率分布直方图（如图１４－３９），请结合直方图
提供的信息，解答下列问题：

图１４－３９
（１）该班共有多少名学生？
（２）６０．５～７０．５这一分数段的频数、频率分别是多少？
（３）这次竞赛成绩的中位数落在哪个分数段内？
（４）根据统计图，提出一个问题，并回答你所提的问题．
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１６．（云南曲靖，２００２）某市实行中考改革，需要根据该市中学生体能的
实际状况重新制定中考体育标准，为此，抽取了５０名初中毕业的女学生进
行一分钟仰卧起坐次数测试，测试情况绘制成频率分布直方图（１４－４０）及
表格如下：

次数 ６ １２ １５ １８ ２０ ２５ ２７ ３０ ３２ ３５ ３６

人数 １ １ ７ １８ １０ ５ ２ ２ １ １ ２

（１）求这次抽样测试数据的平均数、众数和中位数．
（２）根据这一样本数据的特点，你认为该市中考女生一分钟仰卧起坐项
目测试的合格标准次数应定多少次较为合适？请简要说明理由．
（３）根据频率分布直方图，求（０．５～９．５）组的频率．
（４）根据（２）中你认为合格的标准，试估计该市中考女生一分钟仰卧起
坐项目测试的合格率是多少？

图１４－４０
１７．（临沂市，２００２）某中学初二年级共２００名学生．学校为了增强学生
的环保意识，在本年级进行了一次环保知识测验．为了了解这次测验的成绩
状况，从中抽取了５０名学生的成绩，将所得数据整理后，画出如图１４－４１所
示的频率分布直方图，已知：图中从左到右前三个小组的频率分别为０．１，

０．１８，０．２６．
（１）在这个问题中，总体和样本各指什么？
（２）图中第四个小组和第五个小组的频率各是多少？第五个小组的频
数是多少？

（３）这次测验中，初二全年级的学生成绩在５９．５～６９．５中的人数约是
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多少？

图１４－４１

１４．６ 实习作业

学学学学学学学学学学学学学学学学点点点点点点点点点点点点点点点点探探探探探探探探探探探探探探探探究究究究究究究究究究究究究究究究分分分分分分分分分分分分分分分分析析析析析析析析析析析析析析析析
重点 按照实习作业的一般方法和步骤去完成．
难点 在完成实习作业过程中对有关数据的整理和处理．

探究点 课本知识和课外活动的有机结合是形成应用数学意识最好的

方式之一，是时代对数学的要求．如何走出课堂进行调查、收集整理数据，为
制定决策提供依据，是一个开放的课题，也是值得探究的问题．

学学学学学学学学学学学学学学学学习习习习习习习习习习习习习习习习方方方方方方方方方方方方方方方方法法法法法法法法法法法法法法法法技技技技技技技技技技技技技技技技巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧巧
首先要有认真、求实、负责的科学态度；其次要学好

课本上的有关知识，这两点是学好本节的关键．掌握实
习作业的一般方法和步骤也是非常重要的．统计里的实习作业，一般可分为
三个步骤：（１）确定抽取样本的对象．为了使样本对总体的估计更加精确，所
确定的抽取样本的对象应力求具有广泛代表性．（２）确定抽取样本的方法并
抽取样本．课本在“读一读”中介绍了常用的“随机抽样”、“系统抽样”、“分层
抽样”等三种方法．（３）计算和分析数据，写出实习报告．要求数据来源于实
际、且计算准确无误．只有这样，方能保证结论具有参考价值，从而为作出决
策提供依据．做一次实习作业一般分三个阶段．（１）做好准备工作．说明实习
作业的具体要求，确定抽样的对象等；（２）外出抽取样本；（３）回校计算和整
理数据，填写实习报告等．
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能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力升升升升升升升升升升升升升升升升级级级级级级级级级级级级级级级级捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷捷径径径径径径径径径径径径径径径径
【例】 完成下面的实习作业．
了解实验中学初中三年级男学生的身高情况．

可从其中的一所学校选取样本，样本容量为５０；计算样本平均数，并据
此估计当地中学初中三年级男学生的身高；列样本频率分布表和绘频率分

布直方图．
思维技巧 要解答此题，一是选样要有代表性，即随机抽取．二是样本

的数据收集要力求准确．即要严格按要求测量５０名学生的身高，然后按实
习作业的一般方法和步骤进行整理、计算和分析、得出结论．
解 可按如下步骤完成上述实习作业：

（１）确定抽取样本的对象．
在本例中，确定当地一个初中三年级男学生人数超过了５０的一所中学

作为抽取样本的对象．
（２）确定抽取样本的方法并抽取样本．
假设该校初中三年级的男学生共有１９３人，为使所取样本具有客观性，

方法较多，这里采取编号抽签法．
具体做法是：将１９３名男学生依次编上号码１，２，⋯，１９３，通过抽签得到

容量为５０的样本．再查阅相应的５０名男学生的身体检查表，抄录其身高
数据．
（３）计算和分析数据，写出实习报告．

实习报告 年 月 日

题目 了解当地初中三年级男学生的身高情况．

具体要求

从其中的一个学校选取容量为５０的样本；计算样本平均
数，据此估计总体平均数；列频率分布表和绘频率分布直

方图．

样本来源 当地某所中学 样本容量 ５０

获取样

本方法

将该校初中三年级的１９３名男学生依次编上号码１，２，⋯，

１９３，通过抽签得到５０名男学生的编号，到校医疗室查阅
他们的身体检查表，抄录其身高数据．
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题目 了解当地初中三年级男学生的身高情况．

样本数据

（单位：ｃｍ）

１５８ １６３ １６０ １７５ １６７ １６５ １７２ １５５ １５８ １６４

１７０ １６６ １４８ １６４ １７１ １６６ １６５ １６２ １５９ １７９

１７０ １６３ １６４ １５７ １５５ １６３ １６６ １６９ １６３ １６３

１７１ １６１ １６６ １６５ １６４ １６７ １６９ １７２ １７３ １５４

１４９ １６９ １６３ １６１ １６３ １６６ １６４ １７７ １６３ １５０

数据

整理

与计算

ｘ样本＝１６４（ｃｍ）

分组 频数累计 频数 频率

１４７．５～１５１．５ ? ３ ０．０６

１５１．５～１５５．５ ? ３ ０．０６

１５５．５～１５９．５ ? ４ ０．０８

１５９．５～１６３．５ 正正? １２ ０．２４

１６３．５～１６７．５ 正正正 １５ ０．３０

１６７．５～１７１．５ 正? ７ ０．１４

１７１．５～１７５．５ ? ４ ０．０８

１７５．５～１７９．５ ? ２ ０．０４

合计 ５０ １．００

数据

整理

与

计算

频率分布直方图：

黄 冈 兵 法

３９７

初

三

代

数



（续上表）

结论

根据样本平均数可以估计，该地初中三年级男学生的平均

身高约为１６４ｃｍ．
从样本频率分布表可以看到样本数据的分布情况．

负责

人及

参加

人员

计算

者及

复核

者

指导

教师

审核

意见

备注

激活思维 实习作业是一种数学实践活动．首先要有一种认真、求实负
责的态度；其次是如何把课本知识用于实践．例如：应该如何抽取样本、如何
分析数据、如何写实习报告等问题，值得去探究．
同类变式 了解本校初中三年级学生（必要时将男生、女生分开）的某

种数量指标（如体重、视力、某科考试成绩、某项体育运动成绩、每天课外学

习时间等）．要求用适当方法抽取一个容量为５０的样本；求样本平均数，并
据此估计相应的总体平均数；列频率分布表和绘频率分布直方图．
解 略．

综综综综综综综综综综综综综综综综合合合合合合合合合合合合合合合合能能能能能能能能能能能能能能能能力力力力力力力力力力力力力力力力测测测测测测测测测测测测测测测测试试试试试试试试试试试试试试试试

了解周围社会生活中的某项数量指标（如工厂某种零件的尺寸、某农作

物的单株产量、某商店的日营业额、某路口的车流量等）．要求用适当方法抽
取一个容量为４０的样本；计算样本平均数，并据此估计相应的总体平均数；
列频率分布表和绘频率分布直方图．
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
答案与提示

第十二章 一元二次方程

１２１ 用公式法解一元二次方程
【基础能力测试】

１（１）５ ａ＝２，ｂ＝４，ｃ＝－１
（２）ｋ≠３ 一元二次方程中二次项系数ａ≠０．

（３）ｘ１＝
槡５＋ １３
２
，ｘ２＝

槡５－ １３
２
用公式法求根．

（４）６ 由方程根的定义，将ｘ＝－２代入原方程，解得ａ＝４，则原方程为

ｘ２－４ｘ－１２＝０，用配方法得（ｘ－２）２＝１６，直接开平方解得另一个根为ｘ＝６．

（５）ｋ＝６ 将ｘ＝－１
２
代入方程，求出ｋ值．

（６）２，２ 将ｘ＝１代入方程求出ｃ＝２，再用公式法解方程ｘ２－３ｘ－２＝０．

（７）ｘ１，２＝
槡－１± ５

２
用求根公式求方程的根．

（８）ｘ＝－３ 由
ｘ２－９＝０
ｘ－３≠
｛

０
求得．

（９）－５，－１ 依题意得方程ｙ２＋７ｙ＋６＝ｙ＋１，解方程ｙ２＋６ｙ＋５＝０．
（１０）１１ 由ｘ２＋ｘ－２＝３得ｘ２＋ｘ＝５．运用整体代换．
（１１） 槡４ ３ 将ｘ＝－１代入方程ｘ２－ａｘ＋６＝０，解得ａ＝－７，再将

ａ＝－７代入 ａ２槡 －１求值．
（１２）２ 当ｘ２＋２ｘ－３≠０时，解方程ｘ２－３ｘ＋３＝１，得ｘ＝１或２．由
于当ｘ＝１时，ｘ２＋２ｘ－３＝０，零的零次幂无意义，所以ｘ＝１舍去．

２（１）Ｃ 当ａ＝０时，ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０不是一元二次方程，（ｘ－２）（ｘ

＋３）＝ｘ２－１整理后没有二次项；ｘ２－５槡ｘ＋４＝０不是有理方程．３ｘ２－４
ｘ

＋６＝０不是整式方程，而是分式方程．
（２）Ｃ 用直接开平方法求根．注意开平方取正负．
（３）Ｄ （ｘ－１）ｘ＝ｘ２整理后，没有二次项，当ａ＝０时，ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝

０不是一元二次方程．２ｘ２＋１
ｘ＋１＝不是整式方程．
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（４）Ａ 方程两边的每项都要乘以－１．
（５）Ｃ 解不等式３ａ＋６＞０得ａ＞－２，由一元二次方程定义知ａ≠０．
因此ａ＞－２且ａ≠０．
（６）Ｄ 由ｘ２＋３ｘ＋５＝９得ｘ２＋３ｘ＝４，故３ｘ２＋９ｘ＝１２．
（７）Ｃ 将ｘ＝２代入方程解得ａ＝３．
（８）Ｂ 由题意得ａ２－１＝０，∴ ａ＝±１，又∵ ａ－１≠０，∴ ａ＝－１．
（９）Ｂ 由一元二次方程定义知ｍ２－ｍ－２≠０，解得ｍ≠－１且ｍ≠２．
（１０）Ｃ 由题意得ａ２＋４ａ－１０＝１１，解方程ａ２＋４ａ－２１＝０．

（１１）Ｂ 由一元二次方程的定义知
｜ｍ｜＝２
ｍ＋２≠｛ ０

解得ｍ＝２．

（１２）Ａ ① 开平方取正负，∴ ｘ＝±ａ ② 方程变形得２ｘ２－３ｘ＋１

＝０用求根公式得ｘ＝１或ｘ＝１
２ ③ 当４为斜边时，有ｘ２＋３２＝４２，解得

ｘ 槡＝± ７，其中ｘ 槡＝－ ７应舍去．

３（１）用直接开平方法，ｘ 槡＝± ２．
（２）用配方法或公式法，ｘ＝７或ｘ＝－３．

（３）用公式法，ｘ＝０或－１４
３．（４）用公式法：ｘ＝２或１２．

４方程（２ｍ２＋ｍ－３）ｘｍ＋１＋５ｘ＝１３不能是一元二次方程．因为当指
数ｍ＋１＝２时，ｍ＝１，二次项系数２ｍ２＋ｍ－３＝０．（２ｍ２＋ｍ－３）ｘｍ－１

＋５ｘ＝１３可能是一元二次方程，因为当ｍ－１＝２，即ｍ＝３时，二次项系数

２ｍ２＋ｍ－３≠０．
５ｍ＝４由题意知ｍ２－３ｍ－４＝０ 解得ｍ＝４或－１．又因为ｍ＋１

≠０，即ｍ≠－１，∴ ｍ＝－１舍去．
６ｘ１＝０，ｘ２＝－３，ｃ＝０设ｘ１是方程ｘ２－３ｘ＋ｃ＝０的一个根，则

－ｘ１为方程ｘ２＋３ｘ－ｃ＝０的根，根据根的定义知ｘ２
１－３ｘ１＋ｃ＝０ ① 从

而，（－ｘ１）
２＋３（－ｘ１）－ｃ＝０即ｘ２

１－３ｘ１－ｃ＝０ ② ①－②得２ｃ＝０，

ｃ＝０．所以ｘ２＋３ｘ－ｃ＝０为ｘ２＋３ｘ＝０，解方程得ｘ１＝０，ｘ２＝－３．

７当ａ＝１时，原方程为－２ｘ＋１＝０，∴ ｘ＝１
２．当ａ＜０时，方程无

实数根；当ａ＝０时，ｘ１＝ｘ２＝０．当ａ＞０且ａ≠１时，ｘ１＝
ａ＋槡ａ
ａ－１
，ｘ２＝

ａ－槡ａ
ａ－１ ．
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【探究能力测试】

８．（１）ｘ１＝－３，ｘ２＝９；
（２）观察表中一列方程两个根的规律知ｘ１＝－１０，ｘ２＝３０是（１）中所给
出的一列方程中的一个方程的两个根；

（３）ｘ２－ｋ×２ｘ－ｋ２×３＝０；
（４）①ｘ２＋１０２ｘ－３６×１８＝０可写成ｘ２＋６ｘ×１７－６２×１８＝０，而ｘ２

＋１７ｘ－１８＝０两根为ｘ１＝１，ｘ２＝－１８．所以方程ｘ２＋１０２ｘ－３６×１８＝０
两根为６，－１０８； ②ｘ２－９ｘ＋３２４＝０可写成ｘ２－９×ｘ－９２×４＝０，而方

程ｘ２－ｘ－４＝０两根为 槡１＋ １７
２
， 槡１－ １７

２
，所以方程ｘ２－９ｘ－３２４＝０的两

根为 槡９＋９ １７
２
， 槡９－９ １７

２ ．

１２２ 用因式分解法解一元二次方程
【基础能力测试】

１（１）ｘ＝０或２ 由ｘ（ｘ－２）＝０得ｘ＝０或ｘ－２＝０．
（２）８ 由ｘ２－７ｘ－８＝０，（ｘ－８）（ｘ＋１）＝０，ｘ１＝８；ｘ２＝－１．又ｘ＋１

≠０．所以ｘ＝８．
（３）３ 由ｘ２－ｘ－６＝０ 解得ｘ＝３或－２，而ｘ＋２≠０，∴ ｘ＝３．
（４）２或－１ 由（ｘ－２）（ｘ＋１）＝０．
（５）２或－６ 由ｘ２＋４ｘ－１２＝０得（ｘ＋６）（ｘ－２）＝０．
（６）０ 由题意知ｘ１＝２，ｘ２＝１．∴ ｘ１－２ｘ２＝２－２×１＝０．
（７）ｋ＝４ 由方程根的定义得ｋ２－８ｋ＋１６＝０．解得ｋ１＝ｋ２＝４．

（８）ｘ１＝１，ｘ２＝－２
３
由３ｘ２－ｘ－２＝０得（３ｘ＋２）（ｘ－１）＝０．

（９）ａ＝１． 由ｘ２－２ｘ－３＝０得（ｘ－３）（ｘ＋１）＝０与（ｘ＋ａ）（ｘ－３）

＝０比较．
（１０）２或３ （ｘ－２）２＝（ｘ－２）（ｘ－２）（ｘ－３）＝０．
（１１）－２或－１０ 由（ｘ＋１）（ｘ＋３）＝１５得ｘ２＋４ｘ－１２＝０
即（ｘ＋６）（ｘ－２）＝０，当ｘ１＝－６时，ｘ２＝２；当ｘ１＝２时，ｘ２＝－６．
（１２）１２，１４或－１４，－１２． 设两个连续偶数为２ｎ，２（ｎ＋１），依题意有

２ｎ·２（ｎ＋１）＝１６８，ｎ（ｎ＋１）＝４２，ｎ２＋ｎ－４２＝０，ｎ＝－７或６．从而可
得解．

２（１）Ａ 由ｘ２－２ｘ＝０得ｘ（ｘ－２）＝０即ｘ１＝２，ｘ２＝２．
（２）Ｃ 由ｘ（ｘ＋１）（ｘ－２）＝０得ｘ＝０或ｘ＋１＝０或ｘ－２＝０．
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（３）Ｃ 由２ｘ（ｘ－３）＝５（ｘ－３）得（ｘ－３）（２ｘ＋５）＝０．
（４）Ｂ 由ｘ３－５ｘ２＋６ｘ＝０知ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）＝０．
（５）Ａ 原方程变形为（ｘ－ａ）（ｘ－ａ－ｘ－ａ）＝０即－２ａ（ｘ－ａ）＝０，

∴ ｘ＝ａ．

（６）Ｄ 由６ｘ２－１３ｘ＋５＝０得（２ｘ－１）（３ｘ－５）＝０．ｘ１＝
１
２
，ｘ２＝

５
３
，

（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）＝４．
（７）Ｃ 直接由一元二次方程根的定义，得ａ２＋ｂａ＋ａ＝０，ａ（ａ＋ｂ＋１）

＝０，∵ ａ≠０，∴ ａ＋ｂ＋１＝０．即ａ＋ｂ＝－１．
（８）Ｂ 将７ｘ２＋５ｙ２＝１２ｘｙ恒等变形并分解因式，得（７ｘ－５ｙ）（ｘ－ｙ）

＝０ ∵ ｘｙ≠０，∴ ｘ
ｙ＝５

７
或ｘ
ｙ＝－１．

（９）Ｂ 由ｍ２－ｍ－２≠０得（ｍ－２）（ｍ＋１）≠０．
（１０）Ｃ 原方程变为（ｍ２＋ｎ２）２－（ｍ２＋ｎ２）－６＝０，

（ｍ２＋ｎ２＋２）（ｍ２＋ｎ２－３）＝０．注意ｍ２＋ｎ２＋２≠０．

３３
２
或－１

２
由４ｘ２－４ｘ－３＝０得（２ｘ－３）（２ｘ＋１）＝０．

４２或－１２ 原方程变形为ｙ２＋１０ｙ－２４＝０，即（ｙ＋１２）（ｙ－２）＝０．

５１或－２
３
由３ｘ（１－ｘ）＝２ｘ－２得３ｘ（１－ｘ）＋２（１－ｘ）＝０，即

（１－ｘ）（３ｘ＋２）＝０．

６－１，－３
２
原方程变为［（２ｔ＋１）＋２］［（２ｔ＋１）＋１］＝０即（２ｔ＋３）

（２ｔ＋２）＝０．
【探究能力测试】

７设到会人数为ｘ人，则ｘ个到会的人每人都握（ｘ－１）次手，共有

ｘ（ｘ－１）次，但是当甲握乙的手的时候，乙也就握了甲的手了；这两次握手只

算一次．于是列方程为ｘ
（ｘ－１）

２ ＝６６．整理为ｘ２－ｘ－１３２＝０，（ｘ－１２）（ｘ＋

１１）＝０．∴ ｘ１＝１２，ｘ２＝－１１（舍去）．
８１ｓ或４ｓ．依题意有２０＝２５ｔ－５ｔ２，（ｔ－１）（ｔ－４）＝０．
１２３ 一元二次方程根的判别式
【基础能力测试】

１（１）有两不等实数根 Δ＝（－２ｍ）２－４×１×（－１）＝４ｍ２＋４＞０．
（２） 槡±２ ２ 由Δ＝ｍ２－８＝０．
（３）９ Δ＝３６－４ｍ＝０．
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（４）ｍ＜１且ｍ≠０ 由Δ＝４－４ｍ＞０得ｍ＜１，又ｍ≠０．

（５）ｋ≥－１
４
且ｋ≠０ 由Δ＝［－（２ｋ＋１）］２－４ｋ２≥０与ｋ２≠０可解得．

（６）ｋ＜－１ 由Δ＝４＋４ｋ＜０解得．

（７）－２ 由Δ＞０，解得ａ＜３
２
，则（ａ－２）－ ａ２＋１６－８槡 ａ＝｜ａ－２｜－

｜ａ－４｜＝２－ａ＋ａ－４＝－２．
（８）２ 原方程化为（２ｋ－１）ｘ２－８ｘ＋６＝０，由Δ＝６４－４×６（２ｋ－１）＜０，

得ｋ＞１１
６．

（９）－１
３≤ｋ≤１． ｋ的取值范围由

Δ≥０
３ｋ＋１≥
｛

０
确定．

（１０）１９ 由题意得ｃ≤ｂ２

４
，故当ｂ分别取２，３，４，５，６时，ｃ的可取值个

数分别为：１，２，４，６，６，从而使方程个数为１＋２＋４＋６＋６＝１９（个）．
２（１）Ｄ 由Δ＝（ｍ－１）２≥０．
（２）Ｄ Δ＝４９－４×５×５＜０．
（３）Ｃ Δ＝３６－３６ｋ＞０，且ｋ≠０．

（４）Ｂ Δ＝（ｍ－３）２－ｍ２＞０，ｍ＜３
２．

（５）Ｃ Δ＝２－４＜０．
（６）Ａ 注意到ａｃ＜０．
（７）Ｄ 注意ｍ－１≠０．
（８）Ａ 注意应用ａ２＋ｃ２＝ｂ２．

（９）Ｃ 由判别式Δ＝（２ｋ－１）２－４ｋ（ｋ－２）＝４ｋ＋１， ∵ ｋ≥－１
４
且

ｋ≠２， ∴ Δ≥０．

（１０）Ｂ 由Δ＜０得ｋ＞１３
１２．

（１１）Ｃ 原方程化为ｘ２－ａｘ＋ａ＝０，由Δ＝０，得ａ２－４ａ＝０， ∴ ａ
＝０或４．
（１２）Ｄ 分ｋ＝０和ｋ≠０讨论．

（１３）Ａ 由Δ＜０得ｋ＞１１
６．

（１４）Ｂ ∵ ｘ０是方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的根．∴ ａｘ２
０＋ｂｘ０＋ｃ

＝０，ｃ＝－（ａｘ２
０＋ｂｘ０）， ∴ Δ＝ｂ２－４ａｃ＝ｂ２＋４ａ（ａｘ２

０＋ｂｘ０）＝ｂ２＋
４ａ２ｘ２

０＋４ａｂｘ０＝（２ａｘ０＋ｂ）２．
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３方程ｘ２－ｍ＝２ｘ可 化为ｘ２－２ｘ－ｍ＝０
∵ 方程有两个不相等的实数根

∴ Δ＝４＋４ｍ＞０． 解得 ｍ＞－１．

４略证：当ｍ＞９
８
时，Δ＝８（ｍ＋２）２－５６＞８（１＋２）２－５６＝１６＞０．

５Δ＝（ｂ２＋ｃ２－ａ２）２－４ｂ２ｃ２

＝（ｂ２＋ｃ２－ａ２＋２ｂｃ）（ｂ２＋ｃ２－ａ２－２ｂｃ）

＝［（ｂ＋ｃ）２－ａ２］［（ｂ－ｃ）２－ａ２］

＝（ｂ＋ｃ＋ａ）（ｂ＋ｃ－ａ）（ｂ－ｃ＋ａ）（ｂ－ｃ－ａ）

∵ ａ、ｂ、ｃ为三角形三边，

∴ ｂ＋ｃ＋ａ＞０，ｂ＋ｃ－ａ＞０，ｂ－ｃ＋ａ＞０，ｂ－ｃ－ａ＜０，

∴ Δ＜０．因此原方程没有实数根．
【探究能力测试】

６∵ 方程ｘ２－２ｘ＋ｋ＋３＝０有两个不等实根．
∴ Δ＝４－４（ｋ＋３）＞０，即ｋ＜－２．
方程（ｋ－１）ｘ２＋２（ｋ＋１）ｘ＋ｋ＋１＝０必是一元二次方程．
Δ＝４（ｋ＋１）２－４（ｋ－１）（ｋ＋１）＝８ｋ＋８．
∵ ｋ＜－２，∴ ８ｋ＋８＜－８＜０，即Δ＜０．
∴ 原方程无实数根．

７由题意知

ｍ２－４ｎ－（ ）３４ ＝０，

（ｍ＋３）２－４ｎ＞０，
（ｍ＋１）２－４ｎ＜０

烅
烄

烆 ，

即

ｍ２－４ｎ＋３＝０，

ｍ２＋６ｍ＋９－４ｎ＞０，

ｍ２＋２ｍ＋１－４ｎ＜０
烅
烄

烆 ．

①
②
③

由①得４ｎ＝ｍ２＋３，④ 把④代入②③并整理，得
６ｍ＋６＞０，

２ｍ－２＜０
｛

．
∴ －１＜ｍ＜１．∵ ｍ 为整数，

∴ ｍ＝０．把ｍ＝０代入④得ｎ＝３
４． ∴ ｍ＝０，ｎ＝３

４．

１２４ 一元二次方程的根与系数关系
【基础能力测试】

１（１）３ ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－２ｘ１ｘ２

（２） 槡－２ ２，１

（３）ｋ＝－１０，ｘ１＝－１
２
用根的定义先求出ｋ值，再利用根与系数关
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系求ｘ１；或用根与系数关系求ｘ１，再用ｘ１＋ｘ２＝
－ｋ
４
求ｋ值．

（４）－３ ａ３＋ａ２ｂ＋ａｂ２＋ｂ３＝（ａ＋ｂ）（ａ２＋ｂ２）

＝（ａ＋ｂ）［（ａ＋ｂ）２－２ａｂ］．
（５）２００３ ｍ２ｎ＋ｍｎ２－ｍｎ＝ｍｎ（ｍ＋ｎ）－ｍｎ．

（６）２３ 由
（ａ＋１）＋（ｂ＋１）＝－３，
（ａ＋１）（ｂ＋１）
｛

＝－３
得

ａ＋ｂ＝－５，

ａｂ＝１
｛

．
（７）５ （ｘ１＋１）（ｘ２＋１）＝ｘ１ｘ２＋（ｘ１＋ｘ２）＋１．

（８）３４
由１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝８
３
得ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝８

３．

（９）１２
由１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝４得ｘ１＋ｘ２＝４ｘ１ｘ２．

（１０）ｍ２＋４ （ａ－ｂ）２＝（ａ＋ｂ）２－４ａｂ．
（１１）－４ 设ｘ１＞ｘ２，ｘ１－ｘ２＝６，（ｘ１－ｘ２）

２＝３６，（ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２

＝３６．

（１２）－５
３＜ｍ≤１

２
注意ｘ１＋ｘ２－４＝－３＜０和判别式Δ≥０．

（１３）ｙ２－１３ｙ＋４＝０ ｐ＝－（ｘ２
１＋ｘ２

２）＝－（ｘ１＋ｘ２）
２＋２ｘ１ｘ２＝－１３，

ｑ＝（ｘ１ｘ２）
２＝４．

（１４）－１，由ｘ２
１＋ｘ２

２＝３得ｍ２－２ｍ－３＝０，ｍ＝３或－１，由Δ≥０知ｍ
＝３应舍去．
（１５）２０１３ 原式＝２（ｍ２＋ｎ２）＋２ｎ２－４ｎ＋１９９９＝２（ｍ２＋ｎ２）＋２００１

＝２（ｍ＋ｎ）２－４ｍｎ＋２００１＝２０１３．
２选择题
（１）Ｃ 由ｘ１＋ｘ２＝０．

（２）Ａ
ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
＝
（ｘ１＋ｘ２）

２

ｘ１ｘ２
－２．

（３）Ａ 注意－ｐ＝１＋（－２）＝－１，ｐ＝１．

（４）Ａ 方程９ｂ２＋２００２ｂ＋５＝０可化为５ １（ ）ｂ
２
＋２００２ １（ ）ｂ ＋９＝０，

又５ａ２＋２００２ａ＋９＝０，ａｂ＝ａ· １（ ）ｂ ＝９
５．

（５）Ａ （α－２）（β－２）＝αβ－２（α＋β）＋４．
（６）Ａ ｘ１ｘ２＝－６，ｘ３ｘ４＝３．注意两个方程都应有实数根．

（７）Ｄ
ｘ１

ｘ２
＋
ｘ２

ｘ１
＝
（ｘ１＋ｘ２）

２

ｘ１ｘ２
－２．
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（８）Ｂ
（９）Ａ （ｘ１＋１）（ｘ２＋１）＝ｘ１ｘ２＋（ｘ１＋ｘ２）＋１．

（１０）Ｂ α＋αβ＋β＝（α＋β）＋αβ＝－３
２－２＝－３１

２．
（１１）Ｃ ｘ１＋ｘ２＝－ｐ，ｘ１·ｘ２＝ｑ．

（１２）Ｂ ｃ２＝ａ２＋ｂ２＝（ａ＋ｂ）２－２ａｂ＝１６－２×７
２＝９．∴ ｃ＝３．

（１３）Ｄ 方程ｘ２－ｘ＋３＝０没有实数根．
（１４）Ｄ ａ２＋３ａ＋ｂ＝（ａ２＋２ａ）＋（ａ＋ｂ）＝２００２－２＝２０００．
（１５）Ｄ ｘ１ｘ２＝ｍ－７＜０．

３ｋ＝ 槡－７－ ６５
２
由α＋β＝－２

（ｋ－２）
ｋ
，αβ＝ｋ＋４

ｋ
代入α２＋β２－αβ＝５，

化简得ｋ２＋７ｋ－４＝０，ｋ＝ 槡－７± ６５
２
，∵ Δ≥０，∴ ｋ＝ 槡－７＋ ６５

２
应舍

去．
４（１）∵ Δ＝ｂ２－４ａｃ＝ｋ２＋８＞０，∴ 原方程有两个不相等的实数
根．
（２）∵ ｘ１＋ｘ２＝ｋ，ｘ１·ｘ２＝－２． 又∵ ２（ｘ１＋ｘ２）＞ｘ１ｘ２，

∴ ２ｋ＞－２，∴ ｋ＞－１．
５∵ ２ｘ１＋ｘ２＝７，又ｘ１＋ｘ２＝ｋ， ∴ ｘ１＝７－ｋ．将ｘ１＝７－ｋ代
入原方程，得（７－ｋ）２－ｋ（７－ｋ）＋５（ｋ－５）＝０，整理，得ｋ２－８ｋ＋１２＝０，解
得ｋ＝２或ｋ＝６．当ｋ＝２时，Δ＞０，ｘ１·ｘ２＝５（２－５）＝－１５＜０，即ｘ１、ｘ２异

号，不合题意，∴ ｋ＝２应舍去；当ｋ＝６时，Δ＞０，ｘ１·ｘ２＝５（６－５）＞０且
ｘ１＋ｘ２＝６＞０，符合题意，∴ ｋ＝６为所求．

６（１）Δ＝ｂ２－４ａｃ＝（４ｋ＋１）２－４（２ｋ－１）
＝１６ｋ２＋８ｋ＋１－８ｋ＋４＝１６ｋ２＋５．

∵ｋ２≥０，∴１６ｋ２≥０，∴１６ｋ２＋５＞０．
∴ 此方程有两个不相等的实数根．
（２）根据题意，得ｘ１＋ｘ２＝－（４ｋ＋１），ｘ２·ｘ２＝２ｋ－１．
∴（ｘ１－２）（ｘ２－２）＝ｘ１ｘ２－２（ｘ１＋ｘ２）＋４＝（２ｋ－１）＋２（４ｋ＋１）＋４

＝２ｋ－１＋８ｋ＋２＋４＝１０ｋ＋５，
即 １０ｋ＋５＝２ｋ－３ ∴ｋ＝－１．

７（１）Δ＝〔－（ｋ＋１）〕２－４ １
４ｋ２（ ）＋１ ＝２ｋ－３

∵Δ≥０ 即 ２ｋ－３≥０，∴ｋ≥３
２
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∴ 当ｋ≥３
２
时，方程有两个实数根

（２）由｜ｘ１｜＝ｘ２ ①当ｘ１≥０时，得 ｘ１＝ｘ２

∴ 方程有两个相等实数根

∴Δ＝０ 即 ２ｋ－３＝０，ｋ＝３
２

又当ｋ＝３
２
时，有ｘ１＝ｘ２＝

５
４＞０

∴ｋ＝３
２
符合条件；

②当ｘ１＜０时，得ｘ２＝－ｘ１ ∴ｘ１＋ｘ２＝０
由根与系数关系得 ｋ＋１＝０ ∴ｋ＝－１

由（１）知，与ｋ≥３
２
矛盾，∴ｋ＝－１（舍去）

综上可得，ｋ＝３
２

８（１）原方程为ｘ２－３ｘ＋２－ｋ２＝０， ∵ Δ＝９－４（２－ｋ２）＝
１＋４ｋ２＞０，∴ 该方程有两个不等实根．
（２）设方程两根为ｘ１，ｘ２，（ｘ１－１）（ｘ２－１）＝ｘ１ｘ２－（ｘ１＋ｘ２）＋１＝

２－ｋ２－３＋１＝－ｋ２， ∵ ｋ≠０，∴ －ｋ２＜０ ∴ 方程一根大于１，另一
根小于１．

９（１）当ａ＝０时，方程为４ｘ－１＝０，∴ ｘ＝１
４．

（２）当ａ≠０时，Δ＝４２－４ａ（－１）＝１６＋４ａ．
令１６＋４ａ≥０，得ａ≥－４且ａ≠０时方程有两个实数根． ①
设方程的两个实数根为ｘ１，ｘ２，

∵ 方程只有正实数根，

∴ ｘ１·ｘ２＝－１
ａ＞０，且ｘ１＋ｘ２＝－４

ａ＞０
解之，得ａ＜０． ②
由①②可得：当－４≤ａ＜０时，原方程有两个正实根．
综合（１）（２），当－４≤ａ≤０时，方程只有正实根．
１０设方程①的两个实数根为ｘ１，ｘ２．根据题意，得

ｘ１＋ｘ２＝－３，

ｘ１·ｘ２＝ａ，

１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝３

烅
烄

烆 ．
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∴
ｘ１＋ｘ２

ｘ１·ｘ２
＝３，即－３ａ ＝３． ③

解得ａ＝－１．
经检验，ａ＝－１是方程③的解，且使方程ｘ２＋３ｘ－１＝０有实数根．
将ａ＝－１代入方程②，得（ｋ－１）ｘ２＋３ｘ＋２＝０．
当ｋ＝１时，一元一次方程３ｘ＋２＝０有实数根．

∴ ｋ－１
ｋ－２＝１－１

１－２＝０．
当ｋ≠１时，方程②为一元二次方程，

且Δ＝９－８（ｋ－１）≥０，解得ｋ≤１７
８．

又ｋ为正整数，且ｋ≠１， ∴ｋ＝２．

而ｋ＝２时，代数式ｋ－１
ｋ－２
无意义．

综上所述，代数式ｋ－１
ｋ－２
的值为０．

１１由ｘ２
１－ｘ２

２＝０得ｘ１－ｘ２＝０或ｘ１＋ｘ２＝０，

∴ ｘ１＝ｘ２或ｘ１＋ｘ２＝０
（１）当ｘ１＝ｘ２时，

一元二次方程ｘ２－２（ｍ＋２）ｘ＋２ｍ２－１＝０的根的判别式等于零，即Δ
＝［－２（ｍ＋２）］２－４×（２ｍ２－１）＝０，
整理，得ｍ２－４ｍ－５＝０，解得ｍ１＝－１，ｍ２＝５．
（２）当ｘ１＋ｘ２＝０时，２（ｍ＋２）＝０，解得ｍ＝－２．
∵ ｍ＝－２时，原方程为ｘ２＋７＝０，这个方程没有实数根，

∴ ｍ＝－２不合题意，应舍去．
故所求ｍ 的值为ｍ＝－１或ｍ＝５．

１２将已知条件变形为：
ｍ＋（－ｎ）＝８，

ｍ（－ｎ）＝ｌ２＋１６
｛

，

故ｍ，－ｎ是一元二次方程ｘ２－８ｘ＋（ｌ２＋１６）＝０的两个实数根．
所以判别式Δ＝（－８）２－４（ｌ２＋１６）≥０，
即－４ｌ２≥０ ∴ｌ２≤０，∴ ｌ＝０，∴ Δ＝０．
故原方程变为ｘ２－８ｘ＋１６＝０，且方程有两个相等的实数根，即ｍ＝

－ｎ，∴ ｍ＋ｎ＋ｌ＝０．
【探究能力测试】

１３（１）Δ＝（８－４ｍ）２－１６ｍ２＝０， ｍ＝１．
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原方程变为ｘ２＋４ｘ＋４＝０， ∴ ｘ１＝ｘ２＝－２．
（２）不存在．由ｘ２

１＋ｘ２
２＝１３６得ｍ２－８ｍ－９＝０，

解得ｍ１＝－１（舍去），ｍ２＝９．当ｍ＝９时，Δ＜０．

１４解（１）由已知：可得ＡＢ＋ＡＣ＝２ｋ＋３，ＡＢ·ＡＣ＝ｋ２＋３ｋ＋２．
∵ Ｒｔ△ＡＢＣ中以ＢＣ为斜边，

∴ ＡＢ２＋ＡＣ２＝ＢＣ２，

即 （ＡＢ＋ＡＣ）２－２ＡＢ·ＡＣ＝２５，

∴ （２ｋ＋３）２－２（ｋ２＋３ｋ＋２）＝２５．
解得 ｋ＝－５或ｋ＝２．
当ｋ＝２时，方程ｘ２－７ｘ＋１２＝０，得

ｘ１＝３，ｘ２＝４．
当ｋ＝－５时，方程ｘ２＋７ｘ＋１２＝０．
又∵ ＡＢ＋ＡＣ＝－７＜０，不合题意舍去．
∴ 当ｋ＝２时，△ＡＢＣ是以ＢＣ为斜边的直角三角形．
（２）△ＡＢＣ是等腰三角形，则有①ＡＢ＝ＡＣ，②ＡＢ＝ＢＣ，③ＡＣ＝ＢＣ
三种情形．

∵ Δ＝（２ｋ＋３）２－４（ｋ２＋３ｋ＋２）＝１＞０，

∴ ＡＢ≠ＡＣ，第①种情况不成立；
当②ＡＢ＝ＢＣ或③ＡＣ＝ＢＣ时，５是已知方程的根，

∴ ５２－５（２ｋ＋３）＋ｋ２＋３ｋ＋２＝０，
解之 ｋ＝３或ｋ＝４．
当 ｋ＝３时，解ｘ２－９ｘ＋２０＝０，
得ｘ１＝４，ｘ２＝５．
此时等腰三角形周长为５＋５＋４＝１４；
当ｋ＝４时，解ｘ２－１１ｘ＋３０＝０，得

ｘ１＝５，ｘ２＝６．
此时等腰三角形周长为５＋５＋６＝１６．
１５证明：设方程ｘ２＋３ｘ－ｍ＝０①的两个实数根是ｘ１，ｘ２，根据题意，

得

Δ１＝３２－４×１×（－ｍ）＝９＋４ｍ≥０，

ｘ１＋ｘ２＝－３，

ｘ１ｘ２＝－ｍ，

ｘ２
１＋ｘ２

２＝１１

烅
烄

烆 ．
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解之，得
ｍ≥－９

４
，

ｍ＝１
｛

．
∴ ｍ＝１．

把ｍ＝１代入方程（ｋ－３）ｘ２＋ｋｍｘ－ｍ２＋６ｍ－４＝０②，得
（ｋ－３）ｘ２＋ｋｘ＋１＝０．

（１）当ｋ－３＝０，即ｋ＝３时，方程②有一个实数根ｘ＝－１
３
；

（２）当ｋ－３≠０，即ｋ≠３时，方程②是一元二次方程．
∵ Δ２＝ｋ２－４（ｋ－３）×１＝（ｋ－２）２＋８＞０，

∴ 当ｍ＝１且ｋ≠３时，方程②有两个不相等的实数根．
综合（１），（２）得，当方程①的两个实数根的平方和等于１１时，方程②有

实数根．
１６．∵ ｘ１，ｘ２是方程ｘ２－２ｍｘ＋３ｍ＝０①的两个实数根，

ｘ１＋ｘ２＝２ｍ，ｘ１·ｘ２＝３ｍ．∵ （ｘ１－ｘ２）
２＝１６，

∴ （ｘ１＋ｘ２）－４ｘ１ｘ２＝１６，∴４ｍ２－１２ｍ＝１６．
解得 ｍ１＝－１，ｍ２＝４．
（ⅰ）当ｍ＝－１时，方程①为ｘ２＋２ｘ－３＝０．
∴ ｘ１＝－３，ｘ２＝１．
方程ｘ２－２ｍｘ＋６ｍ－９＝０②ｘ２＋２ｘ－１５＝０．
∴ ｘ１＇＝－５，ｘ２＇＝３．∵ －５、３有在－３和１之间，

∴ ｍ＝－１不合题意，舍去．
（ⅱ）当ｍ＝４时，方程①为ｘ２－８ｘ＋１２＝０．
∴ ｘ１＝２，ｘ２＝６．方程②为ｘ２－８ｘ＋１５＝０．
∴ ｘ１＇＝３，ｘ２＇＝５．∵２＜３＜５＜６，即ｘ１＜ｘ１＇＜ｘ２＇＜ｘ２，

∴ 方程②的两根都在方程①的两根之间．
∴ ｍ＝４ 综合（ⅰ）（ⅱ），ｍ＝４．
１２５ 二次三项式的因式分解
【基础能力测试】

１（１）（ｘ 槡－ ３）２

（２）ｍ≥２或ｍ≤－２ 由Δ≥０可得．

（３）ｘ１＝
槡－２＋ ５

２ ｘ２＝
槡－２－ ５

２
，（２ｘ 槡＋２－ ５）（２ｘ 槡＋２＋ ５）

（４）ｘ１＝
２
３ｙ ｘ２＝－２ｙ．（３ｘ－２ｙ）（ｘ＋２ｙ）
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（５）３（ｘ－１）（ｘ－２） 由ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）知．
（６）（ｘ－３）（ｘ－４） 由ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）比较．

（７）－（ｘ－１）ｘ＋（ ）１２ 注意这里的ａ＝－１．

（８）（ｘｙ 槡 槡－ ２－ ５）（ｘｙ 槡 槡－ ２＋ ５） 把ｘｙ看作整体．
（９）ｋ＝１０ 由Δ＝０可得．
（１０）（ｘ＋２ｙ－１）（ｘ＋２ｙ－３） 把（ｘ＋２ｙ）看作整体．
２（１）Ｂ －ａ１，－ａ２是ｘ２－ｍｘ＋ｎ＝０两根．
（２）Ｃ 直接用公式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）．
（３）Ｄ 先用求根公式求出ｘ１，ｘ２，再用ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－

ｘ２）．
（４）Ｄ 把ｙ看成常数．
（５）Ｂ 先求３ｘ２＋７ｘ＋２＝０两根．
（６）Ｄ 把ｙ看成常数．

（７）Ｄ ｘ１＝３，ｘ２＝－１
２
仍是方程－２ｘ２＋５ｘ＋ｋ＝０两根．

（８）Ｃ 先求方程（ｍ－２）ｘ２－（２ｍ＋１）ｘ－（３ｍ－１）＝０两根，再套用
公式．

３（１）（ｘ－１）（３ｘ－７）方程３ｘ２－１０ｘ＋７＝０两根为ｘ１＝１，ｘ２＝
７
３．

（２）－２ｘ－ 槡４－ １４
２（ ）ｙ ｘ－ 槡４＋ １４

２（ ）ｙ 把ｙ看成ｘ的系数．
（３）（ｘ 槡＋３－ ２）２ 重因子要写成幂的形式．

（４）（ｘ－２）（ｘ－３）ｘ－ 槡５－ ４１（ ）２ ｘ－ 槡５＋ ４１（ ）２
把（ｘ２－５ｘ）看成

整体，注意要分解彻底．
【探究能力测试】

４－３或２ 由Δ＝０得ｋ的方程．
５先由Δ１＜０可得ｍ＜－１０，从而Δ２＝ｍ２－４（－２ｍ＋５）＝ｍ２＋８ｍ

－２０＝（ｍ＋１０）（ｍ－２）＞０．

６将槡６ｘ２－ｘｙ 槡－ ６ｙ２＝０分解因式，求得ｘ＝槡６
２ｙ或ｘ＝－槡６

３ｙ，

∵ ｘｙ＞０， ∴ ｘ＝槡６
２ｙ，即２ｘ 槡－ ６ｙ＝０， ∴ 原式＝０．
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１２６ 一元二次方程的应用
【基础能力测试】

１（１）２０（１＋ｘ）２＝３５ 第一年底为２０（ｘ＋１）ｔ，第二年底为

２０（１＋ｘ）（１＋ｘ）＝２０（１＋ｘ）２．
（２）２（１＋ｘ）＋２（１＋ｘ）２＝８ 第一年投资为２（１＋ｘ）万元，第二年投
资为２（１＋ｘ）２万元．
（３）１０％ 依题意列方程３０００（１＋ｘ）２＝３６３０．
（４）８ｃｍ 依题意设长为ｘｃｍ，则宽为（１８－ｘ）ｃｍ，ｘ（１８－ｘ）＝６５．
（５）－１，１，３ 设三个连续奇数为ｘ－２，ｘ，ｘ＋２，（ｘ－２）２＋（ｘ＋２）２＝

１０ｘ，ｘ＝１，ｘ＝４（舍去）．

（６）１５ｃｍ，４ｃｍ 设高为ｘｃｍ，则１２
（４ｘ－１）·ｘ＝３０，４ｘ２－ｘ－６０＝０，

（ｘ－４）（４ｘ＋１５）＝０，ｘ１＝４，ｘ２＝－１５
４
（舍去）．

（７）９０ｃｍ 设斜边为１３ｘｃｍ，一条直角边为１２ｘｃｍ则有（１３ｘ）２－
（１２ｘ）２＝１５２ ∴ ｘ＝±３（负值舍去）．所以斜边为３９ｃｍ，直角边为３６ｃｍ．
（８）６ｃｍ，８ｃｍ 依题意设两直角边分别为ｘｃｍ、（１４－ｘ）ｃｍ，则有

ｘ２＋（１４－ｘ）２＝１０２，解之ｘ１＝６，ｘ２＝８．
２（１）Ｂ 每名学生赠送了（ｘ－１）件，ｘ各学生共赠送ｘ（ｘ－１）件．
（２）Ｄ ４月份为５０（１＋ｘ）万元，５月份为５０（１＋ｘ）２万元．
（３）Ｂ 依题意有１×（１＋ｘ）２＝１×（１＋４４％）．
（４）Ａ １９９９年粮食产量为１２００（１＋ｘ）万斤，２０００年粮食产量为

１２００（ｘ＋１）２．注意ｘ是一个百分数，不要误选Ｃ．
（５）Ｄ 二月营业额为２００（１＋ｘ）万元，三月营业额为２００（１＋ｘ）２万
元．
（６）Ｃ 设一个数为ｘ，则另一个数为（－７－ｘ），ｘ（－７－ｘ）＝１２． 解
之ｘ１＝－３，ｘ２＝－４．
（７）Ｄ 设平均每次降低成本百分数为ｘ，则有１００（１－ｘ）２＝８１．
（８）Ｂ （１＋ｘ）２＝４．
（９）Ｄ 设正方形边长为ｘｃｍ，则有ｘ（ｘ－２）＝４８．

（１０）Ｂ 解方程２ｘ２－５ｘ＋３＝０得ｘ１＝
３
２
，ｘ２＝１．由三角形三边关系

知ｘ＝１不合题意，舍去．
（１１）Ｃ 设原价为ｘ，则ｘ（１－１０％）２＝ａ．
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（１２）Ｂ 另一边长为１３－ｘ
２ ｃｍ．

３设增长率为ｘ，则［１０００（１－１０％）］（１＋ｘ）２＝１２９６，ｘ＝２０％．

４设增长的百分率为ｘ，２００（１＋ｘ）·５０％·（１＋１
２ｘ）＝１３２，ｘ＝２０％．

５设平均增长率为ｘ，１００（１－２０％）（１＋ｘ）２＝１３５．２，ｘ１＝０．３＝３０％，

ｘ２＝－２．３（不合题意，舍去）．

６（１）设水蚀造成的水土流失面积为ｘ万ｋｍ２，则风蚀造成的水土流

失面积为（ｘ＋２６）万ｋｍ２，依题意，得ｘ＋（ｘ＋２６）＝３５６，解得ｘ＝１６５，

∴ ｘ＋２６＝１９１．
（２）４００＋４００（１＋ｘ）＋４００（１＋ｘ）２＝１３２４，解得ｘ１＝０．１＝１０％，

ｘ２＝－３．１（舍去）．
７设三、四月份平均每月增长率为ｘ，依题意，得

６０（１－１０％）（１＋ｘ）２＝９６，解得ｘ１＝
１
３≈３３．３％，ｘ２＝－７

３
（舍去）．

８设人行步道的宽度为ｘｍ，则（８０－２ｘ）（６０－２ｘ）＝３５００，
解得ｘ１＝５，ｘ２＝６５（不合题意舍去）．

９设道路的宽度为ｘｍ，则（３０－２ｘ）（２０－２ｘ）＝３０×２０×１
２
，

解得：ｘ１＝
槡２５－５ １３

２ ≈３．５，ｘ２＝
槡２５＋５ １３

２
（舍去）．

１０设第一次存款的年利率为ｘ，则［５００（１＋ｘ）－３００］×３
５ｘ＝１５，解

得ｘ＝０．１＝１０％，ｘ２＝－１
２
（舍去）．

【探究能力测试】

１１解：（１）由题意设２月、３月每月增长的百分率为ｘ，则有

２５〔１＋（１＋ｘ）＋（１＋ｘ）２〕＝９１，
整理得１＋（１＋ｘ）＋（１＋ｘ）２＝３．６４，ｘ２＋３ｘ－０．６４＝０．
Δ＝３２＋４×０．６４＝１１．５６＝３．４０２，

∴ ｘ＝－３＋３．４０
２ ＝０．２０＝２０％（负根已舍去）．

答：２月、３月每月增长的百分率为２０％．
（２）显然，３月份的生产收入为２５×（１＋０２）２＝２５×１．４４＝３６（万元）．
设治理污染ｎ个月后，所投资金开始见成效，

９１＋３６（ｎ－３）－１１１≥２０ｎ，
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１６ｎ≥１２８，ｎ≥８．
答：治理污染８个月后，所投资金开始见成效．
１２１００ｘ＋（１００＋１００ｘ）（ｘ＋１０％）＝５６．ｘ１＝０．２，ｘ２＝－２．３（舍去），

∴ ｘ＝２０％，ｘ＋１０％＝３０％．
１３（１）５０（１－１０％）＝４５（万顷）
（２）４５（１＋ｘ）２＝６４．８．ｘ１＝０．２＝２０％，ｘ２＝－２．２（舍去）．
１４从表中可知，１９９５年植树１０００亩，以后每年均比上一年多植树４００
亩．

１９９５年实有坡荒地２５２００亩，种树１４００亩后，实有坡荒地只减少了

２５２００－２４０００＝１２００（亩），因此，每年新产生的坡荒地为２００亩，即树木实际
存活１２００亩．
设从１９９６年起（１９９６年算第１年），ｎ年全县的坡荒地全部植上树，有

１４００ｎ＋ｎ（ｎ－１）
２ ×４００－２００ｎ≥２５２００．即：ｎ２＋５ｎ≥１２６．

估算：当ｎ＝８时，８２＋５×８＝１０４≤１２６．
当ｎ＝９时，９２＋５×９＝１２６．
故到２００４年，可将全县所有的坡荒地全部种上树木．
１５略．
１２７ 可化为一元二次方程的分式方程
【基础能力测试】

１（１）ｘ２－３ｘ＋２＝０，ｘ＝１ 注意２－ｘ＝－（ｘ－２）．
（２）ｘ＝２ 使分母为０的ｘ的值是方程的增根．
（３）－１ 去分母化为整式方程，当ｘ＝１时，求ｋ的值．
（４）２ 当ｘ＝２时，分式方程会出现增根．仿（３）去做．
（５）ｙ２－５ｙ＋６＝０
（６）２ｙ２－５ｙ＋２＝０ 系数尽可能化为整数．

（７）ｙ－１２
ｙ－４＝０或ｙ２－４ｙ－１２＝０

（８）３９２ｘ － ３９２
ｘ＋４０＝１．

（９）９６０ｘ － ９６０
ｘ＋２０＝４．

（１０）９０ｘ＝ １２０
３５－ｘ．

（１１）换元 检验．
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２（１）Ａ ｙ２－ｙ＝１．
（２）Ａ 去分母化简得 ｘ２－２ｘ－３＝０．
（３）Ａ 设ｙ＝ｘ２－ｘ＋１，则ｘ２－ｘ＝ｙ－１．

（４）Ｄ 设 １
２ｘ２－３

＝ｙ．则８ｘ２－１２＝４（２ｘ２－３）＝４
ｙ．

（５）Ａ ｘ２＋１
ｘ２＝ ｘ＋１（ ）ｘ

２
－２．

（６）Ａ 令ｘ２＋３ｘ＝ｙ，则原方程可化为ｙ２＋２ｙ－３＝０，解得 ｙ１＝１，

ｙ２＝－３．
当ｘ２＋３ｘ＝－３时，Δ＝９－１２＜０．∴ ｙ＝１．
（７）Ｃ 设读前一半平均每天读ｘ页．则读后一半平均每天读（ｘ＋２１）
页．

（８）Ａ 原计划需要的天数为４８０ｘ
，实际天数为 ４８０

ｘ＋２０．

（９）Ａ 实际每天生产１８０ｘ
吨．

（１０）Ａ 原计划所用天数１２００ｘ
，实际所用天数１２００

ｘ＋４０．
（１１）Ａ 利用“原计划天数－实际天数＝４”列方程．
（１２）Ｂ 船在顺流中速度＝（ｘ＋２）ｋｍ／ｈ，船在逆流速度为（ｘ－２）ｋｍ／ｈ．
３（１）ｘ＝－３ ｘ＝３是增根，舍去．

（２）ｘ＝－１
２
去分母（２ｘ－１）．

（３）－２
３
，－３

２
设 ｘ
ｘ＋１＝ｙ．

（４）去分母得６－２（ｘ＋１）＝（ｘ＋１）（ｘ－２）．整理得

ｘ２＋ｘ－６＝０．
解得 ｘ１＝２，ｘ２＝－３．
检验 ｘ＝２是增根．
∴ 原方程的根是 ｘ＝－３
（５）设ｘ２－３ｘ＝ｙ，

原方程化为ｙ＋５＋６
ｙ＝０．

∴ ｙ２＋５ｙ＋６＝０．解得ｙ１＝－２．ｙ２＝－３．
当ｙ＝－２时，ｘ２－３ｘ＝－２．∴ ｘ２－３ｘ＋２＝０．
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解得 ｘ１＝１，ｘ２＝２，当ｙ＝－３时，ｘ２－３ｘ＝－３ ∴ｘ２－３ｘ＋３＝０．
∵ Δ＝９－１２＜０，∴ 此方程无实数根．
经检验，ｘ１＝１，ｘ２＝２都是原方程的根．
∴ 原方程的根为ｘ１＝１，ｘ２＝２．

（６）设 ｘ
ｘ＋１＝ｙ，则原方程变形为ｙ２－２ｙ－８＝０．

解这个方程得：ｙ１＝４，ｙ２＝－２．

当ｙ＝４时，ｘｘ＋１＝４，ｘ＝－４
３
；

当ｙ＝－２时，ｘｘ＋１＝－２，ｘ＝－２
３．

经检验：ｘ１＝－４
３
，ｘ２＝－２

３
都是原方程的根．

（７）原方程可变形为２（ｘ２－２ｘ－１）－ ３
ｘ２－２ｘ－１

＝１

设ｘ２－２ｘ－１＝ｙ，则原方程变形为

２ｙ－３
ｙ－１＝０，即２ｙ２－ｙ－３＝０．

解这个方程，得ｙ１＝－１，ｙ２＝
３
２．

当ｙ＝－１时，ｘ２－２ｘ－１＝－１，
解这个方程，得ｘ１＝０，ｘ２＝２．

当ｙ＝３
２
时，ｘ２－２ｘ－１＝３

２
，

解这个方程，得ｘ３＝
槡２＋ １４
２
，ｘ４＝

槡２－ １４
２ ．

检验：把ｘ１＝０，ｘ２＝２，ｘ３＝
槡２＋ １４
２
，ｘ４＝

槡２－ １４
２
代入原方程的分母，

分母不等于０，所以它们都是原方程的根．
所以原方程根是

ｘ１＝０，ｘ２＝２，ｘ３＝
槡２＋ １４
２
，ｘ４＝

槡２－ １４
２ ．

（８）ｘ＝－１
３ ｘ＝１是增根．

４．设加快速度后每天生产ｘ箱，则原来每天生产（ｘ－１５）箱，

根据题意，得 ６０
ｘ－１５＋１８０

ｘ ＝６，

去分母，整理，得 ｘ２－５５ｘ＋４５０＝０，
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解这个方程，得 ｘ１＝４５，ｘ２＝１０，
经检验，ｘ１＝４５，ｘ２＝１０都是原方程的根，但ｘ＝１０时，１０－１５＝－５，

负数不合题意，所以只取ｘ＝４５箱．

５１０台 设原计划每天组装ｘ台，则有１５０ｘ －１５０＋６
ｘ＋３＝３．

６２５元 设原来价格为ｘ元，则有５０ｘ＋５＝ ５０
ｘ－０．５．

７．设王老师步行的速度为ｘｋｍ／ｈ，骑自行车的速度为３ｘｋｍ／ｈ．

依题意得２×３＋０．５
３ｘ ＝０．５

ｘ ＋２０
６０．

解得 ｘ＝５．
经检验ｘ＝５是原方程的根，这时３ｘ＝１５．
答：王老师步行的速度为５ｋｍ／ｈ，骑自行车的速度为１５ｋｍ／ｈ．

８１２ｋｍ２ 设实际每年可开发ｘｋｍ２．则有３６０
ｘ－２－３６０

ｘ ＝６．

９２８个月 设原计划完成这项工程用ｘ个月，则有（１＋１２％）·１ｘ＝

１
ｘ－３．

１０解法一：设第二次购书ｘ本，则第一次购书（ｘ－１０）本．

由题意，得 １００
ｘ－１０＋１

２＝１５０
ｘ
，

整理得ｘ２－１１０ｘ＋３０００＝０，
解得ｘ１＝５０，ｘ２＝６０．
经检验，ｘ１＝５０，ｘ２＝６０都是原方程的根．
当ｘ＝５０时，每本书的批发价为１５０÷５０＝３（元），高于书的定价，不合

题意，舍去．
当ｘ＝６０时，每本书的批发价为１５０÷６０＝２．５（元），低于书的定价，符

合题意．
因此第二次购书６０本．

６０×４
５×２．８＋６０×１

５×２．８×（ ）１２ －１５０＝１５１．２－１５０＝１．２（元）．

答：该老板第二次售书赚了１．２元钱．
解法二：设第一次购书的批发价为ｘ元，则第二次的批发价为（ｘ＋０．５）元．

由题意，得１００
ｘ ＋１０＝ １５０

ｘ＋０．５
，

整理得２ｘ２－９ｘ＋１０＝０，
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解得ｘ１＝２．５，ｘ２＝２．
经检验，ｘ１＝２．５，ｘ２＝２都是原方程的根．
当ｘ＝２．５时，第二次的批发价为２．５＋０．５＝３（元），高于书的定价，不

合题意，舍去．
当ｘ＝２时，第二次的批发价为２＋０．５＝２．５（元），低于书的定价，符合

题意．
因此第二次购书：１５０÷（２＋０．５）＝６０（本）．
以下解法同解法一．
解法三：设第一次购书ｘ本，则第二次购书（ｘ＋１０）本．

由题意，得１００
ｘ ＋１

２＝ １５０
ｘ＋１０
，

整理得ｘ２－９０ｘ＋２０００＝０，
解得ｘ１＝４０，ｘ２＝５０．
经检验，ｘ１＝４０，ｘ２＝５０都是原方程的根．
当ｘ＝４０时，每本书的批发价为１００÷４０＝２．５（元），第二次的批发价为

２．５＋０．５＝３（元），高于书的定价，不合题意，舍去．
当ｘ＝５０时，每本书的批发价为１００÷５０＝２（元），第二次的批发价为

２．０＋０．５＝２．５（元），低于书的定价，符合题意．
因此第一次购书５０本，第二次购书５０＋１０＝６０（本）．
以下解法同解法一．
１１５辆 设此车间在改进技术后每小时装配ｘ辆小汽车，依题意，得

３０
ｘ－２－４０

ｘ＝２．

１２１７元 设这种新涂料每千克售价ｘ元，则甲种涂料每千克的售价
为（ｘ＋３）元，乙种涂料每千克的售价为（ｘ－１）元．

依题意，得１００
ｘ＋３＋２４０

ｘ－１＝１００＋２４０
ｘ ． 解得ｘ＝１７．

１３设他第一次买了ｘ盒这种牛奶．

依题意，得（２４
ｘ－０．４）（ｘ＋２）＝２４．

解得ｘ１＝－１２（舍），ｘ２＝１０．

１４．设甲班每天植树ｘ棵，那么乙班每天植树（ｘ＋１０）棵依题意，得１５０ｘ

＝ １２０
ｘ＋１０＋２

１５０（ｘ＋１０）＝１２０ｘ＋２ｘ（ｘ＋１０）
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１５０ｘ＋１５００＝１２０ｘ＋２ｘ２＋２０ｘ
２ｘ２－１０ｘ－１５００＝０ ｘ２－５ｘ－７５０＝０
（ｘ－３０）（ｘ＋２５）＝０ ｘ１＝３０ｘ２＝－２５
经检验知：ｘ１＝３０ｘ２＝－２５都是原方程的解．
但ｘ２＝－２５不符合题意舍去．∴当ｘ＝３０时ｘ＋１０＝４０
答：甲班每天植树３０棵，乙班每天植树４０棵．
１５．设从株洲第一次进货每件为ｘ元，则第二次进货每件为（ｘ＋４）元．

依题意，得２×８０００
ｘ ＝１７６００

ｘ＋４
解得 ｘ＝４０，

∴ 共进衬衫数为：８０００４０ ＋１７６００
４４ ＝６００，

盈利数为６００×５８－（８０００＋１７６００）＝９２００（元）．
答：该服装店在这笔生意中盈利９２００元．

１６．设每盏灯的进价为ｘ元，根据题意，得４４００
ｘ（ ）－５ －５ｘ＝９ｘ．

解这个方程，得 ｘ１＝１０，ｘ２＝－８０
７．

经检验得，这两个根都是原方程的根，但进价不能为负数，所以只取ｘ
＝１０．
答：每盏灯进价为１０元．

１７．设原计划每天加工ｘ万只口罩，根据题意，得１９．２ｘ － １９．２
ｘ＋０．４＝４．

整理，得 ｘ２＋０．４－１．９２＝０．
解得 ｘ１＝１．２，ｘ２＝－１．６．
经检验可知ｘ１，ｘ２都是原方程的解，因ｘ２＜０不合题意，应舍去．
答：该厂原计划每天加工１．２万只口罩．

１８（１）设甲每小时抽水ｘｍ３，则有９６０
ｘ － ９６０

ｘ＋２０＝４． ∴ 甲每小时

抽水６０ｍ３，乙每小时抽水８０ｍ３．
（２）乙种水泵的总耗电量较小．在完成灌溉任务的情况下，甲种水泵的
耗电量为（９６０÷６０）×２＝３２（度）．乙种水泵的耗电量为（９６０÷８０）×２．５＝３０
（度）

【探究能力测试】

１９（１）解：ｘ１＝ｃ，ｘ２＝
ｍ
ｃ
，
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验证：当ｘ１＝ｃ时，左边＝ｃ＋ｍ
ｃ＝右边，

∴ ｘ１＝ｃ是原方程的解．

当ｘ２＝
ｍ
ｃ
时，左边＝ｍ

ｃ＋ｍ
ｍ
ｃ

＝ｃ＋ｍ
ｃ＝右边，

∴ ｘ２＝
ｍ
ｃ
是原方程的解．

（２）解：原方程可化为ｘ－１＋ ２
ｘ－１＝ａ－１＋ ２

ａ－１．

由以上结论可知：ｘ－１＝ａ－１，或ｘ－１＝ ２
ａ－１．

∴ ｘ１＝ａ，ｘ２＝
ａ＋１
ａ－１．

经检验：ｘ１＝ａ，ｘ２＝
ａ＋１
ａ－１
均为原方程的解．

２０如图１．

图１
过Ｂ作ＢＥ⊥ＤＣ，垂足为Ｅ，则∠ＥＣＢ＝∠ＥＢＣ＝４５°，ＥＣ＝ＥＢ＝０．８．
∴ ＤＣ＝２×０．８＋１．２＝２．８（ｍ）．

∴ 渠道截面面积Ｓ＝１
２×０．８×（２．８＋１．２）＝１．６（ｍ２）．

∴ 需挖土１．６×１５００＝２４００（ｍ３）．
设原计划每天挖土ｘｍ３，根据题意，得

２４００
ｘ －２４００

ｘ＋２０＝４．

去分母，整理得ｘ２＋２０ｘ－１２０００＝０．
解这个方程，得

ｘ１＝－１２０（舍去），ｘ２＝１００．
经检验，ｘ２＝１００是原方程的根．
答：原计划每天挖土１００ｍ３．
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２１（１）设甲、乙单独完成此项工程分别需ｘ天，ｙ天．

依题意，得

２４
ｘ＋２４

ｙ＝１，

２０
ｘ＋４０

ｙ＝１
｛

．
解得

ｘ＝３０，

ｙ＝１２０
｛

．

（２）设单独完成此项工程，甲需费用ｍ 万元，乙需费用ｎ万元，

依题意，得

ｍ
３０＋ｎ（ ）１２０ ×２４＝１２０，

ｍ
３０×２０＋ｎ

１２０×４０＝１１０
烅
烄

烆 ．
解得ｍ＝１３５，ｎ＝６０．
２２（１）设Ａ型汽车每辆可装计算机ｘ台，则Ｂ型汽车每辆可装计算

机（ｘ＋１５）台，依题意，得２７０ｘ ＝２７０＋３０
ｘ＋１５＋１ 解这个方程，得ｘ１＝４５，ｘ２＝

－９０（舍去）．经检验，ｘ＝４５是原方程和应用问题的解，∴ ｘ＝４５，ｘ＋１５＝
６０（台）．
（２）由（１）知，若单独用Ａ型汽车运送，需车６辆，运费为２１００元；若单
独用Ｂ型汽车运送，需车５辆，运费为２０００元．若按题设要求同时用Ａ、Ｂ
两种型号的汽车运送，设需用Ａ型汽车ｙ辆，则需Ｂ型汽车（ｙ＋１）辆，根据

题意得不等式：３５０ｙ＋４００（ｙ＋１）＜２０００，解之ｙ＜３２
１５．因汽车辆数为正整

数，∴ ｙ＝１或２，当ｙ＝１时，ｙ＋１＝２，则４５×１＋６０×２＝１６５（台）＜２７０
（台），不合题意；当ｙ＝２时，ｙ＋１＝３，则４５×２＋６０×３＝２７０（台）符合题意，
此时运费为３５０×２＋４００×３＝１９００（元）．
答：按这种方案运送计算机需用Ａ型汽车２辆，Ｂ型汽车３辆，运费为

１９００元．
１２８ 由一个二元一次方程和一个二元二次方程组成的方程组
【基础能力测试】

１（１）
ｘ１＝４，

ｘ１＝５
｛
；

ｘ２＝－１，

ｙ２＝０
｛

．
代入消元．

（２）
ｘ１＝１，

ｙ１＝４
｛
；

ｘ２＝４，

ｙ２
｛

＝１
将ｘ＋ｙ＝５整体代入ｘｙ－ｘ－ｙ＋１＝０得ｘｙ＝４，再用根与系数关系

解方程组．

黄 冈 兵 法

４２１

初

三

代

数



（３）
ｘ＝－２，

ｙ
｛

＝５
根据方程组解的定义，先求出ｍ、ｎ的值，再求方程组．

（４）ｘ２－７ｘ＋１２＝０ 注意一次项系数是－７．

（５）ｋ＝９
４
由方程组得ｙ２－３ｙ－ｋ＝０．由Δ＝０，求出ｋ值．

（６）１３ 先求出方程组的解，再确定ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２的值．

（７）ｍ＝１
２
，
ｘ＝１

４
，

ｙ
｛

＝１
原方程组变为ｙ２－２ｙ＋２ｍ＝０．由Δ＝０得ｍ

＝１
２
，解方程组

ｙ２＝４ｘ，

ｙ＝２ｘ＋１
２

｛
．

（８）
ｘ１＝３，

ｙ１＝４
｛
；

ｘ２＝４，

ｙ２
｛

＝３
利用根与系数关系求出１

ｘ
，１
ｙ
的值．

２（１）Ｄ 代入消元法，或检验．
（２）Ｃ 原方程组变为ｙ２－ｍｙ＋１＝０，Δ＝ｍ２－４．当ｍ＜－２时，Δ＝

ｍ２－４＞０．
（３）Ｃ 先求出ａ、ｂ值．

（４）Ｃ 依题意原方程组变为

２
ｘ＝ｋ，

１
ｘ２＝

１
２

｛
，

ｋ（ ）２
２
＝１

２
，

∴ ｋ２＝２，ｋ 槡＝± ２．

（５）Ｃ 原方程组变为
ｘｙ＝－３，

ｘ＋ｙ＝２
｛

．

（６）Ａ 将
ｘ＝３，

ｙ
｛

＝２
代入原方程组得

３ｍ－２ｎ＝１，

９ｍ＋４ｎ＝１７
｛

．
（７）Ａ 原方程组变为ｘ２－４ｘ＋４ｍ＝０．由Δ＝０得ｍ＝１．
（８）Ｂ
（９）Ａ
（１０）Ｂ 原方程组变为ｘ２＋６ｘ－（２５＋ｋ）＝０，由Δ＜０求出ｋ的范围．

３
ｘ１＝３，

ｙ１＝－２｛ ；

ｘ２＝－２，

ｙ２＝３
｛ ．

原方程组变为
ｘ＋ｙ＝１，

ｘｙ＝－６｛ ．

４
ｘ１＝１，

ｙ１＝１
｛
；

ｘ２＝－３．

ｙ２＝３
｛

．
原方程组变为

ｘ＋ｙ＝０，

ｘ＋２ｙ
｛

＝３
或

ｘ－ｙ＝０，

ｘ＋２ｙ＝３
｛

．
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５
ｘ１＝０，

ｙ１＝０
｛
；

ｘ２＝
２
５
，

ｙ２＝－４
５

｛
．
将ｙ＝－２ｘ代入（ｘ－１）２＋ｙ２＝１．

６
ｘ１＝３，

ｙ１＝１
｛
；

ｘ２＝１９，

ｙ２＝９
｛

．
将ｘ＝２ｙ＋１代入方程２ｘ－ｙ２＋６ｙ－１１＝０．

７
ｘ１＝１，

ｙ１＝２
｛
；

ｘ２＝－２，

ｙ２＝－１
｛

．
将ｙ＝ｘ＋１代入ｘ２－２ｘ＋３ｙ－５＝０．

８
ｘ１＝５，

ｙ１＝５
｛
；

ｘ２＝２，

ｙ２＝－１
｛

．
用换元法求出２ｙ

ｘ －ｘ
ｙ ＝１中ｙｘ

的值，再与

方程２ｘ－ｙ＝５联立．

９
ｘ１＝－１０，

ｙ１＝－６
｛

；

ｘ２＝５，

ｙ２＝－１
｛

．
代入消去ｘ．

１０（１）ｍ＝１；
（２）ｍ＜１；
（３）ｍ＞１． 原方程组变为ｍ２ｘ２＋２（ｍ－２）ｘ＋１＝０，再用判别式．

１１５ 设直角三角形两直角边长为ｘ，ｙ，依题意有
ｘ＋ｙ 槡＝２ １４，

ｘ２＋ｙ２＝３６
｛

．

ｘｙ＝１０，∴ Ｓ＝１
２ｘｙ＝５．

１２ａ 槡＝ ±４ ２当 ａ 槡＝４ ２时，
ｘ 槡＝２ ２，

ｙ 槡＝－２ ２
｛

；
当 ａ 槡＝ －４ ２时，

ｘ 槡＝－２ ２，

ｙ 槡＝２ ２
｛

，
原方程组变为２ｘ２－２ａｘ＋（ａ２－１６）＝０．Δ＝０得ａ２＝３２，ａ

槡＝±４ ２．
１３（１）ａ＜２；
（２）ａ＝２；
（３）ａ＞２． 原方程组变为ｘ２＋２（ａ－３）ｘ＋ａ２－２ａ＋１＝０，再用判别
式．
【探究能力测试】

１４由①得：ｘ＝－ｙ－ｋ，③ 把③代入②，得ｙ２＋２ｋｙ＋ｋ２＋２ｙ＋２ｋ－
ｙ－１＝０，即ｙ２＋（２ｋ＋１）ｙ＋（ｋ２＋２ｋ－１）＝０．由Δ１＝（２ｋ＋１）２－４（ｋ２＋２ｋ
－１）＝－４ｋ＋５＜０，∴ Δ２＝１２－４ｋ＝１－４ｋ＜－４ｋ＋５＜０．

１５．把ｙ＝２ｘ－１代入ｘ２－ｘ－ｙ＝０中，得ｘ２－３ｘ＋１＝０． 这个方程
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的两个根ｘ１、ｘ２满足ｘ１＋ｘ２＝３，ｘ１ｘ２＝１．

∴ １
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１ｘ２
＝３

１＝３．

∵ ｙ１＝２ｘ１－１，ｙ２＝２ｘ２－１，

∴ ｙ１·ｙ２＝（２ｘ１－１）（２ｘ２－１）＝４ｘ１ｘ２－２（ｘ１＋ｘ２）＋１
＝４×１－２×３＋１＝１．

１２９ 由一个二元二次方程和一个可以分解为两个二元一次方程的方
程组成的方程组

【基础能力测试】

１（１）
ｘ２＋ｙ２＝２０，

ｘ－２ｙ＝０
｛

；

ｘ２＋ｙ２＝２０，

ｘ－３ｙ＝０
｛

．
（２）２ｘ＋３ｙ＝０，２ｘ－５ｙ＝０．

（３）ｘ－２ｙ＝０，ｘ－ｙ＝０，
ｘ－２ｙ＝０，

３ｘ２＋２ｘｙ＝２０
｛

；

ｘ－ｙ＝０，

２ｘ２＋２ｘｙ＝２０
｛

．

（４）二，
ｘ－ｙ＝０，

ｘ２－ｙ２－２ｘ＝０
｛

；

３ｘ＋ｙ＝０，

ｘ２－ｙ２－２ｘ＝０
｛

．

２（１）Ｂ 方程组
２ｘ－ｙ＝０，

３ｘ２－ｘｙ＋ｘ＋２ｙ＋６＝０没有解
｛

．
（２）Ａ 由（ｘ－２ｙ）（ｘ－３ｙ）＝０，得ｘ－２ｙ＝０，ｘ－３ｙ＝０．
（３）Ｃ 当ｘ＝０时，ｙ２＝－２无解．

（４）Ｂ 原方程组化为
ｙ＝ｘ２，

（ｘ＋２）（ｘ２－３）
｛

＝０
即

ｙ＝ｘ２，

ｘ
｛

＋２＝０
或

ｙ＝ｘ２，

ｘ２－３＝０
｛

．

３（１）
ｘ１ 槡＝ ５，

ｙ１ 槡＝ ５
｛

；

ｘ２ 槡＝－ ５，

ｙ２ 槡＝－ ５
｛

；

ｘ３＝３，

ｙ３＝１
｛
；

ｘ４＝－３，

ｙ４＝－１
｛

．
方程组可化

为
ｘ－ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２＝１０
｛

；

ｘ－３ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２＝１０
｛

．

（２）
ｘ１＝－１，

ｙ１＝－２
｛

；

ｘ２＝２，

ｙ２＝１
｛
；
方 程 组 化 为

ｘ２＋ｙ２＝５，

ｘ－ｙ－１＝０
｛

；

ｘ２＋ｙ２＝５；

ｘ－ｙ－５＝０
｛

．
其中

ｘ２＋ｙ２＝５，

ｘ－ｙ
｛

－５＝０
没有解．

（３）
ｘ＝０，

ｙ＝０
｛
；

ｘ＝２，

ｙ＝２
｛
；

ｘ＝２；

ｙ＝－２
｛

．
原方程组可化为

ｘ－ｙ＝０，

ｙ２＝２ｘ
｛

；

ｘ＋ｙ＝０，

ｙ２＝２ｘ
｛

．
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（４）
ｘ１＝２，

ｙ１＝－１
｛

；

ｘ２＝－６
７
，

ｙ２＝
１３
７

｛
；

ｘ３＝
１０
７
，

ｙ３＝－１１
７

｛
．
原方程组可化为

ｘ＋ｙ－１＝０，

３ｘ２＋４ｙ２＝１６
｛

；

ｘ－ｙ－３＝０，

３ｘ２＋４ｙ２＝１６
｛

．

（５）
ｘ１ 槡＝１＋ ５；

ｙ１ 槡＝－３－ ５
｛

；

ｘ２ 槡＝１－ ５，

ｙ２ 槡＝－３＋ ５
｛

；

ｘ３ 槡＝－１＋ ５，

ｙ３ 槡＝３－ ５
｛

；

ｘ４ 槡＝－１－ ５，

ｙ４ 槡＝３＋ ５
｛

．
ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＝４可分解为（ｘ＋ｙ＋２）（ｘ＋ｙ－２）＝０．

（６）
ｘ１＝１，

ｙ１＝－１
｛

；

ｘ２＝
２
３
，

ｙ２＝－１
３

｛
；

ｘ３＝－１
３
，

ｙ３＝
１
３

｛
；

ｘ４＝－２，

ｙ４＝－３
｛

；
原方程组

可化为
２ｘ＋ｙ－１＝０，

ｘ＋ｙ＝０
｛

；

２ｘ＋ｙ－１＝０，

ｘ－ｙ－１＝０
｛

；

２ｘ－ｙ＋１＝０，

ｘ＋ｙ＝０
｛

；

２ｘ－ｙ＋１＝０，

ｘ－ｙ－１＝０
｛

．
４设原来买ａｍ纯棉布需ｘ元，一年后纯棉布价格上调的百分率为ｙ，
依题意有

ｘ（１＋ｙ）＝３６，
（６０－ｘ）（１－ｙ）＝１８
｛

．
解得

ｘ＝２４，

ｙ＝１
２

｛
．
（负值已舍去）

答：原来买ａｍ纯棉布需２４元，一年后纯棉布价格上调为５０％．
【探究能力测试】

５因式分解 降次 转化 代入 消元

６由①、②知：ａ≠±１，否则有三组解或一组解，而且当且仅当ａ＝±１

时，有解
ｘ＝０
ｙ
｛

＝０
，故ａ≠±１时，ｘ≠０且ｙ≠０．

原方程组化为ｙ２＋（１－２ａ）ｙ＋ａ２－１＝０， ③
若方程组有两个不同的实数解，则关于ｙ的方程③有两种情况：
（１）方程③有两个相等的实根，且为正数，则ｘ＝±槡ｙ有两解，由此得ａ

＝５
４．

（２）方程③有两个不相等的实数根，且两根异号，由ｙ１ｙ２＝ａ２－１＜０，
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得－１＜ａ＜１．

综上所述，当ａ＝５
４
或－１＜ａ＜１时，方程组恰有两个不同的实数解．

７把所给方程组变形为
（ｘ＋ｙ）－ｘｙ＝３，

ｘｙ（ｘ＋ｙ）＝－２
｛

，

从而由根与系数的关系可知
－ｐ－ｑ＝３，

ｑ（－ｐ）＝－２
｛

．
解得ｐ＝－１，ｑ＝－２或ｐ

＝－２，ｑ＝－１．
即所求的一元二次方程为：ｚ２－ｚ－２＝０或ｚ２－２ｚ－１＝０．
１２１０ 小结与复习
【基础能力测试】

１（１）Ｄ．
（２）Ｃ．
（３）Ｃ ∵ Δ＝（－１）２－８＝－７＜０．

（４）Ｃ 当ａ≠ｂ时，ａ＋ｂ＝８，ａｂ＝５，ｂ－１
ａ－１＋ａ－１

ｂ－１＝

（ｂ－１）２＋（ａ－１）２
（ａ－１）（ｂ－１） ＝ａ２＋ｂ２－２（ａ＋ｂ）＋２

ａｂ－（ａ＋ｂ）＋１ ＝
（ａ＋ｂ）２－２（ａ＋ｂ）－２ａｂ＋２

ａｂ－（ａ＋ｂ）＋１

＝－２０．而当ａ＝ｂ时，ｂ－１
ａ－１＋ａ－１

ｂ－１＝２．

（５）Ｂ 设ｘ１，ｘ２是方程ａｘ２ 槡－ ２ｂｘ＋ｃ＝０的两根，则ｘ１＋ｘ２＝
槡２ｂ
ａ
，

ｘ１·ｘ２＝
ｃ
ａ
，从而（ｘ１－ｘ２）

２＝（ｘ１＋ｘ２）
２－４ｘ１ｘ２＝

２ｂ２

ａ２－４ｃ
ａ
，

∵ ｘ１－ｘ２ 槡＝ ２，ａ＝ｃ． ∴ ２ｂ２

ａ２－４＝２，∴ ｂ２＝３ａ２，∴ ｂ 槡＝ ３ａ，过三

角形顶角作底边上的高，则底角的余弦值为＝

槡３
２ａ
ａ ＝槡３

２
，从而所求角为３０°．

（６）Ｃ 原方程变为ｘ
２－２

ｘ＋３－６ ｘ＋３
ｘ２（ ）－２ ＋１＝０．

（７）Ａ 原方程组变为（１＋２ｍ２）ｘ２－１２ｍｘ＋１２＝０，由Δ＝０求ｍ 的
值．

（８）Ｄ 甲班植８０棵所用的天数为８０ｘ
（天），乙班植７０棵所用的天数为

７０
ｘ－５
天．

名校经验 创新设计

４２６

新
教
材
同
步
学
案



（９）Ｃ 去分母，（ｘ－２）ａ２－（２ｘ＋４）＝－２ａ２，当ｘ＝２时得ａ２＝４，

∴ ａ＝±２．
（１０）Ｃ 设２００２年初新增造林绿化面积为ａ，则有ａ（１＋ｘ）２＝２ａ，

ｘ＝４１％．
２（１）ｍ 槡＝ ３ 设方程另一根为ｘ１，则有ｘ１·槡 槡２＝ ６．ｘ１ 槡＝ ３，又槡２＋

槡 槡３＝ ２＋ｍ．或用方程根的定义求解．
（２）ｍ 槡＝－ ３ 注意ｍ 槡－ ３≠０．

（３）ｋ≥０
Δ＝９ｋ＋４≥０，

ｋ≥０
｛

．
（４）１００％ 设增长的百分数为ｘ，则有２０＋２０（１＋ｘ）＋２０（１＋ｘ）２＝

１４０．
（５）６ ｘ２

１＋ｘ２
２－２ｘ１－２ｘ２＝（ｘ１＋ｘ２）

２－２ｘ１ｘ２－２（ｘ１＋ｘ２）．
（６）４ ∵ ａ、ｂ是方程ｘ２＋（ｍ－２）ｘ＋１＝０的两根，∴ ａ２＋（ｍ－

２）ａ＋１＝０，ｂ２＋（ｍ－２）ｂ＋１＝０，即ａ２＋ｍａ＋１＝２ａ，ｂ２＋ｍｂ＋１＝２ｂ，

∴（１＋ｍａ＋ａ２）（１＋ｍｂ＋ｂ２）＝４ａｂ．又ａｂ＝１．

（７）２（ｘ－１）ｘ＋（ ）１２ 或（ｘ－１）（２ｘ＋１） 比较方程２ｘ２＋ｍｘ－１＝０

与２ｘ２－ｍｘ－１＝０知，若α是方程２ｘ２＋ｍｘ－１＝０的根，则－α是方程

２ｘ２－ｍｘ－１＝０的根．因此ｘ１＝１，ｘ２＝－１
２
是方程２ｘ２－ｍｘ－１＝０的

两根．
（８） 槡－１２ ２ ∵ ａ＋ｂ＝－８，ａｂ＝８，∴ ａ＜０，ｂ＜０．

３（１）ｘ１＝－１５，ｘ２＝５设ｘ＋２＝ｙ，则原方程可变为ｙ２＋６ｙ－９１＝
０， ∴ ｙ１＝－１３，ｙ２＝７．当ｙ＝－１３时，ｘ＝－１５；当ｙ＝７时 ｘ＝５．
（２）ｘ１ 槡＝３＋ ３，ｘ２ 槡＝－２＋ ３

∵ ａ＝１，ｂ＝－（ 槡１＋２ ３），ｃ 槡＝－３＋ ３．

∴ ｂ２－４ａｃ＝［－（ 槡１＋２ ３）］２－４×１×（ 槡－３＋ ３）＝２５．

∴ ｘ＝
（ 槡１＋２ ３） 槡＋ ２５

２×１ ＝ 槡１＋２ ３±５
２
，

∴ ｘ１ 槡＝３＋ ３，ｘ２ 槡＝－２＋ ３．

（３）ｘ１＝ｘ２＝１，ｘ３ 槡＝－２＋ ３，ｘ４ 槡＝－２－ ３ 设ｘ＋１
ｘ＝ｙ，则ｘ２＋１

ｘ２

＝ｙ２－２，∴ 原方程变为ｙ２＋２ｙ－８＝０．
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（４）
ｘ１＝２，

ｙ１＝３
｛
；

ｘ２＝－１，

ｙ２
｛

＝－３
将ｙ＝２ｘ－１代入另一个方程得ｘ２－ｘ－２＝

０．
４（１）有错误 错误之处，应考虑ｋ＝０和ｋ≠０两种情况，正确答案

是：ｋ≥－１
４．

（２）有错误 错误之处，应考虑ｋ的取值范围，正确答案是：ｋ＝１．
５设ｃ是斜边，则ａ＝ｂ（因为二次方程ｘ２－ｍｘ 槡＋ ２＝０最多只有两个
不同实根）．

∴ ｃ＝ ２槡ａ＝ ２槡ｂ
又ｃ·ａ 槡

烍
烌
烎＝ ２
 ２ａ槡 ２ 槡＝ ２，

∴ ａ＝１，Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２×１×１＝１

２．

６ｋ＝－３
５
（ｘ１－１）（ｘ２－１）＝ｘ１ｘ２－（ｘ１＋ｘ２）＋１＝

ｋ２＋４ｋ
４ －ｋ＋１

＝１０９
１００
，而ｘ１＋ｘ２＝ｋ，ｘ１·ｘ２＝

ｋ２＋４ｋ
４
，∴ ２５ｋ２＝９， ∴ ｋ＝±３

５． 而

Δ＝－６４ｋ≥０， ∴ ｋ≤０．

７（１）１７
（３５４＋３９９＋２３０＋２２７．５＋１９４．４＋１６７．６＋１６１．７）≈２４８（亿

元）

∴ 七市今年首季ＧＤＰ的平均值约为２４８亿元．
（２）设平均每季度增长的百分率为ｘ，由题意得
３５４（１＋ｘ）２＝４０７ １＋ｘ≈±１．０７２．
∴ ｘ１≈７．２％，ｘ２≈－２．０７２（不合题意，舍去）
答：平均每季度增长的百分率约是７．２％．

８３０名 设这个班有ｘ名学生，则有 ２４０
ｘ－１０－２４０

ｘ ＝４．
【探究能力测试】

９解法一，设截至２０００年４月３０日该工程贷款ｘ亿元，贷款年利率为

ｙ，则
ｘｙ＝１，
（ｘ－４）（１＋ｙ）－５＝ｘ（１－４１％）
｛

．
即４１ｘ２－８００ｘ－４００＝０，解得ｘ１

＝２０，ｘ２＝－４１
２０
（舍去）

解法二，设截至２０００年４月３０日该工程贷款ｘ亿元，贷款年利率为ｙ，

则
ｘｙ＝１，

４１％ｘ＝１０－１－（ｘ－４）ｙ
｛

．
即４１ｘ２－８００ｘ－４００＝０．下同解法一．
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１０（１）设乙连的速度为ｖｋｍ／ｈ，追上甲排的时间为ｔｈ，依题意，得

（ｖ－２８）ｔ＋（ ）７４ ＝ｖｔ，

ｖｔ＝３０
｛

．

①
②

由①得 ｖ＝１６ｔ＋２８，③ 将③代入②得，８ｔ２＋１４ｔ－１５＝０． 解之得

ｔ１＝
３
４
，ｔ２＝－５

２
（舍去）．从而ｖ＝４０．

（２）甲排原速度为１２ｋｍ／ｈ，设甲排每小时应加快ｘｋｍ，则 ２４
１２＋ｘ＝

６０
４０
，∴ ｘ＝４．

１１解 ∵ α，β是方程ｘ２－ｘ－２＝０的两根，

∴ α＋β＝１，αβ＝－２．

∵ α＞β， ∴ α－β＝ （α－β）槡 ２＝３．
设Ｍ＝α２－２β－１，Ｎ＝β２－２α－１，

∴ Ｍ＋Ｎ＝α２＋β２－２（α＋β）－２
＝（α＋β）２－２（α＋β）－２αβ－２
＝１２－２×１－２×（－２）－２＝１．

Ｍ－Ｎ ＝α２－β２＋２（α＋β）＝（α＋β）（α－β）＋２（α－β）

＝１×３＋２×３＝９．

由
Ｍ＋Ｎ＝１，

Ｍ－Ｎ＝９
｛

．
解得

Ｍ＝５，

Ｎ＝－４
｛

．
∴ α２－２β－１＝Ｍ＝５．
１２存在，ｍ＝－２． 由Δ≥０得ｍ≤１，而由ｘ２

１＋ｘ２
２＝５６求得ｍ１＝

１０，ｍ２＝－２．

第十三章 函数及其图象

１３１ 平面直角坐标系
【基础能力测试】

１（１）二 （２）－１ （３）（１，－３） （４）（－３，－４），（３，－４）

（５）－３
２
（６）５

（７）三 ∵ Ｍ（１＋ａ，２ｂ－１）在第二象限，∴ １＋ａ＜０，２ｂ－１＞０，ａ

＜－１，ｂ＞１
２．∴ ａ－１＜０，１－２ｂ＜０．
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（８）（－２，３）⋯注意Ｐ点在第二象限内．
（９）（３，５）．画图帮助理解
（１０）２或－１根据第一象限角平分线的性质，２ｍ２＋４＝ｍ２＋ｍ＋６＞

０．解ｍ２－ｍ－２＝０即可．
（１１）（０，１）或（０，－１）点Ａ可在ｙ轴正半轴上，也可在ｙ轴的负半轴
上．

（１２） ５
２
，（ ）１ ， －５

２
，（ ）１ ， －５

２
，（ ）－１ ， ５

２
，（ ）－１ 或 １，（ ）５２ ，

１，－（ ）５２ ，－１，－（ ）５２ ，－１，（ ）５２ 注意矩形在直角坐标系中的放置方式．
２（１）Ａ （２）Ａ （３）Ｂ （４）Ｃ （５）Ａ （６）Ｃ （７）Ａ
（８）Ｄ 依题意有｜２－ａ｜＝｜３ａ＋６｜，２－ａ＝±（３ａ＋６），∴ ａ＝－１，
或ａ＝－４．∴ Ｐ（３，３）或（６，－６）

３Ａ（０，１０），Ｂ（９，１０），Ｃ（１９，０），Ｓ梯形ＡＯＣＢ＝１４０ 过Ｂ点作ｘ轴垂线，
垂足为Ｄ，则ＤＣ＝ＢＤ＝９，∴ ＯＣ＝ＡＤ＋ＢＣ＝１９． ∴ Ｃ（１９，０）．Ｓ＝
１
２
（ＡＢ＋ＯＣ）·ＯＡ．

【探究能力测试】

４（１）连结ＡＢ，作线段ＡＢ的垂直平分线，交ｘ轴于Ｃ点．
（２）设机器人最快可在点Ｄ（ｘ，０）处截住小球，由题意，知２ＡＤ＝ＢＤ，

即２ （ｘ－２）２＋（槡５）槡 ２＝｜１０－ｘ｜．两边平方，得

４［（ｘ－２）２＋５］＝（１０－ｘ）２，解这个方程，得ｘ１＝４，ｘ２＝－１６
３．依题意，

只能取ｘ＝４．因此，机器人最快可在点（４，０）处截住小球．
５（１）Ｐ（ 槡４ ３，４）或（ 槡２ ３，６） （２）Ｐ（ 槡２ ３，６），Ｓ△ＯＰＡ最大 槡＝１２ ３．
１３２ 函数
【基础能力测试】

１（１）ｙ，ｘ （２）Ｓ、Ｄ，π４
（３）ｘ≠±２ （４）ｘ≥２ （５）ｘ≥－３

（６）ｘ＞－３ （７）ｙ＝１００
ｘ
（ｘ＞０） ∵ ｘｙ＝１００，∴ ｙ＝１００

ｘ ．
（８）ｙ＝３６０ｘ 注意单位换算．
（９）ｙ＝（ｘ－１０００）×５％，１０００＜ｘ≤１５００，１８元 注意ｘ的取值范围．
（１０）Ｓ＝４ｎ－４ 观察 ４＝４×２－４，８＝４×３－４，１２＝４×４－４⋯

（１１） 槡２ ６ ｙ＝ ４×１
２槡 槡 槡＋２２＝ ２４＝２ ６．
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（１２） 槡３＋４２ ∵ ｘ＝ １
槡２－１

槡＝２＋１，

∴ ｙ＝（槡２＋１）２＋２（槡２＋１） 槡－２＝３＋４ ２．
２（１）Ｂ （２）Ａ （３）Ａ （４）Ｄ

（５）Ｃ 由ｘ＝３
２
，判断函数应选ｙ＝－ｘ＋２．

（６）Ｄ
ｘ－２≥０，

ｘ槡 －２－１≠０
｛

．
（７）Ｄ 注意分母不能为零．

（８）Ａ ｙ＝ １
ｘ２＋２ｘ＋ｃ＝ １

（ｘ＋１）２＋（ｃ－１）
，当ｃ－１＞０时，（ｘ＋１）２＋

（ｃ－１）＞０

（９）Ｄ
ｘ－２≥０，

５－ｘ≠０
｛

，
即２≤ｘ≤５．

（１０）Ａ Ｖ是ｒ的函数．

（１１）Ｄ ｙ＝ｘ２

ｘ
中ｘ≠０，自变量ｘ取值范围不同；ｙ＝ ｘ槡 ２中，ｙ≥０，函

数的取值范围不同，ｙ＝（槡ｘ）２中，ｘ≥０，ｙ≥０，自变量、函数值取值都不
相同．
（１２）Ｃ 注意式子的恒等变形

（１３）Ｂ 依题意，１＝２ｍ－１
ｍ＋２．

３（１）ｋ＝３ ｋ＝（ｘ＋１）ｙ＝（－２＋１）·（－３）＝３；（２）２ 由ｙ＝ ３
ｘ＋１

求ｘ＝１
２
时的函数值．

４（１）ｘ＜５．
５－ｘ≥０，

ｘ－５≠０
｛

．
（２）１． ｙ 槡＝ ５－１＋４×１

１－５＝２－１＝１．

５（１）ｙ＝－ ４
ｘ＋１－ｘ＋２．由ｙ＝

ｋ１

ｘ＋１－ｋ２（ｘ－２），将
ｘ＝１，

ｙ＝－１
｛

，

ｘ＝－２，

ｙ＝８
｛
，
代入，解方程组，求出ｋ１，ｋ２．（２）０或３．解方程 －２＝－ ４

ｘ＋１

－ｘ＋２即可

６Ｓ＝１４４－１
２πＲ２（０＜Ｒ≤６）． Ｓ＝Ｓ正方形－１

２Ｓ⊙．

７ｙ＝１．８ｘ－６．依题意有ｙ＝１．２×１０＋（ｘ－１０）×１．８即ｙ＝１．８ｘ－６
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【探究能力测试】

８（１）ｙ＝（８＋０．４）ｘ＝８．４ｘ．
（２）当ｘ＝２．５时，ｙ＝８．４×２．５＝２１（元）

９（１）ｙ＝２０ｘ＋４０ （２）当ｙ＝２００时，可求出ｘ＝８．
１０（１）Ｑ＝６００－５０ｔ．（２）０≤ｔ≤１２．（３）２００ｍ３ （４）１０ｈ．
１３３ 函数的图象
【基础能力测试】

１（１）ａ＝１ 由３＝３
ａ
求出ａ＝１．

（２）（－１，２） 先求出ｍ＝２，则Ａ（１，２）

（３）ｋ＝１，由ｋ＝１
２×２得

（４）ｍ＝－３
４
由ｍ２＝（ｍ＋１）２＋２（ｍ＋１）求出ｍ 值

（５）１，－２ 将Ａ（１，－１），Ｂ（２，０）坐标代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ，解关于ａ、ｂ
方程组

（６）Ｐ１，Ｐ２，Ｐ６ 逐一代入检验，

（７）（－２，０），（０，４） 令ｙ＝０，得ｘ＝－２；令ｘ＝０，得ｙ＝４．
（８）１５
２（１）Ａ 当ｙ＝０时，两函数ｘ值相等，得关于ａ、ｂ的等式

（２）Ｂ （３）Ｄ 解方程组
２＝ａ＋ｂ，

２＝１－ｂ｛
ａ

（４）Ｄ （５）Ｃ 买笔的支数为正整数

（６）Ｃ 联立
ｙ＝ｘ２－２ｘ＋３，

ｙ＝ｘ＋
｛ ３

４
（７）Ｃ （８）Ａ 从装箱速度和生产速度上区分Ａ和Ｃ
（９）Ａ （１０）Ｄ 开始２０ｍｉｎ离家越来越远，图象上升；中间１０ｍｉｎ原
地不动，图象是平的；后１５ｍｉｎ返回，图象下降

３（１）点（－３，－５），（０，－２），（槡３，－３）在图象上；（２）ｂ＝－３，ａ＝±３
４（１）图略．－１；（２）１；（３）ｘ＞－１；（４）ｙ随ｘ增大而增大

５（１）－３≤ｘ≤４；（２）－２≤ｙ≤４；（３）ｘ＝０，ｙ＝２；ｘ＝－３，ｙ＝１；
（４）ｙ＝０时，ｘ＝－１或ｘ≈－２．８或ｘ＝４；ｙ＝３时，ｘ＝０．８或３；
（５）－２≤ｘ≤２；（６）－３≤ｘ≤－２或２≤ｘ≤４
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６（１）３７ （２）９ （３）３点到１５点 （４）２３℃到２６℃．
【探究能力测试】

７（１）ｓ甲＝５ｔ＋１０ ｓ乙＝６ｔ （２）ｔ＝１０时，距出发地６０ｋｍ（图略）

８（１）０＜ｘ≤５ 要看清图象不包括点Ａ；（２）当ｘ＝５时，ｙ取最小
值，最小值为２．５；（３）在０＜ｘ≤５时，ｙ随ｘ的增大而减小

９（１）１ｈ （２）０５ｈ （３）２５ｋｍ
１０

ｘ １ ２ ３ ４ ５ ⋯

ｙ１＝１０＋２ｘ １２ １４ １６ １８ ２０ ⋯

ｙ２＝５ｘ ５ １０ １５ ２０ ２５ ⋯

（１）图略

不同点有

①ｙ１图象不经过原点，ｙ２图象经过原点．

②当ｘ＜１０
３
时，ｙ１图象在ｙ２图象上方；

当ｘ＞１０
３
时，ｙ１图象在ｙ２图象下方．

③随着ｘ增大，ｙ２的值比ｙ１的值增大得快

烅

烄

烆 ．

（２）ｙ２的函数值先到达１００．
１３４ 一次函数
【基础能力测试】

１（１）ｍ＝－１，ｙ＝－ｘ；２或－１，ｙ＝２ｘ＋３或ｙ＝－ｘ 提示：
ｍ２－ｍ－１＝１；

ｍ≠０，

ｍ２
烅
烄

烆 －１＝０
ｍ＝－１；

ｍ２－ｍ－１＝１，

ｍ≠
｛

０
ｍ＝２或－１

（２）ｍ≠±１ ｍ２－１≠０．
（３）ｙ＝ｘ＋３×９．１８％·ｘ（ｘ＞０）
（４）ｙ＝ｘ＋２０，ｘ≥０，一次 由１２０＋ｘ＝１００＋ｙ得ｙ＝ｘ＋２０．

（５）３ 由
ｍ２－３ｍ＋１＝１，

ｍ２－ｍ≠
｛

０
得ｍ＝３

（６）Ｑ＝２０－０．２ｔ，０≤ｔ≤１００ 油从管道中每分钟流出２０１００＝０．２（Ｌ）

ｘｍｉｎ可流出０．２ｘＬ．
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（７）ｙ＝０．５ｘ＋１２ 观察ｙ栏的值相邻后项比前项多０５ｃｍ
（８）ｙ＝０．２２ｘ－０．４４（ｘ≥３，且ｘ为整数） ｙ＝０．２２＋０．２２（ｘ－３）

２（１）Ａ 形如ｙ＝ｋｘ（ｋ≠０）的函数叫正比例函数

（２）Ｃ （３）Ｃ ∵ ｙ＝ ｋ２槡 ＋１·ｘ中， ｋ２槡 ＋１≠０

（４）Ｄ （５）Ｄ ｃ＝４ａ （６）Ｃ
３ｍ－２＝０，

１－２ｍ≠
｛

０
∴ ｍ＝２

３
（７）Ｄ （８）Ａ

３（１）ｓ＝３００－６０ｔ （２）０≤ｔ≤５ （３）３１
３ｈ

４Ｑ＝
０ （０≤ｔ≤１

４
），

２００ｔ－（ ）１４
１
４＜ｔ≤（ ）８

｛
．
上班１５ｍｉｎ做准备工作，没有生产

零件．
５ｙ＝－８ｘ＋３３ 设ｙ１＝ｋ１ｘ，ｙ２＝ｋ２ｘ＋ｂ，∴ ｙ＝ｋ１ｘ＋ｋ２ｘ＋ｂ．
将ｘ＝３，ｙ＝９；ｘ＝４，ｙ＝１代入解关于（ｋ１＋ｋ２）、ｂ的方程组（注意把

ｋ１＋ｋ２看成整体），得ｋ１＋ｋ２＝－８，ｂ＝３３．
６ｙ＝３０００－２．５ｘ １００≤ｘ≤１２００ （由于小王按批发价买进，所以苹
果数量应不少于１００ｋｇ；又由于小王带了３０００元现金，∴ ｘ不会超过

１２００ｋｇ）．

７（１）ｙ＝２．３ｘ＋４．６，０≤ｘ≤８ （２）根据题意，得ｓａ＋ｓ
ｂ≤１０，

∴ ｓ≤１０ａｂ
ａ＋ｂ
，即ｓ的最大值为１０ａｂａ＋ｂｋｍ．

【探究能力测试】

８设需刻录ｘ张光盘，则到电脑公司刻录需ｙ１＝８ｘ元，自刻录需ｙ２＝
１２０＋４ｘ元．

∴ ｙ１－ｙ２＝４ｘ－１２０＝４（ｘ－３０）．
∴ 当ｘ＞３０时，ｙ１＞ｙ２；当ｘ＜３０时，ｙ１＜ｙ２． ∴ 当这批光盘多于

３０张时自刻费用省；当这批光盘少于３０张时到电脑公司刻录费用省；当这
批光盘为３０张时，到电脑公司与自刻费用一样．

９（１）ｙ＝１．６ｘ＋１０．８ （２）不配套．∵ ｙ＝８０．４＞７７．
１０（１）ａ＝０．２，ｃ＝０．１ （２）ｙ＝０．１（ｘ－１３００）＋７５＋４００×０．２ 即

ｙ＝０．１ｘ＋２５（ｘ＞１３００）．
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１３５ 一次函数的图象与性质
【基础能力测试】

１（１）ｙ＝２ｘ等 （２）ｙ＝－１
３ｘ＋１４

３
（３）ｋ＝－３

（４）ｙ＝１
３ｘ－４或ｙ＝－１

３ｘ－３

（５）１６
８＝－ｍ＋ａ，

８＝ｍ＋ｂ
｛

．
两式相加，ａ＋ｂ＝１６．

（６）ｙ＝１
５ｘ－６，ｘ≥３０ ｙ＝ｋｘ＋ｂ经过（６０，６），（８０，１０）两点，得ｙ＝

１
５ｘ－６，由１５ｘ－６≥０，得ｘ≥３０

（７）２４＞４ （８）２１，２４，２６ （９）依题意，可设ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ＜０），将
（－１，２）代入，得ｂ－ｋ＝２．在ｋ＜０的范围内，令ｋ＝－１，则ｂ＝１，这时ｙ＝
－ｘ＋１；令ｋ＝－２，则ｂ＝０，则ｙ＝－２ｘ；⋯

图２

（１０）（０，０），（ 槡－６ ２，０），（ 槡１２－６ ２，０），如图２
所示，当Ｐ点在ｘ正半轴时，设圆的半径为ｒ．由于

⊙Ｏ′内切于Ｒｔ△ＯＡＢ，∴ ｒ＝ＯＡ＋ＯＢ－ＡＢ
２ ＝

槡６＋６－６ ２
２ 槡＝６－３ ２． ∴ Ｐ（ 槡１２－６ ２，０）．同

理，Ｐ点在ｘ的负半轴时，可得Ｐ（ 槡－６ ２，０）

２（１）Ｄ （２）Ｂ （３）Ｄ （４）Ａ （５）Ｄ （６）

Ａ （７）Ｂ （８）Ｂ （９）Ａ （１０）Ｂ （１１）Ｄ （１２）

Ｃ （１３）Ｂ （１４）Ｂ
（１５）Ｃ 先求出两个一次函数解析式ｙ＝２ｘ＋４，ｙ＝－ｘ－２，再分别求

出Ｂ（０，４），Ｃ（０，－２），ＢＣ＝６，ｈ＝２． ∴ Ｓ＝１
２×６×２＝６

３ｙ＝２ｘ＋１，ｙ＝－１，ｘ＝－１
２．

４（１）ｋ１＝－２，ｋ２＝１ （２）Ａ（９，０）
５ｙ＝－２ｘ－４．
６（１）（２００－１００）×５％＋（３００－２００）×１０％＋（ｘ－３００）×１５％＝７２
或１００×５％＋１００×１０％＋（ｘ－３００）×１５％＝７２． 解得 ｘ＝６８０ （２）当

１００＜ｘ≤２００时，ｙ＝１００＋（ｘ－１００）×（１－５％）＝０．９５ｘ＋５．

７（１）ｐ＝２
５ｔ＋１００（ｔ≥０）；（２）２５０℃．
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８（１）农民自带的零钱是５元 （２）（２０－５）÷３０＝０．５（元） （３）（２６
－２０）÷０．４＋３０＝４５（ｋｇ）

９（１）Ｑ＝－５ｔ＋６０；（２）０≤ｔ≤１２，图略．（３）令Ｑ＝２０时，ｔ＝８．
∴ 汽车行驶路程：４０×８＝３２０ｋｍ

１０ｙ＝２－槡２
２ｘ（０＜ｘ＜槡２），图略．

１１２０００人，２０元． ｙ＝－５００ｘ＋１２０００，ｘｙ＝４００００，可得ｘ＝２０或ｘ
＝４（舍去）

１２（１）１１２万立方米 （２）ｙ＝－０．６ｘ＋１１２．（３）１５０天

１３（１）略 （２）ｙ＝
４５ｘ＋２．５（１．７≤ｘ＜１．９）

－５ｘ＋９７．５（１．９≤ｘ＜２．１）

－３０ｘ＋１５０（２．１≤ｘ≤２．４
烅
烄

烆 ）

（３）在１．８Ａ至２．２Ａ之间
【探究能力测试】

１４（１）ｙ＝
６ｔ（０≤ｔ≤１）

－２
３ｔ＋２０

３
（１＜ｔ≤１０

烅
烄

烆 ）
（２）略 有效时间长为：４－２

３

＝１０
３
（ｈ） （３）安排此人注射药液的时间为：第一次时间是６：００，第二次时

间是１０：００，第三次时间是１５：００，第四次时间是１９：３０．
１５（１）设选用方案１每月利润为ｙ１元；选用方案２每月利润为ｙ２元，

依方案１，可得

ｙ１＝（５０－２５）ｘ－２×０５ｘ－３００００＝２４ｘ－３００００，

∴ｙ１＝２４ｘ－３００００．
依方案２，可得ｙ２＝（５０－２５）ｘ－１４×０５ｘ＝１８ｘ，

∴ｙ２＝１８ｘ；
（２）∵ 当ｘ＝６０００时，ｙ１＝１１４０００（元），ｙ２＝１０８０００（元），

∴ｙ１＞ｙ２，因此，若作为厂长在不污染环境、又节约资金的前提下，应选

用方案１
１６（１）依题意，当ｘ≤６时，ｙ＝ａｘ；当ｘ＞６时，ｙ＝６ａ＋ｃ（ｘ－６），由

已知，得
７５＝５ａ，

２７＝６ａ＋３ｃ｛ ．
解得

ａ＝１５，

ｃ＝６｛ ．
∴ｙ＝

１５ｘ，ｘ≤６，

９＋６（ｘ－６）＝６ｘ－２７，ｘ＞６｛ ．
（２）将ｘ＝８代入ｙ＝６ｘ－２７，得ｙ＝２１（元）．
１７设甲厂运往Ａ地化肥为ｘｔ，总运费为ｙ元，依题意得ｙ＝ｘ×１０×
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６＋（５０－ｘ）×１２×５＋（３０－ｘ）×８×６＋（１０＋ｘ）×１０×４＝－８ｘ＋４８４０，由

３０－ｘ≥０，

５０－ｘ≥０，

ｘ≥
烅
烄

烆 ０

解得０≤ｘ≤３０．当ｘ＝３０时，ｙｍｉｎ＝４６００，故当由甲厂向Ａ地运

送３０ｔ化肥，向Ｂ地运送２０ｔ化肥，同时乙厂将４０ｔ化肥全部运往Ｂ地时，
最低总运费是４６００元．

１８（１）ｋ＝－３，ｂ＝１２；（２）存在点 Ｐ（２，６）或 Ｐ １６
５
，１２（ ）５ 或

Ｐ ４－２
５槡１０，６５槡（ ）１０ ，使△ＰＯＢ为等腰三角形．

由
０＝４ｋ＋ｂ，

ｂ｛ ＝１２
求出，ｋ＝－３，ｂ＝１２．以线段ＯＢ为底边，可得点Ｐ１（２，

６）以 ＢＰ 为 底 边，可 得 点 Ｐ２
１６
５
，１２（ ）５ ，以 ＯＰ 为 底 边，可 得 点

Ｐ３ ４－２
５槡１０，６５槡（ ）１０ ．

１９（１）ｋ＝３ｍ－３
ｍ－５
；（２）Ｓ△ＡＯＢ＝

６ｍ２

ｍ－１
；（３）存在点Ａ（２，６）使△ＡＯＢ

的面积最小．
２０（１）ＡＢ≈２１７ｋｍ （２）① 当ｓ＜５５０ｋｍ时，选丙公司好；②ｓ＝５５０

ｋｍ时，甲、丙一样好；③ｓ＞５５０ｋｍ时，选甲公司好．

图３

２１（１）∵１０×２＜１５×２，４０×２＞１５×２ ∴ 此人可选骑自行车或摩
托车

（２）ｓ＝３０－１５ｔ（０≤ｔ≤２）或ｓ＝３０－４０ｔ ０≤ｔ≤（ ）３４ ，图象略．

２２把ｘ＝０和ｙ＝０分别代入ｙ＝４
３ｘ

＋４

得
ｘ＝０，

ｙ＝４｛ ；

ｘ＝－３，

ｙ＝０｛ ，

∴Ａ（－３，０），Ｂ（０，４）
∵ＯＡ＝３，ＯＢ＝４，

∴ＡＢ＝５，ＢＱ＝４－ｋ，ＱＰ＝ｋ＋１．
作ＱＱ′⊥ＡＢ 于Ｑ′，当ＱＱ′＝ＱＰ 时，

⊙Ｏ 与直线ＡＢ 相切，由 Ｒｔ△ＢＱＱ′∽

Ｒｔ△ＢＡＯ，得ＢＱＢＡ＝ＱＱ′
ＡＯ
，
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即 ＢＱ
ＢＡ＝ＱＰ

ＡＯ
， ∴４－ｋ

５ ＝ｋ＋１
３
，解得ｋ＝７

８．

∴ 当ｋ＝７
８
时，⊙Ｏ与直线ＡＢ相切．

１３６ 二次函数ｙ＝ａｘ２的图象

【基础能力测试】

１（１）抛物线，ｙ轴；（０，０）；上；下 （２）减小，增大；０；小；０

（３）ｍ＝３，
ｍ２－２ｍ－１＝２，

ｍ２＋ｍ≠｛ ０
（４）ｙ１＜ｙ２ ∵ａ＜０，当ｘ＜０时，ｙ随ｘ增大而减小

（５）ｙ＝－２ｘ２ 设ｙ＝ｋｘ２．
（６）ｙ＝１６－ｘ２（０＜ｘ＜４） （７）ｙ＝２００（１＋ｘ）２ ２２８９８元

（８）ｙ＝１
３ｘ２，ｙ＝－１

３ｘ２

（９）ｙ＝２ｘ２，ｙ＝１８，ｘ＝±２

（１０）ｙ＝－１５
４ｘ２．

２（１）Ｂ （２）Ｃ ∵π≠０．（３）Ｄ （４）Ａ （５）Ｄ （６）Ｄ
（７）Ｄ ｙ＝π×４２－π×ｘ２＝－πｘ２＋１６π

（８）Ｃ．
ｍ２－３＝２，

２－ｍ＞｛ ０
（９）Ａ 建立如图４所示直角坐标系 （１０）Ｄ

图４ 图５

３（１）ｙ＝１
２ｘ＋３

２
，ｙ＝ｘ２ （２） ３

２
，（ ）９４ 直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ经过Ａ

（－３，０），Ｂ（－１，１）．ｙ＝ａｘ２经过Ｂ（－１，１）．求出 ｙ＝１
２ｘ＋３

２
，ｙ＝ｘ２，
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再联立
ｙ＝１

２ｘ＋３
２
，

ｙ＝ｘ
烅
烄

烆 ２

解方程组

４ －１
４
，（ ）１４ 将（１，４）分别代入ｙ＝－ａｘ２，ｙ＝ｋｘ＋１得ａ＝－４，ｋ

＝３，再联立
ｙ＝４ｘ２，

ｙ＝３ｘ｛ ＋１
５把ｘ＝－１代入ｙ＝ｘ２得ｙ＝（－１）２＝１，即Ａ 点纵坐标为ｙ＝１，

ＡＢ∥ｘ轴，则Ｂ点纵坐标为１，代入ｙ＝ｘ２得 ｘ＝±１，∴Ｂ点横坐标为

１．
∴ＡＢ＝２，又ＡＢ∥ｘ轴，点Ｏ到ＡＢ距离为１，

∴Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２ＡＢ·１＝１

２×２×１＝１．

６ｙ＝１
２ｘ２，ｙ＝１

２ｘ＋３ 由ｘ２－ｘ－６＝０求出ｘ１＝３，ｘ２＝－２．

∴ 抛物线ｙ＝ａｘ２，直线ｙ＝ｋｘ＋３交于 ３，（ ）９２ ，（－２，２）两点．

７（１）Ｓ＝３
２ｙ （２）正比例，二次

８Ｂ（－１，１）、Ｃ（３，９）
【探究能力测试】

９－槡５
５ １０Ｓ△ＡＰＱ＝

槡４ ３
９ ．

１３７ 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象
【基础能力测试】

１（１）（１，２） 配方ｙ＝（ｘ－１）２＋２ 或用 －ｂ
２ａ
，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ
计算

（２）２ 将Ｐ（１，ａ），Ｑ（－１，ｂ）分别代入ｙ＝ｘ２＋１．得Ｐ（１，２）、Ｑ（－１，

２），ＰＱ＝１－（－１）＝２．

（３）ｙ＝ｘ２＋３ｘ－４
０＝１６－４ｂ＋ｃ
６＝４＋２ｂ＋｛ ｃ

（４）ａ＝０，（－１
３
，０）；ａ＝１，（－１，０）；ａ＝９， １

３
，（ ）０ 分类：当ａ＝０

时，ｙ＝３ｘ＋１，则与ｘ轴交点 －１
３
，（ ）０ ，当ａ≠０时，Δ＝（３－ａ）２－４ａ＝０，

解之ａ＝１或ａ＝９．
（５）－３＜ｘ＜１
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（６）ｙ＝－１
２ｘ２＋２ｘ＋５

２
（７）１ （８）３４

（９）①③④

（１０）－３ ｘ＝－ｍ－１
２×１＝２

（１１）ｙ＝ｘ２－４ｘ或ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３

（１２）ｋ＜－３
Δ＞０，
（ｘ１－１）（ｘ２－１）＜｛ ０

ｘ１＋ｘ２＝－２（ｋ＋１），

ｘ１ｘ２＝－｛ ｋ
（１３）－４ 用待定系数法求二次函数解析式．
（１４）ｙ＝ｘ２－２ｘ；ｘ＝３，－１；
（１５）＜，＜，＞ 抛物线开口向下

（１６）ｙ＝ｘ２－３
２ｘ－１等

（１７）－１ ａ＜ｂ，ｂ＜０
（１８）ａｂｃ＞０或ａ＋ｂ＋ｃ＜０等

２（１）Ｄ （２）Ｂ （３）Ｄ （４）Ｄ （５）Ａ （６）Ａ （７）Ｄ （８）Ｄ
（９）Ｃ

（１０）ＡＢＣ ａ＞０，ｃ＜０，－ｂ
２ａ＞０，ｂ＜０． ∴ａｂｃ＞０，∵ 抛物线与ｘ轴

有两个交点，当ｘ＝－２时函数值ｙ＞０，即４ａ－２ｂ＋ｃ＞０．

（１１）Ａ ａ＜０，ｃ＞０，－ｂ
２ａ＝－１， ｂ＝２ａ＜０， ａｂｃ＞０．函数在ｘ＝１

时函数值小于０，即ａ＋ｂ＋ｃ＜０．
函数在ｘ＝－１时函数值大于０，即ａ－ｂ＋ｃ＞０．
（１２）Ａ ｙ＝ｘ２＋（２－ｍ）ｘ＋ｍ＝（１－ｘ）ｍ＋ｘ２＋２ｘ，令ｘ－１＝０，ｘ

＝１，此时ｙ＝３．
（１３）Ａ （１４）Ｃ 对称轴在直线ｘ＝１的右边．
（１５）Ｃ ③错 （１６）Ｂ ②③不正确．（１７）Ｃ 由①③④／②
（１８）Ａ （１９）Ｄ ｘ１，ｘ２是方程ｘ２－（２ｍ－１）ｘ－２ｍ＝０两根，注意
判别式Δ＞０及根与系数的关系．（２０）Ｂ

３略 ４ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３
５ｙ＝ｘ２－２，交点个数略．
６．（１）ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．图略 （２）当ｘ＝１时，ｙ＝－４；当ｘ＝２时，ｙ＝

－３，∴ 在第四象限抛物线上的所有整点坐标为（１，－４）、（２，－３）．
７．（１）证明：Δ＝（－２）２－４ｘ（－８）＝３６＞０，∴抛物线与ｘ轴一定有两
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个交点．（２）∵ 方程ｘ２－２ｘ－８＝０的两根为ｘ１＝－２，ｘ２＝４．∴ＡＢ＝｜ｘ１

－ｘ２｜＝６．又抛物线顶点Ｐ的纵坐标ｙＰ＝
４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－９，∴Ｓ△ＡＢＰ＝
１
２ＡＢ

·｜ｙｐ｜＝２７．
８．（１）证明：∵Δ＝８ｋ２＋１＞０，∴ 抛物线与ｘ轴总有两不同的交点．

（２）①ｙ＝ｘ２＋ｘ ② －１

９．（１）∵Δ＝（１－２ａ）２－４ａ２＞０，∴ａ＜１
４．∴ａ的取值范围是ａ＜１

４
且ａ≠０．又∵ａ≠０，∴ｘ１·ｘ２＝ａ２＞０，即ｘ１、ｘ２必同号．而ｘ１＋ｘ２＝－（１

－２ａ）＝２ａ－１＜２
４－１＝－１

２＜０，∴ｘ１、ｘ２必同为负数．∴ 点Ａ（ｘ１，０）、

Ｂ（ｘ２，０）都在原点的左侧． （２）∵ｘ１、ｘ２同为负数， ∴由ＯＡ＋ＯＢ＝
ＯＣ－２，得－ｘ１－ｘ２＝ａ２－２．∴１－２ａ＝ａ２－２，∴ａ２＋２ａ－３＝０．∴ａ１＝

－３，ａ２＝１．∵ａ＜１
４
且ａ≠０，∴ａ的值为－３．

１０．（１）解析式为ｙ＝－１
２ｘ２－ｘ＋１ （２）ａ的取值范围是－１＜ａ＜０

（３）由抛物线开口向下，且经过点Ａ（０，１）知：它与ｘ轴的两个交点Ｂ、Ｃ
分别在原点的两旁，此时Ｂ、Ｃ两点的横坐标异号，ＯＡ＝ｃ＝１．又∵ ∠ＢＡＣ
＝９０°，∴ 点Ａ必在以ＢＣ为直径的圆上．又∵ＯＡ⊥ＢＣ于Ｏ，∴ＯＡ２＝ＯＢ·

ＯＣ．又∵ｂ＝－２ａ－２，ｃ＝１，∴ 抛物线方程变为：ｙ＝ａｘ２－２（ａ＋１）ｘ＋１，
设此抛物线与ｘ轴的两个交点分别为Ｂ（ｘ１，０）、Ｃ（ｘ２，０），则ｘ１、ｘ２是方程

ａｘ２－２（ａ＋１）ｘ＋１＝０的两根，∴ｘ１·ｘ２＝
１
ａ．∴ ＯＢ·ＯＣ＝｜ｘ１｜·｜ｘ２｜＝

｜ｘ１·ｘ２｜＝－ｘ１·ｘ２（∵ｘ１·ｘ２＜０），∴ＯＢ·ＯＣ＝－１
ａ
，又∵ＯＡ２＝ＯＢ·ＯＣ，

ＯＡ＝１，∴１＝－１
ａ
，解得ａ＝－１

１１（１）ｙ＝－１
２ｘ２＋４ｘ－６ （２）（４，１）或（４，－４）

１２（１）Ｐ（９，－３） （２）ｙ＝－１
７ｘ２＋８

７ｘ－１２
７

【探究能力测试】

１３．（１）ｓ＝１
２ｔ２－２ｔ （２）把ｓ＝３０代入ｓ＝１

２ｔ２－２ｔ，得３０＝１
２ｔ２－

２ｔ．解得ｔ１＝１０，ｔ２＝－６（舍） 即：截至１０月末公司累积利润可达到３０万

元 （３）把ｔ＝７代入，得ｓ＝１
２×７２－２×７＝２１

２＝１０．５．把ｔ＝８代入，得ｓ
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＝１
２×８２－２×８＝１６，１６－１０．５＝５．５．即第８个月公司获利润５．５万元．

１４．（１）Ｓ＝－３ｘ２＋２４ｘ （２）ＡＢ＝５ｍ （３）Ｓ＝－３（ｘ－４）２＋４８．

∵１４
３≤ｘ＜８，∴ 当ｘ＝１４

３
时，Ｓ最大值＝４８－３ １４

３（ ）－４
２
＝４６２

３．能，围法：

２４－３×１４
３＝１０，即长为１０ｍ宽为４２

３ｍ，这时有最大面积为４６２
３ｍ２

１５（１）Ｅ（４，３），Ｄ ０，（ ）５３ ，ｙ＝－ １
１２ｘ２＋ ２

３ｘ＋ ５
３
；（２）可求

Ｃ ７，（ ）９４ ，适合ｙ＝－１
１２ｘ

２＋２
３ｘ＋５

３
，∴ 导弹能击中目标Ｃ．

１６（１）ｙ＝－６０ｘ２＋１８００ｘ＋２４０００ （０≤ｘ≤１４，ｘ取整数） （２）
－６０ｘ２＋１８００ｘ＋２４０００＝６００×（１２０－８０）×（１＋５０％），ｘ１＝１０，ｘ２＝２０（不
合题意，舍去）．

１７（１）ｙ＝－３ｘ２＋２５２ｘ－４８６０；（２）ｘ＝４２时，ｙ最大值＝４３２（元）．
１８对于甲车：由１２＝０１ｘ＋００１ｘ２，解得ｘ＝３０或ｘ＝－４０（舍去），
即甲车的车速为３０ｋｍ／ｈ，不超过限速．对于乙车，设ｓ乙＝ｋｘ，∵ 它经过点

（６０，１５），∴ｋ＝１
４
，∴ｓ乙＝１

４ｘ，∵１０＜１
４ｘ＜１２，∴４０＜ｘ＜４８，∴ 乙车

超过限速４０ｋｍ／ｈ的规定，就速度方面相碰的原因在于乙车超速行驶．

１９（１）ｗ１＝
３００－ｔ（０≤ｔ≤２００），

２ｔ－３００（２００＜ｔ≤３００）｛ ．
（２）由图知，抛物线顶点坐标为（１５０，１００），可设ｗ２＝ａ（ｔ－１５０）２＋

１００．又当ｔ＝５０时，ｗ２＝１５０，代入求得ａ＝ １
２００．∴ ｗ２＝

１
２００
（ｔ－１５０）２＋

１００（０≤ｔ≤３００）．
（３）设ｔ时刻的纯收益为ｙ，依题意有ｙ＝ｗ１－ｗ２，即

ｙ＝
－ １
２００ｔ

２＋１
２ｔ＋１７５

２
（０≤ｔ≤２００），

－ １
２００ｔ

２＋７
２ｔ－１０２５

２
（２００≤ｔ≤３００）

烅
烄

烆 ．

当０≤ｔ≤２００时，配方整理得ｙ＝－ １
２００
（ｔ－５０）２＋１００，所以，当ｔ＝５０

时，ｙ在０≤ｔ≤２００上有最大值为１００．

当２００＜ｔ≤３００时，配方整理得ｙ＝－ １
２００
（ｔ－３５０）２＋１００．所以，当ｔ＝

３００时，ｙ在２００＜ｔ≤３００上有最大值８７５．
综上所述，由１００＞８７５可知，ｙ在０≤ｔ≤３００上，可以取最大值１００，此
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时ｔ＝５０，即从２月１日开始的第５０天时，上市的西红柿纯收益最大．
２０．（１）ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３的顶点在直线ｙ＝ｘ＋３上．（２）直线ｙ＝ｘ

＋３上有一个点（０，３）不是该抛物线的顶点，抛物线ｙ＝ａｘ２＋２ｘ＋３的顶点

坐标为 －１
ａ
，３－１（ ）ａ ，当ａ≠０时，顶点的横坐标－１

ａ≠０，∴（０，３）点不是

该抛物线的顶点．（３）得出猜想：对于抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０），将

其顶点的横坐标增加或减少１
ａ
，纵坐标增加１

ａ
，所得到的两个点一定仍在抛

物线上．（其他猜想，只要合理也对）理由：∵抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｃ＋ｃ的顶点

坐标为 －ｂ
２ａ
，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ
，∴将其横坐标减少 １

ａ
，纵坐标增加 １

ａ
，得

Ａ －ｂ＋２
２ａ
，４ａｃ－ｂ２＋４

４（ ）ａ ．同样可得Ｂ －ｂ＋２
２ａ
，４ａｃ－ｂ２＋４

４（ ）ａ ．把ｘ＝－

ｂ＋２
２ａ
代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｃ＋ｃ＝ａ －ｂ＋２

２（ ）ａ
２
＋ｂ －ｂ＋２

２（ ）ａ ＋ｃ＝４ａｃ－ｂ２＋４
４ａ ．

∴点Ａ在抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｃ＋ｃ上．同理可证点Ｂ在抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋
ｃ上．∴所提出猜想能够成立，（此问题可利用ｙ＝（ｘ－ｈ）２＋ｋ的形式进行
证明，过程同上）

２１．（１）由题意得

ｘ１＋２ｘ２＝０
ｘ１＋ｘ２＝ｍ－４
ｘ１·ｘ２＝－２ｍ－４

Δ＝（ｍ－４）２＋４（２ｍ＋４）＝ｍ２＋３２＞

烅
烄

烆 ０

①
②
③

解得ｍ１＝２，ｍ２＝７（不合题意，舍去）．∵ｘ１＝－４，ｘ２＝２，点Ｃ的坐标
为：２ｍ＋４＝８，得Ａ、Ｂ、Ｃ坐标为：Ａ（－４，０）、Ｂ（２，０）、Ｃ（０，８）∵点Ａ与点

Ｄ关于ｙ轴对称，∴Ｄ（４，０）．设经过Ｃ、Ｂ、Ｄ的抛物线的解析式为：ｙ＝ａ（ｘ
－２）（ｘ－４）．将Ｃ（０，８）代入上式得：８＝ａ（０－２）（０－４），∴所求抛物线的解
析式为：ｙ＝ｘ２－６ｘ＋８ （２）∵ｙ＝ｘ２－６ｘ＋８＝（ｘ－３）２－１，∴顶点
Ｐ（３，－１）．设点Ｈ 的坐标为（ｘ０，ｘ０），∵△ＣＢＤ 与△ＨＢＤ 的面积相等，

∴｜ｙ０｜＝８．∵点Ｈ只能在ｘ轴的上方，故ｙ０＝８．将ｙ０＝８代入ｙ＝ｘ２－６ｘ
＋８中，得ｘ０＝６或ｘ０＝０（舍去）．∴Ｈ（６，８）．设直线ＰＨ 的解析式为：ｙ＝

ｋｘ＋ｂ，则
３ｋ＋ｂ＝－１，

６ｋ＋ｂ＝８｛ ．
∴ｋ＝３，ｂ＝－１０，∴直线ＰＨ的解析式为ｙ＝３ｘ－１０

２２．（１）ｙ＝ｘ２－ｘ－２，Ｍ １
２
，－（ ）４９ （２）直线ＢＭ 的解析式为ｙ＝

３
２ｘ－３．Ｓ＝－１

３ｔ２＋１
３ｔ＋３ ０＜ｔ＜－（ ）４９ （３）存在点Ｐ，且坐标是
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Ｐ１
５
２
，（ ）７４ 、Ｐ２

３
２
，－（ ）５４ ．注：分三种情况讨论．①若∠ＰＡＣ＝９０°，则

ＰＣ２＝ＰＡ２＋ＰＣ２，得Ｐ１
５
２
，（ ）７４ ② 若∠ＰＣＡ＝９０°，则ＰＡ２＝ＰＣ２＋

ＡＣ２，得Ｐ２
３
２
，－（ ）５４ ③ 当点Ｐ在对称轴右侧时，ＰＡ＞ＡＣ，故边ＡＣ的

对角∠ＡＰＣ 不可能是直角 （４）图略，未知顶点分别为（－１，－２）、

－１
５
，（ ）２５ 、

４
５
，－（ ）８５

１３８ 反比例函数及其图象
【基础能力测试】

１（１）５ （２）＞ （３）ｙ＝１００
ｘ
（４）ｙ＝１２

ｘ
（５）２

（６）相同点：图象都是曲线；都经过点（－１，２）（或都经过点（２，－１））；在
第二象限，函数值都随着自变量的增大而增大．不同点：图象的形状不同；自
变量的取值范围不同；一个有最大值，一个没有最大值．
（７）－２ ｍ＝ｘｙ＝３，

∴ｙ＝３
ｘ
，ｙ＝ｘ２＋（ｋ＋１）ｘ＋３．将（１，３）代入ｙ＝ｘ２＋（ｋ＋１）ｘ＋３求出ｋ．

（８）－７当ｘ＝－２时，ｙ１＝－４×（－２）２－２ｍ×（－２）＋ｍ２，ｙ２＝
２ｍ＋４
－２
，且ｙ１＝ｙ２，解关于ｍ 的方程，又２ｍ＋４＜０．

（９）６ ｋ＝ｘｙ＝２×３＝６．

（１０）＜ （１１）减小，解
ｙ＝２ｘ，

ｙ＝ｘ｛ ＋１
得

ｘ＝１，

ｙ＝２｛ ．
代入ｙ＝ｋ

ｘ
，得ｋ＝２＞０．

（１２）＜ 借助图象帮助分析
（１３）右，二、四，增大

（１４）１６
设ｙ＝ ｋ

ｘ－１
，ｋ＝（ｘ－１）ｙ＝ １

２（ ）－１ × －（ ）１３ ，ｋ＝１
６
，ｙ＝

１
６（ｘ－１）．

（１５）减小
１－２ｋ＝－１，

ｋ≠０｛ ．
∴ｋ＝１，即ｙ＝１

ｘ．

（１６）１或１６ 由ｘ２＋３ｘ－４＝０解得ｘ１＝－４，ｘ２＝１． ∴（－４，１）或
（１，－４）在两个函数的图象上，分别求出ｋ１，ｋ２的值．

（１７）（－１，－１），解方程组
２＝１

２ｍ＋ｎ，

３ｎ－ｍ＝１
烅
烄

烆 ．
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（１８）ｙ＝－２
ｘ

ｍ＋ｎ＝３，

ｍ２＋ｎ２＝１３｛ ．
（１９）ｙ＝－６

ｘ． ｜ｋ｜＝｜ｘｙ｜＝２×３ ｋ＝±６．又ｋ＜０，∴ｋ＝－６．

（２０）９ Ｖ＝５×１９８
ρ
， Ｖ＝９９

ρ
．（２１）一 ｙ＝２４

ｘ
（０＜ｘ）．

２（１）Ａ （２）Ａ （３）Ｄ （４）Ｂ （５）Ｄ （６）Ｂ （７）Ｄ （８）Ｄ
（９）Ｂ （１０）Ｄ （１１）Ｃ （１２）Ｄ （１３）Ｃ

（１４）Ｂ ｙ１＝
ｋ１

ｘ
，ｙ２＝ｋ２ｘ２ ∴ｙ＝

ｋ１

ｘ＋ｋ２ｘ２．
（１５）Ａ （１６）Ｃ （１７）Ａ ｜ｋ｜＝Ｓ矩形．（１８）Ａ （１９）Ｃ （２０）Ｃ

３（１）ｋ＝２
５
，ｎ＝２．

４（１）ｍ＝１ （２）ｍ＝－１．

５（１）ρ＝１４．３
Ｖ
（２）当Ｖ＝２ｍ３时，ρ＝１４．３

２ ＝７．１５（ｋｇ／ｍ３） ∴

当Ｖ＝２ｍ３时，氧气的密度为７．１５ｋｇ／ｍ３．

６（１）ｙ＝３
ｘ
（２）（１，３），－３

２
，（ ）－２ 联立

ｙ＝３
ｘ
，

ｙ＝２ｘ＋１
烅
烄

烆 ．
７（１）根据已知条件可得Ａ（－４，０），Ｃ（０，２），即ＡＯ＝４，ＯＣ＝２．
又∵Ｓ△ＡＢＰ＝９，

∴ＡＢ·ＢＰ＝１８．
又ＯＣ∥ＰＢ，∴ △ＡＯＣ∽△ＡＢＰ，

∴ ＡＯ
ＡＢ＝ＯＣ

ＢＰ
，即 ４

ＡＢ＝２
ＢＰ
，２ＢＰ＝ＡＢ．

∴２ＢＰ２＝１８，ＢＰ＝３，ＡＢ＝６．
∴Ｐ点坐标为（２，３）．

（２）设Ｒ点坐标为（ｘ，ｙ），由Ｐ（２，３）知反比例函数解析式为ｙ＝６
ｘ．

∵ △ＢＴＲ∽△ＡＯＣ，∴ ＡＯ
ＯＣ＝ＢＴ

ＲＴ
，即 ４

２＝ｘ－２
ｙ ．

则有
ｙ＝６

ｘ
，

２ｙ＝ｘ－２
｛

．
解得 ｘ 槡＝ １３＋１，ｙ＝槡１３－１

２ ．

∴Ｒ的坐标为 槡１３＋１，槡１３－１（ ）２
．

８（１）设Ａ点坐标为（ｘ，ｙ），且ｘ＜０，ｙ＞０，则
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Ｓ△ＡＢＯ＝
１
２
·｜ＢＯ｜·｜ＢＡ｜＝１

２
·（－ｘ）·ｙ＝３

２．

∴ｘｙ＝－３．

又∵ｙ＝ｋ
ｘ
，即 ｘｙ＝ｋ，∴ｋ＝－３．

∴ 所求的两个函数的解析式分别为：

ｙ＝－３
ｘ
，ｙ＝－ｘ＋２．

（２）∵ｙ＝－ｘ＋２，令ｙ＝０，得ｘ＝２．
∴ 直线ｙ＝－ｘ＋２与ｘ轴的交点Ｄ的坐标为（２，０）．

再由
ｙ＝－ｘ＋２，

ｙ＝－３烅
烄

烆 ｘ
解得

ｘ１＝－１，

ｙ１＝３｛ ；

ｘ２＝３，

ｙ２＝－１｛ ．

∴ 交点Ａ为（－１，３），Ｃ为（３，－１）．

∴Ｓ△ＡＯＣ＝Ｓ△ＯＤＡ＋Ｓ△ＯＤＣ＝
１
２
·｜ＯＤ｜·（｜ｙ１｜＋｜ｙ２｜）

＝１
２×２×（３＋１）＝４．

【探究能力测试】

９（１）ｙ＝３
４ｘ，０＜ｘ≤８，ｙ＝４８

ｘ
（２）３０

（３）此次消毒有效；把ｙ＝３代入ｙ＝３
４ｘ，得ｘ＝４；把ｙ＝３代入ｙ＝

４８
ｘ
，得ｘ＝１６，∵１６－４＝１２＞１０

１０（１）ｙ＝－ｘ＋２ （２）Ｓ△ＡＯＢ＝Ｓ△ＡＯＭ＋Ｓ△ＢＯＭ＝６．

１１（１）Ａ（－１，０）Ｂ（０，１）Ｄ（１，０） （２）ｙ＝ｘ＋１，ｙ＝２
ｘ

１２（１）依题意，设Ｂ点坐标为（ｘ０，ｘ０），

∴Ｓ正方形ＯＡＢＣ＝ｘ２
０＝９ ∴ｘ０＝３，

即Ｂ（３，３），∵ｘ０ｙ０＝ｋ，∴ｋ＝９．

（２）① ∵Ｐ（ｍ，ｎ）在ｙ＝９
ｘ
上，如图６（１），

∴Ｓ矩形ＯＥＰ１Ｆ＝ｍｎ＝９，

∴Ｓ矩形ＯＡＧＦ＝３ｎ．

由已知可得，Ｓ＝９－３ｎ＝９
２
，∴ｎ＝３

２
，ｍ＝６．
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∴Ｐ１ ６，（ ）３２ ．

② 如图６（１）同理可得Ｐ２（
３
２
，６）．

（３）①如答图６（２），当０＜ｍ＜３时，

∵ 点Ｐ坐标为（ｍ，ｎ），

∴Ｓ矩形ΔＯＥＧＣ＝３ｍ，

∴Ｓ＝Ｓ矩形ＯＥＰＦ－Ｓ矩形ＯＥＧＣ，

∴Ｓ＝９－３ｍ（０＜ｍ＜３），

图６
② 如图６（３），当ｍ≥３时，∵ 点Ｐ坐标为（ｍ，ｎ），

∴Ｓ矩形ＯＡＧＦ＝３ｎ，

∵ ｍｎ＝９，∴ｎ＝９
ｍ
，

∴Ｓ＝９－３ｎ＝９－２７
ｍ
，

即 Ｓ＝９－２７
ｍ
（ｍ≥３）．

１３（１）ｋ＝３．

（２）∵ 当ｘ＝ｍ 时，ｙ＝３
ｍ
，∴Ｅ ｍ，３（ ）ｍ ．

作ＥＧ⊥ＢＣ，Ｇ为垂足．
∵Ｅ是ＢＤ的中点，ＥＧ∥ＤＣ，∴ＢＧ＝ＧＣ．

∴ＥＧ＝１
２ＤＣ．∴Ｄ点的纵坐标为６ｍ．

∵Ｄ、Ａ两点纵坐标相等，∴Ａ点的纵坐标为６ｍ
，
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当ｙ＝６
ｍ
时，３

ｘ＝６
ｍ
，

∴ｘ＝ｍ
２．

∴Ａ ｍ
２
，６（ ）ｍ ．

∵Ａ、Ｂ两点横坐标相等，

∴Ｂ点的坐标为 ｍ
２
，（ ）０ ．

∴ＢＧ＝ｍ－ｍ
２＝ｍ

２．

∵ＢＧ＝ＧＣ，

∴ＢＣ＝ｍ．

∴ＯＣ＝ｍ
２＋ｍ＝３

２ｍ．

即Ｃ点的横坐标为３２ｍ．
（３）当∠ＡＢＤ＝４５°时，ＡＢ＝ＡＤ．

则有６
ｍ＝ｍ，即ｍ２＝６．

解之得ｍ１ 槡＝ ６，ｍ２ 槡＝－ ６（不合题意，舍去）．

∴ ｍ 槡＝ ６．
１４（１）∵ 一次函数和反比例函数的图象交于点（４，ｍ），

∴
ｍ＝－４＋８，

ｍ＝ｋ
４

烅
烄

烆 ．
解之，得

ｍ＝４，

ｋ＝１６｛ ．

（２）若两个函数图象相交，则交点坐标可由方程组
ｙ＝ｋ

ｘ
（ｋ≠０），

ｙ＝－ｘ
烅
烄

烆 ＋８
求

得，联立即得 －ｘ＋８＝ｋ
ｘ
，即 ｘ２－８ｘ＋ｋ＝０．

要使两个图象有两个不同交点，必须有 Δ＞０．
∴Δ＝（－８）２－４×１×ｋ＝６４－４ｋ＞０，∴ｋ＜１６．
故ｋ应满足ｋ＜１６且ｋ≠０．

（３）当０＜ｋ＜１６时，ｙ＝ｋ
ｘ
的图象在第一、第三象限，它与ｙ＝－ｘ＋８

的两个交点Ａ、Ｂ都在第一象限内，这时∠ＡＯＢ是锐角；当ｋ＜０时，ｙ＝ｋ
ｘ
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的图象在第二、第四象限，它与ｙ＝－ｘ＋８的两个交点都在第二、第四象限，
此时∠ＡＯＢ是钝角．

１５建立平面直角坐标系．

（１）根据题意可知，ｘｙ＝９，∴ｙ与ｘ之间的函数关系式是ｙ＝９
ｘ
，自变

量ｘ的取值范围是 ｘ＞０．

（２）Ｓ＝π（ｘ２＋ｙ２），∵ｘ２＋ｙ２＝ｘ２＋ ９（ ）ｘ
２
＝ ｘ－９（ ）ｘ

２
＋１８≥１８，

∴ 当且仅当ｘ－９
ｘ＝０即ｘ＝３时，Ｓ最小＝１８π．

此时，ｙ＝９
ｘ＝３，所以当点Ａ的坐标为（３，３）时，矩形的外接圆面积Ｓ

最小，Ｓ的最小值为１８π．
（３）存在．
如图７所示，设ＡＢ与ｙ轴相交于点Ｅ，由已知得Ａ（３，３），Ｑ（０，２），

Ｐ －２
ｍ
，（ ）０ ．

∴ＳΔＰＡＱ＝Ｓ梯形ＡＰＯＥ－ＳΔＡＥＱ－ＳΔＯＰＱ

＝１
２ －２

ｍ（ ）＋３ ×３－１×３－２× －２（ ）［ ］ｍ

＝３－１
ｍ．

∴３－１
ｍ＝１

６×３６，解得 ｍ＝－１
３．

图７

１６（１）将Ｃ（４，ｎ）代入ｙ＝２４
ｘ
，得 ｎ＝６；

将（４，６）代入ｙ＝３
４ｘ＋ｍ，得 ｍ＝３．
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图象略．

（２）①由题意，得１０－ｋｋ ＝５
４
，即 ｋ１＝

４０
９
，

或１０－ｋ
ｋ ＝４

５
，即 ｋ２＝

５０
９．

② 作ＱＭ⊥ｘ轴于Ｍ．设ＱＭ＝ｈ，则ｈ３＝１０－ｋ
５
，故ｈ＝３０－３ｋ

５ ．

∴Ｓ△ＡＰＱ＝
１
２ｋ·３０－３ｋ５ ＝－３

１０
（ｋ－５）２＋１５

２．

∴ 当ｋ＝５时，△ＡＰＱ的面积取最大值，最大值为１５２．

１３９ 小结与复习
【基础能力测试】

１（１）Ｓ＝２ｎ＋１ （２）１０２ （３）（２，槡２ ３）；［ 槡５ ２，１３５°］
２（１）ｍ＝２ｎ＋１８ （２）ｍ＝３ｎ＋１７，ｍ＝４ｎ＋１６ （３）ｍ＝ｂｎ＋ａ－

ｂ，１≤ｎ≤ｐ

３（１）ｙ＝－ｘ２＋ｘ＋６，Ｅ １
２
，２５（ ）４ ；

（２）（０，６）、（１，６）、（－３，－６），（４，－６）．

４（１）当ｍ＝０时，ｙ＝１
２ｘ２－５

２ｘ＋２；当ｍ＝－１５
１６
时，ｙ＝１

２ｘ２－

５
８ｘ＋１

８．（２）当 ｍ＝０时，△ＡＯＣ∽△ＣＯＢ；当 ｍ＝－１５
１６
时，△ＡＯＣ 与

△ＣＯＢ不相似．
５（１）ｍ＝－２，ｎ 槡＝－ ３，ｔ 槡＝ ３；（２）直线ｌ１的解析式为ｙ 槡＝ ３ｘ＋

槡３，直线ｌ２的解析式为ｙ＝槡３
３ｘ 槡＋ ３；（３）过点Ｂ作ＢＰ１⊥ＡＣ于点Ｐ，可确

定Ｐ１ －３
２
，槡３（ ）２ ；过Ｂ作ＢＰ２⊥ＡＢ交ＡＣ于点Ｐ２．可确定Ｐ２ －２，槡３（ ）３ ；

所求Ｐ点的坐标为 －３
２
，槡３（ ）２ 或 －２，槡３（ ）３ ．

６（１）０＜ｘ＜槡３；（２）ｙ＝－ 槡２ ３
３ ｘ２＋２ｘ；（３）作ＡＤ⊥ＢＣ，当ｘ＝槡３

２
时，ｙ取得最大值，此时ＭＮ＝１

２ＡＤ．

７（１）过点Ｃ作ＣＥ⊥ｘ轴，垂足为Ｅ，延长ＢＡ交ｘ轴于Ｆ点，则ＢＦ
⊥ｘ轴，易确定点Ｏ（０，０）、Ｂ（１，３５）、Ｃ（７，３５），从而可求出抛物线的解析

式为ｙ＝－１
２ｘ２＋４ｘ（０≤ｘ≤７）．（２）过点Ｈ 作ＨＭ⊥ｘ轴于Ｍ，易知

名校经验 创新设计

４５０

新
教
材
同
步
学
案



ｔａｎ∠ＨＯＭ＝ＨＭ
ＯＭ＝２，即ＯＨ与水平线Ｏｘ之间夹角的正切值为２．

【探究能力测试】

８．（１）ｙ甲＝５ｘ＋２００（ｘ≥１００），ｙ乙＝４．５ｘ＋２２５（ｘ≥１０） （２）ｙ甲－
ｙ乙＝０．５ｘ－２５，ｘ＝５０时，ｙ甲＝ｙ乙；ｘ＞５０时，ｙ甲＞ｙ乙；ｘ＜５０时，ｙ甲＜ｙ乙
（３）选用优惠办法甲购买１０支毛笔和１０本书法练习本，再用优惠办法乙
购买５０本书法练习本的方案最省钱．

９．（１）ｙ＝－１
１０ｘ＋３０ （２）ｚ＝－１

１０ｘ
２＋３４ｘ－３２００ （３）销售单价

为１６０元时，年销售量为１４万件．销售单价还可以定为１８０元，年销售量为

１２万件 （４）１２０≤ｘ≤２２０时，ｚ≥１１３０
１０解 延长ＨＧ，ＫＧ分别交ＡＤ，ＡＢ于Ｍ，Ｎ．

（１）当Ｇ 是ＥＦ中点时，由三角形中位线定理，得 ＭＧ＝１
２ＡＥ＝３０，

ＧＮ＝１
２ＦＡ＝２０．

∴Ｓ矩形ＫＧＨＣ＝ＨＧ·ＫＧ＝（２００－３０）（１６０－２０）＝２３８００（ｍ２）．
（２）设ＭＧ＝ｘ，则ＧＨ＝２００－ｘ．
∵ ＭＧ∥ＡＥ，∴ △ＦＭＧ∽△ＦＡＥ，

∴ＦＭ
ＦＡ＝ＭＧ

ＡＥ
，ＦＭ＝ＦＡ·ＭＧ

ＡＥ ＝２
３ｘ．

∴ ＭＡ＝ＦＡ－ＦＭ＝４０－２
３ｘ（０≤ｘ≤６０）．

∴Ｓ矩形ＫＧＨＣ＝ＨＧ·ＫＧ

＝（２００－ｘ）１６０－ ４０－２
３（ ）〔 〕ｘ

＝－２
３ｘ２＋４０

３ｘ＋２００×１２０，

∴ 当ｘ＝１０（ｍ）时，Ｓ矩形ＫＧＨＣ最大．
∴ 当点Ｇ在ＥＦ上距ＡＤ１０ｍ时，公园的面积最大．
１１（１）作ＣＨ⊥ＡＢ于Ｈ，交ＮＦ于Ｇ，则ＣＨ＝ｈ．
显然∠ＡＣＢ＝９０°，△ＡＢＣ是直角三角形．
由ＡＣ＝８，ＢＣ＝６，可得

ＡＢ＝ ８２＋６槡 ２＝１０．

ＳΔＡＢＣ＝
１
２ＡＢ·ｈ＝１

２ＢＣ·ＡＣ．
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∴ｈ＝８×６
１０ ＝４８．

（２）设ＤＮ＝ｘ，矩形ＤＥＦＮ的面积为Ｓ，ＣＧ＝４８－ｘ．
因ＮＦ∥ＡＢ，故△ＣＮＦ∽△ＣＡＢ．

∴ ＮＦ
ＡＢ＝ＣＧ

ＣＨ
，即ＮＦ＝ＡＢ·ＣＧ

ＣＨ ＝１０（４８－ｘ）
４８ ＝１０－２５ｘ

１２．

Ｓ＝ＤＮ·ＮＦ＝ｘ １０－２５ｘ（ ）１２ ＝－２５
１２ ｘ－１２（ ）５

２
＋１２，

即当ｘ＝２４时，矩形ＤＥＦＮ的面积Ｓ最大．

（３）显然△ＡＢＣ∽△ＣＢＨ，ＢＣＢＨ＝ＡＢ
ＢＣ
，即ＢＨ＝ＢＣ２

ＡＢ＝３６
１０＝３６．

又Ｒｔ△ＣＧＦ∽Ｒｔ△ＣＨＢ，ＦＧＢＨ＝ＣＧ
ＣＨ．

∴ＦＧ＝ＣＧ·ＢＨＣＨ＝（４８－２４）×３６
４８＝１８．

由ＢＥ＝ＢＨ－ＦＧ＝３６－１８＝１８，
而ＢＭ＝１８５，即这棵大树位于最大矩形的边上．
故为了保护大树，又满足原来的设计要求，只需在半圆上取Ｃ点的对称

点Ｃ′，即使Ｃ′点在半圆上，使ＡＣ′＝６，ＢＣ＝８，△ＡＢＣ′是以Ｃ′为直角顶点的
直角三角形．

１２．（１）ＡＣ＝１，ＯＢ＝５（２）ＯＣ 槡＝ ５
１３．（１）ｘ１＜０＜ｘ２，∴ＡＯ＝－ｘ１，ＯＢ＝ｘ２，又ａ＝１＞０，∴ＣＯ＝ｍ＋１

＞０．∴ｍ＞－１．∵ １
ＡＯ－ １

ＯＢ＝ ２
ＣＯ．∴ＣＯ（ＯＢ－ＡＯ）＝２ＡＯ·ＯＢ，即（ｍ＋

１）（ｘ１＋ｘ２）＝－２ｘ１ｘ２．∵ｘ１＋ｘ２＝２（ｍ－１），ｘ１ｘ２＝－（１＋ｍ），∴（ｍ＋
１）·２（ｍ－１）＝２（１＋ｍ），解得ｍ＝－１（舍去），ｍ＝２．∴二次函数的解析式
为ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．（２）存在着直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线交于点Ｐ、Ｑ，使ｙ
轴平分△ＣＰＱ的面积．设点Ｐ的横坐标为ｘＰ，点Ｑ的横坐标为ｘＱ，直线与

ｙ轴交于点Ｅ．∵Ｓ△ＰＣＥ＝Ｓ△ＱＣＥ，
１
２ＣＥ·｜ｘＰ｜＝１

２ＣＥ·｜ｘＱ｜，∴｜ｘＰ｜＝

｜ｘＱ｜∵ｙ轴平分△ＣＰＱ 的面积，∴点Ｐ、Ｑ 在ｙ轴异侧，ｘＰ＝－ｘＱ．由

ｙ＝ｋｘ＋ｂ
ｙ＝ｘ２－２ｘ｛ －３

得ｘ２－（ｋ＋２）ｘ－（ｂ＋３）＝０ ①ｘＰ、ｘＱ 为①的两根，∴

ｘＰ＋ｘＱ＝ｋ＋２＝０，∴ｋ＝－２．又∵直线与抛物线有两个交点，∴ｂ＋３＞０，

即ｂ＞－３．∴当ｋ＝－２，且ｂ＞－３时，直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线交于点Ｐ、

Ｑ使ｙ轴平分△ＣＰＱ的面积．
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１４（１）由题意得Ｂ（２，０），ｙ＝－ｘ２＋５ｘ－６．
（２）过Ｄ作ＤＰ１⊥ｘ轴，ＤＰ２⊥ＡＣ分别交直线ＡＣ于Ｐ１、Ｐ２，Ｐ２Ｈ⊥ｘ
轴于Ｈ，若△ＡＤＰ１∽△ＡＯＣ，则ＤＰ１＝２ＣＯ＝１２，∴ Ｐ１（－３，－１２）．若

△ＡＤＰ２∽△ＡＣＯ，则
ＡＰ２

ＡＯ＝ＡＤ
ＡＣ
，ＡＰ２＝

６
５槡５，由ＡＰ２

２＝ＡＨ·ＡＤ，ＡＨ＝６
５
，

ＯＨ＝９
５
，把ｘ＝９

５
代入ｙ＝２ｘ－６得ｙ＝－１２

５
，

∴Ｐ２
９
５
，－１２（ ）５ ．

（３）存在点Ｍ 槡２５－ ５
１０
，（ ）１５ 或

槡２５＋ ５
１０
，（ ）１５ ．

１５（１）ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３，Ｍ（１，０），Ｎ（３，０）．（２）ＯＤ 槡＝ ３．

（３）Ｄ ３
２
，槡３（ ）２ 或

３
２
，－槡３（ ）２ ．ｙ＝±槡３

３ｘ．（４）存在Ｐ 点为 １，±槡３（ ）３ ，

３， 槡（ ）± ３ ；３
２
，±槡３（ ）２ ．

１６（１）过Ｃ作ＣＤ⊥ＡＢ于Ｄ，由抛物线对称性知，Ａ（１，０），Ｂ（３，０），

∴ＤＡ＝ＤＢ＝ＤＣ＝１．∴ △ＡＣＢ是等腰直角三角形．（２）ｙ＝（ｘ－２）２－１．
（３）在抛物线上存在四个点Ｐ，使ΔＰＡＣ是等腰三角形．① 当ＡＣ为腰时，
存在点Ｐ１（３，０）满足条件；又以Ａ为圆心，槡２为半径的圆弧与抛物线必有交

点Ｐ４（ｘ０，ｙ０），满足Ｐ４Ａ＝ＡＣ，此时，０＜ｘ０＜１，１＜ｙ０＜槡２；② 当ＡＣ为底
时，作ＡＣ的中垂线，与抛物线交于Ｐ２、Ｐ３两点，即是符合条件的点，Ｐ２Ｐ３

的解析式为ｙ＝ｘ－２，解方程组
ｙ＝ｘ－２，

ｙ＝ｘ２－４ｘ｛ ＋３
得Ｐ２

槡５＋ ５
２
， 槡１＋ ５（ ）２
，

Ｐ３
槡５－ ５

２
， 槡１－ ５（ ）２

．

１７不变的关系，（１）矩形ＯＭＰＮ 面积为１
２．（２）△ＢＮＦ∽△ＦＰＥ∽

△ＡＭＥ（均为等腰直角三角形） （３）ＡＦ·ＢＥ＝１．（４）△ＢＯＥ∽△ＡＦＯ
（５）∠ＥＯＦ＝４５° （６）设△ＥＯＦ的外心为Ｉ，则四边形ＩＥＰＦ为正方形．（７）

动点Ｐ到直线ＡＢ的最短距离为 槡２－ ２
２ ．（８）当Ｐ到ＡＢ的距离ｄ最短时，正

方形ＩＥＰＦ（Ｉ为ΔＥＯＦ的外心）的面积最小，等于 槡３－２ ２，等．
１８解 （１）∵ｙ＝－２ｘ＋６交ｘ轴于Ａ，交ｙ轴于Ｃ，

∴ 令ｘ＝０，ｙ＝６；ｙ＝０，ｘ＝３．

黄 冈 兵 法

４５３

初

三

代

数



∴Ａ（３，０），Ｃ（０，６）．
设Ｂ的坐标（ｘ，０），且ｘ＜０，

∴Ｓ△ＢＯＣ＝
１
２ＢＯ·ＯＣ＝－１

２ｘ×６＝－３ｘ，

Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＡＢ×ＯＣ＝１

２
（－ｘ＋３）×６＝３（－ｘ＋３）．

∵Ｓ△ＡＢＣ＝４Ｓ△ＢＯＣ，

∴３（－ｘ＋３）＝４×（－３ｘ）．
∴ｘ＝－１．
∴Ｂ的坐标为（－１，０）．
∵ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ过Ａ（３，０），Ｂ（－１，０），Ｃ（０，６）．
∴９ａ＋３ｂ＋ｃ＝０，ａ－ｂ＋ｃ＝０，ｃ＝６．
解之 ａ＝－２，ｂ＝４，ｃ＝６．
∴ 抛物线解析式为ｙ＝－２ｘ２＋４ｘ＋６，顶点坐标为（１，８）．
（２）⊙Ｍ 与ＡＣ位置关系是相交．理由：过Ｍ 作ＭＤ⊥ＡＣ交ＡＣ于Ｄ，

∵ △ＡＭＤ∽△ＡＯＣ，

∴ ＭＤ
ＯＣ＝ＡＭ

ＡＣ．

∴ ＭＤ
６ ＝

３
２

６２＋３槡 ２
．∴ ＭＤ＝３

５槡５．

∴ ３
５槡５＜３

２．
即圆心到直线的距离小于⊙Ｍ 半径．
∴ ⊙Ｍ 与直线ＡＣ相交．
１９（１）∵ 判别式Δ＝ａ２－４（ａ－２）＝（ａ－２）２＋４＞０，∴ 抛物线与ｘ
轴总有两个不同交点，又∵抛物线开口向上，∴ 抛物线的顶点在ｘ轴下方．

（或由二次函数解析式得：ｙ＝ ｘ＋ａ（ ）２
２
－１

４ａ２＋ａ－２，∵ 抛物线顶点的纵

坐标－１
４ａ２＋ａ－２＝－ １

４
（ａ－２）２［ ］＋１ ＜０．当ａ取任何实数时总成立，

∴ 不论ａ取何值，抛物线的顶点总在ｘ轴下方） （２）由条件得：抛物线顶

点Ｑ －ａ
２
，－１

４ａ２＋ａ（ ）－２ ，点Ｃ（０，ａ－２）．当ａ≠０时，过点Ｃ存在平行

于ｘ轴的直线与抛物线交于另一个点Ｄ，此时ＣＤ＝｜－ａ｜，点Ｑ到ＣＤ的距

离为 （ａ－２）－ －１
４ａ２＋ａ（ ）－２ ＝１

４ａ２．自Ｑ作ＱＰ⊥ＣＤ，垂足为Ｐ，要
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使△ＱＣＤ为等边三角形，则需ＱＰ＝槡３
２ＣＤ，即１４ａ２＝槡３

２｜１－ａ｜，∵ａ≠０，

解得ａ 槡＝±２ ３．（或由ＣＤ＝ＣＱ，或由ＣＰ＝１
２
·ＣＱ等求得ａ的值）

∴ △ＱＣＤ可以是等边三角形，此时相应的二次函数解析式为：ｙ＝ｘ２＋
槡２３ｘ 槡＋２３－２或ｙ＝ｘ２ 槡－２３ｘ 槡－２３－２．（３）∵ＣＤ＝｜－ａ｜，点Ａ到ＣＤ

的距离为｜ａ－２｜，由ＳΔＡＣＤ＝
１
２｜ａ（ａ－２）｜＝１

４
，解得ａ＝１±槡６

２
或ａ＝

１±槡２
２
，∴ 满足条件的抛物线有四条．

２０解 （１）如图８，建立直角坐标系．

图８
设二次函数解析式为 ｙ＝ａｘ２＋ｃ．
∵Ｄ（－０４，０７），Ｂ（０８，２２），

∴
０１６ａ＋ｃ＝０７，

０６４ａ＋ｃ＝２２｛ ．
∴

ａ＝２５
８
，

ｃ＝０２
烅
烄

烆 ．
∴ 绳子最低点到地面的距离为０２ｍ．
（２）分别作ＥＧ⊥ＡＢ于Ｇ，ＦＨ⊥ＡＢ于Ｈ．

ＡＧ＝１
２
（ＡＢ－ＥＦ）＝１

２
（１６－０４）＝０６．

在Ｒｔ△ＡＧＥ中，ＡＥ＝２，

ＥＧ＝ ＡＥ２－ＡＧ槡 ２＝ ２２－０６槡 ２ 槡＝ ３６４≈１９．
∴２２－１９＝０３（ｍ）．
∴ 木板到地面的距离约为０３ｍ．
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第十四章 统计初步

１４１ 平均数
【基础能力测试】

１（１）９０ 先求平均数，再乘以３０天．（２）７ 由５６ｎ＝８得ｎ＝７．

（３）１２６ ｘ＝１
８
（１３８＋１２５＋１０６＋１１＋１４７＋１２４＋１３６＋

１２２）．（４）１０００，约２０１１ （５）９５ （６）８ （７）８０ （８）９６
（９）２１或１ 由２＋７＋ｘ＋３ｙ＝１８，７＋ｙ２－３＋７－２ｘ＋ｘ－２ｙ＝８，解
方程组．

（１０）１９６ （１１）１０
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋⋯＋ｘｎ

ｎ ＝５，（ｘ１＋５），（ｘ２＋５），＋⋯＋

（ｘｎ＋５）的平均数为
ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ

ｎ ＋５＝１０．

（１２）２８
（６ｘ１＋１０）＋（６ｘ２＋１０）＋⋯＋（６ｘｎ＋１０）

ｎ ＝６ ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ（ ）ｎ ＋

１０＝６×３＋１０＝２８．

（１３） ａｘ＋ｂｙ
ａｘ１＋ｂｙ１＋ａｘ２＋ｂｙ２＋⋯＋ａｘｎ＋ｂｙｎ

ｎ

＝
ａ（ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ）

ｎ ＋ｂ
（ｙ１＋ｙ２＋⋯＋ｙｎ）

ｎ ＝ａｘ＋ｂｙ．

（１４）２ｘ＋ｙ．（１５）ａ （１６）ｘ－ａ
（１７）８ （１８）ｍ＋００５ （１９）１ （２０）１９ （２１）１５岁 （２２）８１
（２３）２ａ，３ａ－１ （２４）ａｘ＋ｂ （２５）１００ （２６）２０
（２７）２１９０ 先求平均数．（２８）１４０、８６８０
２（１）Ｄ （２）Ａ （３）Ｄ （４）Ｂ （５）Ｂ （６）Ａ （７）Ａ （８）Ｂ （９）

Ｂ （１０）Ｃ （１１）Ｄ （１２）Ｄ （１３）Ｂ （１４）Ａ （１５）Ｃ （１６）Ｂ （１７）Ｂ
（１８）Ａ （１９）Ａ （２０）Ｄ （２１）Ｃ （２２）Ｃ．

３（１）ｘ＝８２ （２）９５％ １９
２０＝９５％

４ｘ＝６４８２０ ６４８２０×１００＝６４８２０００≈６４８×１０６（株）

５（１）２５；（２）１５００人．
【探究能力测试】

６．（１）１６３．１１ （２）８６．２５亿元 （３）如２０００年至２００１年的消费品零
售总额的增长速度比１９８０年至１９９０年１０年间的消费品零售总额平均增长
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的速度快；可以看出２０００年人民生活水平比１０年前有大幅度提高，等等．
７（１）１８；３６×１０３；２７×１０４ （２）至少１３５０ｋｇ
８不可靠，理由：第一，所取的样本容量太小；第二，样本的抽取缺乏随
机性．

１４２ 众数与中位数
【基础能力测试】

１（１）７８，８０ （２）２ （３）２１
（４）２４，２４．５ 众数 （５）众数，平均数，中位数
（６）１７或１８或１９ （７）（１）略 （２）２，０，０ （８）９；９，８６

（９）２２ （１０）ｃ，ｂ＋ｃ
２
，２ａ＋２ｂ＋３ｃ＋ｄ

８
（１１）将这组数据按大小顺序排列后，最中间两个数的平均数
（１２）ａ （１３）６，６ （１４）３１ （１５）①２２，②７３，③１４６
２（１）Ａ （２）Ｄ （３）Ｂ （４）Ｄ （５）Ａ （６）Ｄ （７）Ｃ （８）Ｄ （９）

Ｃ
３３４
４（１）众数为１１３（度），ｘ＝１０８（度）；（２）某月耗电量Ｑ＝１０８×３０＝

３２４０（度）；（３）ｙ＝０５×１０８ｘ，即ｙ＝５４ｘ．
【探究能力测试】

５．（１）不合格，合格 （２）７５％，２５％ （３）２４０ （４）合理，该样本是随机
样本．

６．（１）中位数 （２）众数 （３）求平均数的方法 （４）甲、乙两人的说法
都能较好地反映公司员工收入的一般水平．

７．（１）１６０ｃｍ （２）中位数是１６１ｃｍ．众数是１６２ｃｍ（３）先将初三年级
中身高为１６２ｃｍ的所有女生挑选出来作为参加方队的人选，如果人数不
够，则以身高为１６２ｃｍ的差的绝对值越小越好的标准来挑选参加方队的女
生．如此继续下去，直至挑选到３０人为止．

８解 （１）平均数为：

１×１８００＋１×５１０＋３×２５０＋５×２１０＋３×１５０＋２×１２０
１＋１＋３＋５＋３＋２ ＝３２０（件）；

中位数为：２１０（件）．
众数为：２１０（件）．
（２）不合理．
因为１５人中有１３人的销售额达不到３２０件，
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（３２０虽是所给一组数据的平均数，它却不能反映营销人员的一般
水平．）
销售额定为２１０件合适一些，因为２１０既是中位数，又是众数，是大部分

人能达到的定额．
９有许多方案，这里只给出三种．
解法一：（１）其他局投球次数ｎ换算成该局得分Ｍ 的公式为

Ｍ＝７－ｎ．
（２）

第一局 第二局 第三局 第四局 第五局

甲得分 ２ ０ ３ ０ ６

乙得分 ０ ５ ３ ５ ０

Ｍ甲＝２＋０＋３＋０＋６
５ ＝１１

５
（分），Ｍ乙＝０＋５＋３＋５＋０

５ ＝１３
５
（分）．

故以此方案来判断：乙投得更好．
解法二：（１）其他局投球次数ｎ换算成该局得分Ｍ 的公式为

Ｍ＝６０
ｎ．

（２）

第一局 第二局 第三局 第四局 第五局

甲得分 １２ ０ １５ ０ ６０

乙得分 ０ ３０ １５ ３０ ０

Ｍ甲＝１２＋０＋１５＋０＋６０
５ ＝８７

５
（分），

Ｍ乙＝０＋３０＋１５＋３０＋０
５ ＝７５

５
（分）．

故以此方案来判断：甲投得更好．
解法三：（１）其他局投球次数ｎ换算成该局得分Ｍ 的方案如下表

ｎ（投球次数） １ ２ ３ ４ ５ ６

Ｍ（该局得分） ６ ５ ４ ３ ２ １
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（２）

第一局 第二局 第三局 第四局 第五局

甲得分 ２ ０ ３ ０ ６

乙得分 ０ ５ ３ ５ ０

Ｍ甲＝２＋０＋３＋０＋６
５ ＝１１

５
（分），Ｍ乙＝０＋５＋３＋５＋０

５ ＝１３
５
（分）．

故以此方案来判断：乙投得更好．
１４３ 方 差
【基础能力测试】

１（１）０；０；１５ （２）甲 （３）甲种玉米 （４）甲 （５）乙
（６）２，２，３，３２ （７）７，２ （８）槡３ （９）甲 （１０）槡２
（１１）ｓ２

甲＞ｓ２
乙 （１２）（１）Ａ （２）４

２（１）Ａ （２）Ｂ （３）Ｄ （４）Ａ （５）Ｂ （６）Ｂ （７）Ｂ （８）Ｃ （９）

Ｄ （１０）Ｃ （１１）Ｂ （１２）Ｂ （１３）Ｄ
３ｘ甲＝８０，ｘ乙＝８０，ｓ２

甲＝２６，ｓ２
乙＝２，∵ｓ２

乙＜ｓ２
甲， ∴ 乙同学的数

学学习成绩比较稳定．

４（１）ｘ甲＝１００，ｘ乙＝１００，ｓ２
甲＝７

３
，ｓ２
乙＝１．（２）由（１）知，ｘ甲＝ｘ乙，

而ｓ２
乙＜乙２甲，这说明乙机床加工的零件更符合要求．
５（１）两品种平均单产一样高；（２）甲品种稳定性好；（３）选甲．
【探究能力测试】

６（１）先计算平均直径：ｘ甲＝１
４
（１０＋９８＋１０＋１０２）＝１０，

ｘ乙＝１
４
（１０１＋１０＋９９＋１０）＝１０，

由于ｘ甲＝ｘ乙，因此，平均直径反映不出两台机床生产的零件的质量
优劣；

（２）再计算方差：

ｓ２
甲＝１

４
［（１０－１０）２＋（９８－１０）２＋（１０－１０）２＋（１０２－１０２）］＝００２，

ｓ２
乙＝１

４
［（１０１－１０）２＋（１０－１０）２＋（９９－１０）２＋（１０－１０２）］

＝０００５，
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由于ｓ２
乙＜ｓ２
甲，这说明乙机床生产出的零件直径波动小；因此，从产品质

量稳定性的角度考虑，乙机床生产的零件质量更符合要求．
７．（１）张明：８０，６０；王成：８０，８５，９０（２）王成（３）王成的学习要持之以
恒，保持稳定；张明的学习还须加一把劲，提高优分率．（答案不唯一）

８解 （１）８ ８ ９ ８ （２）解法１：计算方差：ｓ２
甲＝１

１０
［３×１２＋４×０２

＋３×（－１）２］＝０６，ｓ２
乙＝１

１０
［２×２２＋３×１２＋０２＋２×（－１）２＋（－２）２＋

（－３）２］＝２６，甲、乙两人射中的平均环数虽然都是８环，但从ｓ２
甲＜ｓ２
乙 知

道，射手甲比射手乙波动小，较稳定，所以选甲．解法２：甲、乙两人射中的平
均环数虽然都是８环，但从图上看甲射中的环数偏离８环较少，波动较小；
乙射中的环数偏离８环较多，波动较大，这说明，在射靶１０次的稳定性方
面，射手甲比射手乙要好，应选甲．

１４４ 用计算器求平均数、标准差与方差
【基础能力测试】

１（１）① 建立统计运算状态 ② 整理数据 ③ 输入数据 ④ 执行统
计运算 ⑤ 退出运算状态 （２） ＭＯＤＥ１． （３）９３ ＳＴＯ ４ ＤＡＴＡ
（４）输入 （５）ＤＥＬ （６）＋／－ ３ ＤＡＴＡ ＋／－ ７ ＤＡＴＡ１２ ＤＡＴＡ

１０ＤＡＴＡ ＋／－ ４ＤＡＴＡ ＲＣＬ ∑ｘ （７）方差、方差、平方．

２ ＭＯＤＥ １９９ ＤＡＴＡ １０３ ＤＡＴＡ １０ ＤＡＴＡ ９５ ＤＡＴＡ ９７

ＤＡＴＡ ９８ ＤＡＴＡ １０５ ＤＡＴＡ １０ ＤＡＴＡ １０２ ＤＡＴＡ １０ ＤＡＴＡ

ＲＣＬ ｘ 显示９９９ ｘ＝９９９． ＲＣＬ σｘ，显示０２７７３０８４９２ 标准差

ｓ＝０２７７３．
【探究能力测试】

３ｘ甲＝１００，ｘ乙＝１００，ｓ２
甲＝１３３，ｓ２

乙＝０７，ｓ２
乙＜ｓ２
甲，采用乙较好．

４ｓ２
甲＝０２１，ｓ２

乙＝０８９，ｓ２
丙＝０４９，

ｓ２
甲＜ｓ２
丙＜ｓ２
乙，应选甲参加比赛．

１４５ 频率分布
【基础能力测试】

１（１）１５
（２）０．０５ （３）①２０ ②２０％ ③７７≤Ｍ≤８６ ④ 略

（４）①８６，８３ ②ｘ＞ｙ ③ 甲组成绩比乙组成绩整齐 ④５，０２５ （５）
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０２，５０ （６）２７ （７）① 表中第一组频数为２，第三组分组为６９５～７９５，
第四组频数为１７，频率为０３４．

② 优秀率是３８５０×１００％＝７６％．

③ 该校初二年级数学学习情况良好．（８）５，０４，２０ （９）５，６０ （１０）

分 组
频数

累计
频数 频率

２０５～２２５

２２５～２４５

２４５～２６５ 正? ８ ０４０

２６５～２８５ ? ４ ０２０

２８５～３０５

合 计 ２０ １００

（１１）５６ （１２）１２４３
２（１）ｎ＝５÷０２０＝２５；（２）２５×（１－０１２－０２０－０３２）＝９；（３）略

３（１）总体是指某中学初三年级６００名学生的数学测验成绩的全体，
所抽取的５０名学生的成绩是总体的一个样本．（２）第三列中补填１６；第四
列中补填０２４．（３）估计这次测验中该校初三全年级的学生成绩在６９５～
７９５的人数约为１２０人．

４（１）０．２０，图略 （２）１８０，５５％ （３）以明湖区一中初二女生的仰卧
起坐成绩作为一个样本，可以估计明湖区１２所中学初二女生的仰卧起坐成
绩达标率约为５５％．

５（１）５０ （２）频数１２，频率０．２４ （３）中位数落在７０．５～８０．５分数
段内 （４）从左到右各小组的频率比为４∶１０∶１８∶１２∶６＝２∶５∶９∶６∶３

６（１）在这个问题中，总体是指某中学初中三年级１７５名男学生的身
高的全体，所抽取的５０名男学生的身高是总体的一个样本；（２）第一列为

１６３５～１６７５，第三列为４，第四列为０３０，１００；（３）① 该校初中三年级男
学生身高在１５５５～１５９５（ｃｍ）范围内的人数约为１４人，占８％．② 根据样
本平均数估计，该校初中三年级男学生的平均身高约为１６４（ｃｍ）．

７（１）该班学生数为４＋８＋１０＋１６＋１２＝５０（人）

黄 冈 兵 法

４６１

初

三

代

数



（２）频数１２，频率１２５０＝０２４；（３）先估算全班总分：５５×４＋６５×８＋７５×

１０＋８５×１６＋９５×１２＝３９９０，则估算出平均分为３９９０５０ ＝７９８．
【探究能力测试】

８１
４

９（１）①７ ②２６ ③２００３年５月１１日至２９日每天新增确诊病例人
数，１９ （２）①１０人 ② 频率：１１，４０，频率：０．１２５，０．３２５，③２５

图９

１０（１）答：选Ｃ
理由：方案Ｃ采用了随机抽样

的方法，随机样本比较具有代表性，

可以被用来估计总体．
（２）① 表格中频数从上往下依
次为：１５，３３，９６，３３，３．

② 画出频数分布直方图（如
图９）．

１１（１）样本数据中，１７岁男
生身高的众数、中位数依次是１６９
（ｍ）、１６９（ｍ）；（２）在样本数据中，
身高不低于１６５ｍ且不高于１７０
ｍ的学生占５４％，估计这所学校１７岁的男生中，身高不低于１６５ｍ且不高
于１７０ｍ的学生占５４％；（３）从频率分布表中可以看出，该校１７岁的男生
中，身高在１６８５ｍ～１７１５ｍ这个范围内的频率最大；当该校１７岁的男生
人数为３５０人时，估计该校在这个身高范围内的人数是１１９人．

１２（１）本次调查共抽测了２４０名学生．
（２）样本是指２４０名学生的视力．
（３）全市有７５００名初中生的视力正常．
１３（１）该班共有３６名男生；（２）该班这项测试成绩的合格率是

８３３％
１４（１）０４０ 图略；（２）初三两个班参赛的学生人数为１００人；（３）中
位数应落在第二小组内．

１５（１）３＋６＋９＋１２＋１８＝４８，即该班共有４８人；（２）６０５～７０５这
一分数段的频数为１２，频率为１２÷４８＝０２５；（３）中位数落在７０５～８０５
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之内；（４）略

１６（１）平均数２０５，中位数１８ （２）若以平均数２０５即把２０次定为
合格标准，则多数同学难以达到．根据中位数和众数均为１８，定１８次为合格
标准较为切合学生实际；（３）１－（０１６＋０７＋０１２）＝００２ （４）０７＋
０１２＝０８２＝８２％

１７（１）初二年级４００名学生环保知识的成绩是总体，样本为５０名学
生环保知识的成绩 （２）０２６ ０２ ５０×０２＝１０ （３）０１８×２００＝３６
∴ 约为３６人．

１４６ 实习作业
略
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