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第一单元 直角三角形的
边角关系

定 梳 理课 位标

一、单元目标定位

１知识目标定位

（１）经历探索直角三角形中边角之间关系的过程，理解锐角三角函数的

概念，并能举例说明．

（２）经历探索３０°，４５°，６０°角的三角函数值的过程，会计算含３０°，４５°，

６０°角的三角函数值的问题．

（３）能够借助计算器由已知锐角求出它的三角函数值，或由已知三角函

数值求出相应的锐角．

２能力目标定位

（１）能够运用三角函数解直角三角形，并解决与直角三角形有关的实际

问题，培养学生分析问题、解决问题的能力．

（２）体会数形之间的联系，逐步学习利用数形结合的思想分析问题和解

决问题，从而发展数学应用意识和解决问题的能力．

二、单元学法指导

直角三角形中边角之间的关系，是事实情境中应用广泛的关系之一．单

元重点是掌握锐角三角函数及其直角三角形中的边角关系．单元难点是将

实际问题转化为直角三角形边角关系的模型来解决．在学习中应注意以下
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方法和规律．

（１）明确锐角三角函数的定义是在直角三角形中研究的．

（２）搞清楚什么是直角三角形中一个锐角的对边和邻边以及斜边，在复

杂的图形中能熟练地辨认．

（３）熟记特殊角的三角函数值和公式．

（４）解直角三角形的方法可概括为“有弦（斜边）用弦（正弦、余弦），无弦

用切（正切、余切），宁乘毋除，取原避中”，其意指：当已知或求解中有斜边

时，可用正弦或余弦；无斜边时，就用正切或余切；当所求元素既可用乘法又

可用除法时，则用乘法，不用除法；既可由已知数据又可用中间数据求解时，

则取原始数据，忌用中间数据．

（５）解含有非基本元素的直角三角形（即直角三角形中中线、高、角平分

线、周长、面积等），一般将非基本元素转化为基本元素，或转化为元素间的

关系式，再通过解方程组来解．

（６）会解以下几种类型的题：

①已知直角三角形的边长，求锐角的四个三角函数值（或求锐角的

度数）．

②已知直角三角形中一个锐角的函数值（或特殊角的度数）和一条边的

长，求其他两边的长．

③根据三角函数的增减性，进行三角函数值的大小比较．

④根据特殊角的三角函数值进行计算．

⑤根据正、余弦互余的关系，正、余切互余的关系进行一些式子的化简、

求值和恒等式的证明．
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1. 从梯子的倾斜程度谈起
30°，45°，60°角的三角函数值
三角函数的有关计算

自主学习提示

一、相关知识链接

图１１

１直角三角形的定义

在△ＡＢＣ 中，若有一个内角为直角，那么△ＡＢＣ 是直

角三角形．记作Ｒｔ△ＡＢＣ，如图１１中，∠Ｃ＝９０°．
２直角三角形的组成元素（图１１）

（１）有６个元素．
３个内角：直角∠Ｃ＝９０°，锐角∠Ａ＜９０°、∠Ｂ＜９０°；

３条边：直角边ＡＣ、ＢＣ，斜边ＡＢ．
（２）边与角之间的关系．
∠Ｃ＝９０°是直角，其对边是斜边ｃ，

邻边有ｂ、ａ均是直角边，ｃ＞ａ，ｃ＞ｂ；

∠Ａ 是锐角，其对边是直角边ａ，邻边是斜边ｃ和另一直角边ｂ；

∠Ｂ 是锐角，其对边是直角边ｂ，邻边是斜边ｃ和另一直角边ａ．
３勾股定理

直角三角形两直角边的平方和等于斜边的平方，即在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝
９０°，∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ 的对边分别为ａ，ｂ，ｃ，则ａ２＋ｂ２＝ｃ２．

４直角三角形的两锐角互余

即在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°．
５相似三角形的判定及性质

相似三角形的对应边成比例，对应角相等．
二、重难知识点提示

本节重点：直角三角形中锐角三角函数的定义、特殊锐角与其三角函数值之

间的对应关系．
本节难点：用函数观点理解正弦、余弦、正切．
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发散思维分析

图１２

一、锐角三角函数的定义

１正切的定义及公式

如图１２所示，在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，如果锐角Ａ 确

定，那么∠Ａ 的对边与邻边的比便随之确定，这个

比叫做∠Ａ 的正切（ｔａｎｇｅｎｔ）记作ｔａｎＡ，即ｔａｎＡ＝
∠Ａ 的对边

∠Ａ 的邻边＝ａ
ｂ．

图１３

２正弦、余弦的定义及公式

如图１３所示，在Ｒｔ△ＡＢＣ中，如果锐角 Ａ 确

定，那么∠Ａ 的对边与斜边的比、邻边与斜边的比便

随之确定．
∠Ａ 的对边与斜边的比叫做∠Ａ 的正弦（ｓｉｎｅ），

记作ｓｉｎＡ，即ｓｉｎＡ＝∠Ａ 的对边
斜边 ＝ａ

ｃ．

∠Ａ 的邻边 与 斜 边 的 比 叫 做∠Ａ 的 余 弦（ｃｏｓｉｎｅ），记 作ｃｏｓＡ，即ｃｏｓＡ＝
∠Ａ 的邻边

斜边 ＝ｂ
ｃ．

３三角函数的定义

图１４

锐角Ａ 的正弦、余弦和正切都是∠Ａ 的三角函数（ｔｒｉｇｏｎｏ
ｍｅｔｒｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）．

４梯子的倾斜程度与三角函数的关系（图１４）

ｔａｎＡ 的值越大，梯子越陡；

ｓｉｎＡ 的值越大，梯子越陡；

ｃｏｓＡ 的值越小，梯子越陡．

图１５

５坡度（或坡比）的定义

坡面的铅直高度与水平宽度的比称坡度（或坡

比）如图１５所示，正切值经常用来描述山坡的坡度．
例如，有一山坡 在 水 平 方 向 上 每 前 进１００ｍ 就 升 高

６０ｍ，那么山坡的坡度（ｔａｎα）就是６０
１００＝３

５．工程上，斜

坡的倾斜程度通常用坡度来表示，而坡度是坡角的正
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切，因此要注意坡度与坡角的区别和联系．显然，坡度越大，坡面越陡．
二、一些特殊角的三角函数值（表１１）

表１１

三 角 函 数

三
角

函
数

值

角 度 α
０° ３０° ４５° ６０° ９０°

ｓｉｎα ０ １
２

槡２
２

槡３
２

１

ｃｏｓα １ 槡３
２

槡２
２

１
２ ０

ｔａｎα ０ 槡３
３

１ 槡３ 不存在

ｃｏｔα 不存在 槡３ １ 槡３
３

０

三、锐角α 的三角函数值的符号及变化规律

１符号

锐角α的三角函数值都是正值．
２变化规律

若０°＜α＜９０°，则ｓｉｎα、ｔａｎα 随着α 的增大而增大；ｃｏｓα 随着α 的增大而

减小．
四、运用计算器进行三角函数的有关计算

已知锐角可用计算器计算它的三角函数值，反过来已知三角函数值也可用计

算器求出相应锐角的度数．
在同一个班级中你也许会发现不同型号的计算器，一般来讲，不同的计算器

在按键的程序和方式上可能不同，在操作之前，一定要仔细阅读自己计算器的使

用说明书，按操作指令使用自己的计算器．在同班级出现不同型号计算器的情况

下，同学之间可以互相交流，使自己学会使用不同型号的计算器．
例１ 用计算器求下列锐角三角函数值．

（１）ｓｉｎ５８°； （２）ｃｏｓ２４°３５′； （３）ｔａｎ４７°１８′２３″．（保留四个有效数字）

分析 根据计算器的型号，调整按键步骤．（本书以ＴＲＵＬＹ信利牌ＳＣ１１８Ｂ
双行显示科学计算器为例）

解 按键ＯＮ／Ｃ，开机．

（１）按键顺序为ｓｉｎ、５、８、＝ ，显示结果：０８４８０４８０９６．
∴ ｓｉｎ５８°≈０８４８０．
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（２）按键顺序为ｃｏｓ、２、４、ＤＭＳ、３、５、＝ ，显示结果：０９０９３５７１６１．
∴ ｃｏｓ２４°３５′≈０９０９４．

（３）按键顺序为ｔａｎ、４、７、ＤＭＳ、１、８、ＤＭＳ、２、３、＝ ，显示结果：

１０８３９３２１０９．
∴ ｔａｎ４７°１８′２３″≈１０８４．
例２ 已知下列锐角三角函数值，用计算器求其相应的锐角．

（１）ｓｉｎＡ＝０５０１８； （２）ｃｏｓＡ＝０６２５２； （３）ｔａｎＡ＝０８８１６．
解 按键ＯＮ／Ｃ，开机．

（１）按 键 顺 序 为 ２ｎｄｆ、ｓｉｎ、０、·、５、０、１、８、＝ ，显 示 结 果：

３０１１９１５８６７°．
再按２ｎｄｆ、ＤＭＳ，显示结果：３０°７′８９７″．
∴ ∠Ａ≈３０°７′９″．

（２）按 键 顺 序 为 ２ｎｄｆ、ｃｏｓ、０、·、６、２、５、２、＝ ，显 示 结 果：

５１３０３１３１５７°．
再按２ｎｄｆ、ＤＭＳ，显示结果５１°１８′１１２７″．
∴ ∠Ａ≈５１°１８′１１″．

（３）按 键 顺 序 为 ２ｎｄｆ、ｔａｎ、０、·、８、８、１、６、＝ ，显 示 结 果：

４１３９９４００６１°．
再按２ｎｄｆ、ＤＭＳ，显示结果：４１°２３′５７８４″．
∴ ∠Ａ≈４１°２３′５８″．
本节的实际问题较多，遇到实际问题，读懂题意，根据题意正确画出图形是解

决实际问题的关键，为了掌握重点，化解难点，我们必须注意以下问题．
１同角的三角函数间的关系

（１）平方关系ｓｉｎ２Ａ＋ｃｏｓ２Ａ＝１．

（２）商数关系ｔａｎＡ＝ｓｉｎＡ
ｃｏｓＡ．

２互为余角的三角函数间的关系

ｓｉｎ（９０°－Ａ）＝ｃｏｓＡ；ｃｏｓ（９０°－Ａ）＝ｓｉｎＡ．
３直角三角形三边之间的关系

ａ２＋ｂ２＝ｃ２（勾股定理）

４边角之间的关系

ｓｉｎＡ＝ｃｏｓＢ＝ａ
ｃ

；

ｃｏｓＡ＝ｓｉｎＢ＝ｂ
ｃ

；
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ｔａｎＡ＝ａ
ｂ

；ｔａｎＢ＝ｂ
ａ．

５解直角三角形

由直角三角形中除直角外的已知元素，求出所有未知元素的过程，叫做解直

角三角形．
下面让我们共同探究当已知条件不能直接在直角三角形中应用时，是如何进

行分解或转化的：

图１６

【问题】 如图１６所示，已知Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，

∠Ａ＝３０°．Ｄ 在ＡＣ 上，∠ＢＤＣ＝６０°，ＡＤ＝２０，求ＢＣ 的长．
【准备】 本题中的已知条件ＡＤ＝２０，不能直接在直角

三角形中利用，需要进行图形分解或转化．
【过程】 ∵ ∠Ａ＝３０°，∠ＢＤＣ＝６０°，

∴ ∠ＡＢＤ＝∠Ａ＝３０°．
∴ ＢＤ＝ＡＤ．而ＡＤ＝２０，∴ ＢＤ＝２０．

∴ 在Ｒｔ△ＢＣＤ 中，ｓｉｎ∠ＢＤＣ＝ＢＣ
ＢＤ．

∴ ＢＣ＝ＢＤｓｉｎ∠ＢＤＣ 槡＝２０×ｓｉｎ６０°＝１０ ３．
【评析】 当已知边长与未知边长不在同一个三角形中时，只有进行等量代

换，使含未知边长的三角形中具有与已知边长相等的边长，才能利用锐角三角函

数解题．
下面让我们共同探究关于“存在性”问题的解题思路：

图１７

【问题】 如图１７所示，已知在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ＝
９０°，ＡＢ＝６，Ｐ 是 ＡＢ 上 一 点，连 结 ＰＣ，设 ∠ＢＣＰ ＝

ｍ∠ＡＣＰ，当ＢＰ
ＡＰ 槡＝７＋４ ３时，是否存在正整数 ｍ，使ＰＣ⊥

ＡＢ？如果存在，求出 ｍ 的值；如果不存在，说明理由．

【准备】 因 ＡＢ＝６，ＢＰ
ＡＰ

为定值，所以Ｐ 是ＡＢ 上一定

点，若满足ＰＣ⊥ＡＢ，可求ＰＣ 的长，但ＰＣ 与ＰＡ 的比不是特殊值，为此∠Ａ 不可

求，通过对ＰＣ、ＰＢ、ＡＢ 的数量关系分析，取ＡＢ 的中点Ｏ，构造Ｒｔ△ＯＰＣ，可求

∠ＣＯＡ 为特殊角，从而问题得解．
【过程】 假设存在正整数 ｍ，使ＰＣ⊥ＡＢ，

∵ ＢＰ
ＰＡ 槡＝７＋４ ３，ＡＢ＝６，
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∴ ６－ＡＰ
ＡＰ 槡＝７＋４ ３，解得 ＡＰ＝ 槡６－３ ３

２
，ＢＰ＝ 槡６＋３ ３

２ ．

∵ ＰＣ⊥ＡＢ，

∴ ∠ＣＰＢ＝９０°．取ＡＢ 的中点Ｏ，连结ＯＣ，

∵ ∠ＡＣＢ＝９０°，

∴ ＯＣ＝１
２ＡＢ＝３，而ＯＰ＝ＰＢ－ＯＢ＝ 槡３ ３

２ ．

∴ 在Ｒｔ△ＯＣＰ 中，ｃｏｓＣＯＰ＝槡３
２．

∴ ∠ＣＯＰ＝３０°．

∵ ＯＣ＝ＯＢ，∴ ∠Ｂ＝１
２∠ＡＯＣ＝１５°．

∴ ∠ＢＣＰ＝７５°，∠ＡＣＰ＝１５°，∴ ｍ＝５．
【评析】 对于一般的“存在性”问题的解题思路是：首先假设结论存在，然后

找出表现其存在性对象应满足的条件，利用正确的数学推理，最后做出合理的

判断．

发散思维应用

已知在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ＡＢ＝３ＡＣ．求∠Ａ 的正弦、余弦和正切值．
分析 欲求∠Ａ 的正弦和余弦值，可由已知条件ＡＢ＝３ＡＣ 来求解．
解 ∵ ∠Ｃ＝９０°，ＡＢ＝３ＡＣ．
设ＡＣ＝ｋ，ＡＢ＝３ｋ，由勾股定理，得

ＡＢ２＝ＢＣ２＋ＡＣ２．
∴ ＢＣ 槡＝２ ２ｋ．
∵ ∠Ｃ＝９０°，

∴ ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ＝ 槡２ ２ｋ

３ｋ ＝ 槡２ ２
３

，

ｃｏｓＡ＝ＡＣ
ＡＢ＝ｋ

３ｋ＝１
３

，

ｔａｎＡ 槡＝２ ２．
指点迷津 在求锐角三角函数值时，经常要用到勾股定理及三角函数的定

义，特别是已知两边的比值时，由于无法确定两边的长度，因此需要利用设元的方

法来解决问题，但要注意由ＡＢ＝３ＡＣ 并不能说明ＡＣ＝１，ＡＢ＝３．
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【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）在△ＡＢＣ 中，若 ｓｉｎＡ－槡２
２

＋ 槡３
２－ｃｏｓ（ ）Ｂ

２

＝０，∠Ａ、∠Ｂ 都是锐角，则

∠Ｃ 的度数是 （ ）

Ａ７５° Ｂ９０° Ｃ１０５° Ｄ１２０°
（２）在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°．若ｃｏｓＡ＋ｓｉｎＢ＝１，则∠Ａ 的度数是 （ ）

Ａ３０° Ｂ４５° Ｃ６０° Ｄ不能确定

（１）分析 本题考查非负数的性质、特殊角的三角函数值，即先利用非负数的

性质求出ｓｉｎＡ、ｃｏｓＢ 的值，进而确定∠Ａ、∠Ｂ 的度数，而后利用三角形的内角和

求出∠Ｃ 的度数．

解 ∵ ｓｉｎＡ－槡２
２

＋ 槡３
２－ｃｏｓ（ ）Ｂ

２

＝０，

∵ ｓｉｎＡ－槡２
２＝０，槡３

２－ｃｏｓＢ＝０，即 ｓｉｎＡ＝槡２
２

，ｃｏｓＢ＝槡３
２．

又∵ ∠Ａ、∠Ｂ 均为锐角，

∴ ∠Ａ＝４５°，∠Ｂ＝３０°．
又∵ △ＡＢＣ 中，∠Ａ＋∠Ｂ＋∠Ｃ＝１８０°，∴ ∠Ｃ＝１０５°，

故本题应选Ｃ．
解法指导 本题是考查特殊角的三角函数值的一道典型例题．由此应知道熟

记特殊角的三角函数值的重要性．
（２）分析 用直接推算法

解 ∵ ∠Ｃ＝９０°，∴ ∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°．

∴ ｃｏｓＡ＋ｓｉｎＢ＝ｃｏｓＡ＋ｓｉｎ（９０°－Ａ）＝２ｃｏｓＡ．∴ ｃｏｓＡ＝１
２．∴ ∠Ａ＝６０°．

故本题应选Ｃ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）已知△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ 所对的边分别是ａ、ｂ、ｃ，且ｃ＝
３ｂ，则∠Ａ＝ ．

（２）α为锐角，ｓｉｎ２４８°＋ｓｉｎ２α＝１，则α＝ ．
（３）已知ｓｉｎ４２°５４′＝０６８０７，若ｃｏｓα＝０６８０７，则α＝ ．

解 （１）∵ ∠Ｃ＝９０°，∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ 的对边ａ、ｂ、ｃ，∴ ｃｏｓＡ＝ｂ
ｃ．

∵ ｃ＝３ｂ，∴ ｃｏｓＡ＝１
３．

用计算器解得∠Ａ＝７０°３１′５１″．
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（２）∵ ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２４８＝１，ｃｏｓ２（９０°－α）＋ｓｉｎ２４８°＝１，

∴ ９０°－α＝４８°．∴ α＝４２°．
（３）∵ ｓｉｎ４２°５４′＝ｃｏｓα，∴ α＋４２°５４′＝９０°．∴ α＝４７°６′．

【纵横发散】

图１８

发散３ 如图１８所示，在直角三角形 ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ＝
９０°，ＣＤ⊥ＡＢ 于Ｄ，若ＢＣ＝１５，ＡＤ＝１６．求∠ＡＣＤ 的正弦、余

弦、正切值．
分析 如图易知，欲求∠ＡＣＤ 的正弦和余弦值，需求ＡＣ

的长和ＣＤ 的长，关键是先求ＢＤ 的长．
解 ∵ ∠ＡＣＢ＝９０°，ＣＤ⊥ＡＢ，

∴ △ＢＣＤ∽△ＢＡＣ．

∴ ＢＣ
ＡＢ＝ＢＤ

ＢＣ．∴ ＢＣ２＝ＡＢ·ＢＤ．

∴ １５２＝ＢＤ·（１６＋ＢＤ）．
整理，得 （ＢＤ＋８）２＝２８９．
解得 ＢＤ＝９，ＢＤ＝－２５（舍去）．
在直角△ＢＣＤ 中，由勾股定理，得

ＣＤ＝ ＢＣ２－ＢＤ槡 ２＝ １５２－９槡 ２＝１２，

ＡＢ＝ＡＤ＋ＢＤ＝１６＋９＝２５．
在直角△ＡＢＣ 中，由勾股定理，得

ＡＣ＝ ＡＢ２－ＢＣ槡 ２＝ ２５２－１５槡 ２＝２０．

∴ ｓｉｎ∠ＡＣＤ＝ＡＤ
ＡＣ＝１６

２０＝４
５

，

ｃｏｓ∠ＡＣＤ＝ＣＤ
ＡＣ＝１２

２０＝３
５．

∴ ｔａｎ∠ＡＣＤ＝４
３．

发散４ 化简与计算．

（１） （ｓｉｎα－ｃｏｓα）槡 ２（α为锐角）．
（２）槡１－２ｓｉｎ２５°ｓｉｎ６５°．

（３） 槡２ｓｉｎ４５°－２ｃｏｓ２６０°
槡３ｃｏｓ３０°＋２ｓｉｎ３０°ｓｉｎ６０°

．

分析 （１）化简这个题的关键是注意绝对值的概念和正、余弦的增减性．
（２）首先考虑把被开方数化为完全平方数．也就是把１化为ｓｉｎ２２５°＋ｃｏｓ２２５°，

而ｓｉｎ６５°正好是ｃｏｓ２５°，然后再考虑绝对值，问题便得到解决．
（３）只要把特殊角的三角函数值代入，再计算化简即可求得．
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解 （１）原式＝｜ｓｉｎα－ｃｏｓα｜＝
ｃｏｓα－ｓｉｎα（α＜４５°）；

０ （α＝４５°）；

ｓｉｎα－ｃｏｓα（α＞４５°）

烅
烄

烆 ．
（２）原式＝ （ｓｉｎ２５°－ｃｏｓ２５°）槡 ２＝ｃｏｓ２５°－ｓｉｎ２５°．

（３）原式＝
槡２×槡２

２－２×（ ）１
２

２

槡３×槡３
２＋２×１

２×槡３
２

＝
１－１

２
３
２＋槡３

２

＝１
２－槡３

６．

解法指导 当０°＜α＜４５°时，ｃｏｓα＞ｓｉｎα．当４５°＜α＜９０°时，ｓｉｎα＞ｃｏｓα．这是

判断三角函数值大小常用的结论．
【生活发散】

发散５ 在高２ｍ，坡角为３０°的楼梯表面铺地毯，地毯的长度至少需 ｍ．
（精确到０１ｍ）

分析 由生活经验可知，在楼梯表面铺地毯时，对每一级台阶，既要铺水平

面，又要铺铅垂面．而所有台阶的水平宽度恰好等于整个楼梯的水平宽度，台阶的

铅垂面的高度之和恰好等于整个楼梯的高度，所需地毯的长度应不少于楼梯水平

宽度与铅垂高度之和．

图１９

解 如图１９所示，在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ａ＝３０°，ＢＣ
＝２ｍ，∠Ｃ＝９０°，则

ＡＣ＝ ＢＣ
ｔａｎＡ＝ ２

ｔａｎ３０° 槡＝２ ３（ｍ）．

∴ ＡＣ＋ＢＣ 槡＝２ ３＋２≈２×１７３２＋２≈５５（ｍ）．
即地毯的长度至少需５５ｍ．

图１１０

发散６ （２００５·北京）如图１１０所示，河旁有

一座小山，从山顶Ａ 处测得河对岸点Ｃ 的俯角为

３０°，测得岸边点Ｄ 的俯角为４５°，又知河宽ＣＤ 为

５０ｍ，现需从山顶Ａ 到河对岸点Ｃ拉一条笔直的

缆绳ＡＣ，求缆绳ＡＣ的长．（答案可带根号）

解 作ＡＢ⊥ＣＤ 交ＣＤ 的延长线于点Ｂ．
在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，

∵ ∠ＡＣＢ＝∠ＣＡＥ＝３０°，∠ＡＤＢ＝∠ＥＡＤ＝４５°，

∴ ＡＣ＝２ＡＢ，ＤＢ＝ＡＢ．
设ＡＢ＝ｘ，则ＢＤ＝ｘ，ＡＣ＝２ｘ，ＣＢ＝５０＋ｘ．

∵ ｔａｎ∠ＡＣＢ＝ＡＢ
ＣＢ

，∴ ＡＢ＝ＣＢ·ｔａｎ∠ＡＣＢ＝ＣＢ·ｔａｎ３０°．
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∴ ｘ＝槡３
３

（５０＋ｘ）．解得ｘ＝２５（ 槡１＋ ３）．

∴ ＡＣ＝５０（ 槡１＋ ３）（ｍ）．
答：缆绳ＡＣ 的长为５０（ 槡１＋ ３）ｍ．
解法指导 在解直角三角形的实际应用问题时，一般要先画符合题意的草

图，按题意标明哪些是已知元素，哪些是未知元素，然后根据解直角三角形的类型

与解法求解，顺便指出：解直角三角形的时候，一般是问什么求什么，不需求直角

三角形的其他元素（有时需要求其他元素过渡）．
【解法发散】

发散７ 已知Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ｓｉｎＡ＝槡３
２

，求ｃｏｓＢ 的值．

分析 由Ｒｔ△ＡＢＣ 知∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°，故ｓｉｎＡ＝ｓｉｎ（９０°－Ｂ）＝ｃｏｓＢ＝槡３
２．

解法１ ∵ ∠Ｃ＝９０°，∴ ∠Ａ＝９０°－∠Ｂ．

∴ ｓｉｎＡ＝ｓｉｎ（９０°－Ｂ）＝ｃｏｓＢ＝槡３
２．

解法２ ∵ ｓｉｎＡ＝槡３
２

，∴ ∠Ａ＝６０°．

∵ ∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°，∴ ∠Ｂ＝３０°．

∴ ｃｏｓＢ＝ｃｏｓ３０°＝槡３
２．

【逆向发散】

发散８ 在△ＡＢＣ 中，ＡＢ＝１７，ＡＣ＝１５，ＢＣ＝８，求∠Ａ 的正弦、余弦和正切

函数值．
分析 通过逆用勾股定理，判断∠Ｃ＝９０°，再分别求∠Ａ 的三个三角函

数值．
解 ∵ ＡＢ＝１７，ＡＣ＝１５，ＢＣ＝８，

∴ ＡＢ２＝ＡＣ２＋ＢＣ２．
∴ △ＡＢＣ 为直角三角形，且∠Ｃ＝９０°．
在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，

ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ＝８

１７
，ｃｏｓＡ＝ＡＣ

ＡＢ＝１５
１７

，ｔａｎＡ＝ＢＣ
ＡＣ＝８

１５．

【转化发散】

发散９ 已知ａｓｉｎθ＋ｃｏｓθ＝１，ｂｓｉｎθ－ｃｏｓθ＝１，求ａｂ的值．
分析 要求ａｂ，只要把ａ与ｂ分别用ｓｉｎθ和ｃｏｓθ表示出来，ａｂ就可变为同

角三角函数的运算，从而求得解答．
解 若ｓｉｎθ＝０，则
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ｃｏｓθ＝１与－ｃｏｓθ＝１矛盾，

∴ ｓｉｎθ≠０．

由ａｓｉｎθ＋ｃｏｓθ＝１，得 ａ＝１－ｃｏｓθ
ｓｉｎθ

，

由ｂｓｉｎθ－ｃｏｓθ＝１，得 ｂ＝１＋ｃｏｓθ
ｓｉｎθ ．

∴ ａｂ＝１－ｃｏｓθ
ｓｉｎθ

·１＋ｃｏｓθ
ｓｉｎθ

＝１－ｃｏｓ２θ
ｓｉｎ２θ ＝ｓｉｎ

２θ
ｓｉｎ２θ＝１．

解法指导 （１）在本题变形中，ｓｉｎθ≠０，否则已知条件中的两个式子矛盾．
（２）本题只要能想到两个已知条件都含有ｓｉｎθ和ｃｏｓθ，那么最后求值中一定

会用到关于ｓｉｎθ和ｃｏｓθ的关系式，所以不难求出结果．
【综合发散】

发散１０ 设α为锐角，且α≠４５°，若２ｓｉｎα·ｃｏｓα＋１
３ｓｉｎα－１

３ｃｏｓα＝１．求以

ｔａｎα，１
ｔａｎα

为根的一元二次方程．

解 ∵ １＝ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α，（对ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１的正逆使用要熟练）

∴ ２ｓｉｎα·ｃｏｓα＋１
３ｓｉｎα－１

３ｃｏｓα＝ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α．

∴ （ｓｉｎα－ｃｏｓα）２＝１
３

（ｓｉｎα－ｃｏｓα）．

∵ α为锐角且α≠４５°，∴ ｓｉｎα－ｃｏｓα≠０．（这一步一定要写出来）

∴ ｓｉｎα－ｃｏｓα＝１
３

，两边平方并化简得ｓｉｎαｃｏｓα＝４
９．

∴ ｔａｎα＋ １
ｔａｎα＝ｓｉｎα

ｃｏｓα＋ｃｏｓα
ｓｉｎα＝ｓｉｎ

２α＋ｃｏｓ２α
ｓｉｎαｃｏｓα ＝９

４．

又∵ ｔａｎα· １
ｔａｎα＝１，

故以ｔａｎα，１
ｔａｎα

为两根的一元二次方程ｘ２－９
４ｘ＋１＝０，即４ｘ２－９ｘ＋４＝０．

图１１１

发散１１ 如图１１１所示，是一秋千示意图，当拉绳偏离竖直

位置３０°时，秋千底端的位置比原来升高了多少？（精确到０１ｍ，

槡３≈１７３２）．若秋千底端升高超过拉绳长 ＯＡ 的一半时，会发生危

险，为安全起见，在荡秋千时，拉绳偏离竖直位置的最大角度是多

少？

分析 可利用直角三角形的边角关系求出相关数据．
解 （１）∵ ＯＡ＝ＯＢ＝１２，∠ＡＯＢ＝３０°，

过点Ｂ 作ＢＣ⊥ＯＡ 于Ｃ，
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在Ｒｔ△ＢＣＯ 中，ｃｏｓ∠ＢＯＣ＝ＯＣ
ＯＢ．

∴ ＯＣ＝ＯＢｃｏｓ∠ＢＯＣ＝１２·ｃｏｓ３０°＝１２·槡３
２＝１０３９２≈１０４（ｍ）．

∴ ＣＡ＝ＯＡ－ＯＣ＝１２－１０４＝１６（ｍ）．

图１１２

即秋千底端的位置比原来升高了１６ｍ．
（２）如图１１２所示，在ＯＡ 上截取中点Ｄ，则ＯＤ＝６

ｍ，过点 Ｄ 作ＢＤ⊥ＡＯ，以 Ｏ 为圆心．ＯＡ 为半径作弧，

交ＢＤ 于点Ｂ，则ＯＢ＝ＯＡ＝１２ｍ．

∴ 在Ｒｔ△ＢＯＤ 中，ｃｏｓ∠ＢＯＤ＝ＯＤ
ＯＢ＝１

２．

∴ ∠ＢＯＤ＝６０°．
即拉绳偏离竖直位置的最大角度为６０°．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１已知Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ａ＝２ｂ，则ｓｉｎＡ 的值为 （ ）

Ａ槡５
５ Ｂ 槡２ ５

５ Ｃ１
２ Ｄ２

２在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，如果ｓｉｎＢ＝１
３

，那么ｃｏｓＡ＋ １
ｔａｎＡ

的值为 （ ）

Ａ 槡４＋３ ２
１２ Ｂ 槡１１ ２

２ Ｃ 槡６＋ ２
４ Ｄ 槡７ ２

１２

３若ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡３
２

，则锐角α为 （ ）

Ａ３０° Ｂ４５° Ｃ６０° Ｄ７５°

４计算：ｓｉｎ２３６°＋ｓｉｎ２５４°＋１－ｔａｎ４５°－ｓｉｎ９０°ｔａｎ３０°ｃｏｓ３０° ＝ ．

５ １－ １（ ）ｔａｎ３０°槡
２
＋｜１－ｔａｎ３５°｜＋ ｔａｎ２槡 ３５°－ １

ｔａｎ４５°＝ ．

【纵横发散】

１在下列条件下，求锐角θ的取值范围．
（１）２ｓｉｎθ 槡－ ２≤０．

（２）ｃｏｓθ－１
２≥０且３ｔａｎθ 槡－ ３＞０．
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２化简根式： ４ｃｏｓ２ 槡槡 ５１°－４ ２ｃｏｓ５１°＋２．
【解法发散】

图１１３

已知ｔａｎα＝４
３

，α为锐角，求ｓｉｎα，ｃｏｓα．

【应用发散】

１某宾馆在主楼梯上铺设某种红色地毯，如果

主楼梯的坡度为 槡１∶３且楼梯的竖直高度为３ｍ，若

所铺设的地毯每平方米售价为３０元，主楼梯的宽度

为２ｍ，如图１１３所示，则购买地毯至少需要多少

元钱？

图１１４

２如图１１４所示，在小山的东侧Ａ 处

有一热气球，以每分钟２８ｍ 的速度沿着与

垂直方向夹角为３０°的方向飞行，半小时后

到达Ｃ 处，这时气球上的人发现，在Ａ 处的

正西方向有一处着火点Ｂ，５分钟后，在Ｄ 处

测得着火点Ｂ 的俯角是１５°，求热气球升空

点Ａ 与着火点Ｂ 的距离．（精确到１ｍ）

【转化发散】

图１１５

１如图１１５所示，在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ＣＤ⊥ＡＢ 于

Ｄ，求证：１
ＡＣ２＋

１
ＢＣ２＝

１
ＣＤ２．

２已知ｓｉｎＡ，ｓｉｎＢ 是方程４ｘ２－２ｍｘ＋ｍ－１＝０的两个

实根，且∠Ａ，∠Ｂ 是直角三角形的锐角．求：

（１）ｍ 的值；

（２）∠Ａ 与∠Ｂ 的度数．
【综合发散】

图１１６

１在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，两直角边的和

为１４，求这两条直角边的长各是多少？

２如图１１６所示，已知点Ａ（ｔａｎα，０），Ｂ（ｔａｎβ，０）在ｘ
轴正半轴上，点Ａ 在点Ｂ 的左边，α，β是以线段ＡＢ 为斜边、

顶点Ｃ 在ｘ轴上方的Ｒｔ△ＡＢＣ 的两个锐角．

（１）若二次函数ｙ＝－ｘ２－５
２ｋｘ＋（２＋２ｋ－ｋ２）的图象

经过Ａ、Ｂ 两点，求它的解析式；

（２）点Ｃ 在（１）中求出的二次函数的图象上吗？请说明理由．
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课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第６页）

１ｔａｎＣ＝ＢＤ
ＤＣ＝１５

１５＝１．

２解：∵ ＡＣ＝ ＡＢ２－ＢＣ槡 ２＝ ２００２－５５槡 ２≈１９２２８９．

∴ ｔａｎＡ＝ＢＣ
ＡＣ＝ ５５

１９２２８９≈０２８６．
答：山的坡度约为０２８６．
习题１１（课本第６页）

第１题图

１解：如第１题图所示，∵ ∠Ｃ＝９０°，

∴ ＢＣ＝ ＡＢ２－ＡＣ槡 ２＝ １３２－５槡 ２＝１２．

∴ ｔａｎＡ＝ＢＣ
ＡＣ＝１２

５
，

ｔａｎＢ＝ＡＣ
ＢＣ＝５

１２．

２解：如第２题图所示，∵ ∠Ｃ＝９０°，

∴ ｔａｎＡ＝ＢＣ
ＡＣ＝ ３

ＡＣ．

第２题图

∵ ｔａｎＡ＝５
１２

，

∴ ５
１２＝ ３

ＡＣ．

∴ ＡＣ＝３６
５．

３略．
随堂练习（课本第９页）

第１题图

１解：如第１题图所示，∵ ＡＢ＝ＡＣ＝５，

∴ 作ＡＤ⊥ＢＣ 于Ｄ．
∴ ＢＤ＝ＣＤ＝３． ∴ ＡＤ＝４．

∴ ｓｉｎＢ＝ＡＤ
ＡＢ＝４

５
，

ｃｏｓＢ＝ＢＤ
ＡＢ＝３

５
，

ｔａｎＢ＝ＡＤ
ＢＤ＝４

３
，

２解：如第２题图所示，ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ＝２０

ＡＢ＝４
５

，

∴ ＡＢ＝２５，
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第２题图

ＡＣ＝ ＡＢ２－ＢＣ槡 ２＝ ２５２－２０槡 ２＝１５，

Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＡＣ·ＢＣ＝１

２×１５×２０＝１５０，

△ＡＢＣ 的周长＝ＡＢ＋ＢＣ＋ＡＣ＝２５＋２０＋１５＝６０．
习题１２（课本第９页）

１ｘ＝ ９２－ ３６（ ）５槡
２
＝５４，

∴ ｓｉｎα＝５４
９ ＝３

５
，ｃｏｓα＝

３６
５
９ ＝４

５
，ｔａｎα＝５４

３６
５

＝３
４

；

ｓｉｎβ＝

３６
５
９ ＝４

５
，ｃｏｓβ＝５４

９ ＝３
５

，ｔａｎβ＝

３６
５
５４＝４

３．

第２题图

２解：如第２题图所示，

∵ ＢＤ＝ ＡＢ２－ＡＤ槡 ２＝ ５２－４槡 ２＝３，

∴ ＣＤ＝ＢＣ－ＢＤ＝１３－３＝１０．

∵ ＡＣ＝ ＡＤ２＋ＣＤ槡 ２＝ ４２＋１０槡 ２ 槡＝２ ２９，

∴ ｓｉｎＣ＝ＡＤ
ＡＣ＝ ４

槡２ ２９
＝ 槡２ ２９

２９ ．

第３题图

３解：如第３题图所示，过Ｄ 点作ＤＥ∥ＢＣ 交

ＡＣ 于Ｅ．
∵ Ｄ 点是ＡＢ 的中点，

∴ ＤＥ＝１
２ＢＣ＝４（三角形的中位线等于底边

的一半）．

∴ ＣＥ＝ ＣＤ２－ＤＥ槡 ２＝ ５２－４槡 ２＝３．

∴ ｓｉｎ∠ＡＣＤ＝ＤＥ
ＣＤ＝４

５
，

ｃｏｓ∠ＡＣＤ＝ＤＥ
ＣＤ＝３

５
，

ｔａｎ∠ＡＣＤ＝ＤＥ
ＣＤ＝４

３．

４ｓｉｎＡ＝ｃｏｓＢ．
随堂练习（课本第１２页）

１（１）ｓｉｎ６０°－ｔａｎ４５°＝槡３
２－１＝槡３－２

２ ．

第 一 单 元 １７



（２）ｃｏｓ６０°＋ｔａｎ６０°＝１
２ 槡＋ ３＝ 槡１＋２ ３

２ ．

（３）槡２
２ｓｉｎ４５°＋ｓｉｎ６０°－２ｃｏｓ４５°＝槡２

２
·槡２
２＋槡３

２－２·槡２
２＝ 槡 槡１＋ ３－２ ２

２ ．

２ｓｉｎ３０°＝ ７
扶梯的长度

，可得扶梯的长度为１４ｍ．
习题１３（课本第１３页）

１（１）ｔａｎ４５°－ｓｉｎ３０°＝１－１
２＝１

２．

（２）ｃｏｓ６０°＋ｓｉｎ４５°－ｔａｎ３０°＝１
２＋槡２

２－槡３
３＝ 槡 槡３＋３ ２－２ ３

６ ．

（３）６ｔａｎ２ 槡３０°－ ３ｓｉｎ６０°－２ｃｏｓ４５°＝６× 槡３（ ）３

２
槡－ ３×槡３

２－２×槡２
２＝ 槡１－２ ２

２ ．

２解：ｔａｎ∠ＢＣＡ＝ＡＢ
ＢＣ

，即 ｔａｎ６０°＝１２
ＢＣ．

∴ ＢＣ＝１２
槡３

槡＝４ ３≈７（ｍ）．

３解：ｔａｎ∠ＣＡＤ＝ＣＤ
ＡＤ

，即 ｔａｎ３０°＝ＣＤ
５＝槡３

３．

∴ ＣＤ≈２８９．
ＣＥ＝ＣＤ＋ＤＥ≈２８９＋１７５＝４６４（ｍ）．
∴ 树高约４６ｍ．
随堂练习（课本第１６页）

１（１）０８２９０； （２）０２７２６； （３）０９３９７； （４）０５５４３； （５）１００００；

（６）４７５４４

２解：３００·ｓｉｎ４０°＋１００·ｓｉｎ３０°≈３００×０６４２７＋１００×１
２≈２４２８

∴ 山高约２４２８ｍ．
３ＣＤ＝２０·ｔａｎ５６°－２０·ｔａｎ５０°≈５８２（ｍ）．
习题１４（课本第１６页）

１（１）０６２４９； （２）０９０９７； （３）０８８４４； （４）０８２９１．
２解：６０·ｔａｎ４５°＋６０·ｔａｎ３７°＝６０×１＋６０×０７５３３３≈１０５２
∴ 大厦高约１０５２ｍ．
随堂练习（课本第２０页）

１∠θ＝５６°１″．
２约５１°１９′４″．
习题１５（课本第２０页）

１（１）７１°３０′２″； （２）２３°１８′３５″； （３）３８°１６′４６″； （４）４１°５３′５４″．
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２约２°５１′５８″．
３（１）４５°，３５°１５′５２″，３０°； （２）ｎ＝８．

2. 船有触礁的危险吗
测量物体的高度

自主学习提示

一、相关知识链接

１用解直角三角形的方法解决实际问题，掌握与实际有关的专用名词

（１）坡度和坡角的定义．
通常把坡面的铅直高度ｈ与水平宽度ｌ的比叫坡度（或叫坡比）．用字母ｉ表

示，即ｉ＝ｈ
ｌ．坡度一般写成１：ｍ 的形式．如图１１７所示，坡面与水平面的夹角α

叫坡角，坡度与坡角的关系是ｉ＝ｈ
ｌ＝ｔａｎα．

图１１７ 图１１８
（２）仰角和俯角的定义．
当我们进行测量时，在视线与水平线所成的角中，视线在水平线上方的叫仰

角，在水平线下方的叫俯角，如图１１８所示．
（３）方位角和象限角的定义．
方位角是以正北方向为始边，按照顺时针方向旋转到观察目标方向的角，它

的数值在０°到３６０°之间．
象限角（方向角）以观测者的位置作为原点，东南西北四个方向把平面划为四

个象限，以正北或正南方向为始边，旋转到观察目标方向线的锐角为象限角（方向

角）．
（４）锥度、水平距离、垂直距离、水位等概念也应理解掌握．
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２要善于将实际问题中的数量关系转化为直角三角形中元素之间的关系，

要善于利用或构造直角三角形使问题得以解决

二、重难知识点提示

本节重点：解直角三角形的应用．
本节难点：将实际问题转化为解直角三角形问题，正确选用直角三角形的边

角关系．

发散思维分析

一、解直角三角形四类基本问题的方法

１已知斜边和一直角边（如斜边ｃ、直角边ａ）

由ｓｉｎＡ＝ａ
ｃ

求Ａ，Ｂ＝９０°－Ａ，ｂ＝ ｃ２－ａ槡 ２．

２已知斜边和一锐角（如斜边ｃ，锐角Ａ）

Ｂ＝９０°－Ａ，ａ＝ｃ·ｓｉｎＡ，ｂ＝ｃ·ｃｏｓＡ．
３已知一直角边和一锐角（如ａ，Ａ）

Ｂ＝９０°－Ａ，ｂ＝ ａ
ｔａｎＡ

，ｃ＝ ａ
ｓｉｎＡ．

４已知两直角边（如ａ，ｂ）

ｃ＝ ａ２＋ｂ槡 ２，由ｔａｎＡ＝ａ
ｂ

，求Ａ，Ｂ＝９０°－Ａ．

二、解直角三角形的思路

１解直角三角形的方法

可概括为“有弦（斜边）用弦（正弦、余弦），无弦用切（正切、余切），宁乘毋除，

取原避中”，其意指：当已知或求解中有斜边时，可用正弦或余弦；无斜边时，就用

正切或余切；当所求元素既可用乘法又可用除法时，则用乘法，不用除法；既可由

已知数据又可用中间数据求解时，则取原始数据，忌用中间数据．
２解含有非基本元素的直角三角形

即直角三角形中中线、高、角平分线、周长、面积等，一般将非基本元素转化为

基本元素，或转化为元素间的关系式，再通过解方程组来解．
为了突出重点，化解难点，我们掌握以下的解题步骤：

（１）审题：要弄清仰角、俯角、坡度、坡角、水平距离、垂直距离、水平等概念的

意义，要审清题意；

（２）画图并构造要求解的直角三角形，对于非直角三角形的图形可添作适当
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的辅助线把它们分割成一些直角三角形和矩形（包括正方形）；

（３）选择合适的边角关系式，使运算尽可能简便，不易出错；

（４）按照题目中已知数的精确度进行近似计算，并按照题目要求的精确度确

定答案及注明单位．
下面让我们共同探究一个航海问题：

图１１９

【问题】 如图１１９所示，某船向正东航行，在Ａ 处望见

灯塔Ｃ 在东北方向．前进到Ｂ 处望见灯塔Ｃ 在北偏西３０°，

又航行了半小时到Ｄ 处，望见灯塔Ｃ 恰在西北方向，若船速

为每小时２０海里，求 Ａ，Ｄ 两点间的距离．（结果不取近似

值）

【准备】 欲求Ａ，Ｄ 两点间的距离，可过Ｃ 作ＣＥ⊥ＡＤ
于Ｅ，这样可求得ＡＥ＝ＣＥ＝ＤＥ，但已知ＢＤ＝２０×０５＝１０（海里），所以关键是

求出ＢＥ 就可求出ＤＥ 了，但由图中可看出∠ＣＢＥ＝６０°，这就可以利用直角三角

形的边角关系来求了，即可得ＣＥ
ＢＥ＝ｔａｎ６０°，而ＢＥ＝ＤＥ－１０＝ＣＥ－１０，这样就可

求出ＣＥ，也就求出了ＡＤ．
【过程】 如图１１９所示，作ＣＥ⊥ＡＤ，垂足为Ｅ，设ＣＥ＝ｘ 海里．
∵ ∠ＣＡＤ＝∠ＣＤＡ＝４５°．
∴ ＣＥ＝ＡＥ＝ＤＥ＝ｘ．
在Ｒｔ△ＣＥＢ 中，∠ＣＢＥ＝６０°，ＢＤ＝２０×０５＝１０，ＢＥ＝ＤＥ－ＢＤ＝ｘ－１０．

又∵ ＣＥ
ＢＥ＝ｔａｎ６０°，即 ｘ

ｘ－１０ 槡＝ ３，

解得 ｘ 槡＝１５＋５ ３．

∴ ＡＤ＝２ｘ 槡＝３０＋１０ ３（海里）．
答：Ａ，Ｄ 两点间的距离为（ 槡３０＋１０ ３）海里．

【评析】 本例是航海问题，要理解方位角的概念．本例是把实际问题转化成

了几何问题，而几何问题又是通过代数方法求解的，这也是常用的解题方法．
下面让我们共同探究一下夏季怎样设计挡光板的宽度问题：

图１２０

【问题】 某地夏季的中午，当太阳移到屋顶上方偏南时，光

线与地面成８０°角，房屋朝南的窗子高 ＡＢ＝１８ｍ，要在窗子外

面上方安装一个水平挡光板ＡＣ，使午间光线不能直接射入室内

（如图１２０所示），那么挡光板ＡＣ 的宽度应为多少？
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【准备】 将这个实际问题转化为数学问题，可知应构造出 Ｒｔ△ＡＢＣ，利用

ＡＢ＝１８ｍ，∠ＡＣＢ＝８０°，求出ＡＣ 的长．
【过程】 连结ＡＢ，则ＢＡ⊥ＣＡ，∠ＢＡＣ＝９０°，ＡＢ＝１８（ｍ），∠ＡＣＢ＝８０°．
∴ 在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ＝１０°，

ＡＣ＝ＡＢｔａｎ１０°＝１８×０１７６３２６９８≈０３２（ｍ）．
答：挡光板ＡＣ 的宽度应约为０３２ｍ．

【评析】 如果不构造出直角三角形，那么无法利用已知条件求出待求元素，

最后应注意将求得的结论返回到实际问题中作答．

发散思维应用

图１２１

如图１２１所示，河对岸有一点 Ａ，在河这边取两点Ｂ、

Ｃ，测得∠ＡＢＤ＝６０°，∠ＡＣＢ＝４５°，ＢＣ＝１２ｍ，求河宽 ＡＤ．
（精确到０１ｍ）

分析 这是一个实际测量问题，求河宽实际上就是求

△ＡＢＣ 中ＢＣ 边上的高．为此，就要在△ＡＢＣ 中寻找已知与

未知以及已知与已知之间的联系．由题设知

ＢＣ＝ＢＤ＋ＤＣ＝１２，∠ＡＢＤ＝６０°，∠ＡＣＢ＝４５°，欲求的是ＡＤ．
观察图形不难发现，通过Ｒｔ△ＡＢＤ，可以建立起ＡＤ、ＢＤ、∠ＡＢＤ 之间的联

系，通过Ｒｔ△ＡＣＤ 可以建立起ＡＤ、ＣＤ、∠ＡＣＤ 之间的联系，这样就容易实现由

已知向未知的转化了．
解 在Ｒｔ△ＡＢＤ 中，

∵ ∠Ｂ＝６０°，∴ ＢＤ＝ＡＤ·ｃｏｔ６０°＝槡３
３ＡＤ．

在Ｒｔ△ＡＣＤ 中，∵ ∠Ｃ＝４５°，∴ ＣＤ＝ＡＤ·ｃｏｔ４５°＝ＡＤ．

又∵ ＢＣ＝１２，∴ ＢＤ＋ＣＤ＝槡３
３ＡＤ＋ＡＤ＝１２．

∴ ＡＤ＝ １２
槡３
３＋１

＝６（ 槡３－ ３）＝７６（ｍ）．

答：河宽约为７６ｍ．
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【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，则ｔａｎＡｔａｎＢ 等于 （ ）

Ａ０ Ｂ１ Ｃ－１ Ｄ不确定

（２）在△ＡＢＣ 中，已知ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝０，那么这个三角形是 （ ）

Ａ锐角三角形 Ｂ直角三角形

Ｃ钝角三角形 Ｄ不能确定

（３）在直角三角形ＡＢＣ 中，两直角边的比为ａ∶ｂ＝５∶１，周长为１５，则斜边

长为 （ ）

Ａ９ Ｂ７４
５

Ｃ 槡３ ２６（ 槡６－ ２６）

２ Ｄ 槡３ ２６（ 槡６＋ ２６）

２
（１）分析 用直接或验证法．

解 由题设ｔａｎＡ＝ａ
ｂ

，ｔａｎＢ＝ｂ
ａ．

∴ ｔａｎＡｔａｎＢ＝ａ
ｂ

·ｂ
ａ＝１．故本题应选Ｂ．

（２）分析 用排除法或直接法．
解法１ 易见Ａ、Ｃ、Ｄ均不合题意，应排除，故本题应选Ｂ．
解法２ ∵ Ａ是△ＡＢＣ 的内角，即０°＜Ａ＜１８０°．
又∵ ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝０．∴ 只有ｃｏｓＡ＝０，才有Ａ＝９０°．
故本题应选Ｂ．

（３）分析 用直接法．
解 ∵ ａ∶ｂ＝５∶１，∴ ａ＝５ｂ，

ｃ＝ （５ｂ）２＋ｂ槡 ２ 槡＝ ２６ｂ．

∴ ５ｂ＋ｂ 槡＋ ２６ｂ＝１５．

∴ ｂ＝３（ 槡６－ ２６）

２ ．

∴ ｃ＝ 槡３ ２６（ 槡６－ ２６）

２ ．

故本题应选Ｃ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）△ＡＢＣ 中，如果（ｓｉｎＡ－１）２＋ １
２－ｃｏｓ（ ）Ｂ

２
＝０，则∠Ｃ＝ ．
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（２）已知α是锐角，若ｓｉｎα＝槡３
２

，则ｃｏｓα＝ ，若ｃｏｓ（α＋３０°）＝

槡２
２

，则α＝ ．

（１）解 ∵ （ｓｉｎＡ－１）２≥０， １
２－ｃｏｓ（ ）Ｂ

２
≥０，

欲使（ｓｉｎＡ－１）２＋ １
２－ｃｏｓ（ ）Ｂ

２
＝０，

只有ｓｉｎＡ－１＝０，１
２－ｃｏｓＢ＝０．

∴ ｓｉｎＡ＝１，ｃｏｓＢ＝１
２

，

∴ Ａ＝９０°，Ｂ＝６０°，Ｃ＝１８０°－Ａ－Ｂ＝３０°．
（２）分析 已知一个角可求它的三角函数值，反过来，已知一个三角函数值，

也可以求其相应的角度，这就是说，在锐角三角函数中，每种三角函数值与其角度

值是一一对应的关系．

解 ∵ ｓｉｎα＝槡３
２

，∴ α＝６０°，

∴ ｃｏｓα＝ｃｏｓ６０°＝１
２．

∵ ｃｏｓ（α＋３０°）＝槡２
２

，

∴ α＋３０°＝４５°，

∴ α＝１５°．
【应用发散】

图１２２

发散３ 如图１２２所示，自卸车车厢的一个侧面是矩

形 ＡＢＣＤ，ＡＢ＝３ｍ，ＢＣ＝０５ｍ，车 厢 底 部 距 离 地 面

１２ｍ，卸货时，车厢倾斜的角度θ＝６０°，问此时车厢的最

高点Ａ 距离地面多少米？（精确到１ｍ）

分析 过Ａ、Ｄ 分别作ＣＥ 的垂线，又过Ｄ 作ＡＧ 的

垂线，将Ａ 到地面的距离分成三部分求解．
解 过点 Ａ、Ｄ 分别作ＡＧ⊥ＣＥ 于Ｇ，ＤＦ⊥ＣＥ 于

Ｆ，过Ｄ 作ＤＨ⊥ＡＧ 于Ｈ．
在Ｒｔ△ＤＦＣ 和△ＡＤＨ 中，

ＤＦ＝ＣＤ·ｓｉｎ６０°＝３×槡３
２＝３

２槡３．
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ＡＨ＝ＡＤ·ｃｏｓ６０°＝０５×１
２＝１

４．

于是点Ａ 离地面的距离为

槡３ ３
２ ＋１

４＋１２≈４（ｍ）．

答：此时车厢最高点Ａ 离地面约４ｍ．

图１２３

发散４ 如图１２３所示，为了测得某湖两岸Ａ、Ｂ 两点间的距

离，在另一点Ｃ 处测得ＣＡ＝ＣＢ＝３０ｍ，∠ＡＣＢ＝１２０°，求ＡＢ 的

长．（精确到个位）

分析 由图１２３看出，△ＡＢＣ 不是直角三角形，但∠Ｃ＝
１２０°，ＣＡ＝ＣＢ＝３０，所以是个等腰三角形，故∠Ａ＝∠Ｂ＝３０°，这

样可以想到：等腰三角形的高ＣＥ 垂直平分ＡＢ，所以在Ｒｔ△ＢＣＥ
中，已知∠ＢＥＣ＝９０°，∠Ｂ＝３０°，所以ＢＥ＝３０ｃｏｓ３０°，从而可求出

ＡＢ．
解 过Ｃ 作ＣＥ⊥ＡＢ 垂足为Ｅ，在Ｒｔ△ＢＣＥ 中，

∵ ∠Ｂ＝３０°，ＢＣ＝３０，

∴ ＢＥ＝ＢＣｃｏｓＢ＝３０ｃｏｓ３０°＝３０×槡３
２ 槡＝１５ ３．

∴ ＡＢ＝２ＢＥ 槡 槡＝２×１５ ３＝３０ ３≈５２（ｍ）．
答：湖宽ＡＢ 约５２ｍ．

【纵横发散】

发散５ 化简： ２ｃｏｓα
１－ｓｉｎ２槡 α

＋｜ｓｉｎα｜
ｓｉｎα

（０°＜α＜１８０°）．

解 原式＝２ｃｏｓα
｜ｃｏｓα｜＋ｓｉｎαｓｉｎα＝

２ｃｏｓα
ｃｏｓα＋１＝３ （０°＜α＜９０°）；

无意义 （α＝９０°）；

２ｃｏｓα
－ｃｏｓα＋１＝－１ （９０°＜α＜１８０°）

烅

烄

烆 ．

【解法发散】

发散６ 不查表，试求ｓｉｎ１５°的值．

图１２４

解法１ 如图１２４所示，作Ｒｔ△ＢＣＤ，使∠Ｃ＝９０°，

∠ＤＢＣ＝３０°，ＣＤ＝１，则 ＢＤ＝２，ＢＣ 槡＝ ３．延长 ＣＢ 到Ａ，使

ＢＡ＝ＢＤ．连结ＡＤ，则

∠Ａ＝１５°，ＡＣ 槡＝２＋ ３．
在Ｒｔ△ＡＣＤ 中，由勾股定理，得
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ＡＤ＝ ＡＣ２＋ＣＤ槡 ２＝ （ 槡２＋ ３）２＋１槡 ２ 槡 槡＝ ６＋ ２．

由三角函数定义，得 ｓｉｎ１５°＝ＣＤ
ＡＤ＝ １

槡 槡６＋ ２
＝槡 槡６－ ２

４ ．

图１２５

解法２ 如图１２５所示，作Ｒｔ△ＡＢＣ，使∠ＢＡＣ＝３０°，设ＢＣ
＝１，则ＡＢ＝２，ＡＣ 槡＝ ３．

作∠ＢＡＣ 的平分线ＡＤ 交ＢＣ 于点Ｄ，则∠ＤＡＣ＝１５°，由角

平分线性质定理，得

ＢＤ
ＤＣ＝ＡＢ

ＡＣ
，ＢＤ＋ＤＣ

ＤＣ ＝ＡＢ＋ＡＣ
ＡＣ

，即 １
ＤＣ＝ 槡２＋ ３

槡３
，

∴ ＤＣ＝ 槡３
槡２＋ ３

槡＝２ ３－３．

在Ｒｔ△ＡＣＤ 中，由勾股定理得

ＡＤ＝ ＡＣ２＋ＣＤ槡 ２＝ （槡３）２＋（ 槡２ ３－３）槡 ２ 槡＝ ６（槡３－１），

由三角函数定义，得

ｓｉｎ１５°＝ＤＣ
ＡＤ＝槡３（ 槡２－ ３）

槡６（槡３－１）
＝槡 槡６－ ２

４ ．

【构造发散】

图１２６

发散７ 如图１２６所示，为了测河的北岸上电杆ＰＱ 的

高度，在河这一面电杆的正南方的 Ａ 点测电杆顶点Ｐ 的仰

角为α，再在Ａ 点的正西方距Ａ 点ａｍ的Ｂ 点测得Ａ 和Ｑ
的水平夹角为β，求电杆的高ＰＱ．

分析 由 于 ＡＱ 是 南 北 方 向，ＡＢ 是 东 西 方 向，所 以

∠ＱＡＢ＝９０°，于是构成两个直角三角形 ＡＱＰ 和ＢＡＱ，在

Ｒｔ△ＢＡＱ中，已知ＡＢ＝ａ，∠ＡＢＱ＝β，它可解，在Ｒｔ△ＡＱＰ
中，只有∠ＱＡＰ＝α，不能解该三角形，但在Ｒｔ△ＢＡＱ 求出ＡＱ 后，下面就转化为

可解的直角三角形了，从而求出ＰＱ 的长．
解 在△ＢＡＱ 中，∠ＢＡＱ＝９０°，ＡＢ＝ａ，

∴ ＡＱ＝ＡＢ·ｔａｎ∠ＡＢＱ＝ａｔａｎβ．
又∵ 在Ｒｔ△ＡＱＰ 中，∠ＰＡＱ＝α，ＡＱ＝ａｔａｎβ．
∴ ＰＱ＝ＡＱ·ｔａｎα＝ａｔａｎαｔａｎβ．
答：电杆的高度为ａｔａｎαｔａｎβ．

【转化发散】

发散８ 如图１２７所示，一轮船在海上以每小时３０海里的速度向正西方向
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航行．上午８时，到Ｂ 处测得小岛Ａ 在北偏东３０°方向，之后轮船继续向正西方向

航行，于上午９时到达Ｃ 处，这时测得小岛Ａ 在北偏东６０°方向．如果轮船仍继续

向正西方向航行，于上午１１时达到Ｄ 处，这时轮船与小岛Ａ 相距多远？

图１２７ 图１２８

解 过Ａ 作ＡＥ⊥ＢＣ，交ＣＢ 的延长线于Ｅ，如图１２８所示，设ＢＥ＝ｘ．则在

Ｒｔ△ＡＥＢ中，有ＡＥ＝ｘ· 槡ｔａｎ６０°＝ ３ｘ．
在Ｒｔ△ＡＥＣ 中，

ｔａｎ３０°＝ＡＥ
ＣＥ＝ 槡３ｘ

ｘ＋３０
，

即 槡３ｘ
ｘ＋３０＝槡３

３．

∴ ｘ＝１５．
∴ ＡＥ 槡＝１５ ３，ＢＥ＝１５．
在Ｒｔ△ＡＥＤ 中，由勾股定理，有

ＡＤ２＝ＡＥ２＋ＤＥ２，

即 ＡＤ２＝（ 槡１５ ３）２＋（１５＋３０＋６０）２．

∴ ＡＤ 槡＝３０ １３（海里）．

答：这时轮船与小岛Ａ 相距 槡３０ １３海里．
【迁移发散】

发散９ 已知ａ，ｂ，ｃ为△ＡＢＣ 中三个内角Ａ，Ｂ，Ｃ 的对边，当 ｍ＞０时，关

于ｘ的方程ｂ（ｘ２＋ｍ）＋ｃ（ｘ２－ｍ）－２槡ｍ·ａｘ＝０有两个相等的实数根，且

ｓｉｎＣ·ｃｏｓＡ－ｃｏｓＣ·ｓｉｎＡ＝０．试判断△ＡＢＣ 的形状．
解 由原方程，得

（ｂ＋ｃ）ｘ２－２槡ｍ·ａ·ｘ＋ｂｍ－ｃｍ＝０．

∵ Δ＝０．∴ ４ａ２ｍ－４（ｂ＋ｃ）（ｂ－ｃ）ｍ＝０．

∴ ａ２－ｂ２＋ｃ２＝０，即 ｂ２＝ａ２＋ｃ２．

∴ △ＡＢＣ 为直角三角形，∠Ｂ＝９０°．
∵ ｓｉｎＣ·ｃｏｓＡ－ｃｏｓＣ·ｓｉｎＡ＝０，
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∴ ｓｉｎＣ
ｓｉｎＡ＝ｃｏｓＣ

ｃｏｓＡ
，

即

ｃ
ｂ
ａ
ｂ

＝

ａ
ｂ
ｃ
ｂ

，ｃ
ｂ

·ｂ
ａ＝ａ

ｂ
·ｂ
ｃ． ∴ ａ２＝ｃ２，ａ＝ｃ．

故△ＡＢＣ 是等腰直角三角形．
【综合发散】

发散１０ 国家电力总公司为了改善农村用电电费过高的现状，目前正在全

国各地农村进行电网改造．莲花村六组有四个村庄 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 正好位于一个正

方形的四个顶点，现计划在四个村庄联合架设一条线路，他们设计了四种架设方

案，如图１２９中的实线部分．请你帮助计算一下，哪种架设方案最省电线？（以下

数据可供参考：槡２＝１４１４，槡３＝１７３２，槡５＝２２３６）

解 不妨设正方形的边长为１（也可以设为ａ），则图（１），（２）中的总线路长分

别为ＡＤ＋ＡＢ＋ＢＣ＝３，ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＤ＝３．

图１２９

图（３）中，总线路长为ＡＣ＋ＢＤ＝２ １２＋１槡 ２ 槡＝２ ２＝２８２８．

图１３０

图（４）中，延长 ＥＦ 交ＢＣ 于点Ｈ，延长ＦＥ 交ＡＤ 于点

Ｈ′，如图１３０，则ＦＨ⊥ＢＣ，ＢＨ＝ＨＣ，ＥＨ′＝ＦＨ．

由∠ＦＢＨ＝３０°，ＢＨ＝１
２

及勾股定理得

ＥＡ＝ＥＤ＝ＦＢ＝ＦＣ＝槡３
３

，ＦＨ＝槡３
６．

∴ ＥＦ＝１－２ＦＨ＝１－槡３
３．

此时，总线路长为４ＥＡ＋ＥＦ＝ 槡４ ３
３ ＋１－槡３

３ 槡＝１＋ ３＝２７３２．

显然３＞２８２８＞２７３２，

∴ 图（４）的联结线路最短，即图（４）的架设方案最省电线．
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图１３１

（２００５·广东）如图１３１所示，为测量小河的宽度，先在

河岸边任意取一点Ａ，再在河的另一岸取两点Ｂ、Ｃ，测得

∠ＡＢＣ＝４５°，∠ＡＣＢ＝３０°，量得ＢＣ 长为２０ｍ．求小河的

宽度是多少？（使用计算器的地区，结果保留三位有效数

字；不使用计算器的地区，结果保留根号）

解 过点 Ａ 作ＡＤ⊥ＢＣ，垂足为点 Ｄ，如图１３１所

示，设ＡＤ＝ｘ，

在Ｒｔ△ＡＢＤ 中，∠ＡＢＣ＝４５°，

∴ △ＡＢＤ 为等腰直角三角形．∴ ＢＤ＝ＡＤ＝ｘ．
在Ｒｔ△ＡＤＣ 中，∠ＡＣＢ＝３０°，

∵ ｔａｎ３０°＝ＡＤ
ＣＤ＝ｘ

ＣＤ．

∴ ＣＤ＝ ｘ
ｔａｎ３０°＝

ｘ
槡３
３

槡＝ ３ｘ．

∵ ＢＣ＝ＢＤ＋ＣＤ＝ｘ 槡＋ ３ｘ＝２０，

∴ ｘ＝ ２０
槡３＋１

＝１０（槡３－１）（ｍ）．

答：小可的宽度是１０（槡３－１）ｍ．
说明：分母有理化可不作要求，使用计算器的地区结果近似为７３２ｍ．

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）当锐角Ａ＞３０°时，ｃｏｓＡ 的值 （ ）

Ａ大于１
２ Ｂ小于１

２ Ｃ大于槡３
２ Ｄ小于槡３

２
（２）如果∠Ａ 为锐角，且ｓｉｎＡ＝３

４
，那么 （ ）．

Ａ０°＜∠Ａ＜３０° Ｂ３０°＜∠Ａ＜４５°
Ｃ４５°＜∠Ａ＜６０° Ｄ６０°＜∠Ａ＜９０°
（１）分析 用直接推算法．

解 ∵ ｃｏｓ３０°＝槡３
２

，当∠Ａ 为锐角时，ｃｏｓＡ 随着∠Ａ 的增大而减小．

∴ ∠Ａ＞３０°时，ｃｏｓＡ＜槡３
２．
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故本题应选Ｄ．
（２）分析 用直接推算法．

解 ∵ ｓｉｎ３０°＝１
２

，ｓｉｎ４５°＝槡２
２．

ｓｉｎ６０°＝槡３
２

，ｓｉｎＡ＝３
４

，而槡２
２＜３

４＜槡３
２

∴ ４５°＜∠Ａ＜６０°，故本题应选Ｃ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ｂ＝６０°，ＡＢ 槡＝ ３，则ＡＣ＝ ．

（２）在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ＢＣ＝４，ｓｉｎＡ＝２
３

，ＡＢ＝ ．

解 （１）此题是在直角三角形中，已知一个锐角和斜边，求另一直角边的问

题，可选择ｓｉｎＢ＝ＡＣ
ＡＢ

，得

ＡＣ＝ＡＢｓｉｎＢ 槡＝ ３·槡３
２＝３

２．

（２）此题已知一直角边和∠Ａ 的正弦值，欲求斜边，可选用ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ

，得

ＡＢ＝ＢＣ
ｓｉｎＡ＝４

２
３

＝６．

【转化发散】

图１３２

发散３ 从一船上看到在它的南偏东３０°的海面上有

一座灯塔 ，船以３０海里／小时的速度向东南方航行，半小

时后，看到这个灯塔在船的正西，求这时船与灯塔的距离．
分析 依据题意绘图，把实际问题转化为解直角三角

形问题．

解 如图１３２所示，ＡＣ＝３０×１
２＝１５．

在Ｒｔ△ＣＯＡ 中，

ＡＯ＝ＣＯ＝ＡＣｃｏｓ∠ＡＣＯ

＝１５ｃｏｓ４５°＝１５
２槡２．

在Ｒｔ△ＣＯＢ 中，

ＯＢ＝ＯＣ·ｔａｎ∠ＢＣＯ＝１５
２槡２ｔａｎ３０°＝５

２槡６．

∴ ＡＢ＝ＯＡ－ＯＢ＝１５
２槡２－５

２槡６≈４４８（海里）．

答：此时船与灯塔的距离约为４４８海里．
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【生活发散】

图１３３

发散４ 如图１３３所示，某位游泳爱好者从 Ａ 点

游到Ｂ 点横渡长江，若两河岸平行，且 ＡＢ＝２００ｍ，

∠ＢＡＣ＝６０°，求这位游泳爱好者比最短游程多游了多

少米？（精确到０１ｍ）

分析 易知图中ＡＤ 的距离为最短游程，ＡＢ 为实

际游程，所以本题应求（ＡＢ－ＡＤ）．
解 过 Ａ 作ＡＤ⊥ＢＤ 于Ｄ，在 Ｒｔ△ＡＢＤ 中，

∠ＢＡＤ＝３０°，ＡＢ＝２００ｍ，∴ ＢＤ＝１００，

∴ ＡＤ＝ＡＢ· 槡ｃｏｓ３０°＝１００ ３≈１７３２（ｍ）．
∴ ＡＢ－ＡＤ≈２００－１７３２＝２６８（ｍ）．
答：多游了约２６８ｍ．
解法指导 在实际问题中应先抽象或构造出几何图形，依据图形确定直角三

角形，再根据题意确定待求量，逐步解直角三角形．
【应用发散】

图１３４

发散５ 如图１３４所示，已知灯塔 Ａ 的周围７海

里的范围内有暗礁，一艘渔轮在Ｂ 处测得灯塔Ａ 在北

偏东６０°的方向，向正东航行８海里到达Ｃ 处后，又测

得该灯塔在北偏东３０°的方向，渔轮不改变航向，继续向

正东航行，有没有触礁的危险？请通过计算说明理由．
（参考数据：槡３＝１７３２）

分析 依题意，如果点 Ａ 到正东方向（渔船航向）

的最短距离即垂直距离大于７海里，则肯定不会有危险，反之，则有危险．
解 若不改变航向，继续向东航行，有触礁危险．
理由：过Ａ 作ＡＤ⊥ＢＣ，交ＢＣ 于Ｄ，设ＡＤ＝ｘ海里，

∵ ∠ＡＢＤ＝９０°－６０°＝３０°，∠ＡＣＤ＝９０°－３０°＝６０°．

∴ ＢＤ＝ ｘ
ｔａｎ３０° 槡＝ ３·ｘ，ＣＤ＝ ｘ

ｔａｎ６０°＝
槡３
３

·ｘ．

∵ ＢＤ－ＣＤ＝８， 槡∴ ３ｘ－槡３
３ｘ＝８，∴ ｘ 槡＝４ ３．

即 ＡＤ 槡 槡＝４ ３＝ ４８＜７．
∴ 若不改变航向，继续向正东航行，有触礁危险．

【综合发散】

发散６ 如图１３５所示，在地平面上有Ａ、Ｂ、Ｃ 三点，Ａ 在Ｂ 的正西，Ｃ 在Ｂ
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图１３５

的正南，在Ｂ 点的正北方向有一塔ＰＱ，在Ａ、Ｃ 处观察塔顶的

仰角都是３０°，在Ｂ 处观察塔顶的仰角为６０°．已知 Ａ，Ｂ 间的

距离为５０ｍ，求Ｂ，Ｃ 之间的距离．
分析 将已知条件和未知元素集中到一个三角形中去．
解 设塔高为ｈｍ，由∠ＰＣＱ＝３０°，∠ＰＢＱ＝６０°可知

ＢＣ＝ＱＣ－ＱＢ＝ｈｃｏｔ３０°－ｈｃｏｔ６０°

＝ 槡３－槡３（ ）３
ｈ＝ 槡２ ３

３ｈ， ①

∵ ∠ＰＡＱ＝３０°，∠ＡＢＱ＝９０°，

∴ ＡＢ２＝５０２＝ＡＱ２－ＢＱ２

＝（ｈｃｏｔ３０°）２－（ｈｃｏｔ６０°）２

＝３ｈ２－１
３ｈ２＝８

３ｈ２．

∴ ｈ＝５０槡３
８＝２５槡３

２
，将ｈ的值代入①式，得

ＢＣ＝２
３槡３×２５槡３

２ 槡＝２５ ２≈３５４（ｍ）．

答：Ｂ、Ｃ 之间的距离约为３５４ｍ．

图１３６

发散７ 如图１３６所示，若关于ｘ 的一元二次方程ｘ２－
３（ｍ＋１）ｘ＋ｍ２－９ｍ＋２０＝０有两个实数根，又已知ａ，ｂ，ｃ
分别是△ＡＢＣ 的∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ 的对边，∠Ｃ＝９０°，且ｃｏｓＢ＝
３
５

，ｂ－ａ＝３，如图１３６．是否存在整数 ｍ，使上述一元二次方

程两个实数根的平方和等于Ｒｔ△ＡＢＣ 的斜边ｃ的平方？若存

在，请求出满足条件的 ｍ 的值；若不存在，请说明理由．
解 在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，

∵ ｃｏｓＢ＝３
５

，∴ 设ａ＝３ｋ，ｃ＝５ｋ，则由勾股定理，有ｂ＝４ｋ．

∵ ｂ－ａ＝３，即 ４ｋ－３ｋ＝３，∴ ｋ＝３．
∴ ａ＝９，ｂ＝１２，ｃ＝１５．
设一元二次方程ｘ２－３（ｍ＋１）ｘ＋ｍ２－９ｍ＋２０＝０的两个实数根为ｘ１，

ｘ２，则有

ｘ１＋ｘ２＝３（ｍ＋１），ｘ１ｘ２＝ｍ２－９ｍ＋２０．

∴ ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２＝［３（ｍ＋１）］２－２（ｍ２－９ｍ＋２０）

＝７ｍ２＋３６ｍ－３１．
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由ｘ２
１＋ｘ２

２＝ｃ２，ｃ＝１５，得

７ｍ２＋３６ｍ－３１＝２２５，即 ７ｍ２＋３６ｍ－２５６＝０．

（７ｍ＋６４）（ｍ－４）＝０，∴ ｍ１＝４，ｍ２＝－６４
７．

∵ 当 ｍ＝４时，Δ＝（－１５）２－４（４２－９×４＋２０）＝２２５＞０；当 ｍ＝－６４
７

时，

不是整数，应舍去．
∴ 存在整数ｍ＝４，使方程两个实数根的平方和等于Ｒｔ△ＡＢＣ 的斜边ｃ的

平方．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１已知Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ａ＝２ｂ，则ｓｉｎＡ 的值为 （ ）

Ａ槡５
５ Ｂ 槡２ ５

５ Ｃ１
２ Ｄ２

２若ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡３
２

，则锐角α为 （ ）

Ａ３０° Ｂ４５° Ｃ６０° Ｄ７５°

３△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，如果ｓｉｎＡ＝２
３

，则ｔａｎＢ 等于 （ ）

Ａ３
５ Ｂ槡５

３ Ｃ２
槡５

Ｄ槡５
２

４在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，已知ａ＝１５４０，∠Ａ＝３１°２４′，则ｂ≈ ，ｃ≈

．（参考数据：ｓｉｎ３１°２４′＝０５２１０， １
ｔａｎ３１°２４′＝１６３８，精确到百分位）．

图１３７

【应用发散】

如图１３７所示，沿ＡＣ 方向开山修渠，为了加快施

工进度，要在小山的另一边同时施工，从ＡＣ 上的一点

Ｂ 取∠ＡＢＤ＝１４０°，ＢＤ＝５２０ｍ，∠Ｄ＝５０°，那么开挖

点Ｅ 离Ｄ 多远（精确到０１ｍ），正好能使 Ａ，Ｃ，Ｅ 成

一直线？

第 一 单 元 ３３



【转化发散】

图１３８

如图１３８所示，一艘渔船正以３０海里／小时的速度

由西向东追赶鱼群，在 Ａ 处看见小岛Ｃ 在船的北偏东

６０°．４０ｍｉｎ后，渔船到达Ｂ 处，此时看到小岛Ｃ 在北偏东

３０°方向上，已知以小岛Ｃ 为圆心、１０海里为半径的圆形区

域为危险区域．问这艘渔船继续向东追赶鱼群会不会进入

危险区域？

图１３９

【构造发散】

１平行四边形的边长分别为 槡３ ２ｃｍ， 槡６ ３ｃｍ，一个角

为１２０°，求平行四边形两高的长．
２如图１３９所示，矩形ＡＢＣＤ 的边长ＡＢ＝３，ＢＣ＝４，

将矩形折叠使Ｃ 点与Ａ 点重合，求折痕ＥＦ 的长．
【组合发散】

１已 知 ０°＜α＜９０°，且 ｔａｎα 是 方 程 ２ｘ２＋ｘ－６＝０ 的 一 个 根，求

３＋２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２α＋ｓｉｎαｃｏｓα＋２ｃｏｓ２α

的值．

２如果ｔａｎα＝２，求３ｓｉｎα－ｃｏｓα
４ｓｉｎα＋２ｃｏｓα

的值．

【综合发散】

１在△ＡＢＣ 中，ａ，ｂ，ｃ分别是∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ 的对边，且ｃ 槡＝５ ３，若关于ｘ
的方程（ 槡５ ３＋ｂ）ｘ２＋２ａｘ＋（ 槡５ ３－ｂ）＝０有两个相等的实数根，又方程２ｘ２－

图１４０

（１０ｓｉｎＡ）ｘ＋５ｓｉｎＡ＝０的两实数根的平方和为６，求△ＡＢＣ 的

面积．
２如图１４０所示，某船向正东航行，在Ａ 处望见某岛Ｃ

在北偏东６０°，前进６海里到Ｂ 点，测得该岛在北偏东３０°，已

知在该岛周围６海里内有暗礁，问若船继续向东航行，有无触

礁危险？请说明理由．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第２２页）

１解：ＢＣ＝５·ｔａｎ４０°＝５×０８３８８＝４１９４，

ＢＥ＝ＢＣ＋ＥＣ＝４１９４＋２＝６１９４，

∴ ＤＥ＝ ＤＢ２＋ＢＥ槡 ２＝ ５２＋（６１９４）槡 ２≈７９６．
∴ ＤＥ 的长约为７９６ｍ．
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２解：（１）∵ ∠ＡＤＣ＝１３５°，

∴ ∠Ｃ＝４５°．
作ＤＥ、ＡＦ 垂直于ＢＣ 于Ｅ、Ｆ，

∴ ＤＥ＝８·ｓｉｎ４５°＝８·槡２
２ 槡＝４ ２．

∴ ＡＦ＝ＤＥ＝ＥＣ 槡＝４ ２．

∴ ＢＦ 槡 槡＝３０－４ ２－６＝２４－４ ２≈１８３４３．

∴ ｔａｎＢ＝ＡＦ
ＢＦ＝ 槡４ ２

１８３４３≈０３０８４．

∴ ∠ＡＢＣ＝１７°８′２１″．
（２）（６＋３０） 槡×４ ２÷２×１００＝１０１８２３４（ｍ３）．
习题１６（课本第２４页）

１解：ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ＝２０

４０＝１
２

，

∴ ∠Ａ＝３０°．

第２题图

２解：如第２题图所示，∵ ∠Ａ＝３０°，

∴ ∠ＡＣＤ＝６０°，

∴ ＡＤ＝ＣＤ·ｔａｎ６０°，ＢＤ＝ＣＤ·ｔａｎ４５°．
∴ ＣＤ·ｔａｎ６０°－ＣＤ·ｔａｎ４５°＝５０．
∴ ＣＤ≈６８３．
∴ 高约６８３ｍ．
３解：作ＡＥ⊥ＢＣ 于Ｅ 点．
∵ ∠Ｂ＝５５°，∴ ∠ＢＡＥ＝３５°．
∴ ＢＥ＝ＡＥ·ｔａｎ３５°．
∴ ＢＣ＝２ＡＥ·ｔａｎ３５°＋１８０

≈２×７０×０７＋１８０
≈２７８（ｍｍ）．

复习题（课本第２９页）

Ａ 组

１（１）槡 槡２－１＋２ ３
２

； （２）０； （３） 槡 槡３－２ ３＋３ ２
６ ．

２（１）０７８４１； （２）００３７４； （３）０７９４５．
３（１）４５°； （２）ａ 槡＝４ ３，∠Ａ＝６０°； （３）ａ＝ｂ 槡＝４ ２．

４ｓｉｎＡ＝４
５

，ｔａｎＡ＝４
３．

５（１）∠Ａ≈４２°２７′１５″； （２）∠Ｂ≈８５°２８′２９″； （３）∠Ｃ≈８８°２３′２８″．
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６（１）约１４１ｋｍ．
（２）Ｃ 港在Ａ 港北偏东１５°方向．
７解：∵ ∠ＰＴＱ＝５０°，∴ ∠ＰＱＴ＝４０°．
∴ ＰＴ＝１８０·ｔａｎ４０°≈１８０×０８３８≈１５１（ｍ）．
８（１）２ｍ； （２）３５°５′５９″．
９解：３０·ｔａｎ３０°＋４０≈５７（ｍ）．
∴ 乙楼高约５７ｍ．
１０解：ＢＣ＝ＡＣ·ｔａｎ６０°，ＢＥ＝ＤＥ·ｔａｎ３０°，

∵ ＡＣ＝ＤＥ，

ＡＣ·ｔａｎ６０°－ＡＣ·ｔａｎ３０°＝３０，

∴ ＡＣ≈２５９８（ｍ）．

ＢＥ＝２５９８×槡３
３≈１５．

ＢＣ＝３０＋１５＝４５（ｍ）．
Ｂ 组

１（１）１； （２）２； （３）－１．

第２题图

２解：如第２题图所示，

ＡＣ＝ＡＢ·ｓｉｎ６０°＝４·槡３
２ 槡＝２ ３，

ＢＣ＝ＡＢ·ｃｏｓ６０°＝４·１
２＝２．

ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ＡＢ＝２

４＝１
２

，

ｃｏｓＡ＝ＡＣ
ＡＢ＝ 槡２ ３

４ ＝槡３
２．

３各边长约为０３４ｍ，０３４ｍ，０６７ｍ．
４∠α＝７４°３８′２８″．

５１
２

·５０·３０ｓｉｎ６０°＋１
２

·５０·２０ｓｉｎ６０°≈１０８２５２（ｍ２）

（提示：作一条对角线，把四边形分成两个三角形，且每个三角形中都含有６０°
角，然后分别求两个三角形中５０ｍ边上的高）．

６解：（１）３０·ｔａｎ３０°＋１４＝３０×槡３
３＋１４≈１８７２（ｍ）．

（２）ＡＤ＝ （１８７２－５）２＋３０槡 ２≈３２．９９（ｍ）．
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思 维 整 合 升 华

知识网络建构

本单元的主要内容是直角三角形的解法及其应用．在锐角三角函数中，自变

量是角α，锐角三角函数是一个比值，它随着角的变化而变化；锐角三角函数的函

数值是实数，是没有单位的，锐角三角函数值仅与锐角的大小有关，而与锐角的终

边上所取点的位置无关．
转化发散沟通代数与三角知识之间的联系，它善于剥去代数知识的“外壳”将

其转化为解直角三角形问题，或者以锐角三角函数知识为工具将几何问题转化为

解代数问题，把直角三角形的边角关系转化为含有锐角三角函数的数量之间的关

系，从而将平面几何中对直角三角形的定性研究转化为定量研究，达到避繁就简、

化难为易、直入捷径的目的．
解直角三角形时，要选择适当的关系式，使两个已知条件和一个未知条件共

处在同一个关系式中，以便把未知转化为已知．
有时图形中有几个三角形时，可以由可解的三角形为暂时不可解的三角形创

造条件，使其转化为可解的三角形．
解直角三角形广泛应用于解各种多边形，如等腰三角形、平行四边形（含特殊

的平行四边形）、梯形和正多边形，构造发散是解题的重要思路，即通过添加适当

的辅助线，构造直角三角形，将问题纳入直角三角形中去解决，构造发散通过构造

辅助图形（直角三角形），把某些实际问题中的数量关系归结为解直角三角形的问

题，化未知为可知，化可知为已知，达到解决实际问题的目的．

实
际
情
境

→

锐
角
三
角
函
数
的
定
义

→ →

锐
角
三
角
函
数
的
计
算

３０°、４５°、６０°角的三角
→ →

函数值

一般锐角的三角函数
→ →

值
→ 应用三角函数解决实际问题

→ →由三角函数值求锐角
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新题型新中考

新中考命题趋势，在试题设计上，由知识立意向能力立意转化．在今后的中考

试题中，会增加应用型试题和能力型试题．而解直角三角形与实际问题联系较为

紧密，故本章为中考热点，常以中档题出现，选择题、填空题出现也不少．在解答与

本章内容有关的中考题时，应注意以下两点：

（１）由于锐角三角函数是在直角三角形中定义的，因此在一个比较复杂的图

形中，求一个锐角三角函数值时，应首先确定这个锐角在哪个直角三角形中，并分

清这个锐角的对边、邻边及这个直角三角形的斜边，这是正确求解锐角三角函数

有关问题的关键．
（２）在运用解直角三角形的有关知识解决实际问题时，实质上是把实际问题

转化成为几何问题．因此，首先在全面审题的基础上，画出符合题意的示意图；其

次，要把坡比、仰角、俯角、方向角等条件归结成为直角三角形中的已知元素，然后

利用解直角三角形的方法求解．
一、发散思维延伸

延伸题１ （２００３·甘肃）如图１４１所示，甲、乙为住宅区内的两幢楼，它们的

高为ＡＢ＝ＣＤ＝３０ｍ，两楼间的距离ＡＣ＝２４ｍ，现需了解甲楼对乙楼的采光的

影响情况．当太阳光与水平线的夹角为３０°时，求甲楼的影子在乙楼上有多高？

（精确到０１ｍ，参考数据：槡２≈１４１，槡３≈１７３）

图１４１ 图１４２

解 设甲楼的影子在乙楼上的最高点为Ｅ，连结ＢＥ，作ＥＦ⊥ＡＢ，垂足为

Ｆ，如图１４２所示．
∵ ∠ＢＥＦ＝３０°，

∴ 在Ｒｔ△ＢＦＥ中，ＢＦ＝ＥＦ·ｔａｎ３０°＝ＡＣ· 槡ｔａｎ３０°＝８３≈１３８４≈１３８（ｍ）．

∴ ＣＥ＝ＡＦ＝ＡＢ－ＢＦ≈１６２（ｍ）．
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答：甲楼的影子在乙楼上的高度约为１６２ｍ．

图１４３

延伸题２ （２００３·青海）如图１４３所示，登山队员在山

脚Ａ 点测得山顶Ｂ 的仰角∠ＣＡＢ＝４５°，当沿倾斜角为３０°
的斜坡前进１００ｍ到达Ｄ 点后，又在Ｄ 点测得山顶Ｂ 的仰

角为６０°，求山高ＢＣ．（精确到１ｍ，参考数据：槡３≈１７３２，

槡２≈１４１４）．
解 过Ｄ 作ＤＥ⊥ＡＣ 于Ｅ，ＤＦ⊥ＢＣ 于Ｆ．
∵ ∠ＢＡＣ＝４５°，∠ＡＣＢ＝９０°，

∴ ∠ＡＢＣ＝４５°．
又∵ ∠ＢＤＦ＝６０°，

∴ ∠ＤＢＦ＝３０°．
∴ ∠ＤＡＢ＝∠ＤＢＡ＝１５°，则ＤＢ＝ＤＡ＝１００．
∵ ∠ＤＡＥ＝３０°，

∴ ＦＣ＝ＤＥ＝１
２ＡＤ＝５０．

在△ＢＤＦ 中，ｓｉｎ∠ＢＤＦ＝ＢＦ
ＢＤ

，ＢＦ＝ＢＤ·ｓｉｎ∠ＢＤＦ＝１００×槡３
２ 槡＝５０ ３．

∴ 山高ＢＣ＝ＢＦ＋ＦＣ 槡＝５０ ３＋５０≈１３７（ｍ）．

图１４４

延伸题３ 如 图１４４所示，在 △ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＡＣ
＝２０，ＡＤ⊥ＡＣ 于Ａ，交ＢＣ 于Ｄ，ＢＣ＝３２，求ｃｏｓα的值．

解 如图１４５所示，过Ａ 作ＡＥ⊥ＢＣ 于Ｅ．
∵ △ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＡＣ＝２０，

∴ ＢＥ＝ＥＣ＝１
２ＢＣ＝１

２×３２＝１６，

图１４５

在Ｒｔ△ＡＥＣ 中，

ＡＥ＝ ＡＣ２－ＥＣ槡 ２＝ ２０２－１６槡 ２＝１２．
∵ ＡＤ⊥ＡＣ 于Ａ，∴ ∠ＣＡＤ＝９０°．
∵ ∠Ｃ＋∠ＣＡＥ＝９０°，∠Ｃ＋∠α＝９０°．
∴ ∠α＝∠ＣＡＥ．
在Ｒｔ△ＡＥＣ 中，

ｃｏｓ∠ＣＡＥ＝ＡＥ
ＡＣ＝１２

２０＝３
５

，∴ ｃｏｓα＝３
５．

解法指导 在直角三角形中求锐角的三角函数值，关键在于确定三条边的长

或三条边之间的数量关系，当这些条件不确定时，关键是作辅助线，构造直角三角

形，沟通未知与已知的关系．
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二、课标新题导向

新题１ 实习作业题：某同学要测量旗杆 ＡＢ 的高，现已用测量工具测完各

数据并填入下表，请你完成下列实习报告．

题 目 测量底部可以到达的旗杆高

测量目标

测得数据

测量项目 第一次 第二次 平均值

ＢＤ 的长 ２０１５ｍ １９９７ｍ

测倾器的高 １２３ｍ １２１ｍ

倾斜角 α＝３０°１５′ α＝２９°４５′

计 算 旗杆高ＡＢ（精确到０１ｍ）

解 水平距离 ＢＤ（精确到００１ｍ）的平均值为２００６ｍ，测倾器高平均

１２２ｍ，倾斜角平均值为α＝３０°．

∵ ＣＥ＝ＢＤ，ＢＥ＝ＣＤ，∴ ＡＥ＝ＣＥ·ｔａｎα＝２００６×槡３
３≈１１５８（ｍ）．

∴ ＡＢ≈１１５８＋１２２＝１２８（ｍ）．
新题２ （２００４·天津）在建筑楼梯时，设计者要考虑楼梯的安全程度，如图

１４６所示，虚线为楼梯的斜度线，斜度线与地板的夹角为倾角θ，一般情况下，倾

角θ愈小，楼梯的安全程度愈高．
如图１４７所示，设计者为提高楼梯的安全程度，要把楼梯的倾角由θ１ 减至

θ２，这样楼梯占用地板的长度由ｄ１ 增加到ｄ２，已知ｄ１＝４ｍ，∠θ１＝４０°，∠θ２＝

３６°，求楼梯占用地板的长度增加了多少？（精确到００１ｍ）

图１４６ 图１４７
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（参考数据：ｓｉｎ３６°＝０５８７８，ｃｏｓ３６°＝０８０９０，ｔａｎ３６°＝０７２６５；ｓｉｎ４０°＝０６４２８，

ｃｏｓ４０°＝０７６６０，ｔａｎ４０°＝０８３９１．）
解 在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ＢＣ＝ｄ１，∠ＡＣＢ＝ ∠θ１，ＡＢ＝ＢＣ·ｔａｎ∠ＡＣＢ，

∴ ＡＢ＝ｄ１·ｔａｎθ１＝４ｔａｎ４０°，在 Ｒｔ△ＡＢＤ 中，ＢＤ ＝ｄ２，∠ＡＤＢ＝ ∠θ２，

∴ ＡＢ＝ｄ２·ｔａｎθ２＝ｄ２ｔａｎ３６°，４ｔａｎ４０°＝ｄ２ｔａｎ３６°，ｄ２＝
４ｔａｎ４０°
ｔａｎ３６°＝４６２０，ｄ２－

ｄ１≈０６２．
答：楼梯占用地板的长增加了０６２ｍ．

图１４８

新题３ （２００４·北 京）如 图１４８所 示，在△ＡＢＣ 中，

∠ＡＣＢ＝９０°，ＣＤ⊥ＡＢ，垂足为 Ｄ，若∠Ｂ＝３０°，ＣＤ＝６，求

ＡＢ 的长．
解 在Ｒｔ△ＣＤＢ 中，∠Ｂ＝３０°，ＣＤ＝６，则ＢＣ＝１２．在

Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＢＣ
ｃｏｓＢ 槡＝８ ３．

三、中考名题赏析

名题１ （２００４·沈阳）某地有７居民楼，窗户朝南，窗户的高度为ｈｍ，此地一年中

冬至这一天的正午时刻太阳光与地面的夹角最小为α，夏至这一天的正午时刻太阳光

与地面的夹角最大为β（图１４９）．小明想为自己家的窗户设计一个直角三角形遮阳

篷ＢＣＤ，要求它既能最大限度地遮挡夏天炎热的阳光，又能最大限度地使冬天温暖的

阳光射入室内．小明查阅了有关资料，获得了所在地区α和β的相应数据：α＝２４°３６′，

β＝７３°３０′，小明又量得窗户的高ＡＢ＝１６５ｍ．若同时满足下面两个条件，（１）当太

阳光与地面的夹角为α时，要想使太阳光刚好全部射入室内；（２）当太阳光与地面

的夹角为β时，要想使太阳光刚好不射入室内．请你借助下面的图形（图１５０），帮

助小明算一算，遮阳篷ＢＣＤ 中，ＢＣ和ＣＤ 的长各是多少？（精确到００１ｍ）

（以下数据供计算中选用：ｓｉｎ２４°３６′＝０４１６，ｃｏｓ２４°３６′＝０９０９，ｔａｎ２４°３６′＝
０４５８，ｃｏｔ２４°３６′＝２１８４；ｓｉｎ７３°３０′＝０９５９，ｃｏｓ７３°３０′＝０２８４，ｔａｎ７３°３０′＝３３７６，

ｃｏｔ７３°３０′＝０２９６．）

图１４９ 图１５０
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解 在Ｒｔ△ＢＣＤ 中，ＢＣ＝ＣＤ·ｔａｎ∠ＣＤＢ＝ＣＤｔａｎα，

在Ｒｔ△ＡＣＤ 中，ＡＣ＝ＣＤ·ｔａｎ∠ＣＤＡ＝ＣＤｔａｎβ．

∵ ＡＢ＝ＡＣ－ＢＣ＝ＣＤ（ｔａｎβ－ｔａｎα），∴ ＣＤ＝ ＡＢ
ｔａｎβ－ｔａｎα≈０５７（ｍ）．

∴ ＢＣ＝ＣＤ·ｔａｎ∠ＣＤＢ≈０２６（ｍ）．
答：ＢＣ 长为０２６ｍ，ＣＤ 长为０５７ｍ．

图１５１

名题２ （２００５·湖北）为了测量汉江某段河面

的宽度，秋实同学设计了如下的测量方案：先在河的

北岸选定一点Ａ，再在河的南岸选定相距ａｍ的两

点Ｂ、Ｃ（如图），分别测得∠ＡＢＣ＝α，∠ＡＣＢ＝β，

请你根据秋实同学测得的数据，计算出河宽 ＡＤ．
（结果用含ａ和含α、β的三角函数表示）

解法１ ∵ ｔａｎα＝ＡＤ
ＢＤ

，∴ ＢＤ＝ＡＤ
ｔａｎα．

同理，ＣＤ＝ＡＤ
ｔａｎβ

∴ ＡＤ
ｔａｎα＋

ＡＤ
ｔａｎβ

＝ａ．

∴ ＡＤ＝ａ·ｔａｎα·ｔａｎβ
ｔａｎα＋ｔａｎβ

（ｍ）．

解法２ ∵ ｃｏｔα＝ＢＤ
ＡＤ

，∴ ＢＤ＝ＡＤｃｏｔα．同理，ＣＤ＝ＡＤ·ｃｏｔβ．

∴ ＡＤｃｏｔα＋ＡＤｃｏｔβ＝ａ，∴ ＡＤ＝ ａ
ｃｏｔα＋ｃｏｔβ

（ｍ）．

名题３ （２００５·青海）如图１５２（１）所示，一人工湖的对岸有一条笔直的小路，

湖上原有一座小桥与小路垂直相通，现小桥有一部分已断裂，另一部分完好，站在

完好部分的桥头Ａ测得路边的小树Ｄ在它的北偏西３０°，前进３２ｍ到断口Ｂ 处，

又测得小树Ｄ 在它的北偏西４５°，请计算小桥断裂部分的长．（结果用根号表示）

图１５２
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解 延长ＡＢ 交小路于Ｃ，设ＢＣ＝ｘ
∵ ∠ＣＢＤ＝４５° ＡＣ⊥ＤＣ
∴ ＢＣ＝ＣＤ＝ｘ
在Ｒｔ△ＤＡＣ 中，∠ＤＡＣ＝３０°，ＡＣ＝ｘ＋３２，

ｔａｎ３０°＝ ｘ
ｘ＋３２

３ｘ 槡＝ ３（ｘ＋３２）

ｘ＝ 槡３２ ３
槡３－ ３

＝１６（槡３＋１）（ｍ）．

答：断裂部分长１６（槡３＋１）ｍ．

图１５３

名题４ （２００４·上海）如图１５３所示，等腰梯形

ＡＢＣＤ 中，ＡＤ∥ＢＣ，∠ＤＢＣ＝４５°，翻折梯形 ＡＢＣＤ，

使点Ｂ 重合于点Ｄ，折痕分别交边 ＡＢ、ＢＣ 于点Ｆ、

Ｅ．若ＡＤ＝２，ＢＣ＝８，求：

（１）ＢＥ 的长；

（２）∠ＣＤＥ 的正切值．
解 （１）由题意得△ＢＦＥ≌△ＤＦＥ，

∴ ＤＥ＝ＢＥ，

∵ 在△ＢＤＥ 中，ＤＥ＝ＢＥ，∠ＤＢＥ＝４５°，

∴ ∠ＢＤＥ＝∠ＤＢＥ＝４５°，

∴ ∠ＤＥＢ＝９０°，即 ＤＥ⊥ＢＣ．

∵ ＡＤ＝２，ＢＣ＝８，则ＥＣ＝１
２

（ＢＣ－ＡＤ）＝３，ＢＥ＝ＢＣ－ＥＣ＝５．
（２）由（１）得ＤＥ＝ＢＥ＝５，在Ｒｔ△ＤＥＣ 中，ＤＥ＝５，ＥＣ＝３，

∴ ｔａｎ∠ＣＤＥ＝ＥＣ
ＥＤ＝３

５．

知能转化平台

【题型发散】

１看一看，你能选出正确答案吗？

（１）在直角△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，ｃ＝８０，则ａ等于 （ ）

槡 槡Ａ４０ Ｂ４０ ２ Ｃ４０ ３ Ｄ１６０
３ 槡６

（２）已知在等腰△ＡＢＣ 中，一腰上的高为１，这条高与底边夹角为１５°，则

△ＡＢＣ 的面积为 （ ）
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槡Ａ１ Ｂ ３ Ｃ１
２ Ｄ１

４
（３）已知在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，ａ＋ｂ 槡＝３＋ ３，则ａ等于 （ ）

槡 槡 槡Ａ ３ Ｂ２ ３ Ｃ ３＋１ Ｄ３
（４）当锐角α＞６０°时，ｃｏｓα的值 （ ）

Ａ大于１
２ Ｂ小于１

２ Ｃ大于槡３
２ Ｄ大于１

（５）在△ＡＢＣ 中，若｜ｓｉｎＡ－１｜＋（槡３
２－ｃｏｓＢ）２＝０，则角Ｃ 的度数是 （ ）

Ａ１２０° Ｂ６０° Ｃ４５° Ｄ３０°
（６）一个三角形的两边长分别为３ｃｍ和１２ｃｍ，夹角为３０°，和它面积相等的

等腰直角三角形的斜边长为 （ ）

Ａ５ｃｍ Ｂ６ｃｍ Ｃ７ｃｍ Ｄ８ｃｍ
２想一想，填什么最准确？

（１）在△ＡＢＣ 中，ｃ＝１，ｂ 槡＝ ２，ａ＝１，则ｔａｎＡ＝ ．
（２）已知在△ＡＢＣ 中，其三个内角之比为Ａ∶Ｂ∶Ｃ＝１∶２∶３，若ｂ＝１２，则此三

角形面积等于 ．
（３）在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ｃ＝８，ａ＝６，则最小角的正切值为 ．
（４）已知在直角梯形 ＡＢＣＤ 中，上底ＣＤ＝２，下底 ＡＢ＝５，非直角腰ＢＣ＝

槡２ ３，则底角Ｂ＝ ．
（５）等腰△ＡＢＣ 的一腰上的高为槡３ｃｍ，这高与底边的夹角为３０°，则△ＡＢＣ

的面积为 ｃｍ２．
（６）三角形三边的长分别为槡５， 槡２ ３，槡１７，则此三角形最大内角 的 度 数

是 ．
【纵横发散】

１设α为锐角，利用三角函数的定义，证明：１＋ｔａｎ２α＝ １
ｃｏｓ２α．

２已知Ａ（－３，０）和Ｂ（－２，３），ＢＣ 垂直ｘ轴于点Ｃ，在ｙ轴上找一点Ｍ，使

△ＡＯＭ 和△ＡＢＣ 相似，求点 Ｍ 的坐标．
【解法发散】

１求ｓｉｎ２４０°＋ｓｉｎ２５０°－ｔａｎ４０°·（－ｔａｎ５０°）的值．（用两种方法解）

２在△ＡＢＣ 中，∠ＣＡＢ＝９０°，ＡＢ＝ＡＣ＝１，Ｄ 是ＡＢ 上的一点，且 ＤＥ⊥
ＢＣ，垂足是Ｅ，直线 ＥＤ 交直角边ＣＡ 延长线于Ｆ．问点 Ｄ 在边ＡＢ 上何处时，

△ＡＤＦ 与△ＢＤＥ 的面积之和为最小？并求出它的最小值．（用两种方法解）

３已知在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，ａ＋ｂ＝２，求ｃ边的长（用三种
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方法解）．
【转化发散】

１不查表，比较ｓｉｎ４６°，ｃｏｓ４６°和ｔａｎ４６°的大小．
２已知∠Ａ 和∠Ｂ（∠Ａ＞∠Ｂ）是一个直角三角形的两个锐角，并且ｓｉｎＡ，

ｓｉｎＢ 是方程４ｘ２－２ｋｘ＋ｋ－１＝０的两个实根．求：

（１）ｋ的值；

（２）∠Ａ 和∠Ｂ 的度数．
【迁移发散】

１已知方程４ｘ２－２（ｍ＋１）ｘ＋ｍ＝０的两个根是直角三角形两个锐角的余

弦，求 ｍ 之值．
２方程８ｘ２＋２ｋｘ＋ｋ－１＝０的两个根是一个直角三角形的两个锐角的正

弦，试证明ｋ值不存在．
【构造发散】

１如图１５４所示，已知平地上的点 Ａ 在山的正东，测得山顶 Ｍ 的仰角为

３０°，点Ｂ 在山的东南，又测得点 Ｂ 在Ａ 的南偏西３０°，且 ＡＢ＝３００ｍ，求山高

ＭＮ．（精确到１ｍ）

图１５４ 图１５５

２如图１５５所示，两个建筑物的水平距离是５０ｍ，从其中较高的一个建筑

物的顶点Ａ 测得另一个建筑物的顶点Ｃ 的俯角是２３°，底部Ｄ 点的俯角是５１°，

求两建筑物的高ＡＢ 和ＣＤ．（精确到０１ｍ）

【综合发散】

图１５６

１如图１５６所示，已知等腰△ＡＢＣ 中，底边 ＢＣ＝

２０ｃｍ，面积为 槡１００ ３
３ ｃｍ２．求它的底角和腰长．

２如图１５７所示，水库大坝的横断面坝顶宽５ｍ，坝
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高２０ｍ，斜坡ＡＢ 的坡度ｉ＝１∶２５，斜坡ＣＤ 的坡度ｉ＝１∶２．求斜坡ＡＢ 的坡角α
及坝底ＡＤ 的宽和斜坡ＡＢ 的长．如果这个坝长１５０ｍ，整个坝体有土多少方？

（１ｍ３简称１方）

图１５７ 图１５８

３如图１５８所示，一轮船自西向东航行，在Ａ 处测得某岛Ｃ 在北偏东６０°的

方向上，船前进８海里后到达Ｂ，再测Ｃ 岛，在北偏东３０°的方向上，问船再前进

多少海里与Ｃ 岛最近？最近距离是多少？

九年级数学（下）４６



第二单元 二次函数

定 梳 理课 位标

一、单元目标定位

１知识目标定位

（１）经历探索，分析和建立两个变量之间的二次函数关系的过程，掌握

二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象的作法和性质．

（２）能根据二次函数的表达式确定二次函数的开口方向，对称轴和顶点

坐标；能根据图象对二次函数的性质进行分析，逐步积累研究函数性质的经

验．

（３）经历用三种方式表示变量之间二次函数关系的过程，能用表格、表

达式、图象表示变量之间的二次函数关系，从而，进一步体会函数的三种表

达形式之间的联系和各自不同的特点．

２能力目标定位

（１）能体会二次函数是一类最优化问题的数学模型，并感受数学的应用

价值，并运用二次函数的知识求出实际问题的最大（小）值，发展解决问题的

能力．

（２）理解二次函数与一元二次方程的关系，理解一元二次方程的根就是

二次函数与ｘ轴交点的横坐标，掌握何时方程有两个不等的实根、两个相

等的实根和没有实根．

（３）能应用二次函数解决实际问题，能对变量的变化趋势进行预测．
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二、单元学法指导

单元重点：二次函数的定义、图象和性质；二次函数与一元二次方程之

间的关系．

单元难点：二次函数图象和性质的应用．

学习本单元内容，应注意以下的数学思想方法和规律：

１．函数的思想方法

函数思想即运用函数的概念和性质去分析问题、转化问题和解决问题

的思想方法．尤其是构建几种常见函数的模型解决实际应用问题是各省中

考题的热点．

２．数形结合的思想方法

平面直角坐标系的建立，使平面上的点与有序实数对之间构成一一对

应关系，是实现数与形转化的重要工具．数形结合，直观形象，为分析问题和

解决问题创造了有利条件．数形结合思想方法是开发智力，培养能力的重要

途径，是历年中考压轴题的热点．

函数的图象是坐标（ｘ，ｙ）满足解析式的点的集合，具有纯粹性和完备

性，即图象上的点的坐标一定满足解析式，并且坐标满足解析式的点都在函

数的图象上．

在分析解决问题的过程中，应将数与式的关系熟练地同点与线的位置

互相转化，以达到化繁为简，变难为易，解决问题的目的．

３．待定系数法

用于确定几种常见函数的解析式．

４．配方法

用于求抛物线的顶点坐标、对称轴方程和最值．
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1. 二次函数所描述的关系
结识抛物线
刹车距离与二次函数

自主学习提示

一、相关知识链接

１变量与常量

（１）变量：在一个变化过程中，我们称数值发生变化的量为变量．
（２）常量：有些量的数值是始终不变的，我们称它们为常量．
２函数

一般地，在一个变化过程中，如果有两个变量ｘ与ｙ，并且对于ｘ的每一个确

定的值，ｙ都有惟一确定的值与其对应，那么我们就说ｘ 是自变量，ｙ 是ｘ 的

函数．
３函数的图象

（１）定义：一般地，对于一个函数，如果把自变量与函数的每对对应值分别作为

点的横、纵坐标，那么坐标平面内由这些点组成的图形，就是这个函数的图象．
（２）描点法画函数图象的一般步骤：．
①列表（表中给出一些自变量的值及其对应的函数值）；

②描点（在直角坐标系中，以自变量的值为横坐标，相应的函数值为纵坐标，

描出表格中数值对应的各点）；

③连线（按照横坐标由小到大的顺序把所描出的各点用平滑曲线连接起来）．
４函数的分类

（１）一次函数：形如ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ、ｂ为常数，ｋ≠０）的函数叫做一次函数．
当ｂ＝０，即函数ｙ＝ｋｘ（ｋ为常数，ｋ≠０）叫做正比例函数．正比例函数是一

次函数的特例．

（２）反比例函数：函数ｙ＝ｋ
ｘ

（ｋ为常数，ｋ≠０）叫做反比例函数．

二、重难知识点提示

本节重点：二次函数的概念，二次函数ｙ＝ａｘ２、ｙ＝ａｘ２＋ｃ的图象和性质．
本节难点：理解二次函数关系，会用描点法作函数图象．
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发散思维分析

一、二次函数的概念

一般地，形如ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ，ｂ，ｃ是常数，ａ≠０）的函数叫做ｘ的二次函数．
（１）二次函数中，自变量的最高次数为２，等式左边是函数变量ｙ，其指数为１

次，右边是一个二次三项式，所以二次函数可称为ｘ的二次函数．
（２）对于常数ａ，ｂ，ｃ取值应明确，ａ≠０，否则有ｙ＝０·ｘ２＋ｂｘ＋ｃ，这不是二

次函数，但ａ可以是正数，也可以取负数，而ｂ，ｃ可以取一切实数．
（３）注意区别二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）与函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，后者

不一定是二次函数，解题时，这些微小的区别切忌疏忽．
二、二次函数ｙ＝ｘ２图象的作法

（１）列表：首先考虑到自变量ｘ的取值范围是任意实数，可以０为中心，均匀

选取一些对称的ｘ 的值．为了计算、描点的方便，ｘ 取整数，相应的ｙ值也是整

数．如ｘ分别取值－３、－２、－１、０、１、２、３，相应的ｙ值分别为９、４、１、０、１、４、９．
（２）定点：依次定出（－３，９）、（－２，４）、（－１，１）、（０，０）、（１，１）、（２，４）、（３，９）等

七个点．
（３）描图：用平滑的曲线，按自变量由小到大（或由大到小）的次序连接各点，

得到的图象是抛物线．
（４）注意：ｘ还可以取比３大或比－３小的值，图象还可以延伸．

三、二次函数ｙ＝ｘ２的图象性质

（１）图象与ｘ轴交点为（０，０）．

图２１

（２）图象的张口朝上，当ｘ＜０时，随ｘ 值的增大，ｙ的值

减小；

当ｘ＞０时，随ｘ值的增大，ｙ的值增大．
（３）当ｘ取０时，ｙ的值最小，最小值是０．
（４）图象是轴对称图形，对称轴是ｙ轴．
（５）图象如图２１所示．

四、函数ｙ＝－ｘ２的图象与ｙ＝ｘ２的图象对比

（１）ｙ＝－ｘ２与ｙ＝ｘ２的图象关于ｘ轴对称．
（２）它们都是轴对称图形，对称轴都是ｙ轴．
（３）ｙ＝ｘ２有最小值０，ｙ＝－ｘ２有最大值０．
（４）ｙ＝ｘ２开口向上，ｙ＝－ｘ２开口向下．
（５）当ｘ＞０时，ｙ＝ｘ２随ｘ增大而增大；ｙ＝－ｘ２随ｘ 增大而减小．当ｘ＜０

时，ｙ＝ｘ２随ｘ增大而减小；ｙ＝－ｘ２随ｘ增大而增大．
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五、函数ｙ＝ａｘ２图象的性质

（１）ｙ＝ａｘ２与ｙ＝ｘ２的形状相似，都是抛物线．
（２）ｙ＝ａｘ２与ｙ＝ｘ２有公共顶点（０，０）和公共对称轴ｙ轴．
（３）ｙ＝ａｘ２中，ａ的符号决定开口方向，｜ａ｜决定开口的宽窄．

六、函数ｙ＝ａｘ２＋ｃ与函数ｙ＝ａｘ２的关系

函数ｙ＝ａｘ２＋ｃ图象的形状、大小、对称轴、开口方向与ｙ＝ａｘ２ 都相同，只

有顶点不同，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｃ图象的顶点是（０，ｃ）．
下面让我们共同探究一抛物线形拱桥当洪水到来时水位上升的速度：

图２２

【问题】 如图２２所示，有一座抛物线形拱桥，

桥下面在正常水位ＡＢ 时宽２０ｍ，水位上升３ｍ就

达到警戒线ＣＤ，此时水面宽为１０ｍ．
（１）在如图２２所示的坐标系中求抛物线的解析式；

（２）若洪水到来时，水位以０．２ｍ／ｈ的速度上

升，从警戒线开始，再持续多少小时才能到拱桥顶？

【准备】 将图中Ａ、Ｃ（或Ｂ、Ｄ）两点用坐标表示，然后运用抛物线上的点与

其解析式之间的关系列出方程组求解．
【过程】 （１）设拱桥顶到警戒线的距离为 ｍ．
∵ 抛物线顶点为（０，０），且对称轴为ｙ轴．
∴ 设此抛物线为ｙ＝ａｘ２．
又∵ Ｃ（－５，－ｍ），Ａ（－１０，－ｍ－３）是抛物线上的两点，

∴
－ｍ＝ａ·（－５）２，

－ｍ－３＝ａ·（－１０）２｛ ．

∴
ａ＝－１

２５
，

ｍ＝１
烅
烄

烆 ．

∴ 抛物线解析式为ｙ＝－１
２５ｘ

２．
（２）∵ 洪水到来时，水位上升速度为０．２ｍ／ｈ，

∴ 从警戒线开始要 １
０．２＝５（ｈ）到达拱桥顶．

【评析】 解答本题的关键是把实际问题抽象成二次函数模型，在建模的过程

中，运用抛物线的性质确定Ａ、Ｃ 两点的坐标是关键．
下面再让我们探究怎样求直线与抛物线的交点问题：

【问题】 求直线ｙ＝２ｘ＋３与抛物线ｙ＝ｘ２的交点坐标．
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【准备】 此题要求交点坐标，也就是要解方程组
ｙ＝２ｘ＋３，

ｙ＝ｘ２｛ ．

【过程】 ∵ 方程组
ｙ＝２ｘ＋３，

ｙ＝ｘ２｛ ．
的解为

ｘ１＝－１，

ｙ１＝１
｛ ．

ｘ２＝３，

ｙ２＝９
｛ ．

∴ 直线ｙ＝２ｘ＋３与抛物线ｙ＝ｘ２的交点坐标为（－１，１）和（３，９）．
【评析】 本题建立了一个重要的数学模型，即两个图像交点的坐标，都是通

过转化成由函数解析式组成的方程组来求得．这个数学模型沟通了方程与函数间

的联系，实现了知识间的相互转化．

发散思维应用

（２００５·江苏）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过（－１，０），（０，－３），（２，－３）三

点．
（１）求这条抛物线的解析式；

（２）写出抛物线的开口方向、对称轴和顶点坐标．

解 （１）由题意，得

ａ－ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝－３
４ａ＋２ｂ＋ｃ＝－３

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝１，

ｂ＝－２，

ｃ＝－３
烅
烄

烆 ．
∴ 这条抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．

（２）抛物线的开口方向向上，对称轴为ｘ＝１，顶点坐标为（１，－４）．
【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）下列函数是二次函数的是 （ ）

Ａｙ＝ｘ２＋２
ｘ Ｂｙ＝ｘ３＋２ｘ２

Ｃｙ＝ ２ｘ２－３ｘ槡 ＋５ Ｄｙ＝１－２
３ｘ２

图２３

（２）某 大 学 的 校 门 是 一 抛 物 线 形 水 泥 建 筑 物（如

图２３所示），大门的地面宽度为８ｍ，两侧距离地面４ｍ
高处各有一个挂校名横匾用的铁环，两铁环的水平距离

为６ｍ，则校门的高为（精确到０１ｍ，水泥建筑物的厚度

忽略不计） （ ）

Ａ９２ｍ Ｂ９１ｍ Ｃ９ｍ Ｄ５１ｍ
（１）分析 用直接法．
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解 Ａ项中２
ｘ

是分式，Ｂ项中含有ｘ的三次项，Ｃ项中 ２ｘ２－３ｘ槡 ＋５是无理式，

只有Ｄ项符合二次函数的标准．
故本题应选Ｄ．

图２４

（２）分析 用数形结合法．
解 如图２４所示，建立坐标系，则可设抛物线表

达式为ｙ＝ａｘ２，则由题意可知Ａ 点坐标为（３，ｙ１），则Ｂ
点坐标为（４，ｙ１－４），

代入表达式，得
ｙ１＝９ａ，

ｙ１－４＝１６ａ
｛ ．

解得
ａ＝－４

７
，

ｙ１＝－３６
７

烅
烄

烆 ．

则Ｂ 点坐标为 ４，－６４（ ）７
，则校门高为 －６４

７ ≈９１（ｍ）．
故本题应选Ｂ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）函数ｙ＝（ｍ＋２）ｘｍ２－２＋２ｘ－１是二次函数，则 ｍ＝ ．

（２）已知ｙ＝ｍｘｍ２＋ｍ，当 ｍ＝ 时，它的图像是开口朝下的抛物线，

当ｘ 时，ｙ随ｘ的增大而减小．
解 （１）ｍ２－２＝２，且 ｍ＋２≠０即 ｍ≠－２．两者缺一不可，解得 ｍ＝２．

（２）ｍ２＋ｍ＝２，ｍ２＋ｍ－２＝０，（ｍ＋２）（ｍ－１）＝０，

∴ ｍ＝－２，ｍ＝１．
∵ 开口向下，∴ ｍ＝－２．

【纵横发散】

发散３ 下列函数是二次函数的是 （ ）

Ａｙ＝２＋３
４ｘ２ Ｂｙ＝３ｘ２＋１

３ｘ
Ｃｙ＝２（ｘ－１）２－２ｘ２ Ｄｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
分析 用排除法．
解 因为Ｂ项不是整式，Ｃ项不是二次式，Ｄ项二次项系数可为０，均应排除．
故本题应选Ａ．

【对称发散】

发散４ 若抛物线ｙ＝－ｘ２ 上有一点Ｐ（２，－４），求抛物线上与点Ｐ 关于ｙ
轴对称的点Ｐ′的坐标．

分析 可用轴对称的性质求出点Ｐ′的坐标．
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图２５

解 如图２５所示，过点Ｐ 作ＰＡ 交ｙ轴于点Ａ，交抛

物线左侧于点Ｐ′，且ＰＡ∥ｘ 轴，由ＰＰ′∥ｘ 轴，可得点Ｐ′
与点Ｐ 到ｘ轴的距离相等，均为４，故点Ｐ′的纵坐标为－４．
设点Ｐ′的横坐标为ｍ，则－４＝－ｍ２，解得 ｍ＝±２．

∵ 点Ｐ′在第三象限，∴ ｍ＜０，ｍ＝－２．
∴ Ｐ′（－２，－４）．
解法指导 由点到坐标轴的距离得出该点的坐标时，要考

虑该点所在象限的位置．
【数形发散】

发散５ 在同一个坐标系中做出ｙ＝ｘ２，ｙ＝２ｘ２的图象，比较两者的异同．
解 （１）列表．
ｘ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

ｙ＝ｘ２ ９ ４ １ ０ １ ４ ９

ｙ＝２ｘ２ １８ ８ ２ ０ ２ ８ １８

图２６

（２）描点，连线．（如图２６所示）

比较函数ｙ＝ｘ２，ｙ＝２ｘ２的异同点：

①ｙ＝ｘ２与ｙ＝２ｘ２只有开口大小不相同．
ｙ＝ｘ２ 比ｙ＝２ｘ２ 开口要大些．由此可知ｙ＝
ａｘ２中｜ａ｜越大，开口越小．

②ｙ＝ｘ２与ｙ＝２ｘ２开口都向上，对称轴都

是ｙ轴，顶点坐标都是（０，０）．
③两个二次函数的增减性相同．当ｘ＞０

时，ｙ随ｘ的增大而增大；当ｘ＜０时，ｙ的值随

ｘ的增大而减小．
解法指导 选用列表、描点、连线的方法画

出ｙ＝ｘ２，ｙ＝２ｘ２的图象，再观察图象，从开口

方向、开口大小、顶点坐标、对称等方面比较．
【综合发散】

发散６ 已知直线ｙ＝－２ｘ＋３与抛物线

ｙ＝ａｘ２ 相 交 于 Ａ、Ｂ 两 点，且 Ａ 点 坐 标 为

（－３，ｍ）．
（１）求ａ、ｍ 的值；

（２）求抛物线的表达式及其对称轴和顶点坐标；

（３）ｘ取何值时，二次函数ｙ＝ａｘ２中的ｙ随ｘ的增大而减小；

（４）求Ａ、Ｂ 两点及二次函数ｙ＝ａｘ２的顶点构成的三角形的面积．
分析 待定系数法求表达式，及ｙ＝ａｘ２的性质和三角形面积综合知识的应用．
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解 （１）根据题意，得
－２·（－３）＋３＝ｍ，

ａ·（－３）２＝ｍ
｛

．
∴

ｍ＝９，

ａ＝１｛ ．
（２）∵ ａ＝１，∴抛物线的表达式为ｙ＝ｘ２，其对称轴为ｙ轴，顶点为（０，０）．
（３）∵ ａ＝１＞０，对称轴为ｙ轴，∴当ｘ＜０时，ｙ随ｘ的增大而减小．

（４）根据题意，得
ｙ＝ｘ２，

ｙ＝－２ｘ＋３｛ ．
解得

ｘ１＝－３，

ｙ１＝９｛ ；

ｘ２＝１，

ｙ２＝１｛ ．

图２７

∵ Ａ 点为（－３，９），∴ Ｂ 点为（１，１）．
如图２７所示，作ＡＥ⊥ｘ轴于点Ｅ，ＢＦ⊥ｘ轴于点Ｆ，则

ＡＥ＝９，ＢＦ＝１，ＥＦ＝４．

则Ｓ梯形ＡＥＦＢ＝
１
２

（ＡＥ＋ＢＦ）·ＥＦ＝１
２

（９＋１）·４＝２０，

Ｓ△ＡＥＯ＝
１
２

·３·９＝２７
２

，Ｓ△ＢＯＦ＝
１
２

·１·１＝１
２

，

Ｓ△ＡＢＯ＝Ｓ梯形ＡＥＦＢ－Ｓ△ＡＥＯ－Ｓ△ＢＯＦ＝２０－
２７
２－１

２＝６．

指点迷津 （１）两个函数的图象相交，用它们的表达式联

立方程组可求出图象的交点坐标．
（２）在坐标系中，非直角三角形的面积可以用分割，或用可求的图形面积的和

差，求出面积．如本题，直线 ＡＢ 与ｙ 轴交点设为Ｍ，也可用Ｓ△ＡＢＯ＝Ｓ△ＡＯＭ－
Ｓ△ＢＯＭ的方法．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１下列函数中，不是二次函数的是 （ ）

Ａｙ 槡＝ ２ｘ（槡２ｘ＋３） Ｂｙ＝２ｘ－（ ）１
２

２
－１

２

Ｃｙ＝１
２

（ｘ－１）（ｘ＋１） Ｄｙ＝（ｘ－２）２－ｘ２

２已知ａ＜－１，点（ａ－１，ｙ１）、（ａ，ｙ２）、（ａ＋１，ｙ３）都在函数ｙ＝ｘ２ 的图象

上，则 （ ）

Ａｙ１＜ｙ２＜ｙ３ Ｂｙ１＜ｙ３＜ｙ２ Ｃｙ３＜ｙ２＜ｙ１ Ｄｙ２＜ｙ１＜ｙ３

３二次函数ｙ＝－ｘ２ 中，当ｘ１＞ｘ２＞０时，相应地，ｙ１ 与ｙ２ 的大小关系
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是 ．
４若点Ａ（－４，ｍ），Ｂ（ｎ，－８）均在二次函数ｙ＝－ｘ２的图象上，则 ｍ＋ｎ

的值是 ．
【应用发散】

图２８

１如图２８所示，桥拱是抛物线形，上面有一点Ｐ 的坐

标为（１，－１），当水位线在 ＡＢ 位置时，水面宽６ｍ，求水面

离桥顶的高度ｈ．
２正方形的周长为ｌｃｍ，面积为Ｓｃｍ２，

（１）求Ｓ与ｌ之间的函数关系式；

（２）画出图象；

（３）根据图象，求出Ｓ＝１ｃｍ２时，正方形的边长；

（４）根据图象求出ｌ取何值时，Ｓ≥４ｃｍ２．
【数形发散】

在同一个坐标系中作出ｙ＝１
２ｘ２，ｙ＝１

２ｘ２－１的图象，比较它们的异同，并

能找出它们的关系．
【综合发散】

１已知函数ｙ＝ａｘ２＋ｃ过点（－２，－３）和点（１，６）．
（１）求这个函数关系式；

（２）当ｘ取何值时，函数ｙ随ｘ的增大而增大？

（３）求这个函数的图象与ｘ轴的交点坐标．

图２９

２如图２９所示，是某市一条高速公路上的隧道口

在平面直角坐标系上的示意图，点Ａ 和Ａ１、点Ｂ 和Ｂ１分

别关于ｙ轴对称，隧道拱部分ＢＣＢ１ 为一段抛物线，最高

点Ｃ 离路面ＡＡ１的距离为８ｍ，点Ｂ 离路面ＡＡ１的距离

为６ｍ，隧道的宽ＡＡ１为１６ｍ．现有一大型运货汽车，装

载某大型设备后，其宽为４ｍ，车载大型设备的顶部与路

面的距离均为７ｍ，它能否安全通过这个隧道？说明理

由．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第３６页）

１ｙ＝－１
２＋３ｘ２，ｓ＝１＋ｔ＋５ｔ２是二次函数．

２（１）ｙ＝πｘ２＋２πｘ；
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（２）３πｃｍ２，２（ 槡１＋ ２）πｃｍ２，８πｃｍ２．

第２题图

习题２１（课本第３６页）

１从左到右依次填：４９，１９６，４４１，７８４，

１２２５．
２（１）Ｓ＝２ｘ２＋４（ｘ＋０５）ｘ＝６ｘ２＋２ｘ．
（２）ｙ＝３０ｘ２＋１０ｘ．
习题２２（课本第４１页）

１比如，天牛等动物，以及一些植物的叶子

等．
２只有ａ≥０的部分，Ｓ＝ａ２．
习题２３（课本第４５页）

１二次函数ｙ＝－３ｘ２的图象与ｙ＝３ｘ２的图象形状相同，对称轴都是ｙ轴，

顶点坐标都是（０，０），但它们的开口方向不同，ｙ＝－３ｘ２ 的图象的开口向下，而

ｙ＝３ｘ２的图象的开口向上；

二次函数ｙ＝－１
２ｘ２ 的图象与ｙ＝１

２ｘ２ 的图象形状相同，对称轴都是ｙ

轴，顶点坐标都是（０，０），但它们的开口方向不同，ｙ＝－１
２ｘ２的图象的开口向下，

而ｙ＝１
２ｘ２的图象的开口向上．

２二次函数ｙ＝－３ｘ２＋１
２

的图象与ｙ＝－３ｘ２的图象形状相同，开口方向、

对称轴也都相同，但顶点坐标不同，ｙ＝－３ｘ２＋１
２

的图象的顶点坐标是 ０，（ ）１
２

，

实际上，只要将ｙ＝－３ｘ２的图象向上平移１
２

个单位，就可以得到ｙ＝－３ｘ２＋１
２

的图象；

二次函数ｙ＝－１
２ｘ２－３的图象与ｙ＝－１

２ｘ２ 的图象形状相同，开口方向、

对称轴也都相同，但顶点坐标不同，ｙ＝－１
２ｘ２－３的图象的顶点坐标是（０，－３），

实际上，只要将ｙ＝－１
２ｘ２的图象向下平移３个单位，就可以得到ｙ＝－１

２ｘ２－３

的图象．
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2. 二次函数 y= ax + bx + c 的图象

用三种方式表示二次函数

2

自主学习提示

一、相关知识链接

函数ｙ＝ａｘ２和ｙ＝ａｘ２＋ｃ之间的关系

（１）图象之间的关系．
①相同点：两函数的图象是形状、大小、开口方向、对称轴均相同的抛物线；

②不同点：两函数的图象的顶点不同（即位置不同），抛物线ｙ＝ａｘ２ 的顶点

是（０，０），而抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｃ的顶点是（０，ｃ）．
③联系：把抛物线ｙ＝ａｘ２沿ｙ轴方向，向上或向下平移｜ｃ｜个单位，即是抛

物线ｙ＝ａｘ２＋ｃ的图象．
（２）系数ａ、ｃ与图象之间的关系．
在函数ｙ＝ａｘ２与ｙ＝ａｘ２＋ｃ中，ａ的符号决定抛物线开口方向，｜ａ｜决定开

口的大小．｜ａ｜越大，开口越小；｜ａ｜越小，开口越大．ｃ决定抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｃ的顶

点在ｙ轴上的位置．
二、重难知识点提示

本节重点：二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象和性质及其应用．
本节难点：二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的性质及平移规律．

发散思维分析

一、二次函数的图象和性质

（１）二次函数的图象是抛物线．

（２）抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点坐标是 －ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ ．

（３）对称轴方程：ｘ＝－ｂ
２ａ．

（４）当ａ＞０时，抛物线开口向上，在对称轴左侧，ｙ随ｘ 的增大而减小；在对

称轴的右侧，ｙ随ｘ的增大而增大；函数ｙ当ｘ＝－ｂ
２ａ

时有最小值４ａｃ－ｂ２

４ａ ．
当ａ＜０时，抛物线开口向下，在对称轴左侧，ｙ随ｘ的增大而增大，在对称轴
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右侧，ｙ随ｘ的增大而减小；当ｘ＝－ｂ
２ａ

时，函数ｙ有最大值４ａｃ－ｂ２

４ａ ．

（５）二次函数的图象与ｘ轴的位置关系由Δ＝ｂ２－４ａｃ来确定．
当Δ＜０时，抛物线与ｘ轴无交点，若ａ＞０，则整个抛物线在ｘ 轴的上方，函

数值ｙ＞０；若ａ＜０，则整个抛物线在ｘ轴下方，函数值ｙ＜０．

当Δ＝０时，则抛物线与ｘ轴有一个交点，（－ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４ａ
）且是抛物线的顶

点；若ａ＞０时，则抛物线不经过ｘ轴下方，函数值ｙ≥０；若ａ＜０，则抛物线不经

过ｘ轴上方，函数值ｙ≤０．
当Δ＞０时，抛物线与ｘ轴有两个交点，（ｘ１，０）与（ｘ２，０），其中ｘ１、ｘ２是二次

方程．ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的二相异实根．（ｘ１＜ｘ２）；

这时线段ＡＢ 称为抛物线被ｘ轴截得的弦，其长度为：

｜ＡＢ｜＝｜ｘ２－ｘ１｜＝ （ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ槡 ２

＝ ｂ２

ａ２－
４ｃ槡 ａ ＝槡Δ

｜ａ｜．

若ａ＞０，则当ｘ＜ｘ１或ｘ＞ｘ２时，ｙ＞０；

当ｘ＝ｘ１或ｘ＝ｘ２时，ｙ＝０；当ｘ１＜ｘ＜ｘ２ 时，ｙ＜０．若ａ＜０，则当ｘ＜ｘ１

或ｘ＞ｘ２时，ｙ＜０；

当ｘ＝ｘ１或ｘ＝ｘ２时，ｙ＝０；当ｘ１＜ｘ＜ｘ２时，ｙ＞０．
二、二次函数解析式的三种表达形式

（１）一般式：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０），图象过点（０，ｃ）．
（２）顶点式：ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ，图象顶点是（ｈ，ｋ）．
（３）两根式：ｙ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２），图象与ｘ轴的交点为（ｘ１，０）、（ｘ２，０）．
已知二次函数图象上三点坐标、顶点坐标与ｘ 轴两交点横坐标时，分别用上

面三式表示较为方便．
三、抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象与系数ａ、ｂ、ｃ的关系

其关系可以总结如下表所示：

表２１

ａ、ｂ、ｃ的代数式 作 用 说 明

ａ
①决定抛物线的开口方向

②决定增减性

ａ＞０ 开口向上

ａ＜０ 开口向下

ｃ
决定抛物线与ｙ 轴交点的位

置，交点坐标为（０，ｃ）

ｃ＞０ 交点在ｘ轴上方

ｃ＝０ 抛物线过原点

ｃ＜０ 交点在ｘ轴下方
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续表

ａ、ｂ、ｃ的代数式 作 用 说 明

－ｂ
２ａ

决定对称轴的位置，对称轴是

ｘ＝－ｂ
２ａ

ａｂ＞０ 交点在ｙ轴左侧

ａｂ＜０ 交点在ｙ轴右侧

ｂ２－４ａｃ
决定抛物线与ｘ 轴交点的个

数

ｂ２－４ａｃ＞０ 有两个交点

ｂ２－４ａｃ＝０ 有一个交点

ｂ２－４ａｃ＜０ 无

－ｂ
２ａ

，ｂ
２－４ａｃ
４（ ）ａ

决定顶点的位置

（ｘ１，２，０）

抛物线与ｘ轴的交点坐标是

ｘ１，２＝
－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ

２（ ）ａ

ｂ２－４槡 ａｃ
｜ａ｜

抛物线与ｘ轴两交点间的距离

四、二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ，ｂ，ｃ是常数，ａ≠０）的图象的画法及

平移规律

１二次函数图象的画法（五点法）

（１）先找出顶点坐标，画出对称轴；

（２）找出抛物线上关于对称轴对称的四个点；

（３）把上述五点按从左到右的顺序用平滑曲线连结起来．
２二次函数的平移规律

任意抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ都可转化为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ，都可以由ｙ＝
ａｘ２经过适当地平移得到，具体平移方法如下所示：
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上述平移的规律是：“ｈ值正、负，右、左移；ｋ值正、负，上、下移”实际上有关

抛物线的平移问题，不能死记硬背平移规律，只要先将其解析式化为顶点式，然后

根据它们的顶点的位置关系，确定平移方向和平移的距离非常简便．
下面让我们共同探究怎样求出函数的三种解析式：

【问题】 求下列函数的解析式．

（１）如果抛物线过 ２，－（ ）３
２

，（７，６），（－５，３０）三点，求其解析式．

（２）如果抛物线的顶点是 －１
３

，（ ）７
３

，在ｙ轴上的截距为２，求其解析式．

（３）如果二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过（ 槡２＋ ３，０），（ 槡２－ ３，０）及

（２，３），求其解析式．
【准备】 本题可利用二次函数常用的三种形式来解．
【过程】 （１）设所求二次函数解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，根据题意，得

４ａ＋２ｂ＋ｃ＝－３
２

，

４９ａ＋７ｂ＋ｃ＝６，

２５ａ－５ｂ＋ｃ＝３０

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝１
２

，

ｂ＝－３，

ｃ＝５
２

烅

烄

烆 ．

∴ 所求二次函数解析式为ｙ＝１
２ｘ２－３ｘ＋５

２．

（２）设所求二次函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ．

∵ 抛物线顶点坐标为 －１
３

，（ ）７
３

，

∴ ｙ＝ａ ｘ＋（ ）１
３

２
＋７

３． ①

又∵ 抛物线在ｙ轴上的截距为２，即过点（０，２），∴ ２＝ａ（０＋１
３

）２＋７
３．

∴ ａ＝－３．

把ａ＝－３代入①，得所求二次函数解析式为ｙ＝－３ｘ＋（ ）１
３

２
＋７

３
，

即 ｙ＝－３ｘ２－２ｘ＋２．
（３）设所求二次函数解析式为ｙ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）（ａ≠０）．

∵ 抛物线在ｘ轴上的交点坐标为（ 槡２＋ ３，０）和（ 槡２－ ３，０），

即 ｘ１ 槡＝２－ ３，ｘ２ 槡＝２＋ ３．

∴ ｙ＝ａ［ｘ－（ 槡２－ ３）］［ｘ－（ 槡２＋ ３）］．
又∵ 抛物线过点（２，３），
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∴ ａ（ 槡２－２＋ ３）（ 槡２－２－ ３）＝３．
解得 ａ＝－１．
∴ 所求函数解析式为ｙ＝－（ｘ 槡－２＋ ３）（ｘ 槡－２－ ３），

即 ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－１．
【评析】 （１）在求二次函数解析式时，应根据已知条件的特点，恰当地选用一

种函数表达式，解题会简便．
（２）若给定图象上三点坐标，用一般式；若给定抛物线顶点坐标，（对称轴和最

值）可选 用 顶 点 式；若 给 出 抛 物 线 与 ｘ 轴 的 交 点 坐 标，可 选 用 交 点 式（两 根

式）．
下面让我们再探究一下怎样找到由二次函数解析式作其图象的规律：

【问题】 已 知 抛 物 线 与ｙ 轴 交 点 的 纵 坐 标－５
２

，且 还 经 过（１，－６）和

（－１，０）两点．
（１）求抛物线的解析式；

（２）画出该函数的图象．
【准备】 首先用待定系数法求出函数解析式，并将其化为顶点式，以顶点横

坐标为中心，依次取值、列表、画图．
【过程】 设所求的二次函数解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ、ｂ、ｃ都是常数，

ａ≠０）．

由题意得

ｃ＝－５
２

，

ａ＋ｂ＋ｃ＝－６，

ａ－ｂ＋ｃ＝０

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝－１
２

，

ｂ＝－３，

ｃ＝－５
２

烅

烄

烆 ．

∴ 二次函数的解析式为ｙ＝－１
２ｘ２－３ｘ－５

２＝－１
２

（ｘ＋３）２＋２，

故抛物线的顶点为（－３，２），对称轴为ｘ＝－３．
列表：

ｘ －６ －５ －４ －３ －２ －１ ０

ｙ＝－１
２ｘ２－３ｘ－５

２ －２．５ ０ １５ ２ １５ ０ －２５
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图２１０

描点画图（如图２１０所示）．
【评析】 （１）画函数图象，应先将解析式化成顶点式，确

定顶点坐标和对称轴；

（２）表格中自变量的取值不是以原点为中心，而是以抛

物线的顶点的横坐标为中心，这样可以避免取值的盲目性，

保证画出的抛物线的对称性．

发散思维应用

某企业投资１００万元引进一条农产品加工生产线，若不计维修费、保养费用，

预计投产后每年可创利３３万元．该生产线投产后，从第１年到第ｘ 年的维修、保

养费用累计为ｙ（万元），且ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ．若第１年的维修费、保养费用为２万元，

第２年的为４万元．
（１）求ｙ的解析式；

（２）投产后，这个企业第几年才能收回投资？

分析 本题是在实际情境中利用二次函数解决问题．根据二次函数图象的特

点来确定哪一年收回投资．
解 （１）由已知条件知

当ｘ＝１时，ｙ＝２；

当ｘ＝２时，ｙ＝４＋２＝６．

代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ，得
ａ＋ｂ＝２，

４ａ＋２ｂ＝６｛ ．
解得

ａ＝１，

ｂ＝１｛ ．
∴ ｙ＝ｘ２＋ｘ．

（２）设产生的利润为Ｐ，则

Ｐ＝３３ｘ－１００－（ｘ２＋ｘ）＝－ｘ２＋３２ｘ－１００＝－（ｘ－１６）２＋１５６．
由于在对称轴的左边即１≤ｘ≤１６时，Ｐ随ｘ的增大而增大，且当ｘ＝１，２，３时，Ｐ

的值均小于０，而当ｘ＝４时，Ｐ＝－１２２＋１５６＞０，可知投产第４年就能收回投资．

图２１１

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图２１１所示，则 （ ）

Ａａ＜０，ｂ＞０，ｃ＞０ Ｂａ＜０，ｂ＞０，ｃ＜０
Ｃａ＜０，ｂ＜０，ｃ＞０ Ｄａ＜０，ｂ＜０，ｃ＜０
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图２１２

（２）（２００４·陕西）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如

图２１２所示，则下列说法正确的是 （ ）

Ａａｂ＜０ Ｂｂｃ＜０
Ｃ．ａ＋ｂ＋ｃ＞０ Ｄａ－ｂ＋ｃ＜０
（１）分析 用直接推算法．
解 ∵ 开口向下， ∴ ａ＜０．
∵ 与ｙ轴交于正半轴， ∴ ｃ＞０，

∵ －ｂ
２ａ＜０， ∴ ｂ

２ａ＞０，ａ、ｂ同号．

∴ ｂ＜０．
∴ ａ＜０，ｂ＜０，ｃ＞０．
故本题应选Ｃ．

（２）分析 用直接推算法．
本题从图象上可以看出ａ＜０，ｂ＜０，ｃ＜０，仅凭符号无法进行选择，但可排除

Ａ、Ｂ；在二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ中，当ｘ＝１时，有ｙ＝ａ＋ｂ＋ｃ；当ｘ＝－１时，

有ｙ＝ａ－ｂ＋ｃ．因此从图象上看，当ｘ＝１或－１时，对应的ｙ的值均小于零．因

此Ｄ是正确的．
故本题应选Ｄ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）ｙ＝－１
２ｘ２＋２ｘ＋１配方成ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ的形式是 ．

（２）当 ｘ＝ 时，ｙ＝ １
２ｘ２＋ｘ＋ ７

４
，有 最 值，为

．

解 （１）ｙ＝－１
２ｘ２＋２ｘ＋１＝－１

２
（ｘ２－４ｘ＋４）＋１＋２

∴ ｙ＝－１
２

（ｘ－２）２＋３．

（２）ｙ＝１
２ｘ２＋ｘ＋７

４＝１
２

（ｘ２＋２ｘ＋１）＋７
４－１

２

＝１
２

（ｘ＋１）２＋５
４．

当ｘ＝－１时，有最小值ｙ＝５
４．

【解法发散】

发散３ 已知二次函数图象的顶点坐标为（２，－３），并过点（－１，６），求这个

函数的解析式．
解法１ 用一般式．设所求的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，则有
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－ｂ
２ａ＝２，

ｂ２－４ａｃ
４ａ ＝－３，

ａ－ｂ＋ｃ

烅

烄

烆 ＝６

解得

ａ＝１，

ｂ＝－４，

ｃ＝１
烅
烄

烆 ．

故所求解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋１．
解法２ 用顶点式．设所求的解析式为ｙ＝ａ（ｘ－２）２－３．将（－１，６）代入上

式，得ａ（－１－２）２－３＝６，解得ａ＝１．
故所求解析式为ｙ＝１×（ｘ－２）２－３＝ｘ２－４ｘ＋１．
发散４ 已知二次函数ｙ＝ｘ２＋２ａｘ－２ｂ＋１和ｙ＝－ｘ２＋（ａ－３）ｘ＋ｂ２－１

的图象都经过ｘ轴上两个不同的点Ｍ、Ｎ，求ａ、ｂ的值．
解法１ 依题意，设 Ｍ（ｘ１，０），Ｎ（ｘ２，０），且ｘ１≠ｘ２，则ｘ１，ｘ２ 为方程ｘ２＋

２ａｘ－２ｂ＋１＝０的两个实数根．
∴ ｘ１＋ｘ２＝－２ａ，ｘ１·ｘ２＝－２ｂ＋１．

∵ ｘ１，ｘ２又是方程－ｘ２＋（ａ－３）ｘ＋ｂ２－１＝０的两个实数根，

∴ ｘ１＋ｘ２＝ａ－３，ｘ１·ｘ２＝１－ｂ２．

∴
－２ａ＝ａ－３，

－２ｂ＋１＝１－ｂ２｛
．

解得
ａ＝１，

ｂ＝０｛ ；
或

ａ＝１，

ｂ＝２｛ ．
当ａ＝１，ｂ＝０时，二次函数的图象与ｘ轴只有一个交点，

∴ ａ＝１，ｂ＝０舍去．
当ａ＝１，ｂ＝２时，二次函数为ｙ＝ｘ２＋２ｘ－３和ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋３，符合

题意，

∴ ａ＝１，ｂ＝２．
解法２ ∵ 二次函数ｙ＝ｘ２＋２ａｘ－２ｂ＋１的图象的对称轴为ｘ＝－ａ，二

次函数ｙ＝－ｘ２＋（ａ－３）ｘ＋ｂ２－１的图象的对称轴为ｘ＝ａ－３
２

，而且这两个二

次函数图象都经过ｘ轴上两个不同的点Ｍ、Ｎ．
∵ 两个二次函数图象的对称轴为同一直线．

∴ －ａ＝ａ－３
２ ．解得 ａ＝１．

∵ 两个二次函数分别为ｙ＝ｘ２＋２ｘ－２ｂ＋１和ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋ｂ２－１．依

题意，令ｙ＝０，得

ｘ２＋２ｘ－２ｂ＋１＝０， ①
－ｘ２－２ｘ＋ｂ２－１＝０， ②
①＋②，得 ｂ２－２ｂ＝０，
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解得 ｂ１＝０，ｂ２＝２．

∴
ａ＝１，

ｂ＝０｛ ；
或

ａ＝１，

ｂ＝２｛ ．
当ａ＝１，ｂ＝０时，二次函数的图象与ｘ轴只有一个交点．
∴ ａ＝１，ｂ＝０舍去．
当ａ＝１，ｂ＝２时，二次函数为ｙ＝ｘ２＋２ｘ－３和ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋３，符合

题意．
∴ ａ＝１，ｂ＝２．

【纵横发散】

图２１３

发散５ （２００４·沈阳）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
的图象经过Ａ、Ｂ、Ｃ 三点，如图２１３．

（１）观察图象写出Ａ、Ｂ、Ｃ 三点的坐标，并求出此

二次函数的解析式；

（２）求出抛物线的顶点坐标和对称轴．
解 （１）由图象知Ａ（－１，０），Ｂ（０，－３），Ｃ（４，５）．

∴
ａ－ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝－３，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝５
烅
烄

烆 ．
解得 ａ＝１，ｂ＝－２，ｃ＝－３
∴ ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．

（２）ｙ＝（ｘ－１）２－４，顶点为（１，－４），对称轴为直线ｘ＝１．
【变换发散】

发散６ 已知函数ｙ＝－５ｘ２的图象，怎样才能得到下列图象？

（１）ｙ＝５ｘ２； （２）ｙ＝－５ｘ２＋２；

（３）ｙ＝－５ｘ２－１； （４）ｙ＝－５（ｘ－２）２；

（５）ｙ＝－５（ｘ＋２）２； （６）ｙ＝－５（ｘ－１）２＋３；

分析 可利用对称轴，顶点坐标以及开口方向对抛物线位置的影响来解决图

象平移与对称变换下的表达式问题．
解 （１）因为ｙ＝－５ｘ２ 的图象与ｙ＝５ｘ２ 的图象形状、顶点坐标完全相同，

只是开口方向相反，所以只要把ｙ＝－５ｘ２ 的图象绕顶点旋转１８０°，就得到ｙ＝
５ｘ２的图象了．（也可利用对称性来作）

（２）把ｙ＝－５ｘ２的图象向上平移２个单位就得到ｙ＝－５ｘ２＋２的图象了．
（３）把ｙ＝－５ｘ２的图象向下平移１个单位就得到了ｙ＝－５ｘ２－１的图象．
（４）把ｙ＝－５ｘ２ 的图象向右平移２个单位就得到了ｙ＝－５（ｘ－２）２ 的
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图象．
（５）把ｙ＝－５ｘ２ 的图象向左平移２个单位就得到了ｙ＝－５（ｘ＋２）２ 的

图象．
（６）把ｙ＝－５ｘ２的图象先向右平移１个单位再向上平移３个单位就得到函

数ｙ＝－５（ｘ－１）２＋３的图象．
指点迷津 解关于函数平移变换的问题要抓住顶点式ｙ＝ａ（ｘ＋ｍ）２＋ｎ 这

个工具，并注意ａ的符号决定开口方向，｜ａ｜决定开口大小，一般地函数图象的平

移与对称有如下结论．
设ａ＞０，则对于函数ｙ＝ｆ（ｘ）

①向左平移ａ个单位，得ｙ＝ｆ（ｘ＋ａ）；

②向右平移ａ个单位，得ｙ＝ｆ（ｘ－ａ）；

③向上平移ａ个单位，得ｙ＝ｆ（ｘ）＋ａ；

④向下平移ａ个单位，得ｙ＝ｆ（ｘ）－ａ；

设ｂ∈Ｒ，则对函数ｙ＝ｆ（ｘ）

①关于直线ｘ＝ｂ对称，得ｙ＝ｆ（２ｂ－ｘ）；

②关于直线ｙ＝ｂ对称，得ｙ＝２ｂ－ｆ（ｘ）．
【逆向发散】

发散７ 已知直线ｙ＝１
２ｘ和ｙ＝－ｘ＋ｍ，二次函数ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ图象的

顶点为 Ｍ．

（１）若 Ｍ 恰在直线ｙ＝１
２ｘ与ｙ＝－ｘ＋ｍ 的交点处，证明：无论 ｍ 取何实

数值，二次函数ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ的图象与直线ｙ＝－ｘ＋ｍ 总有两个不同的交点．
（２）在（１）的条件下，若直线ｙ＝－ｘ＋ｍ 过点Ｄ（０，－３），求二次函数ｙ＝ｘ２＋

ｐｘ＋ｑ的表达式，并作出其大致图象．
（３）在（２）的条件下，若二次函数ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ的图象与ｙ轴交于点Ｃ，与ｘ

轴的左交点为Ａ，试在直线ｙ＝１
２ｘ 上求异于Ｍ 的点Ｐ，使Ｐ 在△ＣＭＡ 的外接

圆上．

（１）证明 由
ｙ＝１

２ｘ， ①

ｙ＝－ｘ＋ｍ．
烅
烄

烆 ②

得 １
２ｘ＝－ｘ＋ｍ．

∴ ３
２ｘ＝ｍ，ｘ＝２

３ｍ，ｙ＝１
３ｍ．
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∴ 交点为 Ｍ ２
３ｍ，１

３（ ）ｍ ，此时二次函数为

ｙ＝ ｘ－２
３（ ）ｍ

２
＋１

３ｍ＝ｘ２－４
３ｍｘ＋４

９ｍ２＋１
３ｍ． ③

由式②、③联立，消去ｙ，有

ｘ２－ ４
３ｍ（ ）－１ｘ＋４

９ｍ２－２
３ｍ＝０．

Δ＝ － ４
３ｍ（ ）［ ］－１

２
－４ ４

９ｍ２－２
３（ ）ｍ

＝１６
９ｍ２－８

３ｍ＋１－１６
９ｍ２＋８

３ｍ

＝１＞０．
∴ 无论 ｍ 为何实数值，二次函数ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ的图象与直线ｙ＝－ｘ＋

ｍ 总有两个不同的交点．

图２１４

（２）解 ∵ 直线ｙ＝－ｘ＋ｍ 过点Ｄ（０，－３），

∴ －３＝０＋ｍ，

即 ｍ＝－３，∴ Ｍ（－２，－１）．
∴ 二次函数为

ｙ＝（ｘ＋２）２－１＝ｘ２＋４ｘ＋３
＝（ｘ＋３）（ｘ＋１）．

图象如图２１４所示．
（３）解 由 勾 股 定 理，可 知 △ＣＭＡ 为 Ｒｔ△，且

∠ＣＡＭ＝９０°，

图２１５

∴ ＭＣ 为△ＣＭＡ 外接圆直径．

∵ Ｐ 在ｙ＝１
２ｘ上，可设Ｐ ｎ，１

２（ ）ｎ ，

由 ＭＣ 为△ＣＭＡ 外接圆的直径，Ｐ 在这个圆上

∴ ∠ＣＰＭ＝９０°．
过Ｐ 分别作ＰＮ⊥ｙ轴于Ｎ，ＰＱ⊥ｘ 轴于Ｒ，过 Ｍ 作

ＭＳ⊥ｙ轴于Ｓ，ＭＳ的延长线与ＰＲ 的延长线交于点Ｑ．如

图２１５所示，由勾股定理，有

｜ＭＰ｜２＝｜ＭＱ｜２＋｜ＱＰ｜２，

即 ｜ＭＰ｜２＝（ｎ＋２）２＋ １
２ｎ（ ）＋１

２
，

｜ＣＰ｜２＝｜ＮＣ｜２＋｜ＮＰ｜２＝ ３－１
２（ ）ｎ

２
＋ｎ２，

｜ＣＭ｜２＝２０，而｜ＭＰ｜２＋｜ＣＰ｜２＝｜ＣＭ｜２．
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∴ （ｎ＋２）２＋ １
２ｎ（ ）＋１

２
＋ ３－１

２（ ）ｎ
２
＋ｎ２＝２０．

即 ５
２ｎ２＋２ｎ－６＝０，∴ ５ｎ２＋４ｎ－１２＝０．

∴ ｎ１＝
６
５

，ｎ２＝－２．

而ｎ２＝－２即是 Ｍ 点的横坐标，与题意不符，故舍去．

∴ ｎ＝６
５

，此时１
２ｎ＝３

５．∴ Ｐ 点的坐标为 ６
５

，（ ）３
５ ．

【转化发散】

图２１６

发散８ 已知二次函数ｙ＝－ｘ２＋（ｍ－２）ｘ＋３（ｍ＋１）的

图象如图２１６所示．
（１）当 ｍ≠－４时，求证这个二次函数的图象与ｘ 轴必有

两个交点；

（２）求 ｍ 的取值范围；

（３）在（２）的情况下，且｜ＯＡ｜·｜ＯＢ｜＝６，求Ｃ 点坐标；

（４）求Ａ，Ｂ 两点间的距离；

（５）求△ＡＢＣ 的面积Ｓ．
解 （１）∵ Δ＝（ｍ－２）２－４×（－１）×３（ｍ＋１）

＝ｍ２＋８ｍ＋１６＝（ｍ＋４）２．
又∵ ｍ≠－４．∴ （ｍ＋４）２＞０，即 Δ＞０．
∴ 这个二次函数的图象与ｘ轴必有两个交点．

（２）由图象可知，抛物线的对称轴在ｙ轴的左侧，Ｃ 点在ｘ轴上方，所以有

－ ｍ－２
２×（－１）＜０，

３（ｍ＋１）＞０
烅
烄

烆 ．
解得 －１＜ｍ＜２．

（３）设方程－ｘ２＋（ｍ－２）ｘ＋３（ｍ＋１）＝０两根为ｘ１，ｘ２，且ｘ１＜０，ｘ２＞０．
由图可知 ｜ＯＡ｜＝｜ｘ１｜，｜ＯＢ｜＝｜ｘ２｜，

由｜ＯＡ｜·｜ＯＢ｜＝６，可知 ｘ１·ｘ２＝－６，

根据一元二次方程根与系数的关系，可知－３（ｍ＋１）＝－６，则 ｍ＝１．
于是，二次函数的关系式为 ｙ＝－ｘ２－ｘ＋６．
把ｘ＝０代入得 ｙ＝６．∴ Ｃ 点的坐标是（０，６）．

（４）由方程－ｘ２－ｘ＋６＝０，即ｘ２＋ｘ－６＝０，

解得 ｘ１＝－３，ｘ２＝２．
∴ Ａ，Ｂ 两点间的距离为ＡＢ＝５．
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（５）△ＡＢＣ 的面积Ｓ＝１
２×５×６＝１５．

【综合发散】

发散９ 抛物线的解析式ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ满足四个条件：①ａｂｃ＝０；②ａ＋
ｂ＋ｃ＝３；③ａｂ＋ｂｃ＋ｃａ＝－４；④ａ＜ｂ＜ｃ．

（１）求这条抛物线的解析式；

（２）设该抛物线与ｘ轴的两交点分别为Ａ，Ｂ（Ａ 在Ｂ 的左边），与ｙ轴的交点

为Ｃ，Ｐ 是抛物线上第一象限内的点，ＡＰ 交ｙ轴于点Ｄ，ＯＤ＝１．５，试比较Ｓ△ＡＯＤ

与Ｓ△ＤＰＣ的大小．

图２１７

解 （１）∵ ａ≠０，ａｂｃ＝０，

∴ ｂｃ＝０．
①当ｂ＝０时，

由
ａ＋ｂ＋ｃ＝３，

ａｂ＋ａｃ＋ｂｃ＝－４｛ ．

得
ａ＋ｃ＝３，

ａｃ＝－４｛ ．

解得
ａ１＝－１，

ｃ１＝４｛ ；
或

ａ２＝４，

ｃ２＝－１｛ ．
∵ ａ＜ｂ＜ｃ，

∴
ａ２＝４，

ｃ２＝－１｛ ．
（不合题意，舍去）

∴ ａ＝－１，ｂ＝０，ｃ＝４．
②当ｃ＝０时，

由
ａ＋ｂ＋ｃ＝３，

ａｂ＋ａｃ＋ｂｃ＝－４｛ ．
得

ａ＋ｂ＝３，

ａｂ＝－４｛ ．

解得
ａ１＝４，

ｂ１
｛ ＝－１

和
ａ２＝－１，

ｂ２＝４｛ ．
∵ ａ＜ｂ＜ｃ，

∴
ａ１＝４，

ｂ１＝－１｛ ，
和

ａ２＝－１，

ｂ２＝４｛ ．
都不符合题意，舍去．

∴ 所求的抛物线解析式为ｙ＝－ｘ２＋４．
（２）在ｙ＝－ｘ２＋４中，当ｙ＝０时，ｘ＝±２．
∴ Ａ、Ｂ 两点的坐标分别为（－２，０），（２，０）．
如图２１７所示，过Ｐ 作ＰＧ⊥ｘ轴于Ｇ，设Ｐ 点坐标为（ｍ，ｎ），

∵ 点Ｐ 在抛物线上且在第一象限内，
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∴ ｍ＞０，ｎ＞０，ｎ＝－ｍ２＋４．
∴ ＰＧ＝－ｍ２＋４，ＯＡ＝２，ＡＧ＝ｍ＋２．
∵ ＯＤ∥ＰＧ，ＯＤ＝１．５，

∴ ＯＡ
ＡＧ＝ＯＤ

ＰＧ
，

即 ２
２＋ｍ＝ １５

－ｍ２＋４
．

解得 ｍ１＝
５
４

，ｍ２＝－２（不合题意，舍去），

∴ ＯＧ＝５
４．

∵ 当ｘ＝０时，ｙ＝４，

∴ 点Ｃ 的坐标为（０，４）．
∴ ＤＣ＝ＯＣ－ＯＤ＝４－１５＝２５．

Ｓ△ＰＤＣ＝
１
２ＣＤ·ＯＧ＝１

２×５
２×５

４＝２５
１６

，

Ｓ△ＡＯＤ＝
１
２

·ＡＯ·ＯＤ＝１
２×１５×２＝３

２＝２４
１６．

∴ Ｓ△ＰＤＣ＞Ｓ△ＡＯＤ．

已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ经过点Ａ（２，０），顶点为Ｄ（１，－１）．
（１）确定抛物线的解析式；

（２）直线ｙ＝３与抛物线相交于Ｂ，Ｃ 两点（点Ｂ 在点Ｃ 左侧），以ＢＣ 为一

边，原点Ｏ 为另一顶点作平行四边形，设平行四边形的面积为Ｓ，求Ｓ的值；

图２１８

（３）若以（２）小题中ＢＣ 为一边，抛物线上的任一点Ｐ
为另一顶点作平行四边形，当平行四边形面积为８时，试

确定Ｐ 点的坐标；

（４）当－２≤ｘ≤４时，第（３）小题中平行四边形的面积

是否有最大值？若有请求出，若无请说明理由．
解 （１）如图２１８所示，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ 过点Ａ

（２，０），Ｄ（１，－１），∴
４ａ＋２ｂ＝０，

ａ＋ｂ＝－１｛ ．
解得 ａ＝１，ｂ＝－２，

则抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２－２ｘ．
（２）在抛物线解析式ｙ＝ｘ２－２ｘ中，令ｙ＝３，即

３＝ｘ２－２ｘ．
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解得 ｘ１＝－１，ｘ２＝３，

则 Ｂ（－１，３），Ｃ（３，３）．
∴ ＢＣ＝４，∴ Ｓ＝４×３＝１２．

（３）当Ｐ 点在直线ＢＣ 下方时，

Ｓ＝４×（３－ｙ）＝１２－４ｙ＝８，ｙ＝１．
由ｘ２－２ｘ＝１，得 ｘ１ 槡＝１－ ２，ｘ２ 槡＝１＋ ２．
则Ｐ 点的坐标Ｐ１（ 槡１－ ２，１），Ｐ２（ 槡１＋ ２，１）．
当Ｐ 点在直线ＢＣ 上方时，

Ｓ＝４×（ｙ－３）＝４ｙ－１２＝８，ｙ＝５．
由ｘ２－２ｘ＝５，得 ｘ３ 槡＝１－ ６，ｘ４ 槡＝１＋ ６．
则Ｐ 点的坐标为Ｐ３（ 槡１－ ６，５），Ｐ４（ 槡１＋ ６，５）．

（４）把ｘ＝－２代入ｙ＝ｘ２－２ｘ，得 ｙ＝８．
把ｘ＝４代入ｙ＝ｘ２－２ｘ，得 ｙ＝８．
当－２≤ｘ≤４时，顶点Ｄ 到ＢＣ 的距离为４，抛物线上与线段ＢＣ 距离最远的

有两个点，坐标分别为（－２，８）、（４，８），与线段ＢＣ 的距离都为５．
∴ Ｓ有最大值，其最大值为Ｓ＝４×（８－３）＝２０．

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）（２００４·天津）已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，且ａ＜０，ａ－ｂ＋ｃ＞０，则一

定有 （ ）

Ａｂ２－４ａｃ＞０ Ｂｂ２－４ａｃ＝０

图２１９

Ｃｂ２－４ａｃ＜０ Ｄｂ２－４ａｃ≤０
（２）（２００５·长春）图２１９中有相同对称轴的两条抛

物线，下列关系不正确
獉獉獉

的是 （ ）

Ａｈ＝ｍ Ｂｋ＝ｎ
Ｃｋ＞ｎ Ｄｈ＞０，ｋ＞０
（１）分析 用直接推算法．
解 对于二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，当ｘ＝－１时，

ｙ＝ａ－ｂ＋ｃ．即当ｘ＝－１时，ｙ＞０，又抛物线开口向下，

因此图象与ｘ轴必有两个交点，那么ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０一

定有两个不相等的实根，因此ｂ２－４ａｃ＞０．
故本题应选Ａ．

（２）分析 用数形结合法．

九年级数学（下）７２



解 由图２１９知当两个抛物线的顶点横坐标相等时，即ｈ＝ｍ，它们有不同

的最小值，所以ｋ≠ｎ．故本题应选Ｂ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０），当ｂ＝０时，图象顶点在 ，

当ｂ＝ｃ＝０时，图象顶点在 ．
（２）已 知 抛 物 线ｙ＝ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋１６的 顶 点 在 ｘ 轴 上，则ｋ 的 值

是 ．
解 （１）在ｙ轴上；当ｂ＝ｃ＝０时，图象顶点在原点．

（２）由题意得方程ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋１６＝０．有两个相等实数根，则它的判别式

等于零，即Δ＝［－２（ｋ＋１）］２－４×１６＝０，即ｋ２＋２ｋ－１５＝０，解得ｋ１＝－５，ｋ２＝
３．
【纵横发散】

图２２０

发散３ （２００４·玉林） 如图２２０所示，抛物线ｙ＝ｘ２＋
ｂｘ＋ｃ与ｘ 轴的负半轴相交于Ａ、Ｂ 两点，与ｙ轴的正半轴

相交于点Ｃ，与双曲线ｙ＝６
ｘ

的一个交点是（１，ｍ），且ＯＡ＝

ＯＣ，求抛物线的解析式．
分析 求ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ中ｂ和ｃ的值，必须已知两个

点，从题意中由与双曲线的交点可求得交点坐标为（１，６）．又

ＯＡ＝ＯＣ，可转化为另一已知条件，即Ａ 点坐标为（－ｃ，０），

满足解析式，从而求出ｂ和ｃ．

解 由双曲线ｙ＝６
ｘ

过点（１，ｍ），得 ｍ＝６．

∴ 抛物线ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ过点（１，６）．
∴ １＋ｂ＋ｃ＝６，

即 ｂ＋ｃ＝５． ①
∵ ＯＡ＝ＯＣ，Ｃ 点坐标为（０，ｃ），

∴ Ａ 点坐标可表示为（－ｃ，０）．
∴ （－ｃ）２－ｂｃ＋ｃ＝０．
∵ ｃ≠０，

∴ ｃ－ｂ＋１＝０． ②

由①②，得
ｂ＝３，

ｃ＝２｛ ．
∴ 解析式为ｙ＝ｘ２＋３ｘ＋２．
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【解法发散】

发散４ 已知二次函数的图象过点（－２，０），在ｙ轴上的截距为－３，对称轴

ｘ＝２，求它的解析式．
解法１ 用一般式．

∵ 图象过点（－２，０），由于对称轴是ｘ＝２，故得与ｘ 轴另一交点为（６，０），

则图象过（－２，０），（６，０），（０，－３）三点．
设解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，得

４ａ－２ｂ＋ｃ＝０，

３６ａ＋６ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝－３
烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝１
４

，

ｂ＝－１，

ｃ＝－３

烅

烄

烆 ．

∴ 所求解析式为ｙ＝１
４ｘ２－ｘ－３．

解法２ 用顶点式（即配方式）．
由于对称轴为ｘ＝２，

设解析式为ｙ＝ａ（ｘ－２）２＋ｍ，

∵ 图象过（－２，０），（０，－３），得

ａ（－２－２）２＋ｍ＝０，

ａ（０－２）２＋ｍ＝－３
｛

．

解得 ａ＝１
４

，ｍ＝－４．

故所求解析式为ｙ＝１
４

（ｘ－２）２－４，即 ｙ＝１
４ｘ２－ｘ－３．

解法３ 用分解式（即乘积式）．
由于图象过点（－２，０），（６，０），设所求的解析式为ｙ＝ａ（ｘ＋２）（ｘ－６），又图

象过（０，－３），得－３＝ａ（０＋２）（０－６）．

解得 ａ＝１
４．

故所求解析式为 ｙ＝１
４

（ｘ＋２）（ｘ－６），即 ｙ＝１
４ｘ２－ｘ－３．

发散５ 抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的顶点为Ｂ（－１，ｍ）（ｍ≠０），并经过点Ａ（１，０）．
（１）求此抛物线的解析式（系数和常数项用含 ｍ 的代数式表示）；

（２）化简 ｂ２－４槡 ａｃ；

（３）设原点为Ｏ，抛物线与ｙ轴的交点为Ｃ，若△ＡＯＣ为等腰三角形，求ｍ 的值．
解法１ （１）∵ 抛物线的顶点为Ｂ（－１，ｍ），

九年级数学（下）７４



∴ 对称轴为ｘ＝－１，即 －ｂ
２ａ＝－１．∴ ２ａ＝ｂ． ①

又∵ 抛物线过点Ａ（１，０），Ｂ（－１，ｍ），得

ａ＋ｂ＋ｃ＝０， ②

ａ－ｂ＋ｃ＝ｍ．｛ ③
解由式①，②，③所组成的方程组，得

ａ＝－ｍ
４

，ｂ＝－ｍ
２

，ｃ＝３ｍ
４ ．

∴ 所求解析式为ｙ＝－ｍ
４ｘ２－ｍ

２ｘ＋３
４ｍ．

（２） ｂ２－４槡 ａｃ＝ －１
２（ ）ｍ

２
－４ －１

４（ ）ｍ ３
４（ ）槡 ｍ

＝ ｍ槡 ２＝｜ｍ｜．
（３）∵ ∠ＡＯＣ 是直角，△ＡＯＣ 为等腰三角形，∴ ＯＣ＝ＯＡ＝１．
又∵ 点Ｃ 可以在ｘ轴的上方，也可以在ｘ轴的下方，

∴ 点Ｃ 坐标为（０，１）或（０，－１）．

将ｘ＝０，ｙ＝１代入抛物线的解析式，得 ｍ１＝
４
３

；

将ｘ＝０，ｙ＝－１代入抛物线的解析式，得 ｍ２＝－４
３

，

∴ ｍ＝±４
３．

解法２ （１）设抛物线为ｙ＝ａ（ｘ＋１）２＋ｍ，

∵ 它经过点Ａ（１，０），得 ０＝ａ（１＋１）２＋ｍ，解得 ａ＝－１
４ｍ，

∴ 解析式为ｙ＝－１
４ｍ（ｘ＋１）２＋ｍ．

（２）由（１）得ｙ＝－１
４ｍｘ２－１

２ｍｘ＋３
４ｍ

∴ ａ＝－１
４ｍ，ｂ＝－１

２ｍ，ｃ＝３
４ｍ．

∴ ｂ２－４槡 ａｃ＝ －１
２（ ）ｍ

２
－４ －１

４（ ）ｍ ３
４（ ）槡 ｍ

＝ ｍ槡 ２＝｜ｍ｜．
（３）同解法１．

【逆向发散】

发散６ 已知抛物线ｙ＝ｘ２－ｍｘ＋ｍ２

２
与抛物线ｙ＝ｘ２＋ｍｘ－３

４ｍ２在平面
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图２２１

直角坐标系ｘＯｙ中的位置如图２２１所示，其中一条与ｘ轴交于Ａ，

Ｂ 两点．
（１）试判定哪条抛物线经过Ａ，Ｂ 两点，并说明理由；

（２）若Ａ，Ｂ 两点到原点的距离ＡＯ，ＯＢ 满足 １
ＯＢ－ １

ＡＯ＝２
３

，

求经过Ａ，Ｂ 两点的这条抛物线的解析式．
解 （１）∵ 抛物线不过原点，∴ ｍ≠０．

令ｘ２－ｍｘ＋ｍ２

２＝０，

∵ Δ１＝（－ｍ）２－４×ｍ２

２＝－ｍ２＜０．

∴ 抛物线ｙ＝ｘ２－ｍｘ＋ｍ２

２
与ｘ轴没有交点．

令ｘ２＋ｍｘ－３
４ｍ２＝０，

∵ Δ２＝ｍ２－４（－３
４ｍ２）＝４ｍ２＞０，

∴ 抛物线ｙ＝ｘ２＋ｍｘ－３
４ｍ２经过Ａ、Ｂ 两点．

（２）设点Ａ（ｘ１，０），Ｂ（ｘ２，０），则ｘ１、ｘ２是方程ｘ２＋ｍｘ－３
４ｍ２＝０的两个实

数根．

∴ ｘ１＋ｘ２＝－ｍ，ｘ１·ｘ２＝－３
４ｍ２．

∵ 点Ａ 在原点的左边，点Ｂ 在原点的右边，∴ ＡＯ＝－ｘ１，ＯＢ＝ｘ２．

∵ １
ＯＢ－ １

ＡＯ＝２
３

，∴ １
ｘ２

－ １
－ｘ１

＝２
３．

∴
ｘ１＋ｘ２

ｘ１·ｘ２
＝２

３．∴ －ｍ
－３

４ｍ２
＝２

３．

图２２２

解得 ｍ＝２，经检验，ｍ＝２是方程的解．

∴ 所求抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２＋２ｘ－３．
发散７ 如图２２２所示，已知抛物线ｙ＝－ｘ２＋ａｘ＋ｂ

与ｘ轴从左至右交于Ａ、Ｂ 两点，与ｙ轴交于点Ｃ，且∠ＢＡＣ
＝α，∠ＡＢＣ＝β，ｔａｎα－ｔａｎβ＝２，∠ＡＣＢ＝９０°．

（１）求点Ｃ 的坐标；

（２）求抛物线的解析式；

（３）若抛物线的顶点为Ｐ，求四边形ＡＢＰＣ 的面积．
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解 （１）根据题意设点Ａ（ｘ１，０）、点Ｂ（ｘ２，０），且Ｃ（０，ｂ），ｘ１＜０、ｘ２＞０，ｂ＞０．

∵ ｘ１，ｘ２是方程－ｘ２＋ａｘ＋ｂ＝０的两根．

∴ ｘ１＋ｘ２＝ａ，ｘ１·ｘ２＝－ｂ．
在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ＯＣ⊥ＡＢ，

∴ ＯＣ２＝ＯＡ·ＯＢ．

∵ ＯＡ＝－ｘ１，ＯＢ＝ｘ２，

∴ ｂ２＝－ｘ１·ｘ２＝ｂ．

∵ ｂ＞０，∴ ｂ＝１，∴ Ｃ（０，１）．
（２）在Ｒｔ△ＡＯＣ 和Ｒｔ△ＢＯＣ 中，

ｔａｎα－ｔａｎβ＝ＯＣ
ＯＡ－ＯＣ

ＯＢ＝－１
ｘ１

－１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

－ｘ１ｘ２
＝ａ
ｂ＝２，∴ ａ＝２．

∴ 抛物线解析式为ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋１．
（３）∵ ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋１ ∴ 顶点Ｐ 的坐标为（１，２）．
当－ｘ２＋２ｘ＋１＝０时，ｘ 槡＝１± ２，∴ Ａ（ 槡１－ ２，０），Ｂ（ 槡１＋ ２，０），延长ＰＣ

交ｘ轴于点Ｄ，过Ｃ、Ｐ 的直线为ｙ＝ｘ＋１，

∴ 点Ｄ 的坐标为（－１，０），

∴ Ｓ四边形ＡＢＰＣ＝Ｓ△ＤＰＢ－Ｓ△ＤＣＡ

＝１
２

·｜ＤＢ｜·ｙＰ－
１
２

·｜ＡＤ｜·ｙＣ

＝１
２×（ 槡２＋ ２）×２－１

２×（ 槡２－ ２）×１

＝ 槡２＋３ ２
２ ．

【综合发散】

发散８ 已知抛物线ｙ＝ｘ２－２ｘ－８．
（１）求证：该抛物线与ｘ轴一定有两个交点；

（２）若该抛物线与ｘ 轴的两个交点分别为Ａ，Ｂ，且它的顶点为Ｐ，求△ＡＢＰ
的面积．

解 （１）∵ 对于方程ｘ２－２ｘ－８＝０，其判别式Δ＝（－２）２－４×（－８）＝

３６＞０，

∴ 方程ｘ２－２ｘ－８＝０有两个实根，

即 抛物线ｙ＝ｘ２－２ｘ－８与ｘ轴一定有两个交点．
（２）∵ 方程ｘ２－２ｘ－８＝０有两个根为ｘ１＝－２，ｘ２＝４．

∴ ＡＢ＝｜ｘ１－ｘ２｜＝６．

第 二 单 元 ７７



又∵ 抛物线顶点Ｐ 的纵坐标ｙＰ＝
４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－９．

∴ Ｓ△ＡＢＰ＝
１
２

·ＡＢ·｜ｙＰ｜＝２７．

点评 本 题 主 要 考 查 了 二 次 函 数，一 元 二 次 方 程 等 知 识 及 它 们 的 综 合

应用．
【探究发散】

图２２３（１）

发散９ 如图２２３（１）所示，二次函数ｙ＝２ｘ２－２的图象

与ｘ轴交于Ａ、Ｂ 两点（点 Ａ 在点Ｂ 的左边），与ｙ轴交于点

Ｃ．直线ｘ＝ｍ（ｍ＞１）与ｘ轴交于点Ｄ．
（１）求Ａ，Ｂ，Ｃ 三点的坐标；

（２）在直线ｘ＝ｍ（ｍ＞１）上有一点 Ｐ（点 Ｐ 在第一象

限），使得以Ｐ，Ｄ，Ｂ 为顶点的三角形和以Ｂ，Ｃ，Ｏ 为顶点的

三角形相似，求点Ｐ 坐标（用含 ｍ 的代数式表示）；

（３）在（２）式成立的条件下，试问：抛物线ｙ＝２ｘ２－２上是

否存在一点Ｑ，使得四边形ＡＢＰＱ 为平行四边形？如果存在这样的点Ｑ，请求出

ｍ 的值；如果不存在，请简要说明理由．
解 （１）令ｙ＝０，得 ２ｘ２－２＝０，解得 ｘ＝±１．

∴ 点Ａ（－１，０），点Ｂ（１，０）；

令ｘ＝０，得ｙ＝－２，∴ 点Ｃ（０，－２）．

（２）①当△ＰＤＢ∽△ＣＯＢ 时，有ＰＤ
ＯＣ＝ＢＤ

ＯＢ．

∵ ＢＤ＝ｍ－１，ＯＣ＝２，ＯＢ＝１，

∴ ＰＤ
２ ＝ｍ－１

１ ．

∴ ＰＤ＝２（ｍ－１）．

∴ Ｐ１（ｍ，２ｍ－２）．

②当△ＰＤＢ∽△ＢＯＣ 时，有ＰＤ
ＯＢ＝ＢＤ

ＯＣ
，

∵ ＯＢ＝１，ＢＤ＝ｍ－１，ＯＣ＝２，

∴ ＰＤ
１ ＝ｍ－１

２
，ＰＤ＝ｍ－１

２ ．

∴ Ｐ２ ｍ，ｍ
２－（ ）１

２ ．

（３）假设抛物线ｙ＝２ｘ２－２上存在一点 Ｑ，使得四边形ＡＢＰＱ 为平行四边

形．
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图２２３（２）

∴ ＰＱ＝ＡＢ＝２，点Ｑ 的横坐标为（ｍ－２）．当点Ｐ１

为（ｍ，２ｍ－２）时，点Ｑ１的坐标是（ｍ－２，２ｍ－２）．

∵ 点Ｑ１在抛物线ｙ＝２ｘ２－２的图象上，

∴ ２ｍ－２＝２（ｍ－２）２－２，

ｍ－１＝ｍ２－４ｍ＋４－１，

ｍ２－５ｍ＋４＝０．
解得 ｍ１＝１（舍去），ｍ２＝４．

当点Ｐ２为 ｍ，ｍ
２－（ ）１

２
时，点Ｑ２的坐标是

ｍ－２，ｍ
２－（ ）１

２ ．

∵ 点Ｑ２在抛物线ｙ＝２ｘ２－２图象上，

∴ ｍ
２－１

２＝２（ｍ－２）２－２，

ｍ－１＝４（ｍ－２）２－４，

ｍ－１＝４ｍ２－１６ｍ＋１６－４，

４ｍ２－１７ｍ＋１３＝０，

（ｍ－１）（４ｍ－１３）＝０．

∴ ｍ３＝１（舍去），ｍ４＝
１３
４．

∴ ｍ 的值为４，１３
４．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１（２００４·济南）你知道吗？平时我们在跳绳时，绳甩到最高处的形状可近似

地看为抛物线．如图２２４所示，正在甩绳的甲、乙两名学生拿绳的手间距为４ｍ，

距地面均为１ｍ，学生丙、丁分别站在距甲拿绳的手水平距离１ｍ、２５ｍ处．绳子

甩到最高处时刚好通过他们的头顶．已知学生丙的身高是１５ｍ，则学生丁的身

高为（建立的平面直角坐标系如图２２４所示） （ ）

Ａ１５ｍ Ｂ１６２５ｍ Ｃ１６６ｍ Ｄ１６７ｍ
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图２２４

图２２５

２二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图２２５所示，则点

Ｍ（ｂ
ｃ

，ａ）应在 （ ）

Ａ第一象限 Ｂ第二象限

Ｃ第三象限 Ｄ第四象限

３二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图２２６所示，则ａ、ｂ、ｃ

图２２６

的符号应为：ａ ０，ｂ ０，ｃ ０．

４ｙ＝ １
２ｘ２＋３ｘ＋ ５

２
的 图 象 是 由 ｙ＝ １

２ｘ２ 的 图 象 先 向

平移 单位，再向 平移

单位得到的．
【生活发散】

１（２００４·南通）如图２２７所示，某生物兴趣小组在四天的实验研究中发现：

骆驼的体温会随外部环境温度的变化而变化，而且在这四天中每昼夜的体温变化

情况相同，他们将一头骆驼前两昼夜的体温变化情况绘制成图２２７，请根据图象回

答：

图２２７
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（１）第一天中，在什么时间范围内这头骆驼的体温是上升的？它的体温从最

低上升到最高需要多少时间？

（２）第三天１２时这头骆驼的体温是多少？

（３）兴趣小组又在研究中发现，图２２７中１０时到２２时的曲线是抛物线，求

该抛物线的解析式．
２（２００４·重庆）如图２２８所示，ＡＢ、ＣＤ 是两个连接过江电缆的铁塔，塔ＡＢ

高４０ｍ，ＡＢ 的中点为Ｐ，塔底Ｂ 距江面的垂直高度为６ｍ．跨江电缆因重力自然

下垂近似成抛物线形，为了保证过往船只的安全，电缆下垂的最低点距江面的高

度不得少于３０ｍ．已知：人在距塔底Ｂ 点西５０ｍ的地面Ｅ 点恰好看到点Ｅ、Ｐ、Ｃ
在一直线上；再向西前进１５０ｍ后从地面Ｆ 点恰好看到点Ｆ、Ａ、Ｃ 在一直线上．

（１）求两铁塔轴线间的距离（即直线ＡＢ、ＣＤ 间的距离）；

（２）若以点Ａ 为坐标原点，向东的水平方向为ｘ 轴、取单位长度为１ｍ、ＢＡ
的延长方向为ｙ 轴建立坐标系．求刚好满足最低高度要求的这个抛物线的解

析式．

图２２８
【逆向发散】

１已知二次函数ｙ＝ａｘ２－５ｘ＋ｃ的图象如图２２９所示，

（１）求这个二次函数的解析式和它的图象的顶点坐标；

（２）观察图象，回答何时ｙ随ｘ的增大而增大；何时ｙ随ｘ的增大而减小？

图２２９ 图２３０

２如图２３０所示，已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ 的图象过（－１，０）和

（０，－１）两点，试确定ａ的取值范围．
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【变换发散】

将抛物线ｙ＝２ｘ２－４ｘ＋５作下列移动后，求得到的新的抛物线方程．
（１）向左平移２个单位，再向下平移３个单位；

（２）顶点不动，将原抛物线开口反向；

（３）以ｘ轴为对称轴，将原抛物线开口反向．
【转化发散】

图２３１

如图２３１所示，二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象与ｘ轴

只有一个公共点Ｐ，与ｙ轴的交点为Ｑ，过点 Ｑ 的直线ｙ＝
２ｘ＋ｍ 与ｘ轴交于点Ａ，与这个二次函数的图象交于另一点

Ｂ，若Ｓ△ＢＰＱ＝３Ｓ△ＡＰＱ，求这个二次函数的解析式．
【综合发散】

１已知二次函数ｙ＝８ｘ２－（ｋ－１）ｘ＋ｋ－７．
（１）当ｋ＝１时，求这个二次函数图象的对称轴，并求图

象与ｘ轴的两个交点之间的距离；

（２）当ｋ为何值时，函数ｙ的最小值为零，并求这时ｘ的值；

（３）如果函数的图象与ｘ轴有两个交点，试证明这两个交点的横坐标不可能

互为倒数．
２（２００３·武汉）已知二次函数ｙ＝ｘ２－２（ｍ－１）ｘ－１－ｍ 的图象与ｘ 轴交

于Ａ（ｘ１，０），Ｂ（ｘ２，０），ｘ１＜０＜ｘ２，与ｙ轴交于点Ｃ，且满足 １
ＡＯ－ １

ＯＢ＝ ２
ＣＯ．

（１）求这个二次函数的解析式；

（２）是否存在着直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线交于点Ｐ，Ｑ，使ｙ轴平分△ＣＰＱ 的

面积？若存在，求出ｋ、ｂ应满足的条件；若不存在，请说明理由．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第４８页）

１（１）开口向上，直线ｘ＝－３， －３，－（ ）１
２

；

（２）开口向下，直线ｘ＝－１，（－１，－５）．
习题２４（课本第４８页）

１（１）开口向上，直线ｘ＝３，（３，－５）；

（２）开口向下，直线ｘ＝－１，（－１，０）；

（３）开口向下，直线ｘ＝０，（０，－１）；

（４）开口向上，直线ｘ＝２，（２，５）；

（５）开口向上，直线ｘ＝－４，（－４，２）；
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（６）开口向下，直线ｘ＝３，（３，０）．
随堂练习（课本第５０页）

１（１）直线ｘ＝３，（３，－５）；

（２）直线ｘ＝８，（８，１）；

（３）直线ｘ＝１．２５，（１．２５，－１１２５）；

（４）直线ｘ＝０．７５，（０．７５，９．３７５）．
习题２５（课本第５５页）

１（１）开口向上，直线ｘ＝１，（１，０）；

（２）开口向上，直线ｘ＝１，（１，－３）；

（３）开口向上，直线ｘ＝１，（１，－１）；

（４）开口向上，直线ｘ＝０５，（０５，－２２５）；

（５）开口向下，直线ｘ＝－６，（－６，２７）．
２１５ｓ，１１３５ｍ．
习题２６（课本第５８页）

１设其中一个数为ｘ，则这两个数的积为ｙ＝－ｘ２＋６ｘ；当ｘ＝３时，这两个

数的积达到最大值９；当ｘ＜３时，ｙ的值随ｘ 值的增大而增大；当ｘ＞３时，ｙ的

值随ｘ值的增大而减小．

２设其中一部分的长为ｘｃｍ，则面积和为ｙ＝１
８ｘ２－１５ｘ＋９００．面积和的

最小值为４５０ｃｍ２．
试一试（课本第５８页）

１（１）略．
（２）

边上的小圆圈数 １ ２ ３ ４ ５

小圆圈的总数 １ ３ ６ １０ １５

（３）ｍ＝１
２ｎ（ｎ＋１）＝１

２ｎ２＋１
２ｎ．

２（１）略．
（２）

边上的小圆圈数 １ ２ ３ ４ ５

小圆圈的总数 １ ７ １９ ３７ ６１

（３）ｍ＝６×ｎ（ｎ－１）

２ ＋１＝３ｎ２－３ｎ＋１．

３１２１个．
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最大面积是多少
二次函数与一元二次方程

3. 何时获得最大利润

自主学习提示

一、相关知识链接

１二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象作法

探索二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象的作法要从特殊到一般，可分为如下

几种形式逐步进行：①ｙ＝ａｘ２；②ｙ＝ａｘ２＋ｋ；③ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２；④ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋
ｋ；⑤ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．

从实例入手，通过做出几种特殊形式的图象，比较、归纳出一般形式的二次函

数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ图象的作法，应先将其化为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ的形式．目的在

于先找出抛物线的对称轴和顶点，确定自变量如何取值才方便作出图象．
２二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象和性质

二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象是抛物线，开口方向、对称轴、顶点是它的

三个要素．将其化为ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ的形式．其中ａ、ｈ、ｋ对二次函数的图象产

生直接的影响．
（１）ａ的符号决定抛物线的开口方向，｜ａ｜决定抛物线开口的大小，这些已在

前面作过论述．
（２）ｈ决定抛物线对称轴的位置，ｘ＝ｈ就是抛物线的对称轴．
（３）ｈ，ｋ决定抛物线的顶点，即其顶点为（ｈ，ｋ）．至于二次函数的函数值是随

ｘ的值的增大而增大还是增大而减小，其判断主要抓住两点：其一是ａ的符号，其

二是对称轴，具体情况与函数ｙ＝ｘ２和ｙ＝－ｘ２的情况是类似的．
３抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的顶点坐标及对称轴的求法

ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２
＋４ａｃ－ｂ２

４ａ
，对称轴方程是ｘ＝－ｂ

２ａ
，顶点是

－ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ ．

４列方程解应用题的一般步骤

列方程解应用题的一般步骤可归纳为“审、设、列、解、答”．
（１）“审”是指读懂题目，弄清题意，明确题目中的已知与未知以及它们之间的关系．
（２）“设”是指设元，就是设未知数，设元又分为直接设元和间接设元，所谓直
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接设元就是问什么设什么，如果直接设元比较复杂，这时可考虑间接设元．
（３）“列”就是列方程，这是非常重要的步骤，列方程就是找出题目中的等量关

系，再根据这个关系列出含有未知数的等式，即方程．
（４）“解”就是求出所列方程的解．
（５）“答”就是书写答案，当然这首先要对求出的解进行检验，舍去不符合实际

意义的解．
二、重难知识点提示

本节重点：应用二次函数求最值并解决实际问题．
本节难点：由图象求二次函数的表达式及应用一元二次方程根的判别式、求

根公式来对二次函数及其图象进一步的理解．

发散思维分析

一、求二次函数最大（小）值的方法

１．配方法

将二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过配方转化为ｙ＝ａ ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２
＋４ａｃ－ｂ２

４ａ
的

形式．若ａ＞０，当ｘ＝－ｂ
２ａ

时，二次函数的最小值ｙ＝４ａｃ－ｂ２

４ａ
；若ａ＜０，当ｘ＝

－ｂ
２ａ

时，二次函数的最大值为ｙ＝４ａｃ－ｂ２

４ａ ．如求二次函数ｙ＝３ｘ２－６ｘ＋３２
５

的

最小值（∵ ａ＝３＞０），将其化为ｙ＝３（ｘ－１）２＋２
５．即可看出当ｘ＝１时，此函

数的最小值为ｙ＝２
５．

２公式法

直接 运 用 二 次 函 数 ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ 的 配 方 结 果：ｙ＝ａ ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２
＋

４ａｃ－ｂ２

４ａ
，即将ｘ＝－ｂ

２ａ
，ｙ＝４ａｃ－ｂ２

４ａ
当作求二次函数最大（小）值的公式．如求二

次函数ｙ＝－４ｘ２－１６ｘ－２２的最大（小）值．这里ａ＝－４，ｂ＝－１６，ｃ＝－２２．

∵ ａ＝－４＜０，∴ ｘ＝－ｂ
２ａ＝－ －１６

２×（－４）＝－２时，此函数有最大值ｙ＝

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝４×（－４）×（－２２）－（－１６）２

４×（－４） ＝３５２－２５６
－１６ ＝ ９６

－１６＝－６．

注意：运用二次函数解决实际问题，必须具备两个重要条件，其一，会从实际
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应用问题中，建立二次函数模型，即会列二次函数表达式；其二，会运用二次函数

的图象及其性质求函数的最大（小）值．
二、二次函数与一元二次方程根及判别式之间的关系

判别式 Δ＞０ Δ＝０ Δ＜０

二次函数ｙ＝

ａｘ２＋ｂｘ＋

ｃ（ａ＞０） 的

图象

一 元 二 次 方

程 ａｘ２＋ｂｘ
＋ｃ＝０的根

有两相异实根

ｘ１，２＝
－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ

２ａ
（ｘ１＜ｘ２）

有 两 相 等 实 根

ｘ１＝ｘ２＝－ｂ
２ａ

没有实根

三、用图象法求一元二次方程的近似根

一元二次方程的图象解法体现了数形结合的思想方法，我们从中可以发现二次

函数与一元二次方程之间的必然联系，一元二次方程是二次函数的特殊情况（即ｙ＝０
时的情况）．一方面，我们可以利用二次函数的图象求一元二次方程的根，另一方面也

可以借助求一元二次方程的根，来判断图象的位置，使所画的抛物线比较准确．
运用二次函数的图象求一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的根的方法有

如下三种：

（１）直接作函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象，则图象与ｘ轴交点的横坐标就是方

程的根．
（２）先将方程变为ａｘ２＋ｂｘ＝－ｃ，再分别作抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ 和直线ｙ＝

－ｃ．则直线ｙ＝－ｃ与抛物线的交点的横坐标就是方程的根．
（３）先将方程变为ａｘ２＝－ｂｘ－ｃ，再分别作抛物线ｙ＝ａｘ２ 和直线ｙ＝－ｂｘ

－ｃ，则两图象的交点的横坐标就是方程的根．

图２３２

下面让我们共同探究运动员投球准确落入篮圈的规律：

【问题】 如图２３２所示，一位运动员在距篮下４ｍ处

跳起投篮，球运行的路线是抛物线，当球运行的水平距离为

２．５ｍ时，达到最大高度３．５ｍ，然后准确落入篮圈，已知篮

圈中心到地面的距离为３０５ｍ，

（１）建立如图所示的直角坐标系，求抛物线解析式；
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（２）该运动员身高１８ｍ，在这次跳投中，球在头顶上方０．２５ｍ处出手，问球

出手时，他跳离地面的高度是多少？（抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ 的顶点坐标为

－ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４（ ）ａ
）

【准备】 先根据题意确定抛物线的解析式，再由解析式求出球出手时的纵

坐标．
【过程】 （１）设所求抛物线为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，则顶点（０，３．５）和（１．５，３．０５）

在抛物线上，

得

－ｂ
２ａ＝０，

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝３．５，

３．０５＝２．２５ａ＋１．５ｂ＋ｃ

烅

烄

烆 ．

解得

ａ＝－０．２，

ｂ＝０，

ｃ＝３．５
烅
烄

烆 ．

∴ ｙ＝－０．２ｘ２＋３．５．
（２）当ｘ＝－２．５时，

ｙ＝－０．２×（－２．５）２＋３５＝２．２５．
２．２５－１．８－０．２５＝０．２０（ｍ）．
答：球出手时，他距离地面的高度是０．２０ｍ．

【评析】 解答此题的关键在于确定篮圈中心的坐标，并弄清球出手的高度，

运动员的身高、球在头顶上方的高度及人离开地面的高度之间的关系．
下面让我们共同探究某跳水运动员在某次试跳中会不会出现失误：

图２３３

【问题】 某跳水运动员进行１０ｍ 跳台跳水训练

时，身体（看成一点）在空中的运动路线是图２３３所示

坐标系下经过原点的一条抛物线（图中标出的数据为已

知条件）．
在跳某个规定动作时，正常情况下，该运动员在空

中的最高处距水面为１０２
３ｍ，入水处距池边的距离为

４ｍ，同时运动员必须在距水面高度为５ｍ以前完成规

定的翻腾动作，并调整好入水姿势，否则就会出现失误．
（１）求这条抛物线的解析式；

（２）在某次试跳中，测得运动员在空中的运动路线是（１）中的抛物线，且运动

员在空中调整好入水姿势时，距池边的水平距离为３３
５ ｍ，此次试跳会不会失

误？并通过计算说明理由．
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【准备】 （１）根据题中已知数据，可求得抛物线上几个关键点的坐标，据此可

求出其函数解析式．

（２）当运动员在空中距池边距离为３３
５ ｍ时，ｘ＝３３

５－２＝８
５

，代入（１）中

可求出相应的ｙ值，由题意可判断此时运动员距水面的高度，从而做出判断．
【过程】 （１）设最高点为Ａ，入水点为Ｂ，由题意可知，Ｏ，Ｂ两点坐标为（０，０），

（２，－１０），顶点的纵坐标为２
３．设所求抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）．

则

ｃ＝０，

４ａ＋２ｂ＋ｃ＝－１０，

４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝２
３

烅
烄

烆 ，

解得

ａ＝－２５
６

，

ｂ＝１０
３

，

ｃ＝０

烅

烄

烆 ；

或

ａ＝－３
２

，

ｂ＝－２，

ｃ＝０

烅
烄

烆 ．

又∵ 抛物线对称轴在ｙ轴右侧，∴ －ｂ
２ａ＞０．

又∵ ａ＜０，∴ ｂ＞０．∴ ａ＝－２５
６

，ｂ＝１０
３

，ｃ＝０．

∴ 抛物线的解析式为ｙ＝－２５
６ｘ２＋１０

３ｘ．

（２）当运动员在空中距水池边的水平距离为３３
５ ｍ时，

即 ｘ＝３３
５－２＝８

５
时，

ｙ＝ －２５（ ）６ ×（ ）８
５

２
＋１０

３×８
５＝－１６

３．

∴ 此时运动员距水面的高度为１０－１６
３＝１４

３＜５．

答：此次试跳会出现失误．
【评析】 点的坐标与所建坐标系有密切的关系，在本题中，若习惯性地以水

池的水平面为ｘ轴，把题给数据转化成点的坐标时就会出现错误．

发散思维应用

把１００ｃｍ长的铁丝分成两部分，每一部分弯曲成一个正方形，它们的面积和

是多少？它们的面积和最小是多少？

分析 设两段分别为ｘｃｍ和（１００－ｘ）ｃｍ，将它们作为正方形周长，表示出

边长和面积．
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解 设分成的一段长ｘｃｍ，则另一段长（１００－ｘ）ｃｍ．则两正方形的边长分

别为ｘ
４ｃｍ 和１００－ｘ

４ ｃｍ，则面积和ｙ＝ ｘ（ ）４
２
＋ １００－ｘ（ ）４

２
＝１

８ｘ２－２５
２ｘ＋

６２５＝１
８

（ｘ－５０）２＋３１２．５．

图２３４

用图象表示如图２３４所示．
从图象可知，当ｘ＝５０时，ｙ有最小值３１２５．
解法指导 在求最值问题时，一般先确定解析式，

再画出其图象，可直观得到函数的最值．
【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）（２００４·太原）抛物线ｙ＝ｘ２－２ｘ－３的对称轴

和顶点坐标分别是 （ ）

Ａｘ＝１，（１，－４） Ｂｘ＝１，（１，４）

Ｃｘ＝－１，（－１，４） Ｄｘ＝－１，（－１，－４）

图２３５

（２）（２００４·重庆）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如

图２３５所示，则点 Ｍ ｂ，ｃ（ ）ａ
在 （ ）

Ａ第一象限 Ｂ第二象限

Ｃ第三象限 Ｄ第四象限

（１）分析 用直接法．
解 ∵ ｙ＝ｘ２－２ｘ－３＝（ｘ－１）２－４．
∴ ｘ＝１是对称轴，顶点坐标为（１，－４）．故本题应选Ａ．

（２）分析 用数形结合法．
解 ∵ 开口向下，∴ ａ＜０．

∵ 顶点在第一象限，∴ ｘ＝－ｂ
２ａ＞０．

图２３６

∴ ｂ＞０，令ｘ＝０，ｙ＝ｃ＞０．∴ ｃ
ａ＜０．

Ｍ ｂ，ｃ（ ）ａ
点在第四象限．

故本题应选Ｄ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）（２００４·潍 坊）抛 物 线 ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，如

图２３６所示，则 它 关 于ｙ 轴 对 称 的 抛 物 线 的 解 析 式

是 ．
（２）有一个二次函数图象，三位学生分别说出了它
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的一些特点：

甲：对称轴是直线ｘ＝４．
乙：与ｘ轴交点的横坐标是整数．
丙：与ｙ轴交点的纵坐标也是整数，且以这三个交点为顶点的三角形面积为３．
请你写出满足上述全部特点的一个二次函数解析式 ．
解 （１）令ｘ＝０，ｙ＝ｃ＝３，

以（１，０），（３，０）的坐标分别代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ中得

ａ＋ｂ＝－３ ①
９ａ＋３ｂ＋３＝０ ②
解得 ａ＝１，ｂ＝－４．
∴ ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３＝（ｘ－２）２－１．
其关于ｙ轴对称的抛物线的解析式为ｙ＝（ｘ＋２）２－１．
即 ｙ＝ｘ２＋４ｘ＋３．

（２）设解析式为ｙ＝ａ（ｘ－３）（ｘ－５）．
令ｘ＝０，得 ｙ＝１５ａ．

∵ １
２×２×｜１５ａ｜＝３，

∴ ａ＝±１
５

，取ａ＝１
５

，

即 ｙ＝１
５ｘ２－８

５ｘ＋３．

【纵横发散】

发散３ 已知一抛物线与ｘ轴的交点是Ａ（－１，０），Ｂ（ｍ，０），且经过第四象

限的点Ｃ（１，ｎ），有 ｍ＋ｎ＝－１，ｍｎ＝－１２，求此抛物线的解析式．
解 ∵ 点Ｃ（１，ｎ）在第四象限，∴ ｎ＜０，由 ｍ＋ｎ＝－１，ｍｎ＝－１２．
得 ｍ＝３，ｎ＝－４．
∴ 设ｙ＝ａ（ｘ＋１）（ｘ－３），经过点Ｃ，∴ ａ＝１．
∴ ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．

【应用发散】

发散４ 某商店经销一种销售成本为每千克４０元的水产品．据市场分析，若

按每千克５０元销售，一个月能售出５００ｋｇ；销售单价每涨１元，月销售量就减少

１０ｋｇ．针对这种水产品的销售情况，请解答以下问题：

（１）当销售单价定为每千克５５元时，计算月销售量和月销售利润；

（２）设销售单价为每千克ｘ元，月销售利润为ｙ元，求ｙ与ｘ 的函数关系式

（不必写出ｘ的取值范围）；
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（３）商店想在月销售成本不超过１００００元的情况下，使得月销售利润达到

８０００元，销售单价应定为多少？

解 （１）当销售单价定为每千克５５元时，月销售量为５００－（５５－５０）×１０＝
４５０（ｋｇ），所以月销售利润为（５５－４０）×４５０＝６７５０（元）．

（２）当销售单价定为每千克ｘ元时，月销售量为［５００－（ｘ－５０）×１０］ｋｇ，而

每千克的销售利润是（ｘ－４０）元，所以月销售利润为

ｙ＝（ｘ－４０）［５００－（ｘ－５０）×１０］

＝（ｘ－４０）（１０００－１０ｘ）＝－１０ｘ２＋１４００ｘ－４００００．
∴ ｙ与ｘ的函数解析式为ｙ＝－１０ｘ２＋１４００ｘ－４００００．

（３）要使月销售利润达到８０００元，即ｙ＝８０００，

∴ －１０ｘ２＋１４００ｘ－４００００＝８０００，即ｘ２－１４０ｘ＋４８００＝０，

解得 ｘ１＝６０，ｘ２＝８０．
当销售单价定为每千克６０元时，

月销售量为５００－（６０－５０）×１０＝４００（ｋｇ），

月销售成本为４０×４００＝１６０００（元）；

当销售单价定为每千克８０元时，

月销售量为５００－（８０－５０）×１０＝２００（ｋｇ），

月销售成本为４０×２００＝８０００（元）；

由于８０００＜１００００＜１６０００，而月销售成本不能超过１００００元．
答：销售单价应定为每千克８０元．

【综合发散】

图２３７

发散５ 如图２３７所示，公园要建造圆形水池，在水池中央垂

直于水面处安装一个柱子ＯＡ，Ｏ 恰在水面中心，ＯＡ＝１．２５ｍ．由

柱子顶端Ａ 处的喷头向外喷水，水流在各个方向沿形状相同的抛

物线路线落下．为使水流形状较为漂亮，要求设计成水流在离 ＯＡ
距离为１ｍ处达到距水面最大高度２．２５ｍ．

（１）如果不计其他因素，那么水池的半径至少要多少米，才能

使喷出的水流不致落到池外？

（２）若水池喷出的抛物线形状与图２３７所示的相同，水池的半径为３．５ｍ，

要使水流不落到池外，此时水流最大高度可达多少米？（精确到０１ｍ）．
分析 可建立如图２３７所示的坐标系：以 ＯＡ 所在的直线为ｙ轴，过点 Ｏ

垂直于ＯＡ 的直线为ｘ轴，点Ｏ 为原点．
解 （１）如图建立坐标系，设抛物线顶点为Ｂ，水流落水与ｘ 轴交点为Ｃ．根

据题意有Ａ（０，１．２５），Ｂ（１，２．２５），Ｃ（ｘ，０），
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设抛物线为ｙ＝ａ（ｘ－１）２＋２．２５，点Ａ 坐标代入，得ａ＝－１．
当ｙ＝－（ｘ－１）２＋２．２５＝０时，求得ｘ＝－０．５（舍去），ｘ＝２．５．
答：水池的半径至少要２．５ｍ．

（２）由于抛物线形状与图２３７所示的相同，可设此抛物线为ｙ＝－（ｘ＋ｍ）２＋
ｋ．

将点Ａ（０，１．２５）及点（３．５，０）代入，解方程组可求得

ｍ＝－１１
７

，ｋ＝３１４１
１９６≈３．７．

答：此时水流最大高度达３．７ｍ．
【探究发散】

发散６ 如果抛物线ｙ＝－ｘ２＋２（ｍ－１）ｘ＋ｍ＋１与ｘ 轴交于Ａ、Ｂ 两点，

且Ａ 点在ｘ轴的正半轴上，Ｂ 点在ｘ轴的负半轴上，ＯＡ 的长是ａ，ＯＢ 的长是ｂ．
（１）求 ｍ 的取值范围；

（２）若ａ∶ｂ＝３∶１，求 ｍ 的值，并写出此时抛物线的解析式；

（３）设（２）中的抛物线与ｙ轴交于点Ｃ，抛物线的顶点是 Ｍ，问：抛物线上是

否存在点Ｐ，使△ＰＡＢ 的面积等于△ＢＣＭ 面积的８倍？若存在，求出点Ｐ 的坐

标；若不存在，请说明理由．
解 （１）设Ａ，Ｂ 两点的坐标分别是（ｘ１，０），（ｘ２，０）．
∵ Ａ，Ｂ 两点在原点的两侧，

∴ ｘ１ｘ２＜０，即 －（ｍ＋１）＜０，

解得 ｍ＞－１．
∵ Δ＝［２（ｍ－１）］２－４×（－１）×（ｍ＋１）

＝４ｍ２－４ｍ＋８＝４ ｍ－（ ）１
２

２
＋７．

当 ｍ＞－１时，Δ＞０，∴ ｍ 的取值范围是ｍ＞－１．
（２）∵ ａ∶ｂ＝３∶１，设ａ＝３ｋ，ｂ＝ｋ（ｋ＞０），则ｘ１＝３ｋ，ｘ２＝－ｋ．

∴
３ｋ－ｋ＝２（ｍ－１）．
３ｋ·（－ｋ）＝－（ｍ＋１｛ ），

解得 ｍ１＝２，ｍ２＝
１
３．

∴ ｍ＝１
３

时ｘ１＋ｘ２＝－４
３

（不合题意，舍去），∴ ｍ＝２．

∴ 抛物线的解析式是ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３．
（３）易 求 抛 物 线ｙ＝－ｘ２＋２ｘ＋３与ｘ 轴 的 两 个 交 点 坐 标 是 Ａ（３，０），

Ｂ（－１，０）；与ｙ轴交点坐标是Ｃ（０，３）；顶点坐标是 Ｍ（１，４）．
将直线ＢＭ 的解析式为ｙ＝ｐｘ＋ｑ，

则
４＝ｐ·１＋ｑ，

０＝ｐ·（－１）＋ｑ｛ ．
解得

ｐ＝２，

ｑ＝２｛ ．
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∴ 直线ＢＭ 的解析式是ｙ＝２ｘ＋２．

图２３８

设直线ＢＭ 与ｙ轴交于Ｎ，如图２３８所示，则 Ｎ 点坐标

是（０，２），

∴ Ｓ△ＢＣＭ＝Ｓ△ＢＣＮ＋Ｓ△ＭＮＣ

＝１
２×１×１＋１

２×１×１＝１．

设使△ＰＡＢ 的面积等于△ＢＣＭ 面积８倍的Ｐ 点存在，

其坐标是（ｘ，ｙ），

∵ Ｓ△ＡＢＰ＝８Ｓ△ＢＣＭ，

∴ １
２×ＡＢ×｜ｙ｜＝８×１，即 １

２×４×｜ｙ｜＝８，

∴ ｜ｙ｜＝４，∴ ｙ＝±４．
当ｙ＝４时，Ｐ 点与Ｍ 点重合，即 Ｐ（１，４）；

当ｙ＝－４时，－４＝－ｘ２＋２ｘ＋３，解得 ｘ 槡＝１±２ ２．
∴ 满足条件的Ｐ 点存在．
Ｐ 点坐标是（１，４），（ 槡１＋２ ２，－４），（ 槡１－２ ２，－４）．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１下列函数关系中，可以看作二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）模型的是

（ ）

Ａ在一定的距离内汽车的行驶速度与行驶时间的关系．
Ｂ我国人口年自然增长率为１％，这样我国人口总数随年份的变化关系．
Ｃ竖直向上发射的信号弹，从发射到落回地面，信号弹的高度与时间的关系

（不计空气阻力）．
Ｄ圆的周长与圆的半径之间的关系．
２某厂要制造能装２５０ｍＬ（１ｍＬ＝１ｃｍ３）饮料的铝制圆柱形易拉罐，易拉罐

的侧壁和底部厚度都是０．０２ｃｍ，顶部厚度是底部厚度的３倍，这是为了防止“砰”

的一声打开易拉罐时把整个盖撕下来，设一个底面半径是ｘｃｍ的易拉罐的用铝

量是ｙｃｍ３．
（１）利用公式：用铝量＝底圆面积×底部厚度＋顶圆面积×顶部厚度＋侧面
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积×侧壁厚度，求ｙ与ｘ之间的函数关系式；

（２）选择：该厂设计人员在设计时算出以下几组数据：

底面半径ｘ（ｃｍ） １．６ ２．０ ２．４ ２．８ ３．２ ３．６ ４．０

用铝量ｙ（ｃｍ３） ６．９ ６．０ ５．６ ５．５ ５．７ ６．０ ６．５

根据上表推测，要使用铝量ｙ（ｃｍ３）的值尽可能小，底面半径ｘ（ｃｍ）的值所

在范围是 （ ）

Ａ．１．６≤ｘ≤２．４ Ｂ．２．４＜ｘ＜３．２
Ｃ．３．２≤ｘ≤４ Ｄ．１．６＜ｘ＜２．４
３阅读材料，解答问题．
阅读材料：

当抛物线的解析式中含有字母系数时，随着系数中的字母取值的不同，抛物

线的顶点坐标也将发生变化．
如：由抛物线ｙ＝ｘ２－２ｍｘ＋ｍ２＋２ｍ－１， ①
有ｙ＝（ｘ－ｍ）２＋２ｍ－１． ②
∴ 抛物线的顶点坐标为（ｍ，２ｍ－１），

即
ｘ＝ｍ，

ｙ＝２ｍ－１｛ ．

③
④

当ｍ 的 值 变 化 时，ｘ、ｙ 的 值 也 随 之 变 化，因 而ｙ 值 也 随ｘ 值 的 变 化 而

变化．
将③代入④，得ｙ＝２ｘ－１． ⑤
可见，不论 ｍ 取任何实数，抛物线顶点的纵坐标ｙ和横坐标ｘ都满足关系式

ｙ＝２ｘ－１．
解答问题：

（１）在 上 述 过 程 中，由 ① 到 ② 所 用 的 数 学 方 法 是 ，其 中 运 用

了 公式，由③、④得到⑤所用的数学方法是 ；

（２）根据阅读材料提供的方法，确定抛物线ｙ＝ｘ２－２ｍｘ＋２ｍ２－３ｍ＋１顶

点的纵坐标ｙ与横坐标ｘ之间的关系式．
【纵横发散】

１已知一个二次函数的图象经过（－１，０），（３，０），（１，－５）三点，求这个函数

的解析式．
２已知抛物线ｙ＝ｘ２－（ａ＋２）ｘ＋９的顶点在坐标轴上，求ａ的值．
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【应用发散】

１（２００４·青岛）某工厂现有８０台机器，每台机器平均每天生产３８４件产品，

现准备增加一批同类机器以提高生产总量，在试生产中发现，由于其他生产条件

没变，因此每增加一台机器，每台机器平均每天将少生产４件产品．
（１）如果增加ｘ台机器，每天的生产总量为ｙ件，请你写出ｙ与ｘ 之间的关

系式；

（２）增加多少台机器，可以使每天的生产总量最大？最大生产总量是多少？

２（２００４·南宁）目前国内最大跨径的钢管混凝土拱桥———永和大桥，是南宁

市又一标志性建筑，其拱形图形为抛物线的一部分（如图２３９所示），在正常情况

下，位于水面上的桥拱跨度为３５０ｍ，拱高为８５ｍ．

图２３９ 图２４０

（１）在所给的直角坐标系中（如图２４０所示），假设抛物线的表达式为ｙ＝

ａｘ２＋ｂ，请你根据上述数据求出ａ，ｂ的值，并写出抛物线的表达式（不要求写自

变量的取值范围，ａ、ｂ的值保留两个有效数字）．
（２）七月份汛期将要来临，当邕江水位上涨后，位于水面上的桥拱跨度将会减

小．当水位上涨４ｍ时，位于水面上的桥拱跨度有多大？（结果保留整数）．
【综合发散】

１某商场经营一批进价为２元一件的小商品，在市场营销中发现此商品的

日销售单位ｘ元与日销售量ｙ件之间有如下关系：

ｘ ３ ５ ９ １１

ｙ １８ １４ ６ ２

（１）根据表中提供的数据：

①在直角坐标系中描出实数对（ｘ，ｙ）的对应点；

②猜测并确定日销售量ｙ件与日销售单位ｘ 元之间的函数关系式，并画出

图象．
（２）设经营此商品的日销售利润（不考虑其他因素）为 Ｐ 元，根据日销售
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规律：

①试求出日销售利润Ｐ 元与日销售单位ｘ 元之间的函数关系式，并求出日

销售单位ｘ为多少元时，才能获得最大日销售利润，试问日销售利润Ｐ 是否存在

最小值？若有，试求出，若无，请说明理由；

图２４１

②如图２４１所示，在给定的直角坐标系中，画出日销售

利润Ｐ 元与日销售单位ｘ元之间的函数图象的简图，观察图

象，写出ｘ与Ｐ 的取值范围．
２已知二次函数ｙ＝ｘ２－ｋｘ＋ｋ＋４的图象与ｙ轴交于

点Ｃ，且与ｘ轴的正半轴交于Ａ、Ｂ两点（点Ａ 在点Ｂ左侧）．
（１）若Ａ、Ｂ 两点的横坐标为整数，确定这个二次函数的

解析式并求它的顶点坐标；

（２）若点Ｄ 的坐标是（０，６），点Ｐ（ｔ，０）是线段ＡＢ 上的

一个动点，它可与点 Ａ 重合，但不与点 Ｂ 重合，设四边形

ＰＢＣＤ 的面积为Ｓ，求Ｓ与ｔ的函数关系式；

（３）若点Ｐ 与点Ａ 重合，得到四边形ＡＢＣＤ，以四边形ＡＢＣＤ 的一边为边，画

一个三角形，使它的面积等于四边形 ＡＢＣＤ 的面积，并注明三角形高线的长，再

利用“等底等高的三角形面积相等”的知识，画一个三角形，使它的面积等于四边

形ＡＢＣＤ 的面积．（画示意图，不写计算和证明过程）

【探究发散】

如图２４２所示，这是某市一处十字路口立交桥的横断面在平面直角坐标系

中的示意图，横断面的地平线为ｘ轴，横断面的对称轴为ｙ轴，桥拱的ＤＧＤ′部分

为一段抛物线，顶点Ｇ 的高度为８ｍ，ＡＤ 和Ａ′Ｄ′是两侧高为５．５ｍ的支柱，ＯＡ
和ＯＡ′为两个方向的汽车通行区，宽都为１５ｍ，线段ＣＤ 和Ｃ′Ｄ′为两段对称的上

桥斜坡，其坡度为１∶４．

图２４２
（１）求桥拱ＤＧＤ′所在抛物线的解析式及ＣＣ′的长；

（２）ＢＥ 和Ｂ′Ｅ′为支撑斜坡的立柱，其高都为４ｍ，相应的ＡＢ 和Ａ′Ｂ′为两个

方向的行人及非机动车通行区，试求ＡＢ 和Ａ′Ｂ′的宽；
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（３）按规定，汽车通过该桥下时，载货最高处和桥拱之间的距离不得小于

０．４ｍ，今有一大型运货汽车，装载某大型设备后，其宽为４ｍ，车载大型设备的顶

部与地面的距离均为７ｍ，它能否从ＯＡ（或ＯＡ′）区域安全通过？请说明理由．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

课堂练习（课本第６１页）

１当销售单价提高５元，即销售单价为３５元时，可以获得最大利润４５００
元．（提示：设销售单价为ｘ（ｘ≥３０）元，销售利润为ｙ元，则ｙ＝（ｘ－２０）［４００－

２０（ｘ－３０）］＝－２０ｘ２＋１４０ｘ－２００００．）

习题２７（课本第６２页）

１当旅行团的人数是５５人时，旅行社可以获得最大营业额３０２５０元．

２ｙ＝５ｘ２－５９．２ｘ＋１７８．２，大麦穗的最佳近似长度为５．９２ｃｍ．
习题２８（课本第６４页）

１（１）卡车可以通过．（提示：当ｘ＝±１时，ｙ＝３．７５，３．７５＋２＞４．）
（２）卡车可以通过．（提示：当ｘ＝±２时，ｙ＝３，３＋２＞４．）
（３）答案不惟一，只要合理即可，如可以限高４．５ｍ等．

２长方形的最大面积为３００ｍ２．（提示：可以求出大直角三角形的斜边为

５０ｍ，斜边上的高为２４ｍ，设长方形的长为ｘｍ，宽为ａｍ，则ｘ
５０＝２４－ａ

２４
，得ａ＝

２４－１２
２５ｘ

，所以ｙ＝－１２
２５ｘ

２＋２４ｘ，当ｘ＝２５时，ｙ最大＝３００．）

随堂练习（课本第６７页）

１（１）略．
（２）１４．７ｍ，１９．６ｍ．
（３）足球离开地面及落地的时间；足球高度是１４．７ｍ时的时间．
习题２９
１（１）无交点；

（２）５＋槡２
２

，（ ）０ ，５－槡２
２

，（ ）０ ．

２．该方程的根是该函数与直线ｙ＝１的交点的横坐标．
随堂练习（课本第７１页）

１ｘ１≈２．２，ｘ２≈０．２．
习题２１０（课本第７４页）．

１（１）ｘ１≈２．５，ｘ２≈－３； （２）ｘ１≈０．８，ｘ２≈－０．４．
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复习题（课本第７５页）

Ａ 组

１（１）直线ｘ＝０，（０，２）；

（２）直线ｘ＝１，（１，５）；

（３）直线ｘ＝－３，（－３，－１）；

（４）直线ｘ＝２．５，（２．５，６．２５）；

（５）直线ｘ＝１，（１，２）；

（６）直线ｘ＝１．７５，（１．７５，５．８７５）

２（１）（－３，０）； （２）（－１．５，０），（１．５，０）； （３）（２，０），（－４，０）．
３（１）Ａ＝ｘ２，ｌ＝４ｘ．
（２）图略．ｘ２增大的速度要比４ｘ快得多．
（３）Ａ＝ｘ２和ｙ＝ｘ２的图象不同，这是因为它们自变量的取值范围不同．
４（１）略． （２）４倍．
５（１）略．
（２）７８．４ｍ（地球），１２．８ｍ（月球）；

（３）１．４ｓ（地球），３．５ｓ（月球）．
６当ＡＢ＝７．５ｍ时，所围矩形的面积最大，最大面积是５６．２５ｍ２．
７（１）ｙ＝２ｘ２； （２）０≤ｙ≤５０； （３）８，２４．５； （４）５ｓ．

Ｂ 组

１（１）ｘ１≈０．８，ｘ２≈－１１．８；

（２）ｘ１≈３．２，ｘ２≈－６．２；

（３）ｘ１≈２．２，ｘ２≈－４．２；

（４）无实数根 ．

２Ｓ＝槡３
４ａ２；槡３

４
，３
４槡３，槡３．

３Ｓ＝２
５ａ２．

４把一个数分解为两数之和，当这两个数相等时，它们的乘积最大．
５（１）ｙ＝４ｘ２－９６ｘ＋５７２；

（２）０＜ｘ＜１１，０＜ｙ＜５７２；

（３）略； （４）２４ｃｍ×２０ｃｍ，２３ｃｍ×１９ｃｍ；２２ｃｍ×１８ｃｍ．
６约１７．３２ｍ／ｓ．

Ｃ 组

１（１）（４，８）； （２）Ａ ７，（ ）７
２ ．
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２约４．９ｍ．（提示：以抛物线的顶点为原点建立直角坐标系，使抛物线的表

达式为ｙ＝ａｘ２的形式．）

３（１）ｎ２；

（２）４，９，１６，２５，⋯，ｎ２．

思 维 整 合 升 华

知识网络建构

本单元的主要内容是二次函数的概念、图象、性质及其应用．要学会分析和表

示实际问题中变量之间的二次函数关系，体会二次函数是一类最优化问题的数学

模型，从而感受到数学的应用价值．由一对有序实数确定平面内一点的位置，在坐

标平面内，点与它的坐标一一对应，这样就可以把“形”和“数”结合起来，促进“形”

与“数”互相转化，从而有利于用代数方法研究几何图形，为研究函数的图象做必

要的准备．其次在常量和变量的基础上引入了函数的概念和函数的表示方法，在

此基础上研究一次函数、正比例函数、二次函数、反比例函数这四类简单又重要的

函数．通过对上述函数的研究，不仅可以加深对函数概念的理解，还学习了研究函

数的方法．通过观察、对比、分析、概括、归纳、掌握ｙ＝ａｘ２，ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图

象特征，相互关系及形变规律，利用二次函数的图象沟通二次函数、一元二次方

程、根的判别式三者之间的联系，本单元安排一定数量的题型发散、转化发散题．
题型发散可增大知识点的覆盖面，训练计算的正确性和熟练程度，培养严密的逻

辑推理能力及简明、正确的书面表达能力，转化发散促进数形结合解题．可发挥

“形”的直观作用和“数”的思路规范优势，由数思形，由形定数，数形渗透，互相作

用，扬长避短，直入捷径，综上所述，发散思维启迪我们注重观察、分析问题，利用

形数转化，寻觅解决问题的方法，为提高综合运用数学知识的能力奠定坚实的

基础．
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→

二

次

函

数

→ →

二
次
函
数
描
述
的
关
系

→ 实际问题情境

二次函数的定义：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
（ａ，ｂ，ｃ是常数，ａ≠０

→
）

二次函数的
→ →

表示形式

一般式：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ，ｂ，ｃ是常数，ａ≠０→ ）

顶点式：ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋→ ｋ

两根式：ｙ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２→ ）

→ →二次函数的图象

ｙ＝ｘ２，ｙ＝－ｘ→ ２

ｙ＝ａｘ２，ｙ＝ａｘ２＋→ ｃ
ｙ＝ａ（ｘ－ｈ）２＋ｋ，ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋→ ｃ

顶点坐标：－ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４（ ）→ ａ

对称轴：ｘ＝－ｂ
２→ ａ

→ →一元二次方程与二次函数

→ 二者关系

利用二次函数的图象求一元二次方程的
→

近似根

→ →

用
二
次
函
数
解
决
实
际
问
题

当ａ＞０时，ｙ最小值 ＝４ａｃ－ｂ２

４→ ａ

当ａ＜０时，ｙ最大值 ＝４ａｃ－ｂ２

４→ ａ

新题型新中考

函数是贯穿初中代数的一条主线，它具有承上启下的作用．由直线上的点与

实数的对应，到平面内的点与有序实数对的对应，由代数式到确立函数解析式，由

代数式的值到自变量的取值范围与函数值，由正、反比例关系到正、反比例函数，

由一次方程（组）和不等式（组）到一次函数，由二次方程（组）到二次函数，由解方

程到待定系数法，等等，本章不少内容都是以学过的数、式、方程等知识为基础展

开的，同时，在应用旧知识的过程中，也起到了复习、巩固、提高的作用．
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在中考数学试题中，函数部分是重点、热点问题，出现不少压轴题，读者应特

别重视，此外，应特别重视课标的新理念、新思想、新方法．为此，应注意以下要

点．
数学思想方法是数学中的精髓，是联系数学中各类知识的纽带，是数学知识

的重要组成部分，我们在学习数学知识的同时，要注意领悟和掌握蕴含其中的数

学思想方法．本章主要的数学思想有函数思想和数形结合思想，主要方法是待定

系数法和配方法．
一、发散思维延伸

延伸题１ 如图２４３所示，有一座抛物线形拱桥，在正常水位时水面 ＡＢ 的

宽为２０ｍ，如果水位上升３ｍ时，水面ＣＤ 的宽是１０ｍ．

图２４３

（１）建立如图所示的直角坐标系，求此抛物线的解析式；

（２）现有一辆载有救援物资的货车从甲地出发需经过此桥开往乙地，已知甲

地距此桥２８０ｋｍ（桥长忽略不计）．货车正以每小时４０ｋｍ的速度开往乙地，当行

驶１ｈ时，忽然接到紧急通知：前方连降暴雨，造成水位以每小时０．２５ｍ 的速度

持续上涨（货车接到通知时水位在ＣＤ 处，当水位达到桥拱最高点 Ｏ 时，禁止车

辆通行）．试问：如果货车按原来的速度行驶，能否安全通过此桥？若能，请说明理

由，若不能，要使货车安全通过此桥，速度应超过每小时多少千米？

解 （１）设抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２，桥拱最高点 Ｏ 到水面ＣＤ 的距离为

ｈｍ，则Ｄ（５，－ｈ），Ｂ（１０，－ｈ－３）．

∴
２５ａ＝－ｈ，

１００ａ＝－ｈ－３｛ ．
解得

ａ＝－１
２５

，

ｈ＝１
烅
烄

烆 ．

∴ 抛物线的解析式为ｙ＝－１
２５ｘ

２．

（２）水位由ＣＤ 处涨到点Ｏ 的时间为

１÷０．２５＝４（ｈ）．
货车按原来速度行驶的路程为４０×１＋４０×４＝２００＜２８０，

∴ 货车按原来速度行驶不能安全通过此桥．
设货车速度提高到ｘｋｍ／ｈ时，
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４ｘ＋４０×１＝２８０，

ｘ＝６０（ｋｍ／ｈ）．
答：要使货车安全通过此桥，货车的速度应超过６０ｋｍ／ｈ．

图２４４

延伸题２ 如图２４４所示，表示近５年来某

市的财政收入情况．图中ｘ 轴上的１，２，⋯，５依

次表示第１年，第２年，⋯，第５年，即１９９７年，

１９９８年，⋯，２００１年．可以看出，图中的折线近似

于抛物线的一部分．
（１）请你求出过Ａ、Ｃ、Ｄ 三点的二次函数的

解析式；

（２）分别求出当ｘ＝２和ｘ＝５时（１）中的二

次函数的函数值；并分别与Ｂ、Ｅ 两点的纵坐标

相比较；

（３）利用（１）中的二次函数的解析式预测今年该市的财政收入．
解 （１）设所求二次函数的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．
由图象知Ａ、Ｃ、Ｄ 三点的坐标分别为：（１，２．６），（３，３．８），（４，５），

代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，得

ａ＋ｂ＋ｃ＝２．６，

９ａ＋３ｂ＋ｃ＝３．８，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝５
烅
烄

烆 ，

解得 ａ＝０．２，ｂ＝－０２，ｃ＝２．６．
因此，所求二次函数的解析式为ｙ＝０．２ｘ２－０．２＋２．６． ○

（２）由式○，当ｘ＝２时，ｙ＝３，

此时所求函数值与Ｂ 点纵坐标的误差为０．
当ｘ＝５时，ｙ＝６．６，

图２４５

此时所求函数值与Ｅ 点纵坐标的误差为０．
（３）把ｘ＝６代入式○，得 ｙ＝８．６（亿元），

答：预测２００２年该市的财政收入约为８６亿元．
延伸题３ 已知某一函数的图象如图２４５所示，根

据图象：

（１）确定自变量ｘ的取值范围；

（２）求当ｘ＝０，－３时，ｙ 的对应值；

（３）求当ｙ＝０，３时对应的ｘ的值；

（４）当ｘ为何值时，函数值ｙ最大？

（５）当ｘ为何值时，函数值ｙ最小？
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（６）当ｙ随ｘ的增大而增大时，求相应的ｘ的值在什么范围内？

（７）当ｙ随ｘ的增大而减小时，求相应的ｘ的值在什么范围内？

分析 函数图象上每一点的横坐标都是自变量ｘ 的一个值，自变量ｘ 的取

值范围就是图象上最左边端点Ａ 的横坐标到最右边端点Ｄ 的横坐标，即－３≤

ｘ≤４．函数ｙ的最大值就是图象上最高点Ｃ 的纵坐标，最小值就是最低点Ｂ 的纵

坐标．函数图象从左向右观察，从Ａ 到Ｂ 呈“下降”状，这时ｙ随ｘ的增大而减小；

从Ｂ 到Ｃ 呈“上升”状，这时ｙ随ｘ的增大而增大；从Ｃ 到Ｄ 又呈“下降”状，这时

ｙ随ｘ的增大而减小．
解 （１）自变量ｘ的取值范围是－３≤ｘ≤４．

（２）当ｘ＝０时，ｙ＝３．３，当ｘ＝－３时，ｙ＝１．
（３）当ｙ＝０时，ｘ＝－２．５，－１．６和４；当ｙ＝３时，ｘ＝－０．３，２．１．
（４）当ｘ＝１时，ｙ的值最大，此时ｙ＝４．
（５）当ｘ＝－２时，ｙ的值最小，此时ｙ＝－１．５．
（６）当ｙ随ｘ的增大而增大时，相应的ｘ的值在－２＜ｘ＜１内．
（７）当ｙ随ｘ的增大而减小，相应的ｘ的值在－３＜ｘ＜－２或１＜ｘ＜４内．
解法指导 （１）用图象法表示函数，形象、直观，但却不精细，因此，利用图象

观察的数值往往是近似值．
（２）观察函数增减性的技巧：当函数图象从左到右呈“上升”状时，函数ｙ随ｘ的

增大而增大；当图象从左到右呈“下降”状时，函数ｙ随ｘ的增大而减小．反之也对．
（３）根据函数的图象求函数的某些值、研究函数ｙ随自变量ｘ 的变化规律是

数形结合思想的具体体现．
（４）画函数图象时，要考虑自变量的取值范围．例如：如果自变量的取值范围

是ａ＜ｘ≤ｂ（ａ、ｂ是常数且ａ＜ｂ），那么函数图象的左端要画成空心圆圈，右端画

成实心圆点．

图２４６

二、课标新题导向

新题１ 如图２４６所示，这是我某部队进行射击训练

时，在直角坐标系中的示意图，在地面 Ｏ，Ａ 两个观察点，

测得空中固定目标 Ｃ 的仰角分别为α 和β，ＯＡ＝１ｋｍ，

ｔａｎα＝９
２８

，ｔａｎβ＝３
８

，位于Ｏ 点上方５
３ ｋｍ的Ｄ 处的直升

机向目标Ｃ 发射防空导弹，该导弹运行达到距地面最大高

度３ｋｍ时，相应的水平距离为４ｋｍ（即图中的Ｅ 点）．
（１）若导弹的运行轨迹为一抛物线，求该抛物线的解析式；

（２）说明按（１）中轨迹运行的导弹能否击中目标Ｃ．
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分析 （１）显然，Ｄ，Ｅ 的坐标可直接求出，同时知道 Ｅ 点应为抛物线的顶

点，故所求解析式可采用顶点式来求；

（２）导弹能否击中目标，关键是首先求出点Ｃ 的坐标，若点Ｃ 的坐标满足解

析式，则说明Ｃ 点在抛物线上，从而说明可以击中目标，反之则无法击中．
解 （１）设抛物线的解析式为ｙ＝ａ（ｘ－４）２＋３，

又∵ Ｄ ０，（ ）５
３

在抛物线上，

∴ ５
３＝ａ（０－４）２＋３．∴ ａ＝－１

１２．

∴ 函数解析式为ｙ＝－１
１２

（ｘ－４）２＋３．

∴ ｙ＝－１
１２ｘ

２＋２
３ｘ＋５

３．
（２）设Ｃ（ｘ０，ｙ０），过Ｃ 点作ＣＢ⊥ｘ轴于Ｂ，在Ｒｔ△ＯＢＣ 和Ｒｔ△ＡＢＣ 中，

ＯＡ＝１，

∵ ｔａｎα＝ｙ０

ｘ０
＝９
２８

，ｔａｎβ＝ ｙ０

ｘ０－１
＝３

８
，

∴

ｙ０

ｘ０
＝９
２８

，

ｙ０

ｘ０－１
＝３

８

烅
烄

烆 ．
∴

ｘ０＝７，

ｙ０＝
９
４

烅
烄

烆 ．
∴ 点Ｃ 的坐标是 ７，（ ）９

４ ．

又∵ －１
１２ｘ

２
０＋

２
３ｘ０＋

５
３＝－１

１２×７２＋２
３×７＋５

３＝９
４＝ｙ０，

∴ 点Ｃ ７，（ ）９
４

在抛物线上，因此导弹能击中目标．

点评 对于本题，我们要意识到导弹是运动的，并且这种运动是有规律的，即

导弹的运行轨迹为抛物线，因此，可用抛物线的知识来解决本题．
新题２ （２００４·海口实验区）已知抛物线ｙ＝ｘ２＋（２ｎ－１）ｘ＋ｎ２－１（ｎ为常

数）．
（１）当抛物线经过原点，并且顶点在第四象限时，求出它所对应的函数关

系式；

（２）设Ａ 是（１）所确定的抛物线上位于ｘ 轴下方，且是对称轴左侧的一个动

点，过Ａ 作ｘ轴的平行线，交抛物线于另一点Ｄ，再作ＡＢ⊥ｘ 轴于Ｂ，ＤＣ⊥ｘ 轴

于Ｃ．
①当ＢＣ＝１时，求矩形ＡＢＣＤ 的周长；

②试问矩形ＡＢＣＤ 的周长是否存在最大值？如果存在，请求出这个最大值，

并指出此时Ａ 点坐标，如果不存在，请说明理由．
分析 （１）由抛物线经过原点得到关于ｎ 的方程，再由顶点在第四象限确定
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ｎ的值．
（２）由抛物线的对称性及矩形的性质，从 Ａ 点的坐标（可设出 Ａ 点坐标）出

发，确定矩形ＡＢＣＤ 的长和宽（用代数式表示），然后运用二次函数的性质求解．
解 （１）将（０，０）代入ｙ＝ｘ２＋（２ｎ－１）ｘ＋ｎ２－１，得

ｎ２－１＝０，∴ ｎ＝±１．
∴ ｙ＝ｘ２＋ｘ或ｙ＝ｘ２－３ｘ
又∵ 抛物线的顶点在第四象限，ｙ＝ｘ２＋ｘ不合题意，舍去．
∴ 所求的函数关系式为ｙ＝ｘ２－３ｘ．

（２）由（１）和（２）中题设条件画出草图（如图２４７所示），

①由抛物线ｙ＝ｘ２－３ｘ＝ ｘ－（ ）３
２

２
－９

４
知其顶点为 ３

２
，－（ ）９

４
，设对称轴

ｘ＝３
２

与ＡＤ、ｘ轴交于Ｎ、Ｇ．

当ＢＣ＝１时，ＡＮ＝１
２ＢＣ＝１

２
，又因为 Ｎ 点的横坐标为３

２
，所以Ａ 点的横

坐标为１．
把ｘ＝１代入ｙ＝ｘ２－３ｘ得 ｙ＝－２．
故矩形ＡＢＣＤ 中，ＡＢ＝ＣＤ＝２，ＡＤ＝ＢＣ＝１，其矩形ＡＢＣＤ 的周长为２（２＋

１）＝６．

图２４７

②如图２４７所示，设Ａ 点的坐标为（ａ，ｂ），则ｂ＝
ａ２－３ａ，即ＡＢ＝ＣＤ＝－ａ２＋３ａ设矩形ＡＢＣＤ 的周长

为ｍ，则

ｍ＝２（－ａ２＋３ａ）＋２（３－２ａ）．

即 ｍ＝－２ａ２＋２ａ＋６０＜ａ＜（ ）３
２ ．

所以当ａ＝－ ２
２×（－２）＝

１
２

时，ｍ 存在最大值，且

ｍ＝－２×（ ）１
２

２
＋２×（ ）１

２ ＋６＝６１
２．

当ａ＝１
２

时，ｂ＝ａ２－３ａ＝（ ）１
２

２
－３×１

２＝－５
４．

故此时Ａ 点的坐标为 １
２

，－（ ）５
４ ．

解法指导 解答本题第（２）小题时，依据第（１）小题的结论和题意画出草图，

意在运用数形结合的思想方法，由于它能将点的坐标与图形的几何性质（如线段

的长、图形的面积等）有机地结合在一起，因而这种方法常用于解决这类函数与几

何的综合问题．
新题３ （２００４·重庆）某镇地理环境偏僻，严重制约经济发展，丰富的花木产
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品只能在本地销售，该区政府对该花木产品每投资ｘ 万元，所获利润为 Ｐ＝

－１
５０

（ｘ－３０）２＋１０万元．为了响应我国西部大开发的宏伟决策，该区政府在制定

经济发展的１０年规划时，拟开发花木产品，而开发前后可用于该项目投资的专项

资金每年最多５０万元．若开发该产品，在前５年中，必须每年从专项资金中拿出

２５万元投资修通一条公路，且５年修通．公路修通后，花木产品除在本地销售外，

还可运往外地销售，运往外地销售的花木产品，每投资ｘ 万元可获利润Ｑ＝

－４９
５０

（５０－ｘ）２＋１９４
５

（５０－ｘ）＋３０８万元．

（１）若不进行开发，求１０年所获利润的最大值是多少？

（２）若按此规划进行开发，求１０年所获利润的最大值是多少？

（３）根据（１）、（２）计算的结果，请你用一句话谈谈你的想法．

解 （１）若不开发此产品，按照原来的投资方式，由Ｐ＝－１
５０

（ｘ－３０）２＋１０

知，只需从５０万元专款中拿出３０万元投资，每年即可获得最大利润１０万元．
则１０年的最大利润为 Ｍ１＝１０×１０＝１００万元．

（２）若对该产品开发，在前５年中，当ｘ＝２５时，每年最大利润是

Ｐ＝－１
５０

（２５－３０）２＋１０＝９．５（万元），

则前５年的最大利润为 Ｍ２＝９．５×５＝４７５（万元）．

设后５年中ｘ万元是用于本地销售的投资，则由Ｑ＝－４９
５０

（５０－ｘ）２＋１９４
５ｘ＋

３０８知，将余下的（５０－ｘ）万元全部用于外地销售的投资，才有可能获得最大利润．
则后５年的利润是：

Ｍ３＝［－１
５０

（ｘ－３０）２＋１０］×５＋ －４９
５０ｘ＋１９４

５ｘ２（ ）＋３０８ ×５

＝－５（ｘ－２０）２＋３５００．
故当ｘ＝２０时，Ｍ３取得最大值为３５００万元．
所以，１０年的最大利润为 Ｍ＝Ｍ２＋Ｍ３＝３５００＋４７５＝３５４７．５万元．

图２４８

（３）因为３５４７５＞１００，故该项目有极大的开发价值．
三、中考名题赏析

名题１ （２００４·四川）如图２４８所示，△ＯＡＢ 是边长

为 槡２＋ ３的等边三角形，其中 Ｏ 是坐标原点，顶点Ｂ 在ｙ
轴的正方向上，将△ＯＡＢ 折叠，使点Ａ 落在边ＯＢ 上，记为

Ａ′，折痕为ＥＦ．
（１）当Ａ′Ｅ∥ｘ轴时，求点Ａ′和Ｅ 的坐标；
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（２）当Ａ′Ｅ∥ｘ轴，且抛物线ｙ＝－１
６ｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过点Ａ′和Ｅ 时，求该抛

物线与ｘ轴的交点的坐标；

（３）当点Ａ′在ＯＢ 上运动但不与点Ｏ、Ｂ 重合时，能否使△Ａ′ＥＦ 成为直角三

角形？若能，请求出此时点Ａ′的坐标；若不能，请你说明理由．
解 （１）如图２４８所示，当Ａ′Ｅ 平行于ｘ轴时，∠ＥＡ′Ｏ＝９０°．
∵ △ＡＢＯ 为等边三角形，

∴ ∠Ａ′ＯＥ＝６０°，∠Ａ′ＥＯ＝３０°，Ａ′Ｏ＝１
２ＥＯ．

设ＯＡ′＝ａ，则ＯＥ＝２ａ．
在Ｒｔ△Ａ′ＯＥ 中，

ｔａｎ∠Ａ′ＯＥ＝Ａ′Ｅ
Ａ′Ｏ

，即 槡３＝Ａ′Ｅ
ａ

，

∴ Ａ′Ｅ 槡＝ ３ａ＝ＡＥ．

∵ ＡＥ＋ＯＥ 槡＝２＋ ３，２ａ 槡＋ ３ａ 槡＝２＋ ３，

∴ ａ＝ＯＡ′＝１，Ａ′Ｅ 槡＝ ３．

∴ Ａ′（０，１），Ｅ（槡３，１）．

（２）由题设点Ａ′（０，１），Ｅ（槡３，１）在ｙ＝－１
６ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象上，

得方程组
ｃ＝１，

－１
６×（槡３）２ 槡＋ ３ｂ＋ｃ＝１

烅
烄

烆 ．
解得 ｂ＝槡３

６
，

ｃ＝１
烅
烄

烆 ．

∴ ｙ＝－１
６ｘ２＋槡３

６ｘ＋１．

当ｙ＝０时，得 －１
６ｘ２＋槡３

６ｘ＋１＝０．

解得 ｘ１ 槡＝２ ３，ｘ２ 槡＝－ ３．
所以抛物线与ｘ轴的交点坐标为（ 槡２ ３，０），（ 槡－ ３，０）．

（３）不能．
因为 要 使 △Ａ′ＥＦ 为 直 角 三 角 形，则 ９０°只 能 是 ∠Ａ′ＥＦ 或 ∠Ａ′ＦＥ，若

∠Ａ′ＥＦ＝９０°，因为△ＦＡ′Ｅ 与△ＦＡＥ 关于ＦＥ 对称，所以∠Ａ′ＥＦ＝∠ＡＥＦ＝
９０°，∠ＡＥＡ′＝１８０°．此时Ａ、Ｅ、Ａ′应在同一直线上，点Ａ′应与Ｏ 点重合，这与题

设矛盾，所以∠Ａ′ＥＦ≠９０°，即△Ａ′ＥＦ 不能为直角三角形．
同理，∠Ａ′ＦＥ＝９０°也不成立，即△Ａ′ＥＦ 不能为直角三角形．
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图２４９

名题２ （２００４·曲沃）如图２４９所示，要在底边ＢＣ＝
１６０ｃｍ，高ＡＤ＝１２０ｃｍ的△ＡＢＣ 铁皮余料上，截取一个

矩形ＥＦＧＨ，使点Ｈ 在ＡＢ 上，点Ｇ 在ＡＣ 上，点Ｅ、Ｆ 在

ＢＣ 上，ＡＤ 交ＨＧ 于点Ｍ，此时ＡＭ
ＡＤ＝ＨＧ

ＢＣ．

（１）设矩形ＥＦＧＨ 的长ＨＧ＝ｙ，宽ＨＥ＝ｘ，确定ｙ与

ｘ的函数关系式；

（２）当ｘ为何值时，矩形ＥＦＧＨ 的面积Ｓ最大？

（３）以面积最大的矩形ＥＦＧＨ 为侧面，围成一个圆柱形的铁桶，怎样围时，才能使

铁桶的体积较大？请说明理由．（注：围铁桶侧面时，接缝无重叠，底面另用材料配备）

解 （１）∵ ＡＭ
ＡＤ＝ＨＧ

ＢＣ
，

∴ １２０－ｘ
１２０ ＝ｙ

１６０
，

∴ ｙ＝－４
３ｘ＋１６０ 或ｘ＝－３

４ｙ（ ）＋１２０（０＜ｘ＜１２０）．

（２）∵ Ｓ＝ｘｙ，

∴ Ｓ＝－４
３ｘ２＋１６０ｘ

＝－４
３

（ｘ２－１２０ｘ）

＝－４
３

（ｘ２－１２０ｘ＋３６００－３６００）

＝－４
３

（ｘ－６０）２＋４８００．

∴ 当ｘ＝６０ｃｍ时，Ｓ最大＝４８００ｃｍ２．
（３）围圆柱形铁桶有两种情况．

当ｘ＝６０时，ｙ＝－４
３×６０＋１６０＝８０（ｃｍ）．

第一种情况：

以矩形ＥＦＧＨ 的宽ＨＥ＝６０ｃｍ作铁桶的高，长ＨＧ＝８０ｃｍ作铁桶的底面周

长，则底面半径Ｒ＝８０
２πｃｍ，

铁桶体积Ｖ１＝π· ８０
２（ ）π

２
·６０＝９６０００

π ｃｍ３．

第二种情况：

以矩形ＥＦＧＨ 的长ＨＧ＝８０ｃｍ作铁桶的高，宽ＨＥ＝６０ｃｍ作铁桶的底面周

长，则底面半径ｒ＝６０
２πｃｍ，
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铁桶体积Ｖ２＝π· ６０
２（ ）π

２
·８０＝７２０００

π ｃｍ３．

∵ Ｖ１＞Ｖ２．
∴ 以矩形ＥＦＧＨ 的宽ＨＥ＝６０ｃｍ作铁桶的高，长ＨＧ＝８０ｃｍ作铁桶的底

面周长，围成的圆柱形铁桶的体积较大．

图２５０

名题３ （２００３·黄 冈）已 知 二 次 函 数 的 图 象 如

图２５０所示．
（１）求二次函数的解析式及抛物线顶点Ｍ 的坐标；

（２）若点Ｎ 为线段ＢＭ 上的一点，过点 Ｎ 作ｘ 轴

的垂线，垂足为点 Ｑ．当点 Ｎ 在线段ＢＭ 上运动时（点

Ｎ 不 与 点Ｂ，点 Ｍ 重 合），设 ＮＱ 的 长 为ｔ，四 边 形

ＮＱＡＣ的面积为Ｓ，求Ｓ 与ｔ之间的函数关系式及自

变量ｔ的取值范围；

（３）在对称轴右侧的抛物线上是否存在点 Ｐ，使

△ＰＡＣ 为直角三角形？若存在，求出所有符合条件的

点Ｐ 的坐标；若不存在，请说明理由；

（４）将△ＯＡＣ补成矩形，使△ＯＡＣ的两个顶点成为矩形一边的两个顶点，第三个

顶点落在矩形这一边的对边上，试直接写出矩形的未知顶点的坐标？（不需要计算过

程）

解 （１）设抛物线的解析式为ｙ＝ａ（ｘ＋１）（ｘ－２）．
∴ －２＝ａ×１×（－２）．
∴ ａ＝１．

∴ ｙ＝ｘ２－ｘ－２，其顶点 Ｍ 的坐标是 １
２

，－（ ）９
４ ．

（２）设线段ＢＭ 所在的直线的解析式为

ｙ＝ｋｘ＋ｂ，点Ｎ 的坐标为Ｎ（ｈ，－ｔ），

∴
０＝２ｋ＋ｂ，

－９
４＝１

２ｋ＋ｂ
烅
烄

烆 ．

解得 ｋ＝３
２

，ｂ＝－３．

∴ 线段ＢＭ 所在的直线的解析式为ｙ＝３
２ｘ－３．

∴ ｈ＝２－２
３ｔ， 其中１

２＜ｔ＜（ ）２ ．

∴ Ｓ＝１
２×１×２＋１

２
（ｔ＋２）２－２

３（ ）ｔ

＝－ｔ２

３＋ｔ
３＋３．
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∴ Ｓ与ｔ间的函数关系式是Ｓ＝－１
３ｔ２＋１

３ｔ＋３，自变量ｔ的取值范围是

１
２＜ｔ＜２．

（３）存在符合条件的点Ｐ，且坐标是Ｐ１
５
２

，（ ）７
４

，Ｐ２
３
２

，－（ ）５
４ ．

设点Ｐ 的坐标为Ｐ（ｍ，ｎ），

则 ｎ＝ｍ２－ｍ－２．
ＰＡ２＝（ｍ＋１）２＋ｎ２，ＰＣ２＝ｍ２＋（ｎ＋２）２，ＡＣ２＝５．
分以下几种情况讨论：

①若∠ＰＡＣ＝９０°，则ＰＣ２＝ＰＡ２＋ＡＣ２．

∴
ｎ＝ｍ２－ｍ－２，

ｍ２＋（ｎ＋２）２＝（ｍ＋１）２＋ｎ２＋５｛ ．
解得 ｍ１＝

５
２

，ｍ２＝－１（舍去）．

∴ 点Ｐ１的坐标为 ５
２

，（ ）７
４ ．

②若∠ＰＣＡ＝９０°，则ＰＡ２＝ＰＣ２＋ＡＣ２．

∴
ｎ＝ｍ２－ｍ－２，

（ｍ＋１）２＋ｎ２＝ｍ２＋（ｎ＋２）２＋５
｛

．
解得 ｍ３＝

３
２

，ｍ４＝０（舍去）．

∴ 点Ｐ２的坐标为 ３
２

，－（ ）５
４ ．

③由图象观察得，当点 Ｐ 在对称轴右侧时，ＰＡ＞ＡＣ，所以边 ＡＣ 的对角

∠ＡＰＣ 不可能是直角．
（４）以点Ｏ，点Ａ（或点Ｏ，点Ｃ）为矩形的两个顶点，第三个顶点落在矩形这

一边ＯＡ（或 边 ＯＣ）的 对 边 上，如 图２５１（１）所 示，此 时 未 知 顶 点 坐 标 是 点

Ｄ（－１，－２），以点Ａ，点Ｃ为矩形的两个顶点，第三个顶点落在矩形这一边ＡＣ 的

对边上，如图２５１（２）所示，此时未知顶点坐标是Ｅ －１
５

，（ ）２
５

，Ｆ ４
５

，－（ ）８
５ ．

图２５１
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知能转化平台

【题型发散】

１看一看，你能选出正确答案吗？

（１）二次函数ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３的图象交ｘ 轴于Ａ，Ｂ 两点，交ｙ轴于点Ｃ，则

△ＡＢＣ 的面积为 （ ）

Ａ．６ Ｂ４ Ｃ３ Ｄ１
（２）已知：ａ－ｂ＋ｃ＝０，９ａ＋３ｂ＋ｃ＝０，则二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ图象的

顶点可能在 （ ）

Ａ第一或第二象限 Ｂ第三或第四象限

Ｃ第一或第四象限 Ｄ第二或第三象限

（３）二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象和ｘ轴没有公共点的条件是 （ ）

Ａａ＞０，Δ＞０ Ｂａ＞０，Δ＜０
Ｃａ＜０，Δ＜０ Ｄ以上全不对

（４）若二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象对称于ｙ轴，那么 （ ）

Ａｂ２＝４ａｃ Ｂｘ＝－ｂ
２ａ Ｃｂ＝２ａ Ｄｂ＝０

（５）二次函数ｙ＝－ｘ２＋２ｘ－ｋ＋１的图象过原点的条件是 （ ）

Ａｋ＝２ Ｂｋ≤２ Ｃｋ＝１ Ｄｋ≤１

（６）要从抛物线ｙ＝－１
２ｘ２得到ｙ＝－１

２
（ｘ＋１）２－３的图象，则抛物线ｙ＝

－１
２ｘ２必须 （ ）

Ａ向左平移１个单位，再向上平移３个单位

Ｂ向左平移１个单位，再向下平移３个单位

Ｃ向右平移１个单位，再向上平移３个单位

Ｄ向右平移１个单位，再向下平移３个单位

２想一想，填什么最准确？

（１）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，当ａ＞０时，则在其对称轴的左侧，函数值ｙ
随ｘ 的 增 大 而 ；在 其 对 称 轴 的 右 侧，ｙ 随 着 ｘ 的 增 大 而

．

（２）把函数ｙ＝１
２ｘ２的图象向 平移 个单位，再向

平移 个单位，可以得到函数ｙ＝１
２

（ｘ＋３）２－２的图象．
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（３）把 函 数ｙ＝ １
２

（ｘ－３）２ 的 图 象 向 上 平 移２个 单 位，得 到 函 数ｙ＝

的图象，此时函数的最小值是 ．
（４）二次函数ｙ＝ｘ２＋ｍｘ＋ｎ 的图象顶点是（２，３），则 ｍ＝ ，

ｎ＝ ．

（５）如果一条抛物线的形状，开口方向都与ｙ＝－１
３ｘ２＋２相同，且顶点坐标

是（４，－２），则它的解析式是 ．

（６）抛 物 线 ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ｂ≠０）经 过 点（－１，０），则ａ＋ｃ
ｂ

的 值 是

．
（７）函数ｙ＝ｘ２＋２ｘ－３的图象与ｘ 轴交于Ａ，Ｂ 两点，与ｙ轴交于Ｃ 点，则

△ＡＢＣ 的面积等于 ．
（８）函数ｙ＝３＋２ｘ－ｘ２ 的图象的顶点位置不变动，如果把这个图象绕着顶

点旋转１８０°，所得到的新图象所对应的函数解析式是 ．
【解法发散】

１抛物线ｙ＝－１
３

（ｘ－ｍ）２＋ｋ的顶点在抛物线ｙ＝ｘ２ 上，且在ｘ 轴截得

线段长是 槡４ ３，求两抛物线顶点间的距离．（用两种方法求解）

２（１）求ｙ＝２ｘ２－２ｘ＋１的最小值．

（２）求ｙ＝ ５
２ｘ２－４ｘ＋３

的最大值．

（用配方法、公式法、判别式法解）

【转化发散】

１设α，β是关于ｘ的方程ｋｘ２＋２（ｋ－３）ｘ＋（ｋ－３）＝０的两个不相等的实

根（ｋ是非负整数），一次函数ｙ＝（ｋ－２）ｘ＋ｍ 与反比例函数ｙ＝ｎ
ｘ

的图象都经

过点（α，β）．
（１）求ｋ的值；

（２）求一次函数和反比例函数的解析式．
２已知抛物线ｙ＝ｘ２－（ａ－１）ｘ－ａ＋１．
（１）当ａ为何值时，抛物线与ｘ轴有两个不同的交点？

（２）若抛物线顶点为Ａ，与ｘ 轴两个交点为Ｂ，Ｃ．当ａ为何值时，△ＡＢＣ 是

等边三角形？

３已知二次函数ｙ＝２ｘ２－４ｍｘ＋ｍ２．
（１）求证：当ｍ 为非零实数时，这个二次函数的图象与ｘ轴总有两个不同交点；
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（２）若这个函数的图象与ｘ轴的交点为Ａ，Ｂ，顶点为Ｃ，且△ＡＢＣ 的面积为

槡４ ２，求 ｍ 的值．
４已知二次函数ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２．
（１）证明抛物线ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２与ｘ轴有两个不同交点；

（２）求这两个交点间的距离（关于ａ的表达式）；

（３）ａ取何值时，两交点间距离最小？

【变更命题发散】

１在底边长为２０ｃｍ，高为１６ｃｍ的三角形内截一个最大面积的矩形，并使

它的一边在三角形的底边上（如图２５２所示），求矩形的长和宽各是多少？

图２５２ 图２５３

２如图２５３，矩形ＥＦＧＨ 内接于△ＡＢＣ，三角形的底边ＡＣ＝ｂ，高ＢＤ＝ｈ，

矩形的高ＧＦ＝ｘ，试写出矩形面积Ｓ与ｘ的函数关系式，并指出ｘ的取值范围．
【对称发散】

１已知抛物线ｙ＝２ｘ２＋ｘ－５，求此抛物线关于ｙ轴对称图形的解析式．

２已知抛物线ｙ＝４ｘ２－２ａｘ＋３ａ－５和ｙ＝－４ｘ２＋（ｂ＋１）ｘ－ｂ关于ｘ 轴

对称，求它们的解析式．
【综合发散】

１抛物线ｙ＝３ｘ２－（ａ－１）ｘ＋（ａ＋１）与ｙ＝２ｘ２＋（２ｂ－１）ｘ－２ｂ有公共

顶点，求ａ，ｂ的值．
２设α，β是方程ｘ２＋２（ｍ＋３）ｘ＋２ｍ＋４＝０的两个根，问当 ｍ 取何值时，

（α－１）２＋（β－１）２有最小值，最小值是多少？

【探究发散】

１已知关于ｘ的二次函数ｙ＝ｘ２＋（２ｋ－１）ｘ＋ｋ２－１．
（１）若关于ｘ的一元二次方程ｘ２＋（２ｋ－１）ｘ＋ｋ２－１＝０的两根的平方和等

于９，求ｋ的值．
（２）在（１）的条件下，设这个二次函数的图象与ｘ轴从左至右交于Ａ、Ｂ 两点．

问在对称轴右边的图象上，是否存在点 Ｍ，使锐角三角形 ＡＭＢ 的面积等于３？

若存在，请求出点 Ｍ 的坐标；若不存在，请说明理由．
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（３）在（１）（２）条件下，若Ｐ 点是二次函数图象上的点，且∠ＰＡＭ＝９０°，求

△ＡＰＭ 的面积．

图２５４

２如图２５４所示，已知抛物线ｙ＝２ｘ２－４ｘ＋ｍ 与ｘ 轴

交于不同的两点Ａ，Ｂ，其顶点是Ｃ，点Ｄ 是抛物线的对称轴与

ｘ轴的交点．
（１）求实数 ｍ 的取值范围；

（２）求顶点Ｃ 的坐标和线段ＡＢ 的长度（用含有 ｍ 的式子

表示）；

（３）若直线ｙ 槡＝ ２ｘ＋１分别交ｘ 轴和ｙ 轴于点Ｅ，Ｆ，问

△ＢＤＣ 与△ＥＯＦ 是否有可能全等，如果可能，请证明；如果不可能，请说明理由．
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期中测试题

（时间：１２０分钟 满分：１００分）

一、看一看，选一选（每小题３分，共３６分）

１若α为锐角，则ｓｉｎα＋ｃｏｓα的值 （ ）

Ａ小于１ Ｂ等于１ Ｃ大于１ Ｄ以上都不对

２在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，又ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＢ 槡＝ ３，则∠Ａ 等于 （ ）

Ａ１２０° Ｂ６０° Ｃ３０° Ｄ６０°或３０°

３当０＜ａ＜１时，不等式（ｘ－ａ）ｘ－１（ ）ａ ＜０的解是 （ ）

Ａａ＜ｘ＜１
ａ Ｂ１

ａ＜ｘ＜ａ

Ｃｘ＞１
ａ

或ｘ＜ａ Ｄｘ＞ａ或ｘ＜１
ａ

４不论ｘ为何实数，函数ｙ＝ａｘ２－２ｘ＋ｃ的值恒为负的条件是 （ ）

Ａａ＞０，ａｃ＞１ Ｂａ＞０，ａｃ＜１
Ｃａ＜０，ａｃ＜１ Ｄａ＜０，ａｃ＞１
５二次函数ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ｂ中，若ａ＋ｂ＝０，则它的图象必经过点 （ ）

Ａ（－１，－１） Ｂ（１，－１） Ｃ（１，１） Ｄ（－１，１）

图Ⅰ１

６已知二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象如图Ⅰ－１所示，下

列结论：①ａｂｃ＞０；②ａ＝１
２ｂ；③ａ＋ｃ＞ｂ；④ａ＋ｂ＋ｃ＜０．其中正

确的个数是 （ ）

Ａ４ Ｂ３ Ｃ２ Ｄ１

７△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，若ＡＣ 的长等于斜边中线的４
３

，则较

大锐角的正弦值是 （ ）

Ａ槡５
３ Ｂ 槡２ ５

５ Ｃ 槡３ ５
５ Ｄ槡５

４
８一学生推铅球，铅球行进的高度ｙ（ｍ）与水平距离ｘ（ｍ）之间的关系式为

ｙ＝－１
１２ｘ

２＋２
３ｘ＋５

３
，则铅球落地时的水平距离是 （ ）

Ａ５
３ ｍ Ｂ３ｍ Ｃ１０ｍ Ｄ１２ｍ
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９△ＡＢＣ 中，（ｓｉｎＡ－１）２＋ ｃｏｓＢ－槡３
２

＝０，则∠Ｃ 的度数为 （ ）

Ａ１２０° Ｂ６０° Ｃ４５° Ｄ３０°
１０Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ＡＤ 为斜边ＢＣ 上的高，如果ＢＣ＝ａ，∠Ｂ＝α，那么ＡＤ 的

值为 （ ）

Ａａ·ｓｉｎ２α Ｂａ·ｃｏｓ２α
Ｃａｓｉｎα·ｃｏｓα Ｄａｓｉｎα·ｔａｎα
１１方程ｘ２－４ａｘ＋４ａ２－１＝０的两实根中，大根与小根的差是（ ）

Ａ１ Ｂ２ Ｃ４ａ Ｄ２ａ
１２不论ｋ取任何实数，抛物线ｙ＝ａ（ｘ＋ｋ）２＋ｋ（ａ≠０）的顶点都（ ）

Ａ在直线ｙ＝－ｘ上 Ｂ在直线ｙ＝ｘ上

Ｃ在ｘ轴上 Ｄ在ｙ轴上

二、试一试，填一填（每小题３分，共１８分）

１３求值：ｃｏｓ２４５°＋ｔａｎ６０°·ｓｉｎ６０°＝ ．
１４设 θ 为 锐 角，且 ｘ２＋３ｘ＋２ｓｉｎθ＝０ 的 两 根 之 差 为槡５，则 θ＝

．

１５函数ｙ＝１
２ｘ２＋ｘ－３

２
的最低点坐标为 ．

１６已知二次函数ｙ＝８ｘ２－（ｋ－１）ｘ＋ｋ－７，若函数ｙ的最小值为０，则ｋ
的值为 ．

１７等腰三角形的周长为 槡２＋ ３，腰长为１，则底角等于 ．

１８在△ＡＢＣ 中，若∠ＡＢＣ＝４５°，∠ＡＣＢ＝３０°，ＡＢ 槡＝２ ２，则 Ｓ△ＡＢＣ＝
．

三、算一算，解一解（每小题４分，共８分）

１９若α为锐角，且２ｃｏｓ２α＋７ｓｉｎα－５＝０，求α的度数．
２０化简： １－２ｓｉｎ２７°·槡 ｃｏｓ２７°．
四、想一想，探一探（２１～２４题每题均５分，２５题８分，２６题１０分，共３８分）

２１已知△ＡＢＣ 中，ｓｉｎＡ＝１，且ｓｉｎＢ，ｃｏｓＣ 为方程４ｘ２＋ｋｘ＋１＝０的两根，

求Ａ，Ｂ，Ｃ 和ｋ的值．
２２ｍ 为何值时，函数ｙ＝２（３ｍ－２）ｘ２＋４ｍｘ＋ｍ２＋１的图象与ｘ 轴有交

点，且都在ｘ轴的负半轴上？

２３（２００４·济南）已知抛物线ｙ＝－１
２ｘ２＋（６－ ｍ槡 ２）ｘ＋ｍ－３与ｘ 轴有

Ａ、Ｂ 两个交点，且Ａ、Ｂ 两点关于ｙ轴对称
（１）求 ｍ 的值；
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（２）写出抛物线解析式及其顶点坐标；

（３）根据二次函数与一元二次方程的关系将此题的条件换一种说法写出来．

图Ⅰ２

２４如图Ⅰ２所示，测量人员在山脚 Ａ 处测得山顶Ｂ
的仰角为４５°，沿着倾斜３０°的山脚前进１０００ｍ到Ｄ 处，再

测得山顶的仰角是６０°，求山高ＢＣ．
２５设直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线ｙ＝ａｘ２ 的两个交点的

横坐标分别为ｘ１ 和ｘ２，且直线与ｘ 轴的交点的横坐标为

ｘ３．求证：１
ｘ１

＋１
ｘ２

＝１
ｘ３

．

２６如图Ⅰ３所示，已知两抛物线Ｃ１：ｙ＝ａｘ２＋２ｂｘ＋ｃ

图Ⅰ３

和Ｃ２：ｙ＝（ａ－１）ｘ２＋２（ｂ＋２）ｘ＋ｃ－３，其中的一条通过

Ａ，Ｂ，Ｃ 三点，交ｙ 轴于Ｅ，另一条通过Ｂ，Ｃ，Ｄ 三点，点

Ａ，Ｃ，Ｄ 在ｘ轴上．
（１）问哪一条抛物线通过Ａ，Ｂ，Ｃ 三点？

（２）求点Ｂ，Ｃ 的横坐标．
（３）若ＡＢ＝ＢＣ，ＯＣ＝ＯＤ，求ａ，ｂ，ｃ的值．
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第三单元 圆

定 梳 理课 位标

一、单元目标定位

１知识目标定位

（１）经历形成圆的概念的过程，理解圆的概念及点与圆的位置关系．
（２）认识圆的轴对称性、中心对称性及旋转不变性．
（３）探索并理解垂径定理，探索并认识圆心角、弧、弦之间相等关系的定

理，探索并理解圆周角和圆心角的关系定理．
（４）探索并了解点与圆、直线与圆以及圆与圆的位置关系．
（５）了解切线的概念，探索切线与过切点的直径之间的关系，能判定一

条直线是否为圆的切线，会过圆上一点画圆的切线．
２能力目标定位

（１）经历探索圆及其相关结论的过程，发展学生的数学思考能力．
（２）进一步认识和理解研究图形性质的各种方法．

二、单元学法指导

学习中应注意以下的思想方法和规律：

１方程的思想方法

将圆中涉及的数量关系式转化为方程的形式，运用方程知识解决问题．
２讨论的思想方法

当研究点与圆、直线与圆、圆与圆的位置关系时，就要全面揭示各种可

能的位置关系，避免遗漏，陷入思维误区，产生错解．
３转化的思想方法

转化思想能将隐蔽的问题明朗化，将未知的问题先转化为可知再转化

为已知，将不确定的问题转化为直线型问题，弧的问题转化为弦或角的问

题，直到问题解决为止．
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1. 车轮为什么做成圆形

圆周角和圆心角的关系
圆的对称性

自主学习提示

一、相关知识链接

１关于轴对称的有关概念

（１）轴对称图形．
如果一个图形沿一条直线折叠后，直线两旁的部分能够互相重合，那么这个

图形叫做轴对称图形．这条直线叫做对称轴．
（２）两个图形成轴对称．
对于两个图形，如果沿一条直线对折后，它们能完全重合，那么称这两个图形

成轴对称图形，这条直线就是对称轴．
（３）轴对称的基本性质．
①对应点所连的线段被对称轴垂直平分．
②对应线段相等．
③对应角相等．
２中心对称和中心对称图形的概念

（１）中心对称．
把一个图形绕着某一个点旋转１８０°，如果它能够与另一个图形重合，那么就

说这两个图形关于这个点对称，这个点叫做对称中心，两个图形关于点对称也称

中心对称，这两个图形中的对应点叫做关于中心的对称点．
（２）中心对称图形．
如果一个图形绕着一个点旋转１８０°后，能够和原图形互相重合，也就是图形

和它本身重合，那么这个图形叫做中心对称图形．
这个点就是它的对称中心，线段、平行四边形、矩形、菱形、正方形、圆都是中

心对称图形．
（３）中心对称图形的性质定理与逆定理．
性质定理１：关于中心对称的两个图形是全等形．
性质定理２：关于中心对称的两个图形，对称点连线都经过对称中心，并且被

对称中心平分．

第 三 单 元１１９



逆定理：如果两个图形的对应点连线都经过某一点，并且被这一点平分，那么

这两个图形关于这一点对称．
二、重难知识点提示

本节重点：圆及其有关概念，垂径定理，圆心角、弧、弦之间相等关系的定理，

圆周角定理及其推论．
本节难点：用集合的观念描述圆，圆的旋转不变性，用分类讨论思想证明圆周

角定理．

发散思维分析

一、圆及其有关概念

１圆的定义

平面上到定点的距离等于定长的所有点组成的图形叫做圆（ｃｉｒｃｌｅ）．其中，定

点为圆心（ｃｅｎｔｒｅｏｆａｃｉｒｃｌｅ），定长称为半径（ｒａｄｉｕｓ）．
以点Ｏ 为圆心的圆记作⊙Ｏ，读作“圆Ｏ”．
２与圆有关的概念

（１）圆弧：圆上任意两点间的部分叫做圆弧，简称弧（ａｒｃ）．
（２）弦：连接圆上任意两点的线段叫做弦（ｃｈｏｒｄ）．
（３）直径：经过圆心的弦叫做直径（ｄｉａｍｅｔｅｒ）．
（４）优弧：大于半圆的弧称为优弧（ｍａｊｏｒａｒｃ）．
（５）劣弧：小于半圆的弧称为劣弧（ｍｉｎｏｒａｒｃ）．

二、点与圆的位置关系

（１）点在圆外：即该点到圆心的距离大于半径．
（２）点在圆上：即该点到圆心的距离等于半径．
（３）点在圆内：即该点到圆心的距离小于半径．

三、圆的旋转不变性

（１）圆是轴对称图形，其对称轴是任意一条过圆心的直线．
（２）圆是中心对称图形，其对称中心是圆心．
（３）圆具有旋转不变性，它绕圆心旋转任意大小的角度，都能够与原图形重合．

四、垂径定理及其推论

１垂径定理

垂直于弦的直径平分这条弦，并且平分弦所对的弧．
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２垂径定理的逆定理

平分弦（不是直径）的直径垂直于弦，并且平分弦所对的弧．
五、圆心角、弧、弦之间相等关系的定理及推论

１圆心角、弧、弦之间相等关系的定理

在同圆或等圆中，相等的圆心角所对的弧相等，所对的弦相等．
２推论

在同圆或等圆中，如果两个圆心角、两条弧、两条弦中有一组量相等，那么它

们所对应的其余各组量都分别相等．
六、圆周角定理及其推论

１圆周角定义

如果一个角的顶点在圆上，它的两边分别与圆还有另一个交点，像这样的角，

叫做圆周角．
２圆周角定理

一条弧所对的圆周角等于它所对的圆心角的一半．
３圆周角定理的推论

推论１：一条弧所对的圆周角的度数等于这条弧度数的一半．
推论２：在同圆或等圆中，同弧或等弧所对的圆周角相等；反之，在同圆或等

圆中，相等圆周角所对的弧也相等．
推论３：半圆（或直径）所对的圆周角是直角；９０°的圆周角所对的弦是直径．
本节通过实例归纳出圆的定义，然后认识圆的轴对称性和中心对称性，再利

用圆的轴对称性去探究垂径定理，借助圆的旋转不变性去探索圆心角、弧、弦之间

关系．为了掌握重点，突破难点，必须注意以下问题：

（１）确定一个圆需要两个要素，即位置和大小．圆心确定其位置，半径确定其

大小．只有圆心没有半径，虽然圆的位置固定，但大小不定；只有半径而没有圆心，

虽然圆的大小固定，但圆心位置未定，故圆仍不能确定，只有圆心和半径同时确

定，圆才能惟一确定．
（２）圆的定义：在同一平面内到定点（圆心）的距离等于定长（半径）的所有点

的集合．此定义包含三层意思：

①到定点（圆心）的距离等于定长（半径）的点都在圆上，不会漏掉一个点到别

的位置；

②圆上的所有点到圆心（定点）的距离都等于定长半径，不会有特殊的不等于

半径长的点存在；

③所有考查的点均在平面内（与圆所在的同一平面）．
（３）设某点到圆心的距离为ｄ，圆的半径为ｒ，则
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ｄ＜ｒ点在圆内；

ｄ＝ｒ点在圆上；

ｄ＞ｒ点在圆外．
（４）垂径定理使用的条件有两个：一个是垂直，一个是直径．此定理的结论有

三个：两对弧，一对弦．
（５）垂径定理的逆定理使用条件有两个：平分与直径，还有一个前提条件即被

平分的弦不能是直径；结论有三个：垂直，两对弧相等．
（６）若一个图形绕一个定点旋转１８０°后能与自身重合，这样的图形称为中心

对称图形，而圆绕圆心旋转任意角度都能与原来的图形重合．故圆既是轴对称图

形，又是中心对称图形，它具有旋转不变性．
（７）圆心角、弧、弦之间相等关系定理不仅对“圆心角、弧、弦”三者之间适用，

也可同时对“圆心角、弧、弦、弦心距”四者之间也适用，即在同圆或等圆中，如果两

个圆心角，两条弧，两条弦或者两条弦的弦心距中有一组量相等，那么它们所对应

的其余各组量都分别相等．
下面让我们在一个圆中，探究圆心到弦的距离：

图３１

【问题】 如图３１所示，在⊙Ｏ 中，Ｍ 是
︵
ＡＢ上的一点，Ｎ

为弦ＡＢ 的中点，且 Ｍ，Ｎ，Ｏ 三点在一条直线上，ＡＢ 槡＝２ ３，

ＭＮ＝１，求圆心Ｏ 到ＡＢ的距离．
【准备】 本题求圆心到弦的距离，解题关键是先找出ＯＮ⊥

ＡＢ，然后利用垂径定理和勾股定理求出ＯＮ 的长．
【过程】 连结ＯＮ，ＯＢ，

∵ Ｏ 为圆心，Ｎ 为ＡＢ 的中点，ＡＢ 槡＝２ ３．

∴ ＯＮ⊥ＡＢ，ＢＮ 槡＝ ３，ＯＮ 的延长线平分劣弧
︵
ＡＢ．

而点 Ｍ，Ｎ，Ｏ 在同一条直线上，

∴ 点 Ｍ 与劣弧
︵
ＡＢ的中点重合．

∴ 点 Ｍ 为
︵
ＡＢ的中点．

∴ ＯＮ＝ＯＭ－ＭＮ＝ＯＭ－１．
设ＯＭ＝ｒ，则ＯＢ＝ＯＭ＝ｒ，ＯＮ＝ｒ－１．
∴ 在Ｒｔ△ＯＮＢ 中，由勾股定理得

ｒ２＝（槡３）２＋（ｒ－１）２，解得 ｒ＝２．
∴ ＯＮ＝ｒ－１＝２－１＝１．
∴ 圆心Ｏ 到ＡＢ 的距离为１．
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【评析】 由于Ｎ 平分弦ＡＢ，故连接 ＯＮ，ＯＮ 即为Ｏ 到ＡＢ 的距离，考虑到

在Ｒｔ△ＯＢＮ 中，只知ＢＮ＝１
２ＡＢ 槡＝ ３，而ＯＮ 又因ＭＮ＝１可与ＯＢ 建立关系，

故可用设未知数列方程的方法来求出 ＯＮ 的长．在这之前，要探究点 Ｍ 是否为
︵
ＡＢ的中点．本题设未知数列方程，这是几何计算中常用的方法．

下面让我们再共同探究怎样利用圆周角定理的推论求弦长：

图３２

【问 题】 如 图 ３２ 所 示，已 知 ⊙Ｏ 的 直 径ＡＢ 为

１０ｃｍ，弦ＡＣ 为６ｃｍ，∠ＡＣＢ 的 平 分 线 交⊙Ｏ 于Ｄ，求

ＢＣ，ＡＤ 和ＢＤ 的长．

图３３

【准备】 ＢＣ 可直接由勾股定理求出．ＡＤ，ＢＤ 的长，

要先利用∠ＡＣＢ 被ＣＤ 平分，得
︵
ＡＤ＝

︵
ＢＤ，然后再利用勾股

定理来求．
【过程】 ∵ ＡＢ为直径，∴ ∠ＡＣＢ＝∠ＡＤＢ＝９０°．

∴ 在Ｒｔ△ＡＣＢ 中，ＢＣ＝ ＡＢ２－ＡＣ槡 ２＝ １０２－６槡 ２＝８．

∵ ＣＤ 平分∠ＡＣＢ，∴
︵
ＡＤ＝

︵
ＢＤ．∴ ＡＤ＝ＢＤ．

∴ 在Ｒｔ△ＡＤＢ 中，ＡＤ＝ＢＤ＝槡２
２ＡＢ 槡＝５ ２．

【评析】 已知条件中若有直径，则利用圆周角定理的推论得到直角三角形，

然后利用直角三角形的性质求解．

发散思维应用

（２００４·北京东城区）如图３３所示，△ＡＢＣ 内接于⊙Ｏ，Ｄ 是⊙Ｏ 上一点，连

结ＢＤ、ＣＤ，ＡＣ、ＢＤ 交于点Ｅ．
（１）请找出图中的相似三角形，并加以证明；

（２）若∠Ｄ＝４５°，ＢＣ＝２，求⊙Ｏ 的面积．
分析 由 于 同 弧 所 对 的 圆 周 角 相 等，因 此 不 难 发 现

△ＡＢＥ与△ＤＣＥ 相似．要求⊙Ｏ 的面积，需要知道⊙Ｏ 的

半径，因此，可以作直径ＢＦ，再连结ＣＦ，借助“直径所对的圆

周角是直角”构成直角三角形解决问题．
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解 （１）△ＡＢＥ∽△ＤＣＥ．
在△ＡＢＥ 和△ＤＣＥ 中，∠Ａ＝∠Ｄ，∠ＡＥＢ＝∠ＤＥＣ．
∴ △ＡＢＥ∽△ＤＣＥ．

（２）作⊙Ｏ 的直径ＢＦ，连结ＣＦ．
∵ ∠Ｆ＝∠Ｄ＝４５°，∠ＢＣＦ＝９０°，

∴ △ＢＣＦ 为等腰直角三角形．
又∵ ＢＣ＝ＣＦ＝２，

∴ ＢＦ 槡＝２ ２．

∴ ＯＢ 槡＝ ２．

∴ Ｓ⊙Ｏ＝ＯＢ２·π＝２π．
【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）下列语句正确的是 （ ）

Ａ圆可以看作是到圆心的距离等于半径的点的集合

Ｂ圆的内部可以看作是到定点的距离小于定长的点的集合

Ｃ圆的一部分叫做弧

Ｄ能够互相重合的弧叫做等弧

（２）圆的弦长等于它的半径，那么这条弦所对的圆周角的度数是 （ ）

Ａ３０° Ｂ６０° Ｃ１５０° Ｄ３０°或１５０°
（１）分析 用验证法．
解 Ａ语句中，在没有定义圆以前，并没有圆心和半径的定义，因而不应出

现圆心和半径，应说定点和定长才正确；Ｂ语句中，圆的内部是在圆定义后所出

现的名称，因而应把定点和定长改成圆心和半径才为恰当；Ｃ语句中的错误就是

圆上的一个点也是圆的一部分，而不称为弧；Ｄ语句中，虽然没有在同圆或等圆

的要求，但是若两条弧重合，也就必须在同圆或等圆中，因而叙述是可以省略的．
故应选Ｄ．

（２）分析 用直接法．
解 因为这条弦所对的圆心角为６０°，但这条弦所对的圆周角的度数应有２

个，故本题应选Ｄ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）ＡＢ 是⊙Ｏ 直径，ＣＤ 是弦，ＡＢ，ＣＤ 的 延 长 线 交 于Ｅ 点，ＡＢ＝２ＤＥ，

∠Ｅ＝１８°，则∠ＣＯＡ 的度数为 ．

（２）如图３４所示，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 是⊙Ｏ 上四点，且Ｄ 是
︵
ＡＢ的中点，ＣＤ 交ＯＢ
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图３４

于 点 Ｅ，∠ＡＯＢ ＝１００°，∠ＯＢＣ ＝５５°，则 ∠ＯＥＣ ＝
．

解 （１）如图３５，连结 ＯＤ，ＡＢ＝２ＤＥＯＤ＝ＤＥ
∠Ｅ＝∠ＤＯＥ＝１８°∠Ｃ＝∠ＯＤＣ＝３６°．

∴ ∠ＡＯＣ＝∠Ｃ＋∠Ｅ＝５４°．
（２）如图３４所示，由于∠ＯＥＣ 是△ＢＣＥ 的一个外角，

所以∠ＯＥＣ＝∠Ｃ＋∠Ｂ，只要求出∠Ｃ 的值，则∠ＯＥＣ 可

图３５

求．而由条件知∠ＢＣＤ 所对的弧是∠ＡＯＢ 所对的弧的一半，这

样可求出∠ＯＥＣ＝８０°．
【纵横发散】

发散３ 如图３６所示，△ＡＢＣ 内接于⊙Ｏ，ＡＢ＝ＢＣ，ＡＯ⊥
ＢＣ于Ｄ．

图３６

（１）求证：△ＡＢＣ 是等边三角形；

（２）若ＡＢ＝１，Ｐ 是劣弧
︵
ＢＣ上的一个动点（点Ｐ 与Ｂ、Ｃ 不重

合），ＰＡ 交ＢＣ 于点Ｅ，设ＡＥ＝ｘ，ＥＰ＝ｙ，求ｙ与ｘ 之间的函数

关系式，并写出自变量ｘ的取值范围；

（３）在（２）的前提下，令∠ＰＡＣ＝α，∠ＡＰＣ＝β，当ｙ 取何值

时，ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＝１．

解 （１）Ｏ 是圆心

ＡＯ⊥ＢＣ 于 ｝Ｄ

ＢＤ＝ＣＤＢＤ＝１
２ＢＣ

ＡＢ＝
烍
烌

烎ＢＣ
ＢＤ＝１

２ＡＢ

ＡＯ⊥ＢＣ 于Ｄ△ＡＤＢ 是直角三角形∠ＢＡＤ

烍

烌

烎＝３０°
∠Ｂ＝６０°
ＡＢ＝ 烍

烌

烎ＢＣ △ＡＢＣ 是等边三角形．

（２）连结ＢＰ．
△ＡＢＣ 是等边三角形
∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ
∠ＡＰＢ＝∠ ｝ＡＣＢ
∠ＡＢＣ＝∠ＡＰＢ
∠ＢＡＥ＝∠ 烍

烌

烎ＰＡＢ △ＡＢＥ∽△ＡＰＢＡＢ
ＡＰ＝ＡＥ

ＡＢＡＢ２＝ＡＥ·ＡＰ． ①

把ＡＢ＝１，ＡＥ＝ｘ，ＡＰ＝ｘ＋ｙ代入①式得

１２＝ｘ（ｘ＋ｙ），即 ｘ２＋ｘｙ＝１．
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∴ ｙ＝１
ｘ－ｘ．

自变量ｘ的取值范围是槡３
２≤ｘ＜１．

（３）由题意不难得出：α，β都是锐角．
又∵ ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＝１，

∴ ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２（９０°－β）＝１，

∴ α＝９０°－β．
即 α＋β＝９０°．
∴ ∠ＡＣＰ＝１８０°－（α＋β）＝９０°．
此时，ＡＰ 为⊙Ｏ 的直径．

∴ ｘ＝ＡＤ＝槡３
２．

∴ ｙ＝１
ｘ－ｘ＝ １

槡３
２

－槡３
２＝ 槡２ ３

３ －槡３
２＝槡３

６
，

∴ 当ｙ＝槡３
６

时，ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＝１．

图３７

发散４ 已知以等腰△ＡＢＣ 的一腰ＡＢ 为直径的⊙Ｏ
交另一腰于Ｅ，交底边ＢＣ 于Ｄ（如图３７所示），则ＢＣ 与

ＤＥ 有怎样的数量关系？证明你的结论．
分析 依据题目条件及图形，可以猜想ＢＣ 与ＤＥ 的关

系是ＢＣ＝２ＤＥ．因为 ＡＢ 为⊙Ｏ 的直径，故可考虑连结

ＢＥ，构成直角三角形．分析猜想的结果，只要证明 Ｄ 为ＢＣ
的中点即可．

解 ＢＣ 与ＤＥ 的数量关系为ＢＣ＝２ＤＥ．
连结ＢＥ、ＡＤ．
∵ ＡＢ 为⊙Ｏ 的直径，

∴ ∠ＡＥＢ＝９０°，∠ＡＤＢ＝９０°．
∵ ＡＢ＝ＡＣ，

∴ ＡＤ 平分ＢＣ．
在Ｒｔ△ＥＢＣ 中，∠ＢＥＣ＝９０°．
∵ Ｄ 为ＢＣ 的中点，

∴ ＤＥ＝１
２ＢＣ，

即 ＢＣ＝２ＤＥ．

九年级数学（下）１２６



【转化发散】

图３８

发散５ 如图３８所示，半圆上有Ｐ，Ｑ 两点，ＡＱ，

ＢＰ相交于Ｍ，ＭＮ⊥ＡＢ，垂足为 Ｎ．求证：∠ＭＮＰ＝
∠ＭＮＱ．

分析 本 题 添 作 辅 助 线，构 造 直 径 上 的 圆 周 角

∠ＡＰＢ＝９０°，∠ＡＱＢ＝９０°，将 问 题 转 化 到 圆 内 解

决．
证明 分别连结ＰＡ，ＱＢ，

ＡＢ 是直径∠ＡＰＢ＝９０°，

ＭＮ⊥ＡＢ∠ＭＮＡ＝９０°，

则有 ∠ＡＰＢ＋ ∠ＭＮＡ ＝１８０°Ａ，Ｐ，Ｍ，Ｎ 四 点 共 圆  ∠ＭＮＰ＝
∠ＰＡＱ．

同理，Ｂ，Ｑ，Ｍ，Ｎ 四点共圆∠ＭＮＱ＝∠ＰＢＱ．
又∵ Ａ，Ｐ，Ｑ，Ｂ 四点共圆∠ＰＡＱ＝∠ＰＢＱ，

∴ ∠ＭＮＰ＝∠ＭＮＱ．
【组合发散】

图３９

发散６ 如图３９所示，△ＡＢＣ 内接于⊙Ｏ，ＡＢ 是直径，Ｄ

是
︵
ＡＣ上的点，ＢＤ 交ＡＣ于Ｅ．已知ＡＢ＝５，ｓｉｎ∠ＣＡＢ＝３

５．

（１）设ＣＥ＝ｍ，ＤＥ
ＢＥ＝ｋ，试用含 ｍ 的代数式表示ｋ；

（２）当ＡＤ∥ＯＣ 时，求ｋ的值；

（３）当 ＢＥ＝６ＤＥ 时，求
︵
ＣＤ的 长．（下 列 数 据 供 选 用：

ｔａｎ６°≈１
１０

，ｔａｎ７°≈１
８

，ｔａｎ８°≈１
７．结果中保留π）

解 （１）∵ ＡＢ 是直径，∴ ∠ＡＣＢ＝９０°．
在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，

ＢＣ＝ＡＢ·ｓｉｎ∠ＣＡＢ＝５×３
５＝３，

ＡＣ＝ ＡＢ２－ＢＣ槡 ２＝ ５２－３槡 ２＝４，

∴ 当ＣＥ＝ｍ 时，ＢＥ２＝ＣＥ２＋ＢＣ２＝ｍ２＋９．

∵ ＢＥ·ＤＥ＝ＡＥ·ＣＥ，而ＤＥ＝ｋ·ＢＥ，∴ ｋ·ＢＥ２＝ＡＥ·ＣＥ．

∴ ｋ＝ＡＥ·ＣＥ
ＢＥ２ ＝ｍ（４－ｍ）

ｍ２＋９
．

（２）∵ ＡＢ 是⊙Ｏ 的直径，∴ ∠ＡＤＢ＝９０°，即 ＡＤ⊥ＢＤ．
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∵ ＡＤ∥ＯＣ，∴ ＯＣ⊥ＢＤ，∴ ∠ＣＢＥ＝∠ＥＣＯ．
∵ ＯＣ＝ＯＡ，∴ ∠ＯＡＣ＝∠ＡＣＯ．
∴ ∠ＯＡＣ＝∠ＣＢＥ．
∴ Ｒｔ△ＢＡＣ∽Ｒｔ△ＥＢＣ．

∴ ＣＥ
ＢＣ＝ＢＣ

ＡＣ．∴ ＣＥ＝ＢＣ２

ＡＣ＝９
４．

∴ ｋ＝ｍ（４－ｍ）

ｍ２＋９
＝

９
４ ４－（ ）９

４

（ ）９
４

２
＋９

＝７
２５．

（３）当ＢＥ＝６ＤＥ 时，即 ｋ＝１
６

，

∴ ｍ（４－ｍ）

ｍ２＋９
＝１

６
，解得 ｍ１＝３，ｍ２＝

３
７．

当 ｍ＝３时，ＣＥ＝ＢＣ＝３，∴ ∠ＣＢＥ＝４５°．

∵
︵
ＣＤ所对圆心角为９０°；∴

︵
ＣＤ＝５

４π．

当 ｍ＝３
７

时，ｔａｎ∠ＣＢＥ＝１
７

，∴ ∠ＣＢＥ≈８°．

∴
︵
ＣＤ所对圆心角为１６°．

∴
︵
ＣＤ≈１６

１８０
·５
２π＝２

９π．

【构造发散】

图３１０

发散７ 如图３１０所示，在⊙Ｏ 中，过圆周上一点 Ａ
作弦ＡＢ，ＡＣ，且ＡＢ＝ＡＣ，Ｍ，Ｎ 分别是ＡＢ，ＡＣ 的中点，弦

ＰＱ 过Ｍ，Ｎ 两点．求证：ＰＭ＝ＮＱ．
分析 本题构造等腰三角形 ＯＭＮ，利用等腰三角形三

线合一及等量之差相等这个公理进行推证．
证明 连结ＯＭ，ＯＮ，

∵ Ｍ，Ｎ 分别是ＡＢ，ＡＣ 中点，

∴ ＯＭ⊥ＡＢ，ＯＮ⊥ＡＣ．
∵ ＡＢ＝ＡＣ，∴ ＯＭ＝ＯＮ．
过Ｏ 作ＯＨ⊥ＰＱ 于Ｈ，则ＰＨ＝ＱＨ．
在等腰△ＭＯＮ 中，ＭＨ＝ＮＨ，

∴ ＰＭ＝ＮＱ．
【综合发散】

发散８ 如图３１１所示，有一块半圆形的木板，现要把它截成三角形板块，三
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角形的两个顶点分别为Ａ，Ｂ，另一顶点在
︵
ＡＢ上，问怎样截取才能使截出的三角

形的面积最大？（要求说明理由）

图３１１
图３１２

解 作ＯＣ⊥ＡＢ 交
︵
ＡＢ于点Ｃ，连结ＡＣ，ＢＣ，则依样裁出的△ＡＢＣ 的面积最

大，现证明如下：

在
︵
ＡＢ上任意一点Ｃ′（不同于点Ｃ），连结ＡＣ′，ＢＣ′，过点Ｃ′作Ｃ′Ｄ⊥ＡＢ，垂

足为Ｄ，如图３１２所示，则Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＡＢ·ＣＯ，Ｓ△ＡＢＣ′＝

１
２ＡＢ·Ｃ′Ｄ．

连结ＯＣ′，则ＯＣ′＝ＯＣ 在Ｒｔ△ＯＤＣ′中，ＯＣ′＞Ｃ′Ｄ，

∴ ＯＣ＞Ｃ′Ｄ．
∴ Ｓ△ＡＢＣ＞Ｓ△ＡＢＣ′．

【探究发散】

发散９ 如图３１３所示，圆内接三角形ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＡＣ．Ｄ 是ＢＣ 边上的一

点，Ｅ 是直线ＡＤ 和△ＡＢＣ 外接圆的交点．
（１）证明：ＡＢ２＝ＡＤ·ＡＥ；

（２）当Ｄ 为ＢＣ 延长线上一点时，（１）的结论成立吗？如果成立，请证明；不成

立，请说明理由．

图３１３ 图３１４

（１）分析 如图３１４所示，连结ＢＥ，构造△ＡＢＥ∽△ＡＤＢ．
证明 如图３１４所示，连结ＢＥ，在△ＡＥＢ 和△ＡＤＢ 中，
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∠ＡＥＢ＝∠ＡＣＢ＝∠ＡＢＣ
∠ＢＡＥ＝∠ 烍

烌

烎ＤＡＢ △ＡＢＥ∽△ＡＤＢＡＢ２＝ＡＤ·ＡＥ．

（２）分析１ 当Ｄ 为ＢＣ 延长线上一点时，结论成立．作图如图３１５所示，连

结ＥＣ，构造△ＡＣＥ∽△ＡＤＣ．
证法１ 在△ＡＣＥ 和△ＡＤＣ 中，

图３１５

∠ＡＣＤ＋∠ＡＣＢ＝１８０°
∠ＡＥＣ＋∠ＣＥＤ＝１８０°
∠ＣＥＤ＝∠ＡＢＣ＝∠

烍
烌

烎ＡＣＢ
∠ＡＣＤ＝∠ＡＥＣ

∠ＤＡＣ＝∠

烍

烌

烎ＣＡＥ
△ＡＣＥ∽△ＡＤＣＡＣ２＝ＡＤ·ＡＥＡＢ２＝ＡＤ·ＡＥ．
分析２ 如图３１５所示，连结ＥＢ，构造△ＡＥＢ∽△ＡＢＤ．
证法２ 如图３１５所示，连结ＥＢ，

在△ＡＥＢ 和△ＡＢＤ 中，

∠ＡＥＢ＝∠ＡＣＢ＝∠ＡＢＤ
∠ＤＡＢ＝∠ 烍

烌

烎ＢＡＥ

△ＡＥＢ∽△ＡＢＤＡＢ２＝ＡＤ·ＡＥ．
指点迷津 上题是开放探究题，它由条件去探究不明确的结论．这种探究具

有开放性和发散性的特征，有时答案并不惟一，有时结论是否定的．

图３１６

如图３１６所示，⊙Ｏ 的直径ＡＢ 和弦ＣＤ 相交于点Ｅ，已

知ＡＥ＝６ｃｍ，ＥＢ＝２ｃｍ，∠ＣＥＡ＝３０°，求ＣＤ 的长．
分析 利用弦心距构成直角三角形，再解直角三角形，

结合圆的对称特点．
解 过Ｏ 作ＯＦ⊥ＣＤ 于Ｆ，连结ＣＯ，

∵ ＡＥ＝６，ＥＢ＝２，∴ ＡＢ＝８．

∴ ＯＡ＝１
２ＡＢ＝４，ＯＥ＝ＡＤ－ＡＯ＝２．

在Ｒｔ△ＯＥＦ 中，∵ ∠ＣＥＡ＝３０°，

∴ ＯＦ＝１
２

·ＯＥ＝１．

在Ｒｔ△ＣＦＯ 中，ＯＦ＝１，ＯＣ＝ＯＡ＝４，

∴ ＣＦ＝ ＯＣ２－ＯＦ槡 ２ 槡＝ １５．
又∵ ＯＦ⊥ＣＤ，∴ ＤＦ＝ＣＦ．
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∴ ＣＤ＝２·ＣＦ 槡＝２ １５（ｃｍ）．
解法指导 在求解有关弦长、圆心到弦的距离、半径等问题时，通常用垂径定

理及推论，构造直角三角形，利用勾股定理或三角函数的知识求解．
【题型发散】

图３１７

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）如图３１７所示，⊙Ｏ 中弦ＡＢ，ＣＤ 相交于点Ｆ，ＡＢ＝
１０，ＡＦ＝２．若ＣＦ∶ＤＦ＝１∶４，则ＣＦ 的长等于 （ ）

槡 槡Ａ ２ Ｂ２ Ｃ３ Ｄ２ ２
（２）⊙Ｏ 中，ＡＢ、ＣＤ 是两条平行弦，位于圆心的两侧，

ＡＢ＝４０ｃｍ，ＣＤ＝４８ｃｍ，ＡＢ，ＣＤ 的距离为２２ｃｍ，则⊙Ｏ 的

半径长是 （ ）

Ａ１５ｃｍ Ｂ２０ｃｍ Ｃ２５ｃｍ Ｄ３０ｃｍ
（１）分析 用直接推算法．

设ＣＦ＝ｘ，因为△ＡＣＦ∽△ＢＤＦ，将比例式ＡＦ
ＣＦ＝ＤＦ

ＢＦ
转化为关于ｘ的一元二

次方程．
解 如图３１７所示，连结ＡＣ，ＢＤ．
∵ ＡＢ＝１０，ＡＦ＝２，

∴ ＢＦ＝ＡＢ－ＡＦ＝８．
设ＣＦ＝ｘ，

∵ ＣＦ∶ＤＦ＝１∶４，

∴ ＤＦ＝４ｘ．
∵ △ＡＣＦ∽△ＢＤＦ，

∴ ＡＦ
ＣＦ＝ＤＦ

ＢＦ．

∵ ＡＦ·ＢＦ＝ＣＦ·ＤＦ，

∴ ２×８＝ｘ·４ｘ．
∵ ｘ＞０，

∴ ｘ＝２．
即 ＣＦ＝２
故本题应选Ｂ．

（２）分析 用直接法或先用排除法再用验证法．
解 可设⊙Ｏ 半径为ｘ，根据题意列方程

ｘ２－２０槡 ２＋ ｘ２－２４槡 ２＝２２．
解得ｘ＝２５．也可用观察排除法，显然Ａ，Ｂ与Ｄ不合题意，再用验证法，知Ｃ
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符合题意．
故本题应选Ｃ．

图３１８

发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）如图３１８所示，ＡＢ 是半圆Ｏ 的直径，Ｅ 是弧ＢＣ
的中点，ＯＥ 交弦ＢＣ 于点Ｄ，已知ＢＣ＝８ｃｍ，ＤＥ＝２ｃｍ，

则ＡＤ 的长为 ｃｍ．
（２）⊙Ｏ 的弦ＣＤ 垂直于它的直径ＡＢ 交点为Ｍ，且

ＣＤ 把ＡＢ 分成两条线段，ＡＭ∶ＭＢ＝１∶４，则ＢＣ∶ＣＡ 等于 ．

解 （１）∵ Ｅ 是
︵
ＢＣ的中点，

∴ ＯＤ⊥ＢＣ 于点Ｄ 且ＢＤ＝ＣＤ＝１
２ＢＣ．

∵ ＢＣ＝８，

∴ ＢＤ＝ＣＤ＝４，

∵ ＯＢ２＝ＯＤ２＋ＢＤ２，

且ＯＢ＝ｒ，ＯＤ＝ＯＥ－ＤＥ＝ｒ－２，

∴ ｒ２＝（ｒ－２）２＋４２．
解得 ｒ＝５．
∴ ＡＢ＝１０，ＯＤ＝３．
∵ ＯＤ 是△ＡＢＣ 的中位线，

∴ ＡＣ＝６．
∵ ∠ＡＣＢ＝９０°，

∴ ＡＤ２＝ＡＣ２＋ＣＤ２＝６２＋４２＝５２．

∴ ＡＤ 槡＝２ １３（ｃｍ）．
（２）由直角三角形两条直角边平方的比等于这两条直角边在斜边上射影

的比．

即 ＡＣ２

ＢＣ２＝
ＡＭ
ＭＢ＝１

４
，∴ ＢＣ∶ＣＡ＝２∶１．

【纵横发散】

发散３ 如图３１９所示，⊙Ｏ 的直径ＡＢ 垂直于弦ＣＤ，弦ＡＥ、ＣＤ 的延长线

相交于点Ｆ．求证ＡＣ·ＣＦ＝ＡＦ·ＣＥ．

分析１ 本题欲证ＡＣ·ＣＦ＝ＡＦ·ＣＥ，需证ＡＣ
ＡＦ＝ＣＥ

ＣＦ
，这可通过证明△ＡＥＣ∽

△ＡＣＦ得到比例式．
证法１ 连结ＡＤ．
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图３１９

ＡＢ 为直径

ＡＢ⊥ 烍
烌

烎ＣＤ 
︵
ＡＣ＝

︵
ＡＤ∠ＡＥＣ＝∠ＡＣＤ．

在△ＡＥＣ 与△ＡＣＦ 中，

∠ＡＥＣ＝∠ＡＣＦ
∠ＣＡＥ＝∠ 烍

烌

烎ＦＡＣ

△ＡＥＣ∽△ＡＣＦＡＣ
ＡＦ＝ＥＣ

ＣＦ．

ＡＣ·ＣＦ＝ＡＦ·ＥＣ．

分析２ 欲证ＡＣ·ＣＦ＝ＡＦ·ＣＥ，需证ＡＣ
ＥＣ＝ＡＦ

ＦＣ
，

∵ ＡＣ＝ＡＤ，即需证ＡＤ
ＥＣ＝ＡＦ

ＦＣ
，

这可通过证明△ＡＦＤ∽△ＣＦＥ 达到目的．

证法２
ＡＢ 为直径

ＡＢ⊥ 烍
烌

烎ＣＤ 
︵
ＡＣ＝

︵
ＡＤＡＣ＝ＡＤ

在△ＡＦＤ 与△ＣＦＥ 中

∠Ｆ＝∠Ｆ
∠ＦＡＤ＝∠

烍
烌

烎ＦＣＥ
△ＡＦＤ∽△ＣＦＥ

ＡＤ
ＥＣ＝ＡＦ

ＦＣ
ＡＣ＝

烍
烌

烎ＡＤ


ＡＣ
ＥＣ＝ＡＦ

ＦＣＡＣ·ＦＣ＝ＡＦ·ＥＣ．

图３２０

【转化发散】

发散４ 如图３２０所示，ＡＤ 是 Ｒｔ△ＡＢＣ 斜

边ＢＣ 上的高，Ｍ 为ＡＤ 的中点，ＢＭ 的延长线交

ＡＣ 于Ｅ，ＥＦ⊥ＢＣ 交ＢＣ 于Ｆ，ＥＧ⊥ＡＣ 交以ＡＣ 为

直径的半圆于Ｇ．求证：ＥＦ＝ＥＧ．
分析 本题很容易想到，因为 ＧＥ 是直角三角

形斜边上的高，故ＧＥ２＝ＡＥ·ＥＣ，故本题转化成只

要证ＥＦ２＝ＡＥ·ＥＣ．这里关键是如何应用 Ｍ 是ＡＤ 的中点这个条件．
证明 分别延长ＦＥ 和ＢＡ 交于Ｈ．

ＨＦ⊥ＢＣ
ＡＤ⊥ 烍

烌

烎ＢＣ ＡＤ∥ＨＦ

ＡＭ
ＨＥ＝ＢＭ

ＢＥ
ＭＤ
ＥＦ ＝ＢＭ

烍
烌

烎ＢＥ


ＡＭ
ＨＥ＝ＭＤ

ＥＦ
ＡＭ＝

烍
烌

烎ＭＤ
ＨＥ＝ＥＦ．

又ＣＡ⊥ＡＨ
ＨＦ⊥ ｝ＦＣ

Ａ、Ｈ、Ｃ、Ｆ 四点共圆．
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ＨＥ·ＥＦ＝ＡＥ·ＥＣ
ＨＥ＝ 烍

烌

烎ＥＦ ＦＥ２＝ＡＥ·ＥＣ． ①

ＧＥ 是Ｒｔ△ＡＧＣ 斜边ＡＣ 上的高ＧＥ２＝ＡＥ·ＥＣ ②
由式①，②得 ＥＦ＝ＧＥ．

【综合发散】

图３２１

发散５ 如图３２１所示，已知Ｐ 为⊙Ｏ 直径ＡＢ 上任意一

点，弦ＣＤ 过点Ｐ且与ＡＢ交成４５°．求证：ＰＣ２＋ＰＤ２为定值．
证明 当特殊位置Ｐ与Ｏ 点重合时，ＰＣ２＋ＰＤ２＝２倍⊙Ｏ

半径的平方，为定值．
当Ｐ 为一般情况时，作ＣＭ⊥ＡＢ 于Ｍ，ＤＮ⊥ＡＢ 于Ｎ，

连结ＯＣ 和ＯＤ，

可知∠ＮＤＰ＝∠ＭＣＰ＝４５°
又ＯＣ＝ＯＤ∠ＯＤＰ＝∠ 烍

烌

烎ＯＣＰ ∠ＮＤＯ＝∠ＣＯＭ

由此可证 Ｒｔ△ＯＤＮ≌Ｒｔ△ＣＯＭ


ＯＮ＝ＣＭ＝ＰＭ
ＯＭ＝ＮＤ＝烅

烄

烆 ＰＮ

由勾股定理得
ＯＣ２＝ＣＭ２＋ＯＭ２

ＯＤ２＝ＤＮ２＋ＯＮ烅
烄

烆

烍

烌

烎
２


ＯＣ２＝ＣＭ２＋ＰＮ２

ＯＤ２＝ＤＮ２＋ＰＭ烅
烄

烆
烍
烌

烎
２

ＯＣ２＋ＯＤ２＝ＣＭ２＋ＰＮ２＋ＤＮ２＋ＰＭ２＝ＰＣ２＋ＰＤ２．
∴ ＰＣ２＋ＰＤ２＝２倍⊙Ｏ 半径的平方，即ＰＣ２＋ＰＤ２为定值．

图３２２

发散６ 如图３２２所示，在⊙Ｏ 中，如果半径 ＯＡ⊥ＯＢ，弦

ＡＣ⊥ＢＤ，那么ＡＤ 与ＢＣ 有什么关系？为什么？

分析 显然，ＡＤ 与ＢＣ 之间的大小关系无法判定．那么，只

有判 断 它 们 的 位 置 关 系 了．由 于 ＯＡ⊥ＢＯ，ＡＣ⊥ＢＤ，则

∠ＡＯＢ＝９０°．根据圆周角定理的推论，知∠Ｄ＝∠Ｃ＝４５°，于是

∠ＣＡＤ＝４５°，那么，由平行线的性质知ＡＤ∥ＢＣ．
解 ＡＤ∥ＢＣ．
理由：∵ ＯＡ⊥ＯＢ，∴ ∠ＡＯＢ＝９０°．
∴ ∠Ｄ＝∠Ｃ＝４５°．
∵ ＡＣ⊥ＢＤ，∴ ∠ＡＥＤ＝９０°．
∴ ∠ＣＡＤ＝４５°．
∴ ∠ＣＡＤ＝∠Ｃ．∴ ＡＤ∥ＢＣ．
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自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１⊙Ｏ 中，
︵
ＡＢ∶

︵
ＢＣ∶

︵
ＣＡ＝２∶３∶４，则△ＡＢＣ 是 （ ）

Ａ锐角三角形，且其中一个角是８０° Ｂ直角三角形

Ｃ钝角三角形，且其中一个角是１２０° Ｄ钝角三角形，且其中一个角是４０°

２已知圆 内 接 四 边 形 ＡＢＣＤ，并 且 有
︵
ＡＢ∶

︵
ＢＣ∶

︵
ＣＤ∶

︵
ＤＡ＝１∶２∶３∶４，则

∠Ａ∶∠Ｂ∶∠Ｃ∶∠Ｄ 等于 （ ）

Ａ１∶２∶３∶４ Ｂ４∶３∶２∶１ Ｃ３∶４∶１∶２ Ｄ５∶７∶５∶３
３半径为５ｃｍ的⊙Ｏ 中，弦ＡＢ∥弦ＣＤ，又ＡＢ＝６ｃｍ，ＣＤ＝８ｃｍ，则ＡＢ

和ＣＤ 两弦的距离是 ．

４圆内接四边形ＡＢＣＤ，ＡＢ 为直径，
︵
ＢＣ＝４０°，

︵
ＢＣ∶

︵
ＣＤ＝２∶３，则∠Ａ，∠Ｂ，

∠Ｃ，∠Ｄ 的度数是 ．

图３２５

【生活发散】

１如图３２３所示，我国新建一座石拱桥，桥拱是圆弧形，它的跨度（弧所对

的弦的弦长）为４０ｍ，拱高（弦的中点到弦的距离）为８ｍ，求桥拱的半径Ｒ．

图３２３ 图３２４

２如图３２４所示，某部队在灯塔Ａ 的周围进行爆破作业，Ａ 周围３ｋｍ内的

水域为危险区域，有一渔民误入离Ａ 处２ｋｍ的Ｂ 处，为尽快

驶离危险区域，该船应沿哪个方向航行？（要求给予证明）

【纵横发散】

１如图３２５所示，ＢＣ 为半圆Ｏ 的直径，Ｆ 是半圆上异
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图３２６

于Ｂ、Ｃ 的一点，Ａ 是
︵
ＢＦ的中点，ＡＤ⊥ＢＣ 于点Ｄ，ＢＦ 交ＡＤ 于

点Ｅ．
（１）求证：ＢＥ·ＢＦ＝ＢＤ·ＢＣ；

（２）试比较线段ＢＤ 与ＡＥ 的大小，并说明道理．
２如图３２６，已知ＡＢ 为⊙Ｏ 的弦，从圆上任意一点Ｃ 引

弦ＣＤ⊥ＡＢ，作为∠ＯＣＤ 的平分线，交⊙Ｏ 于Ｐ 点，连结ＰＡ 和

图３２７

ＰＢ，那么
︵
ＰＡ与

︵
ＰＢ相等吗？为什么？

【转化发散】

１如图３２７所示，ＡＢ 为半圆Ｏ 的直径，弦 ＡＤ、

ＢＣ 相交于点Ｐ，若ＣＤ＝３，ＡＢ＝４，求ｔａｎ∠ＢＰＤ．
２如图３２８所示，在△ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ，

图３２８

∠Ａ＝１００°，ＢＥ 是角Ｂ 的平分线．求证：ＡＥ＋ＢＥ＝ＢＣ．
【构造发散】

如图３２９所示，设点 Ｄ，Ｅ 分别为△ＡＢＣ 的外接圆

的
︵
ＡＢ，

︵
ＡＣ的中点，弦ＤＥ 交ＡＢ 于点Ｆ，交ＡＣ 于点Ｇ．求

证：ＡＦ·ＡＧ＝ＤＦ·ＥＧ．

图３２９ 图３３０

【探究发散】

如图３３０所示，公路 ＭＮ 和公路ＰＱ 在点Ｐ处交汇，且∠ＱＰＮ＝３０°，点Ａ 处

有一所中学，ＡＰ＝１６０ｍ．假设拖拉机行驶时，周围１００ｍ以内会受到噪声的影响，

那么拖拉机在公路 ＭＮ 上沿ＰＮ 方向行驶时，学校是否会受到噪声影响？说明理

由；如果受影响，已知拖拉机的速度为１８ｋｍ／ｈ，那么学校受影响的时间为多少秒？

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第８５页）

１将绳子的一端Ａ 固定，然后拉紧绳子的另一端Ｂ，并绕Ａ 在地上转一圈，
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Ｂ 所经过的路径就是所希望的圆．
２为了使游戏公平，小朋友应站在２ｍ线以内，而教师应站在２ｍ线以外，

当然，学生可以有不同的想法．
习题３１（课本第８６页）

１因为茶杯和地下水道井通常是圆形的，因此茶杯盖子和井盖也做成圆形，

这样既可以节省材料，也不容易掉下去．
２略．
３（１）圆外； （２）圆内； （３）５．

第４题图

４如第４题图所示，所求图形为阴影部分（不

包括阴影的边界）．
试一试（课本第８７页）

１小明可能，如１＋１＋１＋１＋１＋３＝８（分）；

小 华 不 可 能，因 为 最 多 只 能 得 到 ９×６＝
５４（分）；

小红可能，如５＋５＋５＋５＋７＋１＝２８（分）．
随堂练习（课本第９２页）

１解：连结ＯＡ，

设桥拱所在圆的半径为Ｒ，则 ＯＤ＝Ｒ－７．２．
∵ ＣＤ⊥ＡＢ，

∴ ＡＤ＝１
２ＡＢ＝１

２×３７．４＝１８．７（ｍ）．

第２题图

根据勾股定理得 ＯＡ２＝ＯＤ２＋ＡＤ２，

即 Ｒ２＝（Ｒ－７．２）２＋（１８．７）２，

解得 Ｒ≈２７．９（ｍ）．
所以桥拱所在圆的半径约为２７．９ｍ．
２相等．（提示：如第２题图所示，作出垂直于弦的直径，利

用垂径定理得两组弧分别相等，用“等量减等量差相等”即可说

明结论成立．当然，符合条件的图形有三种情况：圆心在平行弦

外、在其中一条弦上、在平行弦内，说理的思路都是一样的．）
习题３２（课本第９３页）

１解：作ＯＣ⊥ＡＢ 于Ｃ．

ＯＣ＝ ＯＡ２－ＡＣ槡 ２＝ ３０２－１８槡 ２＝２４（ｍｍ），

ｃｏｓ∠ＯＡＢ＝１８
３０＝０６．

２ＡＣ＝ＢＤ．（提示：作 ＯＥ⊥ＡＢ，垂足为Ｅ，利用垂直于弦的直径平分这条
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弦，用“等量减等量差相等”即可说明结论成立．）
试一试（课本第９３页）

１（１）作直线ＯＭ；

（２）过点 Ｍ 作ＯＭ 的垂线，交⊙Ｏ 于点Ａ，Ｂ．线段ＡＢ 即为所求的弦．

第３题

随堂练习（课本第９７页）

１略．
２略．

３证明：∵ Ｃ 是
︵
ＡＢ的中点，连结ＯＣ，

∴
︵
ＡＣ＝

︵
ＢＣ．

∴ ∠ＡＯＣ＝∠ＣＯＢ＝６０°．
∴ ＡＣ＝ＢＣ．
在△ＡＯＣ 中，ＯＡ＝ＯＣ，∠ＡＯＣ＝６０°．
∴ △ＡＯＣ 是等边三角形．
同理：△ＢＯＣ 是等边三角形，

∴ 四边形ＯＡＣＢ 是菱形．
习题３３（课本第９８页）

１全等．（提示：由ＡＢ＝ＤＣ，ＢＣ＝ＣＢ，可证
︵
ＡＣ＝

︵
ＤＢ，所以ＡＣ＝ＤＢ．）

２证明：∵ ＡＢ、ＤＥ 是⊙Ｏ 的直径，

∴ ∠ＤＯＡ＝∠ＢＯＥ．

∴
︵
ＡＤ＝

︵
ＢＥ．

∵
︵
ＡＤ＝

︵
ＣＥ，

∴
︵
ＡＤ＝

︵
ＢＥ＝

︵
ＣＥ．

∴ ＢＥ＝ＣＥ．
３证明：连结ＯＣ，

∵ ＡＣ∥ＯＤ，

∴ ∠ＣＡＯ＝∠ＤＯＢ；∠ＣＡＯ＝∠ＡＣＯ＝∠ＣＯＤ．
∴ ∠ＣＯＤ＝∠ＤＯＢ，

∴
︵
ＣＤ＝

︵
ＢＤ．

随堂练习（课本第１０３页）

１略．
２．∠ＢＡＣ＝２５°．
习题３４（课本第１０３页）
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１证明：∵ ∠ＡＯＢ＝２∠ＢＯＣ，

∴ ∠ＢＡＣ＝１
２∠ＢＯＣ，∠ＡＣＢ＝１

２∠ＡＯＢ．

∴ ∠ＡＣＢ＝２∠ＢＡＣ．
２∠ＢＯＤ＝１６０°，∠ＢＡＤ＝８０°．
随堂练习（课本第１０７页）

１尽量保证同排的人视角相同．
２∠ＢＤＣ．
３解：连结ＯＣ，

∵ ∠ＡＯＣ＝２∠ＡＢＣ＝６０°，

∵ ＯＡ＝ＯＣ，

∴ △ＡＯＣ 是等边三角形．
∴ ＡＣ＝５（ｃｍ）．
４图（２）是半圆形，理由是：９０°的圆周角所对的弦是直径．
习题３５（课本第１０８页）

１∠１＝∠４，∠２＝∠７，∠３＝∠６，∠５＝∠８；

△ＡＢＥ 与△ＤＣＥ 相似，△ＡＤＥ 与△ＢＣＥ 相似．
２有很多种方法，如：

（１）对折两次，折痕的交点即为圆心；

（２）在圆纸片上画两个９０°的圆周角，使它们所对的弦相交，这个交点就是圆心；

（３）在圆中画两条不平行的弦，分别作这两条弦的垂直平分线，其交点即为圆心；

（４）在圆中任意画一条弦，然后作这条弦的垂直平分线，交圆于Ａ、Ｂ 两点，再

作ＡＢ 的垂直平分线，两线的交点就是圆心．

直线和圆的位置关系
2. 确定圆的条件

圆和圆的位置关系

自主学习提示

一、相关知识链接

１圆的确定

圆心决定圆的位置，半径决定圆的大小．
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２圆的性质

（１）圆是轴对称图形，它的任意一条直径所在的直线都是对称轴．由此可推出

垂径定理等重要性质．
（２）圆是中心对称图形，其对称中心是圆心．
（３）圆具有旋转不变性，它绕圆心旋转任意大小的角度，都能与原图形重合．
３圆与点的位置关系

设圆的关径为ｒ，点到圆心的距离为ｄ．
（１）点在圆外ｄ＞ｒ；

（２）点在圆上ｄ＝ｒ；

（３）点在圆内ｄ＜ｒ．
４圆的定义满足如下两条性质

（１）纯粹性：圆上各点到定点（圆心Ｏ）的距离都等于定长（半径长ｒ）；

（２）完备性：到定点的距离等于定长的点都在圆上．
５反证法

反证法是一种间接证明命题的方法，在用直接法证明命题有困难时，可以考

虑使用反证法．用反证法证明时，从否定原命题的结论开始，由此推出矛盾，从而

肯定命题结论的正确，但是必须注意把所作的假设作为新增加的条件来使用，否

则将推不出矛盾．反证法的原理是“否定之否定等于肯定”之原理．
二、重难知识点提示

本节重点：对确定一个圆的条件的理解，圆与直线、圆与圆的位置关系．
本节难点：分析作圆的方法（找圆心和半径），切线的性质定理和判定定理的

理解及反证法．

发散思维分析

一、确定圆的条件

１定理：不在同一直线上的三个点确定一个圆

（１）定理：不在同一直线上的三个点确定一个圆．定理中“不在同一直线”这个

条件不可忽略，“确定”一词应理解为“有且只有”．
（２）过一点作圆，圆心、半径均不确定，故可作无数个圆．
（３）过两点作圆，圆心在这两点所连成线段的垂直平分线上，圆心位置在一条

直线上，半径不确定，故可作无数个圆．
（４）过三点作圆，如果三点在一条直线上，无法确定此圆；
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如果这三点不在同一直线上，那么这三点所连成三角形三条边的中垂线交点

同时满足到这三个点距离相等，故能确定一个圆．
２外接圆、外心定义

（１）外接圆：三角形的三个顶点确定一个圆，这个圆叫做三角形的外接圆

（ｃｉｒｃｕｍｃｉｒｃｌｅｏｆｔｒｉａｎｇｌｅ）．
（２）外心：外接圆的圆心是三角形三条垂直平分线的交点，叫做三角形的外心

（ｃｉｒｃｕｍｃｅｎｔｅｒ）．
（３）三角形外心的位置：

锐角三角形的外心在三角形内；

直角三角形的外心在斜边的中点处；

钝角三角形的外心在三角形外．
二、圆与直线的位置关系

１圆与直线的位置关系

设圆的半径为ｒ，圆心到直线的距离为ｄ：

（１）直线与圆相离ｄ＞ｒ；

（２）直线与圆相切ｄ＝ｒ；

（３）直线与圆相交ｄ＜ｒ．
２圆的切线

（１）切线的定义：直线和圆有惟一公共点时，叫做直线和圆相切．这条直线叫

做圆的切线，这个公共点叫做切点．
（２）切线的判定定理：经过直径的一端，并且垂直于这条直径的直线是圆的

切线．
（３）切线的性质：经过圆心垂直于切线的直线必过切点；经过切点垂直于切线

的直线必过圆心；圆的切线垂直于经过切点的半径．
（４）切线长定理：从圆外一点到圆的两条切线长相等；圆心和这点的连线平分

两条切线间的夹角．
３三角形的内切圆、内心

（１）定义：和三角形三边都相切的圆叫做三角形的内切圆（ｉｎｓｃｒｉｂｅｄｃｉｒｃｌｅｏｆ
ｔｒｉａｎｇｌｅ）．

（２）一个三角形的内切圆是惟一的．
（３）内心：内切圆的圆心是三角形三条角平分线的交点，叫做三角形的内心

（ｉｎｃｅｎｔｅｒ）．
（４）内切圆半径：三角形内切圆半径等于内心到三边的距离．
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三、圆与圆的位置关系（见下表）

两圆位

置关系

圆心距ｄ与

半径Ｒ，ｒ的关系

外公切

线条数

内公切

线条数
主要性质

（１）外离 ｄ＞Ｒ＋ｒ ２ ２

①没有公共点

②外（内）公切线长相等

③连心线经过公切线交点

（２）外切 ｄ＝Ｒ＋ｒ ２ １

①有 一 个 公 共 点 且 在 连 心

线上

②两条外公切线长相等

（３）相交 ｜Ｒ－ｒ｜＜ｄ＜Ｒ＋ｒ ２ ０

①有两个公共点，连心线垂直

平分公共弦

②两条外公切线长相等

（４）内切 ｄ＝｜Ｒ－ｒ｜ １ ０
有一个公共点 且 在 连 心 线 的

延长线上

内含

（５）

一

般

ｄ＜｜Ｒ－ｒ｜ ０ ０ 无公共点

（６）

同

心

ｄ＝０ ０ ０ 圆心重合

两圆的位置关系决定于圆心距ｄ 与两圆半径Ｒ、ｒ的数量关系．其中两圆相

交的情况可以从三角形的任两边之和大于第三边，任两边之差小于第三边来理

解，且这两个条件缺一不可．

图３３１

下面让我们共同探究怎样判断一条直线是某个圆的切线：

【问题】 如图３３１所示，已知ＡＢ 是⊙Ｏ 的直径，ＢＣ 是

⊙Ｏ 的切线，切点为 Ｂ，ＯＣ∥ＡＤ，ＡＤ 为⊙Ｏ 的弦，ＯＣ 交

ＢＣ 于Ｃ．请判断ＣＤ 是否是⊙Ｏ 的切线，并说明理由．
【准备】 欲判断ＣＤ 是否是⊙Ｏ 的切线，要连结 ＯＤ，探

求∠ＯＤＣ 是否为９０°．
【过程】 ＣＤ 是⊙Ｏ 的切线．
理由：连结ＯＤ，∵ ＯＣ∥ＡＤ，
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∴ ∠３＝∠１，∠２＝∠４．
又∵ ＯＡ＝ＯＤ，∴ ∠１＝∠２．∴ ∠３＝∠４．
∵ ＯＢ＝ＯＤ，ＯＣ＝ＯＣ．
∴ △ＯＣＤ≌△ＯＣＢ．
∴ ∠ＯＤＣ＝∠ＯＢＣ．
又∵ ＢＣ 为⊙Ｏ 的切线，切点为Ｂ，

∴ ∠ＯＢＣ＝９０°，∠ＯＤＣ＝９０°．
∴ ＣＤ 为⊙Ｏ 的切线．

【评析】 本题在已知ＣＤ 与⊙Ｏ 有公共点Ｄ 时，判断ＣＤ 为⊙Ｏ 的切线．此

类题一般是连接圆心和公共点，判断这条直线与所得半径垂直，利用切线判定定

理知该直线是圆的切线．
下面让我们再共同探究一下两圆相切的位置关系：

图３３２

【问题】 如图３３２所示，已知半圆的直径ＡＢ＝１６，

过Ｏ 作ＯＣ⊥ＡＢ，交半圆于 Ｃ，以 ＯＣ 为直径作⊙Ｏ１，

⊙Ｏ２与⊙Ｏ１ 外切，与⊙Ｏ 内切，且与 ＡＢ 相切．求⊙Ｏ２

的半径及⊙Ｏ１和⊙Ｏ２的切线ＯＥ 的长．
【准备】 作Ｏ２Ｄ∥ＡＢ，交ＯＯ１于点Ｄ，连结Ｏ１Ｏ２，

ＯＯ２，且设ＯＢ 切⊙Ｏ２于点Ｅ，连结Ｏ２Ｅ，利用直角三角

形进行求解．
【过程】 设⊙Ｏ１，⊙Ｏ２ 的半径分别为 Ｒ，ｒ，连结 Ｏ１Ｏ２，ＯＯ２，过 Ｏ２ 作

Ｏ１Ｏ 的垂线Ｏ２Ｄ，垂足为Ｄ；过Ｏ２作ＯＢ 的垂线Ｏ２Ｅ，垂足为Ｅ．则

Ｏ１Ｏ２＝Ｒ＋ｒ＝４＋ｒ，Ｏ１Ｄ＝Ｒ－ｒ＝４－ｒ，ＯＯ２＝２Ｒ－ｒ＝８－ｒ．

∵ Ｏ１Ｏ２
２－Ｏ１Ｄ２＝Ｏ２Ｄ２＝ＯＯ２

２－ＯＤ２．

∴ （４＋ｒ）２－（４－ｒ）２＝（８－ｒ）２－ｒ２．
∴ ｒ＝２．

∴ ＯＥ＝Ｏ２Ｄ＝ Ｏ１Ｏ２
２－Ｏ１Ｄ槡 ２

＝ （Ｒ＋ｒ）２－（Ｒ－ｒ）槡 ２

＝ （４＋ｒ）２－（４－ｒ）槡 ２ 槡＝４ ２．
【评析】 （１）有关两圆公切线问题，常常过其中一个圆心作公切线的平行线，

与连心线构成直角三角形，这样就可运用直角三角形的性质进行论证或计算．
（２）和两圆都相切的直线，叫做两圆的公切线．两圆在公切线的同旁时，这样

的公切线叫做外公切线（本题的ＯＥ 即为外公切线）；两圆在公切线的两旁时，这
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样的公切线叫做内公切线．

发散思维应用

图３３３

如图３３３所示，Ａ、Ｂ、Ｃ 三点表示三个村庄，为了解决村

民子女就近入学的问题，计划新建一所小学，要使学校到三个

村庄的距离相等，请你用尺规确定学校的位置．
分析 本题实质是求作△ＡＢＣ 的外心的问题，只要抓住

两边的中垂线即可．
解答 作法：（１）连结ＡＢ，ＡＣ；

（２）分别以Ａ、Ｂ 为圆心，大于１
２ＡＢ 的长为半径画弧，两

弧相交于 Ｍ、Ｎ，作直线 ＭＮ；

（３）以Ａ、Ｃ 为圆心，大于１
２ＡＣ 的长为半径画弧，两弧相交于Ｅ、Ｆ，作直线

ＥＦ 交ＭＮ 于Ｏ，点Ｏ 即为所求作的学校位置．

图３３４

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）（２００４·北京东城区）如图３３４所示，ＰＡ 切⊙Ｏ 于

点Ａ，ＰＢＣ 是经过点Ｏ 的割线．若∠Ｐ＝３０°，则
︵
ＡＢ的度数

为 （ ）

Ａ３０° Ｂ６０° Ｃ９０° Ｄ１２０°
（２）一个圆的周长为ａｃｍ，面积为ａｃｍ２，如果一条直线到圆心的距离为π

ｃｍ，则这条直线与该圆的位置关系是 （ ）

Ａ相离 Ｂ相切 Ｃ相交 Ｄ不能确定

（１）分析 用直接法．

要求
︵
ＡＢ的度数，只要求出

︵
ＡＢ所对的圆心角的度数即可．为此连结 ＯＡ，根据

ＰＡ 是⊙Ｏ 的切线，可得ＯＡ⊥ＰＡ，即∠Ｐ＋∠ＡＯＰ＝９０°．∴
︵
ＡＢ的度数为６０°．

故本题应选Ｂ．
（２）分析 用特殊值法．
因为圆的周长与它的面积数相等时，只有半径为２ｃｍ才成立，所以根据直线

与圆的位置关系判定，在πｃｍ＞２ｃｍ时．
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故本题应选Ａ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）已知Ｒｔ△ＡＢＣ 的斜边ＡＢ＝６ｃｍ，直角边ＡＣ＝３ｃｍ．

图３３５

①以 Ｃ 为圆心，２ｃｍ 长为 半 径 的 圆 和 ＡＢ 的 位 置 关 系

是 ；

②以 Ｃ 为圆心，４ｃｍ 长为 半 径 的 圆 和 ＡＢ 的 位 置 关 系

是 ；

③如果以Ｃ为圆心的圆和ＡＢ相切，则半径长为 ．
（２）如图３３５所示，ＡＢ是⊙Ｏ 的直径，ＤＥ 切⊙Ｏ 于点Ｃ，欲

使ＡＥ⊥ＤＥ，需添加的一个条件是 （不另添加线和点）．

解 （１）已知 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，斜边 ＡＢ＝６ｃｍ，ＡＣ＝３ｃｍ，ＢＣ＝ ６２－３槡 ２＝

槡３ ３ｃｍ，∠Ｂ＝３０°，∠Ａ＝６０°．

设Ｃ 点到ＡＢ 的距离为ｄ，ｄ＝ＡＣ·ｓｉｎ６０°＝ 槡３ ３
２

①∵ ｄ＝ 槡３ ３
２ ＞２，∴ 圆和ＡＢ 相离；

②∵ ｄ＝ 槡３ ３
２ ＜４，∴ 圆和ＡＢ 相交；

③若圆Ｃ 与ＡＢ 相切，则半径长为 槡３ ３
２ ｃｍ．

图３３６

（２）欲使ＡＥ⊥ＤＥ，只 要∠ＣＡＥ＋∠ＡＣＥ＝９０°即

可．由 于 ＡＢ 是⊙Ｏ 的 直 径，故∠ＢＣＡ＝９０°，∠Ｂ＋
∠ＢＡＣ＝９０°．又ＤＥ 是切线，因此∠ＡＣＥ＝∠Ｂ，所以只

要∠ＢＡＣ＝∠ＣＡＥ 即可．
【纵横发散】

发散３ 作一个圆，使它经过已知点Ａ 和Ｂ，并且圆

心在已知直线ｌ上．
分析 直线ｌ与ＡＢ 两点所在直线的位置关系不

同，作圆的情况就不一样，因此应依位置关系的不同而

分别讨论．
作法 （１）当直线ｌ和ＡＢ 斜交或重合时，只要作线

段ＡＢ 的垂直平分线与ｌ交于Ｏ，以Ｏ 为圆心，ＯＡ 为半

径作圆即为所求作的圆，这样的圆只有一个（如图３３６（１）所示）．
（２）当直线ｌ和ＡＢ 垂直但不经过ＡＢ 的中点时，这样的圆不能作出．
（３）当直线ｌ是线段ＡＢ的垂直平分线时，这样的圆可作无数个（如图３３６（２）所示）．
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解法指导 作图题关键是确定圆心，而三点（不在一条直线上）才能惟一确定

圆，因此，与点的位置有关系，当位置不确定时，应分类讨论．

图３３７

发散４ 如图３３７所示，已知ＡＢ 是⊙Ｏ 的直径，ＢＣ 是⊙Ｏ
的切线，切点为Ｂ，ＯＣ平行于弦ＡＤ．求证：ＤＣ是⊙Ｏ 的切线．

证明 连结ＯＤ，

ＯＡ＝ＯＤ∠１＝∠２

ＡＤ∥ＯＣ
∠１＝∠３
∠２＝∠｛ 烍

烌

烎４
∠３＝∠４．

ＯＢ＝ＯＤ
∠３＝∠４
ＯＣ＝

烍
烌

烎ＯＣ
△ＯＢＣ≌△ＯＤＣ∠ＯＢＣ＝∠ＯＤＣ．

∵ ＢＣ 是⊙Ｏ 的切线，∴ ∠ＯＢＣ＝９０°．
∴ ∠ＯＤＣ＝９０°．
∴ ＤＣ 是⊙Ｏ 的切线．

图３３８

【解法发散】

发散５ 如图３３８所示，ＣＦ是⊙Ｏ 的直径，ＣＢ 为⊙Ｏ
的弦，ＣＢ的延长线与过点Ｆ的⊙Ｏ 的切线交于点Ｐ．

（１）若∠Ｐ＝４５°，ＰＦ＝１０，求⊙Ｏ 半径的长．
（２）若Ｅ 为ＢＣ 上一点，且满足ＰＥ２＝ＰＢ·ＰＣ，连结

ＦＥ 并延长交⊙Ｏ 于点Ａ，求证：点Ａ 为
︵
ＢＣ的中点．

解 （１）∵ ＰＦ 是⊙Ｏ 切线，ＣＦ 为直径，

∴ ∠ＰＦＣ＝９０°．
∵ ∠Ｐ＝４５°，ＰＦ＝１０，∴ ＣＦ＝ＰＦ＝１０．
∴ ⊙Ｏ 的半径长为５．

（２）证法１ 连结ＯＡ，交ＢＣ 于点Ｍ．
∵ ＰＦ 为⊙Ｏ 的切线，ＣＦ 为直径，

∴ ＰＦ２＝ＰＢ·ＰＣ，∠ＰＦＣ＝９０°．

∵ ＰＥ２＝ＰＢ·ＰＣ，∴ ＰＦ＝ＰＥ，∴ ∠ＰＦＥ＝∠ＰＥＦ．
∵ ＯＡ＝ＯＦ，∴ ∠ＯＡＦ＝∠ＯＦＡ，

∵ ∠ＰＥＦ＝∠ＡＥＭ，又∵ ∠ＯＦＥ＋∠ＰＦＥ＝９０°，

∴ ∠ＡＥＭ＋∠ＥＡＭ＝９０°，∴ ＯＡ⊥ＢＣ．

∴ Ａ 为
︵
ＢＣ的中点．

证法２ 连结ＦＢ，同证法１可证明ＰＦ＝ＰＥ，∴ ∠ＰＦＡ＝∠ＰＥＦ．

九年级数学（下）１４６



∵ ∠ＰＦＡ＝∠ＰＦＢ＋∠ＢＦＡ，∠ＰＥＦ＝∠Ｃ＋∠ＡＦＣ．
又∵ ∠ＰＦＢ＝∠Ｃ，∴ ∠ＢＦＡ＝∠ＡＦＣ．

∴ Ａ 为
︵
ＢＣ的中点．

图３３９

【迁移发散】

发散６ 如图３３９所示，已知 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ａ，ｂ，ｃ
为∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ 所对的边，Ｐ 为内心，ＰＤ⊥ＢＣ 于Ｄ，ＰＥ⊥ＡＢ 于

Ｅ，ＰＦ⊥ＡＣ 于Ｆ．求证：ＢＤ，ＡＥ 是方程２ｘ２－２ｃｘ＋ａｂ＝０的根．
证法１ ∵ Ｐ 为Ｒｔ△ＡＢＣ 内切圆的圆心．
∴ ＰＤ⊥ＢＣ，ＰＥ⊥ＡＢ，ＰＦ⊥ＡＣ，由切线长定理可求得

ＢＤ＝ａ＋ｃ－ｂ
２

ＡＥ＝ｂ＋ｃ－ａ
烍
烌

烎２

ＢＤ·ＡＥ＝
（ａ＋ｃ－ｂ）（ｂ＋ｃ－ａ）

４

＝
［ｃ＋（ａ－ｂ）］［ｃ－（ａ－ｂ）］

４

＝ｃ
２－（ａ－ｂ）２

４ ＝ａｂ
２． ①

又∵ ＢＤ＋ＥＡ＝ＢＥ＋ＥＡ＝ｃ，∴ ＢＤ＋ＥＡ＝－－２ｃ
２ ． ②

由①②式可知ＢＤ，ＡＥ 是方程２ｘ２－２ｃｘ＋ａｂ＝０的根．
证法２ 设⊙Ｐ 半径为ｒ．根据直角三角形内切圆半径等于两条直角边之和

减去斜边的一半，可知ｒ＝１
２

（ａ＋ｂ－ｃ）．

又由勾股定理可知

ｂ２＋ａ２＝（ＡＥ＋ＢＥ）２＝ＡＥ２＋ＢＥ２＋２ＡＥ·ＢＥ， ①
ｂ２＋ａ２＝（ＡＦ＋ＦＣ）２＋（ＢＤ＋ＣＤ）２＝（ＡＥ＋ｒ）２＋（ＢＥ＋ｒ）２

＝ＡＥ２＋２ｒ·ＡＥ＋ｒ２＋ＢＥ２＋２ｒ·ＢＥ＋ｒ２ ②
由①，②可得 ＡＥ·ＢＥ＝ｒ（ＡＥ＋ＢＥ）＋ｒ２＝ｒ·ｃ＋ｒ２＝ｒ（ｃ＋ｒ）．

又由Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ａｂ＝１

２
（ａ＋ｂ＋ｃ）·ｒｒ＝ ａｂ

ａ＋ｂ＋ｃ．

把ｒ＝１
２

（ａ＋ｂ－ｃ）和ｒ＝ ａｂ
ａ＋ｂ＋ｃ

代入，

ＡＥ·ＢＥ＝ｒ（ｃ＋ｒ）＝ ａｂ
ａ＋ｂ＋ｃ

［ｃ＋１
２

（ａ＋ｂ－ｃ）］

＝ ａｂ
ａ＋ｂ＋ｃ

·１
２

（ａ＋ｂ＋ｃ）＝１
２ａｂ．

∵ ＢＤ＋ＥＡ＝ｃ，ＡＥ·ＢＥ＝ＡＥ·ＢＤ＝１
２ａｂ，

∴ ＢＤ，ＡＥ 是方程２ｘ２－２ｃｘ＋ａｂ＝０的根．

第 三 单 元１４７



图３４０

【构造发散】

发散７ 如图３４０所示，在锐角△ＡＢＣ 中，求证：

ｔａｎ∠ＣＡＢ·ｔａｎ∠ＣＢＡ＞１．
分析 本题构造辅助圆ＡＭＢ，利用锐角三角函数

证明．
证明 以ＡＢ 为直径作半圆，作ＣＤ⊥ＡＢ 于Ｄ，交

半圆于 Ｍ，连结ＡＭ、ＭＢ，则∠ＡＭＢ＝９０°，

∴ ＭＤ２＝ＡＤ·ＤＢ．
∵ ∠ＡＣＢ＜９０°，

∴ 点Ｃ 在半圆外，即ＣＤ＞ＭＤ．

∵ ｔａｎ∠ＣＡＢ＝ＣＤ
ＡＤ

，ｔａｎ∠ＣＢＡ＝ＣＤ
ＤＢ

，

∴ ｔａｎ∠ＣＡＢ·ｔａｎ∠ＣＢＡ＝ ＣＤ２

ＡＤ·ＤＢ＝ ＣＤ（ ）ＭＤ
２
＞１．

图３４１

【综合发散】

发散８ 如图３４１所示，在平面直角坐标系中，以点

Ａ（４，０）为圆心，ＡＯ 为半径的圆交ｘ轴于点Ｂ，设 Ｍ 为ｘ轴

上方的圆上一点，且ＯＭ 的长是４
３π，点Ｐ 为ＯＭ 上任意一

点（Ｐ 不与Ｏ 点重合），连结ＡＰ 并延长交ｙ轴于点Ｃ，连结

ＢＰ 并延长交ｙ轴于点Ｄ．

（１）当点Ｐ 在ＯＭ 上运动时，设ＰＣ＝ｘ，ＯＣ
ＯＤ＝ｙ，求ｙ

与ｘ之间的函数关系式及自变量ｘ的取值范围；

（２）当点Ｐ 运动到某一位置时，恰使 ＯＢ＝３ＯＤ，求此时 ＡＣ 所在直线的解

析式．
解 （１）延长ＰＡ 交⊙Ａ 于Ｅ，连结ＯＥ．
∵ ＡＯ＝ＡＥ，∴ ∠ＢＯＥ＝∠Ｅ．
又∵ ∠ＰＢＯ＝∠Ｅ，∴ ∠ＢＯＥ＝∠ＰＢＯ．

∴ ＤＢ∥ＯＥ，∴ ＯＣ
ＯＤ＝ＣＥ

ＰＥ．

又∵ ＯＣ
ＯＤ＝ｙ，ＰＣ＝ｘ，ＰＥ＝２ＯＡ＝８，ＣＥ＝ＣＰ＋ＰＥ＝ｘ＋８，

∴ ｙ＝ｘ＋８
８

，即ｙ＝１
８ｘ＋１．

当点Ｐ 运动到点Ｍ 时，连结ＡＭ 并延长交ｙ轴于点Ｆ．设∠ＯＡＭ＝ｎ°．
∵ Ｐ 在ＯＭ 上运动，∴ ＣＰ＝ｘ＞０．
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∵ ＯＭ 的长为４
３π，ｎπＲ

１８０＝ｎπ·４
１８０＝４

３π，

∴ ｎ＝６０，即 ∠ＯＡＭ＝６０°．
∵ ＯＣ⊥ＯＢ，∴ ＡＦ＝２ＯＡ＝８．
∴ ＭＦ＝４，∴ ｘ≤４．

∴ 当点Ｐ 在
︵
ＯＭ上运动时，自变量ｘ的取值范围是０＜ｘ≤４．

（２）当点Ｐ 运动到恰使ＯＢ＝３ＯＤ 时，即 ＯＤ＝１
３ＯＢ＝８

３
，

∵ ＯＣ
ＯＤ＝ｙ，∴ ＯＣ＝ＯＤ·ｙ＝８

３
·ｘ＋８

８ ＝ｘ＋８
３ ．

在Ｒｔ△ＡＯＣ 中 ，ＯＡ２＋ＯＣ２＝ＡＣ２，

∴ （ｘ＋８
３

）２＋４２＝（ｘ＋４）２．

整理，得 ｘ２＋７ｘ－８＝０．

∴ ｘ１＝１，ｘ２＝－８（舍去），∴ ＯＣ＝１＋８
３ ＝３．∴ Ｃ 点坐标为（０，３）．

设过Ａ，Ｃ 两点的直线解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

∴
ｂ＝３，

０＝４ｋ＋ｂ｛ ．
∴

ｋ＝－３
４

，

ｂ＝３
烅
烄

烆 ．

图３４２

∴ 直线ＡＣ 的解析式为ｙ＝－３
４ｘ＋３．

【探究发散】

发散９ 如图３４２所示，已知一个二次函数的图象经过

Ａ（４，－３），Ｂ（２，１）和Ｃ（－１，－８）三点．
（１）求这个二次函数的解析式以及它的图象与ｘ 轴的交

点Ｍ，Ｎ（Ｍ 在Ｎ 的左边）的坐标；

（２）若以线段 Ｍ，Ｎ 为直径作⊙Ｇ，过坐标原点Ｏ 作⊙Ｇ 的切线ＯＤ，切点为

Ｄ，求ＯＤ 的长；

（３）求直线ＯＤ 的解析式；

（４）在直线ＯＤ 上是否存在点Ｐ，使得△ＭＮＰ 是直角三角形？如果存在，求

出点Ｐ 的坐标（只需写出结果，不必写出解答过程）；如果不存在，请说明理由．
解 （１）设所求的二次函数的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０），

∵ 抛物线经过Ａ（４，－３），Ｂ（２，１）和Ｃ（－１，－８）三点，

∴

－３＝１６ａ＋４ｂ＋ｃ，

１＝４ａ＋２ｂ＋ｃ，

－８＝ａ－ｂ＋ｃ
烅
烄

烆 ．
解得

ａ＝－１，

ｂ＝４，

ｃ＝－３
烅
烄

烆 ．

第 三 单 元１４９



∴ 抛物线为ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３．
令ｙ＝０，得 －ｘ２＋４ｘ－３＝０，解得 ｘ１＝１，ｘ２＝３．
∴ 抛物线与ｘ轴的交点坐标为Ｍ（１，０），Ｎ（３，０）．

（２）过原点Ｏ 作⊙Ｇ 的切线，切点为Ｄ．
易知ＯＭ＝１，ＯＮ＝３．
由△ＯＤＭ∽△ＯＤＮ，得

ＯＤ２＝ＯＭ·ＯＮ＝１×３．
∴ ＯＤ 槡＝ ３．即所求的切线长为槡３．

（３）如图３４２所示，连结ＤＧ，则∠ＯＤＧ＝９０°，ＤＧ＝１．
∵ ＯＧ＝２，

∴ ∠ＤＯＧ＝３０°．
过Ｄ 作ＤＥ⊥ＯＧ，垂足为Ｅ，则

ＤＥ＝ＯＤ·ｓｉｎ３０°＝槡３
２

，ＯＥ＝ＯＤ·ｃｏｓ３０°＝３
２．

∴ 点Ｄ 的坐标为Ｄ ３
２

，槡３（ ）２
或 ３

２
，－槡３（ ）２

．

从而直线ＯＤ 的解析式为ｙ＝±槡３
３ｘ．

（４）在直线ＯＤ 上存在点Ｐ，使△ＭＮＰ 是直角三角形．所求Ｐ 点的坐标为

１，±槡３（ ）３
，或（３， 槡± ３），或 ３

２
，±槡３（ ）２

．

图３４３

如图３４３所示的直角坐标系中，点Ｏ１的坐标为（１，０），

⊙Ｏ１与ｘ轴交于原点Ｏ 和点Ａ，又点Ｂ，Ｃ 的坐标分别为

（－１，０），（０，ｂ），且０＜ｂ＜３，直线ｌ是过Ｂ，Ｃ 点的直线．

（１）过点Ｏ１作Ｏ１Ｄ⊥直线ｌ，交ｌ于点Ｄ，若Ｓ△ＢＯＣ
Ｓ△ＢＤＯ１

＝

ａ，试求：ａ与ｂ的函数关系式及ａ的取值范围；

（２）当Ｄ 点是⊙Ｏ１的切点时，求直线ｌ的解析式．
解 （１）∵ ∠ＣＢＯ＝∠Ｏ１ＢＤ，

∴ Ｒｔ△ＢＯＣ∽Ｒｔ△ＢＤＯ１．

∴
Ｓ△ＢＯＣ
Ｓ△ＢＤＯ１

＝ＢＣ２

ＢＯ２
１
＝ａ．

而ＢＣ２＝１＋ｂ２，ＢＯ１＝２，∴ １＋ｂ２

２２ ＝ａ．
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图３４４

∴ ａ＝１
４ｂ２＋１

４．

∵ ０＜ｂ＜３，∴ １
４＜ａ＜５

２．

（２）Ｄ 是⊙Ｏ１的切点时，如图３４４所示，过 Ｄ 作ＤＥ⊥
ＢＯ１，交ＢＯ１于点Ｅ，则Ｒｔ△ＤＥＯ１∽Ｒｔ△ＢＤＯ１，

∴
Ｏ１Ｄ
Ｏ１Ｂ

＝
Ｏ１Ｅ
Ｏ１Ｄ

，即 １
２＝

Ｏ１Ｅ
１ ．

∴ Ｏ１Ｅ＝１
２

，ＯＥ＝ＯＯ１－Ｏ１Ｅ＝１－１
２＝１

２．

在Ｒｔ△Ｏ１ＤＥ 中，ＤＥ＝ Ｏ１Ｄ２－Ｏ１Ｅ槡 ２＝ １－（ ）１
２槡

２
＝槡３

２
，

∴ Ｄ 点坐标为 １
２

，槡３（ ）２
．

设直线ｌ的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

解方程组

０＝－ｋ＋ｂ，

槡３
２＝１

２ｋ＋ｂ
烅
烄

烆 ．
解得

ｋ＝槡３
３

，

ｂ＝槡３
３

烅
烄

烆 ．

∴ 直线ｌ的解析式为ｙ＝槡３
３ｘ＋槡３

３．

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）△ＡＢＣ 的三边长分别为６，８，１０，并且以Ａ，Ｂ，Ｃ 三点分别为圆心，作两

两相外切的圆，那么这三个圆的半径分别为 （ ）

Ａ３，４，５ Ｂ２，４，６ Ｃ６，８，１０ Ｄ４，６，８
（２）已知两圆的半径分别是ｘ２ 槡－２ ２ｘ＋１＝０的两个根，圆心距是方程ｘ２－

槡２ｘ＝０的一个根，则两圆的位置关系是 （ ）

Ａ相交 Ｂ内含 Ｃ外切 Ｄ内切

（１）分析 用验证法．
解 设⊙Ａ 的半径为ｒ１，⊙Ｂ 的半径为ｒ２，⊙Ｃ 的半径为ｒ３，则

ｒ１＋ｒ２＝８，

ｒ２＋ｒ３＝１０，

ｒ１＋ｒ３＝６
烅
烄

烆 ．

解得

ｒ１＝２，

ｒ２＝６，

ｒ３＝４
烅
烄

烆 ．
故本题应选Ｂ．

（２）分析 用特殊值法．
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解 ∵ 方程ｘ２ 槡－２ ２ｘ＋１＝０的两个根为槡２＋１和槡２－１，方程ｘ２－

槡２ｘ＝０的正根为槡２，所以圆心距槡２小于两个圆的半径差．即槡２＋１－（槡２－１）＝２，

故本题应选Ｂ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）已知小圆半径是大圆半径的１
３

，两圆的圆心距是小圆半径的２倍，则两

圆的位置关系是 ．
（２）已知两同心圆半径的比为１∶３，ＡＣ 是大圆的直径，ＢＣ 是与小圆相切的大

圆的弦，ＡＢ 为１２，则大圆的半径为 ．
解 （１）内切．设小圆的半径为ｒ，则大圆的半径为３ｒ，两圆的圆心距为２ｒ，

即圆心距等于两半径的差为两圆内切的位置关系．
（２）设ＢＣ与小圆相切于Ｄ，同心圆的圆心为Ｏ，连结ＯＤ，则ＯＤ∥ＡＢ，可知

ＯＤ＝１
２ＡＢ，即小圆的半径为６，又两圆的半径的比为１∶３，则大圆的半径为１８．

图３４５

【纵横发散】

发散３ 如图３４５所示，Ｐ 是以ｒ 为半径的⊙Ｏ
外一 点，Ｔ 是 ⊙Ｏ 上 一 点，ＰＯ 交 ⊙Ｏ 于 Ａ 点，

ｃｏｓ∠ＯＰＴ＝槡３
２

，∠ＯＡＴ＝６０°，ＰＢＣ 是⊙Ｏ 的割线．

（１）求证：ＰＴ 是⊙Ｏ 的切线；

（２）设ＰＢ 为ｘ，ＰＣ 为ｙ，求ｙ与ｘ的函数解析式，

并指出自变量ｘ的取值范围；

（３）在（２）中，若ｘ，ｙ是关于ｚ 的方程４ｚ２－１４ｒｚ＋ｋ＝０的两个根，且弦长

ＢＣ＝１，求半径ｒ．
（１）证明 连结ＯＴ，

∵ ｃｏｓ∠ＯＰＴ＝槡３
２

，∴ ∠ＯＰＴ＝３０°．

又∵ ∠ＯＡＴ＝６０°，∴ ∠ＡＴＰ＝３０°．
∵ ＯＴ＝ＯＡ，∴ ∠ＯＴＡ＝６０°．
∴ ∠ＯＴＰ＝９０°，ＰＴ 是⊙Ｏ 的切线．

（２）解 ＰＴ 是⊙Ｏ 的切线，ＰＢＣ 是割线，∴ ＰＴ２＝ＰＢ·ＰＣ．

∵ ＰＴ２＝ＰＯ２－ＯＴ２＝（２ｒ）２－ｒ２＝３ｒ２，∴ ３ｒ２＝ｘｙ，ｙ＝３ｒ２

ｘ ．

∵ ＰＡ＜ｘ＝ＰＢ≤ＰＴ，

由（１）知，△ＯＡＴ 是等边三角形，ＰＡ＝ＡＴ＝ＯＡ＝ｒ，

∴ 自变量ｘ的取值范围为ｒ≤ｘ＜槡３ｒ．

九年级数学（下）１５２



（３）解 ∵ ｘ，ｙ是方程４ｚ２－１４ｒｚ＋ｋ＝０的两根，∴ ｘｙ＝ｋ
４．由（２）知

ｋ
４＝３ｒ２，ｋ＝１２ｒ２，即ｘ、ｙ是方程４ｚ２－１４ｒｚ＋１２ｒ２＝０的两根．

解得 ｘ＝３
２ｒ，ｙ＝２ｒ或ｘ＝２ｒ，ｙ＝３

２ｒ．

由函数自变量的取值范围是ｒ≤ｘ＜槡３ｒ，而ｘ＝２ｒ＞槡３ｒ，故舍去．

∴ 方程的解是 ｘ＝３
２ｒ，ｙ＝２ｒ．

∵ ＢＣ＝ｙ－ｘ＝２ｒ－３
２ｒ＝１

２ｒ＝１，故ｒ＝２．

【解法发散】

图３４６

发散４ 如图３４６所示，在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ＢＥ
是角平分线，ＤＥ⊥ＢＥ 交ＡＢ 于Ｄ，⊙Ｏ 是△ＢＤＥ 的外

接圆．
（１）求证：ＡＣ 是⊙Ｏ 的切线．
（２）若ＡＤ＝６，ＡＥ 槡＝６ ２．求ＤＥ 的长．
（１）证明 连结ＯＥ，

∵ ⊙Ｏ 是△ＢＤＥ 的外接圆，∠ＤＥＢ＝９０°，

∴ ＢＤ 是⊙Ｏ 的直径．
∵ ＢＥ 平分∠ＡＢＣ，∴ ∠ＣＢＥ＝∠ＯＢＥ．
∵ ＯＢ＝ＯＥ，∴ ∠ＯＢＥ＝∠ＯＥＢ．
∴ ∠ＯＥＢ＝∠ＣＢＥ．
∴ ＯＥ∥ＢＣ，∵ ∠Ｃ＝９０°，∴ ∠ＡＥＯ＝９０°．
∴ ＡＣ 是⊙Ｏ 的切线．

（２）解法１ ∵ ＡＥ 是⊙Ｏ 的切线，ＡＥ 槡＝６ ２，ＡＤ＝６．

∴ ＡＥ２＝ＡＤ·ＡＢ，∴ ＡＢ＝ＡＥ２

ＡＤ＝
（ 槡６ ２）２

６ ＝１２．

∴ ＢＤ＝ＡＢ－ＡＤ＝１２－６＝６．
∵ ∠ＡＥＤ＝∠ＡＢＥ，∠Ａ＝∠Ａ，

∴ △ＡＥＤ∽△ＡＢＥ．∴ ＤＥ
ＢＥ＝ＡＥ

ＡＢ＝ 槡６ ２
１２＝槡２

２．

设ＤＥ 槡＝ ２ｘ，ＢＥ＝２ｘ，

∵ ＤＥ２＋ＢＥ２＝ＢＤ２，

∴ ２ｘ２＋４ｘ２＝３６，解得 ｘ 槡＝± ６（负值舍去）．

∴ ＤＥ 槡＝ ２·槡 槡６＝２ ３．
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解法２ 同解法１，得ＡＢ＝１２，∴ ＢＤ＝ＡＢ－ＡＤ＝１２－６＝６．
∴ ＤＯ＝ＯＢ＝ＯＥ＝３．

∵ ＯＥ∥ＢＣ，∵ ＢＣ
ＯＥ＝ＡＢ

ＡＯ＝ＡＣ
ＡＥ

，

∴ ＢＣ＝ＡＢ·ＯＥ
ＡＯ ＝１２×３

９ ＝４，

ＡＣ＝ＡＢ·ＡＥ
ＡＯ ＝ 槡１２×６ ２

９ 槡＝８ ２．

∴ ＥＣ＝ＡＣ－ＡＥ 槡 槡 槡＝８ ２－６ ２＝２ ２．

在Ｒｔ△ＢＣＥ 中，ＢＥ＝ ＢＣ２＋ＣＥ槡 ２ 槡 槡＝ １６＋８＝２ ６．

在Ｒｔ△ＢＤＥ 中，ＤＥ＝ ＢＤ２－ＢＥ槡 ２＝ ６２－（ 槡２ ６）槡 ２ 槡＝２ ３．
【转化发散】

图３４７

发散 ５ 如 图３４７所 示，Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，

ＣＤ⊥ＡＢ，以ＡＤ，ＢＤ 为直径分别作半圆交ＡＣ 于Ｅ、交ＢＣ
于Ｆ．求证：ＡＤ·ＢＤ＝ＥＦ２，ＡＥ·ＢＦ＝ＣＥ·ＣＦ．

分析 本题利用相似三角形的性质把比例式化为等积式．
证明 连结ＤＥ，ＤＦ，

∵ ＣＤ⊥ＡＢ，ＡＣ⊥ＢＣ，

又∵ ＡＤ，ＢＤ 为直径，

∴ ＤＥ⊥ＡＣ，ＤＦ⊥ＢＣ．
∴ 四边形ＥＤＦＣ 为矩形，∴ ＣＤ＝ＥＦ．
又∵ ＣＤ２＝ＡＤ·ＢＤ，

∴ ＡＤ·ＢＤ＝ＣＤ２＝ＥＦ２．
又∵ ＥＤ∥ＢＣ，∴ ∠１＝∠２．
∴ Ｒｔ△ＡＤＥ∽Ｒｔ△ＤＢＦ．
∴ ＡＥ∶ＤＦ＝ＥＤ∶ＦＢ．
又∵ ＤＦ＝ＣＥ，ＥＤ＝ＣＦ，

∴ ＡＥ∶ＣＥ＝ＣＦ∶ＦＢ．
∴ ＡＥ·ＢＦ＝ＣＥ·ＣＦ．

【综合发散】

发散６ 如图３４８所示，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的顶点为Ｐ，与ｘ轴的

两个交点为Ｍ、Ｎ（点Ｍ 在点Ｎ 的左侧），△ＰＭＮ 的三个内角∠Ｐ，∠Ｍ，∠Ｎ 所对

的三边长依次为ｐ，ｍ，ｎ．若关于ｘ的一元二次方程（ｐ－ｍ）ｘ２＋２ｎｘ＋（ｐ＋ｍ）＝
０有两个相等的实数根．
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图３４８

（１）试判定△ＰＭＮ 的形状；

（２）当顶点Ｐ 的坐标为（２，－１）时，求抛物线的解析式；

解 （１）∵ 关于ｘ的一元二次方程（ｐ－ｍ）ｘ２＋２ｎｘ＋
（ｐ＋ｍ）＝０有两个相等的实数根，

∴ Δ＝（２ｎ）２－４（ｐ－ｍ）（ｐ＋ｍ）＝０，

即 ｐ２＝ｍ２＋ｎ２．
又由二次函数的对称性可知，这个三角形是等腰直角三

角形．
（２）∵ 抛物线的顶点坐标为（２，－１），见图３４８．
∴ 设抛物线的解析式为ｙ＝ａ（ｘ－２）２－１，

即 ｙ＝ａｘ２－４ａｘ＋４ａ－１，

由（１）知，△ＭＰＮ 为等腰直角三角形，

∴ ＰＭ＝ＰＮ，∴ １
２ＭＮ＝１．

∴ １６ａ２－４ａ（４ａ－１槡 ）

｜ａ｜
·１
２＝１．

∴ Ｍ（－１，０），Ｎ（１，０）．则 ａ＝１．
得解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋３

图３４９

【构造发散】

发散７ 如图３４９所示，已知⊙Ｏ 与⊙Ｏ′外切

于Ｐ，过Ｐ 作直线ＡＢ 交⊙Ｏ 于Ａ，交⊙Ｏ′于Ｂ，过Ｂ
引⊙Ｏ′切线ＢＣＤ 交⊙Ｏ 于Ｃ、Ｄ，⊙Ｏ 直径ＡＥ．求证：

ＡＥ⊥ＢＤ．
分析 作 两 圆 公 切 线 ＭＮ，构 造 对 顶 角∠１＝

∠３，弦切角∠１＝∠２，从而把位置分别在两个圆中的

∠２和∠４转移集中到同一个⊙Ｏ 中，有利于证明结论．
证明 设ＡＥ 交ＢＤ 于Ｆ，

作两圆内公切线 ＭＮ 交ＢＤ 于Ｋ，则ＫＰ＝ＫＢ，

∴ ∠１＝∠２＝∠３．

∵ ＡＥ 为直径，∴
︵
ＡＰ＋

︵
ＰＣＥ＝１８０°．

又∵ ∠３＝１
２

︵
ＡＰ，∠４＝１

２

︵
ＰＣＥ，

∴ ∠３＋∠４＝１
２

（
︵
ＡＰ＋

︵
ＰＣＥ）＝９０°．

∴ ∠２＋∠４＝９０°．∴ ∠ＡＦＢ＝９０°．∴ ＡＦ⊥ＢＤ，
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即 ＡＥ⊥ＢＤ．

图３５０

【探究发散】

发散８ 如图３５０所示，Ｏ 是已知线段ＡＢ 上一点，以

ＯＢ为半径的⊙Ｏ 交线ＡＢ 于点Ｃ，以线段 ＡＯ 为直径的半

圆交⊙Ｏ 于点Ｄ，过点Ｂ 作ＡＢ 的垂线与ＡＤ 的延长线交于

点Ｅ．
（１）求证：ＡＥ 切⊙Ｏ 于点Ｄ；

（２）若ＡＣ＝２，且 ＡＣ、ＡＤ 的长是关于ｘ 的方程ｘ２－
ｋｘ 槡＋４ ５＝０的两根，求线段ＥＢ 的长；

（３）当点Ｏ 位于线段ＡＢ 何处时，△ＯＤＣ 恰好是等边三

角形？并说明理由．
（１）证明 连结ＯＤ ，∵ ＡＯ 为直径，

∴ ∠ＯＤＡ＝９０°，∴ ＯＤ⊥ＡＥ．
又∵ ＯＤ 是⊙Ｏ 的半径，∴ ＡＥ 切⊙Ｏ 于点Ｄ．

（２）解 ∵ ＡＣ＝２，ＡＣ，ＡＤ 是所给方程的两根

∴ ２ＡＤ 槡＝４ ５．∵ ＡＤ 槡＝２ ５．
由切割线定理，得 ＡＤ２＝ＡＣ·ＡＢ，

∴ ＡＢ＝ＡＤ２

ＡＣ＝
（ 槡２ ５）２

２ ＝１０，

ＢＣ＝ＡＢ－ＡＣ＝１０－２＝８．
∴ ＯＤ＝４．
在△ＡＯＤ 和△ＡＥＢ 中，∵ ∠Ａ＝∠Ａ，

又∵ ＥＢ⊥ＡＢ，∴ ∠ＥＢＡ＝∠ＯＤＡ＝９０°．

∴ △ＡＯＤ∽△ＡＥＢ．∴ ＯＤ
ＢＥ＝ＡＤ

ＡＢ．

∴ ＢＥ＝ＯＤ·ＡＢ
ＡＤ ＝４×１０

槡２ ５
槡＝４ ５．

（３）当点Ｏ 位于线段ＡＢ 上靠近Ｂ 的三等分点处时，△ＯＤＣ 恰好为等边三

角形．

证明 ∵ ＯＢ＝ＯＣ＝１
３ＡＢ，∴ ＡＣ＝１

３ＡＢ．

∴ ＡＣ＝ＯＣ＝ＯＤ．
∴ Ｃ 为以ＡＯ 为直径的圆的圆心，

∴ △ＯＤＣ 是等边三角形．
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自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１已知Ｒｔ△ＡＢＣ 的斜边中线为６．５，它的周长为３０，则Ｒｔ△ＡＢＣ 内切圆半

径为 （ ）

Ａ６．５ Ｂ８．５ Ｃ４ Ｄ２
２圆外一点到圆心的距离为ｄ，圆的半径为ｒ，下面结论错误的一个是（ ）

Ａ此点到圆的最短距离是ｄ－ｒ
Ｂ此点到圆的最长距离是ｄ＋ｒ

Ｃ此点到圆的切线长为 ｄ２－ｒ槡 ２

Ｄ此点向圆引两条切线，切点间的距离是２ｒ
３若两圆半径分别为Ｒ、ｒ（Ｒ＞ｒ）；其圆心距为ｄ，且Ｒ２＋ｄ２－ｒ２＝２Ｒｄ，则

两圆的位置关系是 （ ）

图３５１

Ａ内切 Ｂ内切或外切

Ｃ外切 Ｄ相交

４如图３５１所示，已知⊙Ｏ 的两半径ＯＡ、ＯＢ 互相垂直，

过Ａ 点 的 直 线 交ＯＢ 于Ｐ，交⊙Ｏ 于Ｑ，过 Ｑ 点 引 圆 的 切

线交ＯＢ 的延 长 线 于 Ｃ，并 使 ＱＰ＝ＱＣ，则 ∠Ａ 的 度 数

为 ．
５两圆的半径为Ｒ 和ｒ，圆心距为ｄ，若Ｒ，ｒ和ｄ 可组成一个三角形，则这

两圆的位置关系一定是 ．

图３５２

【生活发散】

１东海某小岛上有一灯塔Ａ，已知Ａ 塔附近方圆２５海里

范围内有暗礁，我１１０舰在Ｏ 点处测得Ａ 塔在其北偏西６０°方

向，向正西方向航行２０海里到达Ｂ 处，测得Ａ 在其西北方向．
如果该舰继续航行，是否有触礁的危险？请说明理由．（参考数

据：槡２＝１．４１４，槡３＝１．７３２）

２如图３５２所示，一艘轮船以２０海里／时的速度由西向

东航行，途中接到台风警报，台风中心正以４０海里／时的速度由南向北移动，距离

台风中心 槡２０ １０海里的圆形区域（包括边界）都属台风区．当轮船到Ａ 处时，测
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得台风中心移到位于点Ａ 正南方向的Ｂ 处，且ＡＢ＝１００海里．
（１）若这艘轮船自Ａ 处按原速度继续航行，在途中会不会遇到台风？若会，

试求轮船初遇台风的时间；若不，请说明理由．
（２）现轮船自Ａ 处立即提高船速，向位于北偏东６０°方向，相距６０海里的Ｄ 港

驶去．为使台风到来之前到达Ｄ 港，问船速至少应提高多少？（提高的船速取整数，

槡１３＝３．６）

【纵横发散】

１如图３５３所示，已知Ｄ 为△ＡＢＣ 外接圆ＢＣ 弧的中点，在ＤＡ 上取ＤＩ＝
ＢＤ．求证：Ｉ为△ＡＢＣ 的内心．

图３５３ 图３５４

２如图３５４所示，Ａ 是⊙Ｏ１，⊙Ｏ２的一个交点，点 Ｍ 是Ｏ１Ｏ２的中点，过点

Ａ 的直线ＢＣ 垂直于ＭＡ，分别交⊙Ｏ１，⊙Ｏ２于Ｂ，Ｃ．
（１）求证：ＡＢ＝ＡＣ；

（２）若Ｏ１Ａ 切⊙Ｏ２于点Ａ，弦ＡＢ，ＡＣ 的弦心距分别为ｄ１，ｄ２，求证：ｄ１＋ｄ２＝
Ｏ１Ｏ２；

（３）在（２）条件下，若ｄ１ｄ２＝１，设⊙Ｏ１，⊙Ｏ２的半径分别为Ｒ，ｒ．求证：Ｒ２＋

ｒ２＝Ｒ２ｒ２．

图３５５

【构造发散】

（２００５·黄冈市）如图３５５所示，已知，⊙Ｏ 的弦ＡＢ
垂直直径ＣＤ，垂足为Ｆ，点Ｅ在ＡＢ上，且ＥＡ＝ＥＣ．

（１）求证：ＡＣ２＝ＡＥ·ＡＢ．
（２）延长ＥＣ 到点Ｐ，连结ＰＢ，若ＰＢ＝ＰＥ，试判

断ＰＢ 与⊙Ｏ 的位置关系，并说明理由．
【分解发散】

如图３５６所示，已知半圆⊙Ｏ 半径为Ｒ．求从半圆中去掉两个最大等圆后余

下阴影部分的面积Ｓ影．
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图３５６ 图３５７
【迁移发散】

如图３５７所示，若以正方形ＡＢＣＤ 的ＡＢ 边为直径作半圆Ｏ，过Ｃ 作ＣＦ 切

半圆于Ｅ，交ＡＤ 于Ｆ，求证：△ＣＦＤ 的边长比为３∶４∶５．

图３５８

【综合发散】

１如图３５８所示，已知⊙Ｏ 与⊙Ｏ′相交于

Ａ、Ｂ 两点，过点 Ａ 作⊙Ｏ′的切线交⊙Ｏ 于点Ｃ，

过点Ｂ 作两圆的割线分别交⊙Ｏ，⊙Ｏ′于点Ｅ，Ｆ，

ＥＦ 与ＡＣ 相交于点Ｐ．
（１）求证：ＰＡ·ＥＰ＝ＰＣ·ＰＦ；

（２）求证：ＰＥ
２

ＰＣ２＝
ＰＥ
ＰＢ

；

（３）当⊙Ｏ 与⊙Ｏ′为等圆，且ＰＣ∶ＣＥ∶ＥＰ＝３∶４∶５时，求△ＥＣＰ 与△ＦＡＰ 的

面积的比值．

图３５９

２如图３５９所示，已知五个圆⊙Ｏ１，

⊙Ｏ２，⊙Ｏ３，⊙Ｏ４，⊙Ｏ５顺次排列且互相外

切，又均与两直线公切，最小圆⊙Ｏ１半径为

８，最 大 圆⊙Ｏ５半 径 为１８．求⊙Ｏ２，⊙Ｏ３，

⊙Ｏ４的半径Ｒ２，Ｒ３，Ｒ４．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第１１１页）

１作图略，锐角三角形的外心在三角形的内部，直角三角形的外心在斜边

上，钝角三角形的外心在三角形的外部．
习题３６（课本第１１１页）

１略．
２能作出２个．提示：（１）作ＡＢ 的垂直平分线ｌ；（２）以点Ａ 为圆心，以３ｃｍ

长为半径作弧，交ｌ于点Ｏ１，Ｏ２；（３）分别以点 Ｏ１，Ｏ２为圆心，以 ＯＡ 为半径作

圆，⊙Ｏ１，⊙Ｏ２即为所求的圆．
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３不一定．因为要想作经过四个点的圆，应先作经过其中三个点（不在同一

条直线上）的圆，而第四个点到该圆圆心的距离不一定等于半径．
随堂练习（课本第１１７页）

１ｒ＞５．
２πｄ．（提示：圆心经过的路径是与桌面平行的一条直线，硬币沿直线滚动一

圈，圆心经过的路径长度应等于硬币的周长）

习题３７（课本第１１７页）

１（１）ｒ＞槡３
２ｍ； （２）ｒ＝槡３

２ｍ； （３）ｒ＜槡３
２ｍ．

随堂练习（课本第１２０页）

１３，４，１２
５．

２三角形的内心都在三角形的内部．
习题３８（课本第１２０页）

１ＡＢ 是⊙Ｏ 的切线．（提示：连结ＯＣ，利用等腰三角形“三线合一”定理证明

ＯＣ⊥ＡＢ．）

２解：∵ Ｉ是△ＡＢＣ 的内心

∴ ∠ＩＢＣ＝１
２∠ＡＢＣ，∠ＩＣＢ＝１

２∠ＡＣＢ

∵ ∠Ａ＋∠ＡＢＣ＋∠ＡＣＢ＝１８０°
∴ ∠ＡＢＣ＋∠ＡＣＢ＝１８０°－６８°＝１１２°
而 ∠ＩＢＣ＋∠ＩＣＢ＋∠ＢＩＣ＝１８０°

即 １
２

（∠ＡＢＣ＋∠ＡＣＢ）＋∠ＢＩＣ＝１８０°

∴ ∠ＢＩＣ＝１２４°
试一试（课本第１２１页）

提示：连结ＯＰ，以ＯＰ 为直径作⊙Ｏ′，与⊙Ｏ 交于Ａ、Ｂ 两点，则ＰＡ、ＰＢ 即

为⊙Ｏ 的切线．
随堂练习（课本第１２５页）

１提示：⊙Ｏ′与⊙Ｏ 即可以内切，也可以外切．
习题３９（课本第１２７页）

１设⊙Ｏ１，⊙Ｏ２的半径分别为ｒ１，ｒ２，然后以Ｏ１为圆心，以ｒ１＋ｒ３为半径作弧，

再以Ｏ２为圆心，以ｒ２＋ｒ３为半径作弧，两弧相交于点Ｏ３，点Ｏ３就是所求圆的圆心．
２略．

３２圈．（提示：知道圆心轨迹的长度ｓ和滚圆的半径ｒ，可以按照公式 ｓ
２πｒ

求

出滚圆自身滚动的圈数．）
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3. 弧长及扇形的面积
圆锥的侧面积

自主学习提示

一、相关知识链接

１有关圆的计算．
（１）与圆有关的线段、角的计算．
圆的计算涉及弦、弦心距、半径、切线、切线的夹角、圆心角、内外公切线等几

何量的计算，往往利用弦心距、切线、公切线、圆心角的性质，通过添置适当的辅助

线，构造直角三角形，从而把圆的计算问题转化成求解直角三角形的问题．
（２）弧长、扇形面积的计算．
弧长、扇形面积的计算与圆周长和圆面积的计算密切相关，不要死记计算公

式，可先算出１°的弧长πＲ
１８０

与含１°的扇形面积πＲ２

３６０
，从而求得含ｎ°的弧长ｎπＲ

１８０
和

含ｎ°的扇形面积ｎπＲ２

３６０ ．

２圆的作图

（１）圆的基本作图．
主要是平分已知弧、过已知点作圆的切线、作三角形的外接圆与内切圆，作线

段的比例中项、三、四、五、六等分圆周等．
（２）常用的作图方法．
平移法，交轨法．
３与圆有关的辅助线

与圆有关的辅助线，包括弦心距、切点与圆心的连线、公切线、连心线、公共弦

等几种．
（１）如圆中有弦的条件，常作弦心距，或过弦的一端作半径为辅助线；

（２）如圆中有直径的条件，可做出直径上的圆周角；

（３）如一个圆有切线的条件，常作过切点的半径（或直径）为辅助线；

（４）如有两圆相切的条件，可过切点作两圆的公切线或连心线为辅助线；

（５）如有两圆相交的条件，可作两圆的公共弦为辅助线．
二、重难知识点提示

本节重点：弧长计算公式，圆锥的侧面展开图及侧面积的计算．
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本节难点：扇形面积公式的灵活运用．

发散思维分析

一、弧长公式：ｌ＝ｎ
１８０πＲ

因为３６０°的圆心角所对的弧长就是圆周长Ｃ＝２πＲ，所以１°的圆心角所对的

弧长是２πＲ
３６０

，即πＲ
１８０

，于是可得半径为 Ｒ 的圆中，ｎ°的圆心角所对的弧长ｌ＝

ｎπＲ
１８０．

二、扇形的面积公式

（１）如果扇形的半径为Ｒ，圆心角为ｎ°，那么扇形面积为：Ｓ扇形＝ｎ
３６０πＲ

２．

因为圆心角是３６０°的扇形面积就是圆面积Ｓ＝πＲ２，所以圆心角是１°的扇形

面积是πＲ２

３６０
，故圆心角是ｎ°的扇形面积为 ｎ

３６０πＲ
２．

（２）如果扇形的半径为Ｒ，弧长为ｌ，则扇形的面积为：Ｓ扇形＝１
２Ｒｌ．

因为扇形的弧长ｌ＝ｎπＲ
１８０

，扇形面积为ｎπＲ２

３６０ ＝１
２

·ｎπＲ
１８０

·Ｒ，所以，扇形的面

积为１
２Ｒｌ．

三、圆锥的有关概念

圆锥的有关概念：圆锥可以看成是由一个直角三角形绕一条直角边所在的直

线旋转而成的几何体，这条直线叫做圆锥的轴，由垂直于轴的边旋转而成的面叫

做圆锥的底面，圆锥的底面是一个圆，斜边旋转而成的面叫做圆锥的侧面．从圆锥

的顶点到底面的距离叫做圆锥的高．连接圆锥顶点和底面圆边线上任意一点的线

段叫做圆锥的母线．
四、圆锥的侧面积与全面积

（１）圆锥的侧面积：Ｓ侧＝１
２ｌ·２πｒ＝πｒｌ．

其中ｌ为母线长，ｒ为底面圆半径．
（２）圆锥的全面积（即表面积）：Ｓ全＝Ｓ侧＋Ｓ底＝πｒ（ｌ＋ｒ）．
其中ｌ为母线长，ｒ为底面圆半径
下面让我们共同探究用一块扇形铁皮所围成圆锥的底面圆半径是多少：
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图３６０

【问题】 如图３６０所示，有一直径是１ｍ的圆形铁皮，

要从中剪出一个最大的圆心角是９０°的扇形ＡＢＣ．求：

（１）被剪掉阴影部分面积；

（２）用所留的扇形铁皮围成一个圆锥，该圆锥的底面圆

的半径是多少？（结果可用根号）

【准备】 由∠ＢＡＣ 为９０°知 ＢＣ 为⊙Ｏ 的直径，于是

ＢＣ＝１ｍ，从而在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中易求扇形ＡＢＣ 的半径，问题

即可解决．
【过程】 （１）连结ＢＣ，

∵ ∠ＢＡＣ＝９０°，∴ ＢＣ 为⊙Ｏ 的直径．
∵ ＡＢ＝ＡＣ，ＢＣ＝１ｍ，

∴ ＡＢ＝ＡＣ＝槡２
２ ｍ，

∴ Ｓ阴＝Ｓ⊙Ｏ－Ｓ扇形ＡＢＣ

＝π·（ ）１
２

２
－
９０·π· 槡２（ ）２

２

３６０ ＝π
８

（ｍ２）．

（２）设圆锥的底面半径为ｒ，
９０π·槡２

２
１８０ ＝２πｒ，

∴ ｒ＝槡２
８

（ｍ）．

图３６１

答：被剪掉阴影部分面积为１
８πｍ２，圆锥的底面圆半径是槡２

８ ｍ．

【评析】 （１）要求阴影部分的面积关键在于求出扇形ＡＢＣ 的半径；

（２）要求圆锥的底面半径，关键是借助扇形弧长与圆锥底面圆周长相等列方

程求解．
下面让我们再探究怎样求出一个图形中阴影部分的面积：

【问题】 如图３６１所示，圆心角∠ＡＯＢ＝９０°，半径

ＯＡ＝ＯＢ＝２ｃｍ，以 ＯＢ 为直径作半圆Ｍ，过 Ｍ 作ＭＮ∥
ＯＡ，交半圆于Ｃ，求图中阴影部分的面积Ｓ阴．

【准备】 观察图形知，阴影面积为扇形 ＯＢＮ 的面积，

减去Ｓ△ＯＮＭ及扇形ＢＭＣ 的面积．
【过 程】 连 结 ＯＮ，在 Ｒｔ△ＯＮＭ 中，ＯＮ＝２ｃｍ，
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ＯＭ＝１ｃｍ，

∴ ｃｏｓ∠ＭＯＮ＝ＯＭ
ＯＮ＝１

２
，∴ ∠ＭＯＮ＝６０°．

在Ｒｔ△ＯＮＭ 中，

ＭＮ＝ ＯＮ２－ＯＭ槡 ２＝ ２２－１槡 ２ 槡＝ ３（ｃｍ）．

∴ Ｓ扇形ＯＢＮ＝
６０π·２２

３６０ ＝２π
３

（ｃｍ２）．

∴ Ｓ△ＯＮＭ＝１
２ＭＮ·ＯＭ＝１

２槡３×１＝槡３
２

（ｃｍ２）．

Ｓ扇形ＢＭＣ＝
９π·１２

３６０＝π
４ｃｍ２，

∴Ｓ阴＝Ｓ扇形ＯＢＮ－Ｓ△ＯＮＭ－Ｓ扇形ＢＭＣ

＝２π
３－槡３

２－π
４＝５π 槡－６ ３

１２
（ｃｍ２）．

【评析】 求解阴影部分面积问题，关键在于观察识图，将图形正确地进行分

割，抓住阴影部分与其他部分的联系．

发散思维应用

图３６２

（２００５·河北）工人师傅为检测该厂生产的一种铁球

的大小是否符合要求，设计了一个如图３６２所示的工件

槽，其中工件槽的两个底角均为９０°，尺寸如图（单位：

ｃｍ）．将形状规则的铁球放入槽内时，若同时具有图３６２
所示的Ａ、Ｂ、Ｅ三个接触点，该球的大小就符合要求．

图３６３是过球心 Ｏ 及Ａ、Ｂ、Ｅ 三点的截面示意

图．已知⊙Ｏ 的直径就是铁球的直径，ＡＢ 是⊙Ｏ 的弦，

图３６３

ＣＤ 切⊙Ｏ 于点Ｅ，ＡＣ⊥ＣＤ，ＢＤ⊥ＣＤ．请你结合图３６２中的

数据，计算这种铁球的直径．
解 连结 ＯＡ，ＯＥ，设 ＯＥ 与ＡＢ 交于点Ｐ，如图３６３所

示，ＡＣ＝ＢＤ，ＡＣ⊥ＣＤ，ＢＤ⊥ＣＤ，∴ 四边形ＡＣＤＢ 是矩形．
∵ ＣＤ 与⊙Ｏ 切于点Ｅ，ＯＥ 为⊙Ｏ 的半径，

∴ ＯＥ⊥ＣＤ．
∴ ＯＥ⊥ＡＢ．∴ ＰＡ＝ＰＢ．∴ ＰＥ＝ＡＣ．
∵ ＡＢ＝ＣＤ＝１６，∴ ＰＡ＝８．∵ ＡＣ＝ＢＤ＝４，∴ ＰＥ＝４．
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在Ｒｔ△ＯＡＰ 中，由勾股定理得ＯＡ２＝ＰＡ２＋ＯＰ２，

即ＯＡ２＝８２＋（ＯＡ－４）２．
解得 ＯＡ＝１０．所以这种铁球的直径为２０ｃｍ．
点评 连结ＥＯ 并延长交⊙Ｏ 于点Ｆ，ＡＢ 与ＯＥ 交于点Ｐ，利用交弦定理也

可求得铁球的直径为２０ｃｍ．

图３６４

【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）如图３６４所示，ＡＢ、ＣＤ 是⊙Ｏ 的直径，⊙Ｏ 的

半径为Ｒ，ＡＢ⊥ＣＤ，以Ｂ 为圆心，以ＢＣ 为半径作
︵
ＣＥＤ，

则
︵
ＣＥＤ与

︵
ＣＡＤ围成的新月形ＡＣＥＤ 的面积为 （ ）

Ａ（π－１）Ｒ２ ＢＲ２

Ｃ（π＋１）Ｒ２ ＤπＲ２

（２）若圆锥的母线长为５ｃｍ，底面半径为３ｃｍ，则圆锥的表面积为 （ ）

Ａ１５πｃｍ２ Ｂ２４πｃｍ２

Ｃ３０πｃｍ２ Ｄ３９πｃｍ２

（１）分析 用数形结合法．
解 把不规则图形分割成几个规则的图形，是求阴影部分面积的常规思路，

但其分割方法一般不惟一．

Ｓ阴影ＡＣＥＤ＝
１
２Ｓ⊙Ｏ－Ｓ弓形ＣＥＤ．

∵ Ｓ弓形ＣＥＤ＝Ｓ扇形ＢＣＥＤ－Ｓ△ＢＣＤ，

Ｓ扇形ＢＣＥＤ＝
９０×π（ＢＣ）２

３６０ ＝π
４

（槡２Ｒ）２＝π
２Ｒ２，

Ｓ△ＢＣＤ＝
１
２

·２Ｒ·Ｒ＝Ｒ２，

∴ Ｓ阴影ＡＣＥＤ＝
π
２Ｒ２－π

２Ｒ２＋Ｒ２＝Ｒ２．
故本题应选Ｂ．

（２）分析 用直接法．
解 ∵ 圆锥的底面半径为３ｃｍ，

∴ 圆锥底面周长为６πｃｍ．

∴ 圆锥的侧面积Ｓ侧＝１
２×６π×５＝１５π（ｃｍ２）．

∴ 圆锥的表面积Ｓ表＝Ｓ侧＋Ｓ底＝１５π＋９π＝２４π（ｃｍ２）．
故本题应选Ｂ．
解法指导 圆锥的表面积等于它的底面积与它的侧面积之和．
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发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）如图３６５所示，ＡＢ 是⊙Ｏ１的直径，ＡＯ１ 是⊙Ｏ２ 的直径，弦 ＭＮ∥ＡＢ，

且 ＭＮ 与⊙Ｏ２相切于Ｃ 点，若⊙Ｏ１ 的半径为２，则 Ｏ１Ｂ、
︵
ＢＮ、ＣＮ、Ｏ１

︵
Ｃ所围成

的阴影部分的面积是 ．

图３６５ 图３６６

（２）如图３６６所示，正△ＡＢＣ 的边长为２，现以 ＢＣ 边所在直线为轴，将

△ＡＢＣ 旋转一周，则所得旋转体的表面积为 ．
（１）解 如图３６５所示，连接Ｏ２Ｃ、Ｏ１Ｎ，作Ｏ１Ｄ⊥ＭＮ，垂足为Ｄ．
∵ ＡＯ１是⊙Ｏ２的半径，ＭＮ 切⊙Ｏ２于点Ｃ，⊙Ｏ１的半径为２，

∴ Ｏ２Ｃ＝Ｏ２Ｏ１＝１，Ｏ２Ｃ⊥ＣＮ．∴ ∠ＮＯ１Ｂ＝３０°．

∴ ＣＮ＝ＣＤ＋ＤＮ 槡＝１＋ ３．
∴ Ｓ阴影＝Ｓ扇形ＮＯ１Ｂ＋Ｓ梯形Ｏ２Ｏ１ＮＣ－Ｓ扇形ＣＯ２Ｏ１

＝３０π×２２

３６０ ＋
（ 槡１＋１＋ ３）×１

２ －９０π×１２

３６０ ＝π
３＋ 槡２＋ ３

２ －π
４

＝π
１２＋槡３

２＋１．

（２）分析 欲求的表面积是两个相同圆锥的侧面积，关键求其底面圆的半径

（即已知等边三角形的高）．
解 如图３６６所示，为旋转以后的图形，是两个母线长为２，底面半径为槡３

的圆锥组成的，展开后侧面扇形的半径为２，弧长为２π·槡３．

图３６７

∴ 所求旋转体的表面积为

２Ｓ圆锥侧＝２Ｓ扇形＝２×１
２ 槡×２×２ ３π 槡＝４ ３π．

【纵横发散】

发散３ 如图３６７所示，以△ＡＢＣ 的一边ＡＢ 为直径

作⊙Ｏ 交ＢＣ 于Ｅ．如果∠ＡＢＣ＝４５°，ＡＣ＝ＡＢ．
（１）求证：ＡＣ 是⊙Ｏ 的切线；

（２）若ＡＢ＝２ｃｍ，求由线段ＣＥ、ＡＣ、
︵
ＡＥ围成的图形（图中的阴影部分）的
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面积Ｓ．（结果用含ｎ 的代数式表示，注：Ｓ扇形 ＝ｎπＲ２

３６０
，其中ｎ 是圆心角的度

数）

图３６８

解 （１）∵ ＡＣ＝ＡＢ，∠ＡＢＣ＝４５°，

∴ ∠ＢＣＡ＝４５°，

∴ ∠ＢＡＣ＝９０°即ＢＡ⊥ＡＣ，

∴ ＡＣ 是⊙Ｏ 的切线．
（２）连结ＯＥ，如图３６８，

∵ ＯＢ＝ＯＥ，且∠ＡＢＣ＝４５°，

∴ ∠ＢＥＯ＝４５°，又∠Ｃ＝４５°，

∴ ＯＥ∥ＡＣ．
由题意知ＡＯ 与ＣＥ 不平行，

∴ 四边形ＯＡＣＥ 是直角梯形，

∴ Ｓ梯形ＯＡＣＥ＝
１
２

（ＯＥ＋ＡＣ）·ＯＡ＝３
２

，Ｓ扇形ＯＡＥ＝
９０·１·π
３６０ ＝π

４．

∴ Ｓ＝Ｓ梯形ＯＡＣＥ－Ｓ扇形ＯＡＥ＝
６－π
４

（ｃｍ２）．

发散４ 等边圆锥（即轴截面为正三角形的圆锥）的轴截面积为槡３，求其侧面积．
分析 因为等边圆锥的轴截面为正三角形，所以圆锥底面的直径和母线长就

是正三角形的边长，圆锥的高就是正三角形底边上的高，又因圆锥的侧面展开图

是扇形，所以要求其侧面积，只要求出底面周长和母线长即可．
解 设正三角形的边长为ａ，则

Ｓ轴截面＝１
２

·ａ·ａ·ｓｉｎ６０°＝槡３
４ａ２，

∴ 槡３
４ａ２ 槡＝ ３，

∴ ａ＝２．
∴ 底面周长为２π，母线长为２．

图３６９

∴ Ｓ侧＝１
２

·２·２π＝２π．

解法指导 关于圆柱、圆锥的侧面积、底面半径及高之间的关系必须掌握，不

论是证明题、还是计算题都要用到这些有关知识．
【生活发散】

发散５ （２００４·重庆）如图３６９所示，点 Ａ 是一个半

径为３００ｍ的圆形森林公园的中心，在森林公园附近有Ｂ、

Ｃ 两个村庄，现要在Ｂ、Ｃ 两村庄之间修一条长为１０００ｍ
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的笔直公路将两村连通，经测量得∠ＡＢＣ＝４５°，∠ＡＣＢ＝３０°，问此公路是否会穿

过森林公园？请通过计算进行说明．
分析 本题的实质是判断⊙Ａ 与直线ＢＣ 的位置关系，只要求出圆心Ａ 到直

线ＢＣ 的距离ＡＨ，即可做出判断．
解 作ＡＨ⊥ＢＣ，垂足为Ｈ．在Ｒｔ△ＡＢＨ 中，∠Ｂ＝４５°．
∴ ＡＨ＝ＢＨ．
在Ｒｔ△ＡＣＨ 中，∠Ｃ＝３０°．
∴ ＡＣ＝２ＡＨ．

ＨＣ＝ ＡＣ２－ＡＨ槡 ２ 槡＝ ３ＡＨ．
由题意得 ＢＨ＋ＨＣ＝１０００，

即 ＡＨ 槡＋ ３ＡＨ＝１０００．

∴ ＡＨ＝５００（槡３－１）．

∵ ５００（槡３－１）＞３００，

∴ 公路不会穿过森林公园．

图３７０

【分解发散】

发散６ 如图３７０所 示，已 知 三 个 等 圆⊙Ａ，⊙Ｂ，

⊙Ｃ 两两互相外切，半径ｒ＝１０ｃｍ．求三圆间阴影部分

面积．
分析 本 题 把 三 圆 间 阴 影 部 分 的 面 积 分 解 为 正

△ＡＢＣ的面积减去３个小扇形 ＡＥＦ、ＦＢＤ、ＤＣＥ 面积之

和．
解 设三圆切点分别为Ｄ，Ｅ，Ｆ（如图３７０所示）．
∵ ⊙Ａ、⊙Ｂ、⊙Ｃ 是半径为１０的三个等圆，且两两外切，

∴ ＡＢ＝ＢＣ＝ＡＣ＝２ｒ＝２０，

∴ Ｓ△ＡＢＣ＝
槡３
４

·（ＡＢ）２ 槡＝１００ ３，

图３７１

又∵ Ｓ扇ＡＥＦ＝Ｓ扇ＢＦＤ＝Ｓ扇ＣＥＤ＝Ｓ扇，Ｓ影＝Ｓ△ＡＢＣ－３Ｓ扇，

而Ｓ扇＝６０
３６０

·π（１０）２＝５０
３π．

∴ Ｓ影 槡＝１００３－（５０
３π）×３＝５０（ 槡２３－π）（ｃｍ２）．

【组合发散】

发散７ 如图３７１所示，相交两圆的公共弦 ＡＢ
长１２０ｃｍ，它 分 别 是⊙Ｏ１ 内 接 正 六 边 形 的 边 和
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⊙Ｏ２内接正方形的边．求两圆相交弧间的阴影部分的面积．
分析 本题中阴影部分的面积由两个弓形ＡｍＢ，ＡｎＢ 面积组合而成．
解 设⊙Ｏ１，⊙Ｏ２ 的半径分别为Ｒ６，Ｒ４；正六边形边长为ａ６，正方形边长

为ａ４；⊙Ｏ１，⊙Ｏ２到弦ＡＢ 的距离分别为ｒ６，ｒ４．
∵ 公共弦ＡＢ＝１２０，

∴ ａ４＝Ｒ６＝１２０．

ｒ６＝ Ｒ２
６－

ａ４（ ）２槡
２
＝ １２０２－６０槡 ２ 槡＝６０ ３，

∠ＡＯ１Ｂ＝６０°，

ａ４＝１２０，Ｒ４＝
槡２
２ＡＢ 槡＝６０ ２，

ｒ４＝ Ｒ２
４－

ａ４（ ）２槡
２
＝ （ 槡６０ ２）２－６０槡 ２＝６０，∠ＡＯ２Ｂ＝９０°．

∵ Ｓ弓形ＡｍＢ＝Ｓ扇形ＡＯ２Ｂ－Ｓ△ＡＯ２Ｂ＝
９０πＲ２

４

３６０ －１
２ａ４ｒ４

＝１８００π－３６００，

Ｓ弓形ＡｎＢ＝Ｓ扇形ＡＯ１Ｂ－Ｓ△ＡＯ１Ｂ＝
６０πＲ２

６

３６０ －１
２ａ６ｒ６

＝２４００π 槡－３６００ ３，

∴ Ｓ阴影＝Ｓ弓形ＡｍＢ＋Ｓ弓形ＡｎＢ＝４２００π－３６００（ 槡１＋ ３）（ｃｍ２）

∴ 两圆相交弧间的阴影部分面积为４２００π－３６００（ 槡１＋ ３）（ｃｍ２）

解法指导 （１）扇形面积公式Ｓ扇形＝ｎπＲ２

３６０
与弧长公式ｌ＝ｎπＲ

１８０
的关系是

Ｓ扇形＝１
２ｌＲ．在计算扇形面积时应根据条件合理选取公式．

（２）弓形面积在计算时应注意：ａ）当弓形所含的弧是劣弧时，Ｓ弓形＝Ｓ扇形－
Ｓ三角形；ｂ）当弓形所含的弧是优弧时，Ｓ弓形＝Ｓ扇形＋Ｓ三角形．

【综合发散】

发散８ 已知圆锥的母线长为５ｃｍ，底面半径为３ｃｍ，求：

（１）圆锥的侧面展开图中扇形的圆心角；

（２）锥角α．
分析 圆锥的侧面展开图是一个扇形，圆锥的母线长是扇形的半径，圆锥的

底面周长是扇形的弧长．由题意，已知圆锥的底面半径就能求出底面周长，即扇形

的弧长，而已知母线就知道扇形的半径，已知弧长、半径就能求出扇形的圆心角，

而锥角指圆锥的轴截面等腰三角形的顶角．
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图３７２

解 （１）如图３７２所示，

圆锥的底面周长＝２π·ＯＣ＝６π，

即扇形的弧长ｌ＝６π．
∵ Ｒ＝５，

∴ ６π＝ｎπ·５
１８０°

，

解得 ｎ＝２１６°，即扇形的圆心角为２１６°．
（２）在Ｒｔ△ＡＯＣ 中，ＡＣ＝５，ＯＣ＝３，

∴ ｓｉｎ∠ＯＡＣ＝３
５．

∴ ∠ＯＡＣ＝３６°５２′．
∴ α＝２∠ＯＡＣ＝７３°４４′．
点评 解题时要分清圆锥的侧面展开图中的圆心角与锥角．一般地，设展开

图的圆心角为θ°，底面半径为ｒ，母线为ｌ，则 θ
３６０＝ｒ

ｌ．

发散９ 如图３７３（１）所示，正三角形ＡＢＣ 的边长为 槡６ ３ｃｍ，⊙Ｏ 的半径为

ｒｃｍ，当圆心Ｏ 从点Ａ 出发，沿着线路Ａ—Ｂ—Ｃ—Ａ 运动，回到点Ａ，⊙Ｏ 随着

点Ｏ 的运动而移动．

图３７３
（１）若ｒ 槡＝ ３ｃｍ，求⊙Ｏ 首次与ＢＣ 边相切时，ＡＯ 的长；

（２）⊙Ｏ 移动过程中，从切点的个数来考虑，相切有几种不同的情况，写出不

同情况下，ｒ的取值范围及相应的切点个数；

（３）设⊙Ｏ 在整个移动过程中，在△ＡＢＣ 内部，⊙Ｏ 未经过的部分的面积为

Ｓ，在Ｓ＞０时，求Ｓ关于ｒ的函数解析式，并写出自变量ｒ的取值范围．
解 （１）如图３７３（２）所示，设⊙Ｏ 首次与ＢＣ 相切于点Ｄ，连结 ＯＤ，则有

ＯＤ⊥ＢＤ，且ＯＤ＝ｒ 槡＝ ３．
在Ｒｔ△ＢＤＯ 中，
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∵ ∠ＯＢＤ＝６０°，∴ ＯＢ＝ 槡３
ｓｉｎ６０°＝２．

ＡＯ＝ＡＢ－ＯＢ＝（ 槡６ ３－２）（ｃｍ）．
（２）由正三角形的边长为 槡６ ３ｃｍ，可得它一边上的高为９ｃｍ．
①当⊙Ｏ 的半径ｒ＝９ｃｍ时，⊙Ｏ 在移动中与△ＡＢＣ 的边共相切三次，即切

点个数为３．
②当０＜ｒ＜９时，⊙Ｏ 在移动中与△ＡＢＣ 的边共相切六次，即切点个数

为６．
③当ｒ＞９时，⊙Ｏ 在移动中与△ＡＢＣ 的边不相切，即切点个数为０．

（３）如图３７３（２）所示，易知Ｓ＞０时，⊙Ｏ 在移动中，在△ＡＢＣ 内部未经过

的部分为正三角形Ａ′Ｂ′Ｃ′的内部，这个正三角形的三边分别与原正三角形三边

平行，且平行线间的距离等于ｒ．
连结ＡＡ′，并延长ＡＡ′，分别交Ｂ′Ｃ′、ＢＣ 于Ｅ、Ｆ 两点，则ＡＦ⊥ＢＣ，Ａ′Ｅ⊥

Ｂ′Ｃ′，且ＥＦ＝ｒ，

又过点Ａ′作Ａ′Ｇ⊥ＡＢ 于点Ｇ，则Ａ′Ｇ＝ｒ．
∵ ∠ＧＡＡ′＝３０°，∴ ＡＡ′＝２ｒ．
∴ △Ａ′Ｂ′Ｃ′的高Ａ′Ｅ＝ＡＦ－３ｒ＝９－３ｒ．

Ｂ′Ｃ′＝ 槡２ ３
３ Ａ′Ｅ 槡＝２ ３（３－ｒ）．

∴ △Ａ′Ｂ′Ｃ′的面积Ｓ 槡＝３ ３（３－ｒ）２（０＜ｒ＜３）．
解法指导 此题是一道图形的运动问题，也是一道分类讨论题，题目设计巧

妙，能较好地考查学生的逻辑思维能力．本题的最后一问是从图形中抽象出函数

关系式，也是常见的题型．本小题易漏写ｒ的取值范围而造成答题不完整，望读者

注意这一点．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１扇形的面积为Ｓ，弧长为ｌ，则扇形中心角的度数为 （ ）

Ａ１８０ｌ２

π（ ）Ｓ ° Ｂ１８０Ｓ
πｌ（ ）２ ° Ｃ９０ｌ２

π（ ）Ｓ ° Ｄ９０Ｓ
πｌ（ ）２ °

２已知圆锥的侧面展开图的面积是１５πｃｍ２，母线长是５ｃｍ，则圆锥的底面
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半径为 （ ）

Ａ３
２ｃｍ Ｂ３ｃｍ Ｃ４ｃｍ Ｄ６ｃｍ

图３７４

３如图３７４所示，扇形 ＯＡＢ 中∠ＡＯＢ＝９０°，扇形半径为

ａ，以 ＡＢ 为 直 径 作 半 圆，则 所 得 月 牙 形（阴 影 部 分）的 面 积

是 ．
４在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，ＡＢ＝３，ＢＣ＝１，以ＡＣ 所在直线

为轴旋转一周，所得圆锥的侧面积是 ．
５把一个半径为８ｃｍ的圆片，剪去一个圆心角为９０°的扇形

后，用剩下的部分做成一个圆锥的侧面，那么这个圆锥的高为 ．
【生活发散】

１如图３７５所示，有一把折扇和一把团扇，已知折扇的骨柄与团扇的直径

一样长，折扇扇面的宽度是骨柄长的一半，折扇张开的角度为１２０°，问哪一种扇子

的面积大，从而扇出的风量也大？

图３７５

图３７６

２在半径为２７ｍ的圆形广场中央点Ｏ 的上空安装了一

个照明光源Ｓ，Ｓ射向地面的光束呈圆锥形，并且灯亮能照亮

整个广场．其轴截面ＳＡＢ 的顶角为１２０°（如图３７６所示）．求

光源离地面的垂直高度ＳＯ．（精确到０．１ｍ）

【纵横发散】

图３７７

１已知⊙Ｏ 的半径为Ｒ，直径ＡＢ⊥ＣＤ，以

Ｂ为圆心，以ＢＣ 为半径作
︵
ＣＥＤ，求

︵
ＣＥＤ与

︵
ＣＡＤ

围成的新月形ＡＣＥＤ 的面积Ｓ．
２如图３７７所示，用一个半径为３０ｃｍ，圆

心角为１２０°的扇形纸片，做成一个圆锥模型的

侧面（不 计 接 缝），那 么 这 个 圆 锥 的 底 面 半 径

是 ｃｍ．
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图３７８

【分解发散】

１如图３７８所示，已知扇形 ＡＰＢ 的中心角是

６０°，⊙Ｏ 和扇形两半径及
︵
ＡＢ切于Ｄ、Ｅ、Ｃ．求证：

（１）⊙Ｏ 的周长是
︵
ＡＢ的２倍；

（２）求阴影部分的面积．
２如图３７９所示，⊙Ｏ 中的弦ＢＣ＝６ｃｍ，圆周

角∠ＢＡＣ＝６０°，求图中阴影部分的面积．（结果不取近

似值）

图３７９ 图３８０

【综合发散】

图３８１

１如图３８０所示，已知扇形 ＡＯＢ 的内切圆⊙Ｏ′
分别切扇形的半径ＯＡ，ＯＢ 于Ｄ，Ｅ，且ＯＡ＝６，⊙Ｏ′的

半径为２，求图中阴影部分的面积．
２如图３８１所示，菱形 ＡＢＣＤ 的对角线交于Ｏ

点，ＡＣ 槡＝２ ３，ＢＤ＝２，以Ａ 为圆心，ＯＡ 为半径画弧分

别交ＡＤ，ＡＢ 于Ｅ，Ｆ，又以Ｃ 为圆心，ＣＯ 为半径画弧

分别交ＣＤ，ＣＢ 于Ｍ，Ｎ，求阴影部分的面积．

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第１３１页）

１解：１
２ＡＢ＝ １２２－６槡 ２ 槡＝６ ３，

Ｓ△ＯＡＢ＝
１
２

· 槡６ ３·２· 槡６＝３６ ３（ｃｍ２）．

而１
２∠ＡＯＢ 的余弦值是１

２
，

∴ ∠ＡＯＢ＝１２０°．
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Ｓ扇形＝１２０
３６０π×１２

２≈１５０．７（ｃｍ２）．

Ｓ阴影＝Ｓ扇形－Ｓ△ＯＡＢ≈１５０７－６２．３≈８８．４（ｃｍ２）．

２解：（１）∵ 两个弯道内圈（半圆形）共长２００ｍ，

即 ２πｒ＝２００．
∴ ｒ≈３１．８（ｍ）．

（２）约１８．８ｍ．
习题３１０（课本第１３２页）

１解：设圆的半径为Ｒ，１００
１８０π

·Ｒ＝４π，

Ｒ＝７．２（ｃｍ）．

２长＝９０
１８０π

·５＝７．８５（ｃｍ）．

３约４４９．８ｃｍ２．
随堂练习（课本第１３４页）

１．解：ｒ＝ ３３÷３．槡 １４≈３．２４，

ｄ＝３．２４×２＝６．４８．
∴ Ｓ圆柱侧＝（１０－２）πｄ＝８×３．１４×６．４８≈１６２．８（ｍ２）．

Ｓ圆锥侧＝π·ｒ·（ ２２＋３．２４槡 ２）≈３．１４×３．２４×３．８≈３８．７（ｍ２）．
（１６２．８＋３８．７）×１５≈３０２２．５（ｍ２）．

∴ 至少需要３０２２．５ｍ２的帆布．

２解：Ｓ扇形＝１１８
３６０π

·２４２＝１８８．８π，

设纸杯的底面半径为ｒ，高为ｈ，

∴ πｒｌ＝１８８．８π．
即 ２４πｒ＝１８８．８π，∴ ｒ≈７．９（ｃｍ）．

∴ ｈ＝ ２４２－７．９槡 ２≈ ５１３．槡 ６≈２２．７（ｃｍ）．
∴ 纸杯的底面半径为７．９ｃｍ，高为２２．７ｃｍ．
习题３１１（课本第１３５页）

１解：设圆锥的底面半径为ｒ，

则 ｓｉｎ３０°＝ｒ
６．

∴ ｒ＝３．
∴ Ｓ圆锥侧＝π·ｒ·ｌ＝π·３．６≈５６．５（ｃｍ２）

２解：πｒ２＋πｄｈ＋πｒｌ
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＝２２π＋４·２π＋２π（ ２２＋２．１槡 ２）

≈１２．５６＋２５．１２＋１８．２１２
≈５５．９（ｍ２）．
∴ 该太空囊要接受防高热处理的面积约５５．９ｍ２．

３解：ＡＢ＝ ＡＣ２＋ＢＣ槡 ２＝ ２０２＋１５槡 ２＝２５（ｃｍ），

设半径为ｒ，

∴ ｓｉｎ∠ＣＡＢ＝ＢＣ
ＡＢ＝ｒ

ＡＣ．

即 １５
２５＝ｒ

２０．

∴ ｒ＝１２．
∴ Ｓ全＝πｒｌ＋πｒｌ＝π·１２·２０＋π·１２·１５＝１３１８．８（ｃｍ２）

∴ 这个旋转体的全面积约为１３１８．８ｃｍ２．
复习题（课本第１３６页）

Ａ 组

１点Ｐ 可能在⊙Ｏ 外，也可能在⊙Ｏ 上，还可能在⊙Ｏ 内，实际上，点Ｐ 位

于以Ａ 为圆心，以槡３为半径的圆上．
２图（４）．

槡３１００ ３ｃｍ２．（提示：过Ｏ 点作ＡＢ 的垂线，垂足为 Ｍ，可求出ＯＭ＝１０ｃｍ，

ＡＭ 槡＝１０ ３ｃｍ．）

４半径约为０．３８４ｃｍ．
５证明：连结ＯＣ．

∵
︵
ＡＣ＝

︵
ＣＢ

∴
∠ＤＯＣ＝∠ＥＯＣ
ＯＤ＝ＯＥ（已知）

ＯＣ＝ＯＣ
烍
烌

烎（公共边）

△ＯＣＤ≌△ＯＣＥ

ＣＤ＝ＣＥ．

６ＯＤ∥ＡＣ．（提示：∠ＣＡＤ＝１
２∠ＣＯＤ＝３０°，所以∠ＣＡＯ＝６０°；而∠ＢＯＤ

＝２∠ＤＡＢ＝６０°．）

７（１）∠ＡＥＢ＝∠ＡＤＢ＝∠ＡＣＢ； （２）∠ＢＡＣ＝∠ＢＥＣ＝∠ＢＤＣ；

（３）∠ＣＡＤ＝∠ＣＥＤ＝∠ＣＢＤ； （４）∠ＤＡＥ＝∠ＤＢＥ＝∠ＤＣＥ；

（５）∠ＥＢＡ＝∠ＥＣＡ＝∠ＥＤＡ

８所对的圆周角为９０°．（提示：
︵
ＤＡＢ与

︵
ＡＢＣ是等弧．）
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９ＡＤ＝４ｃｍ．（提示：由△ＡＣＤ∽△ＣＢＤ，得ＣＤ
ＢＤ＝ＡＤ

ＣＤ
，即ＣＤ２＝ＡＤ·ＢＤ．）

１０略．
１１（１）可以作一个； （２）无解； （３）可作无数个．
１２连结ＯＣ，

∴ ＯＣ＝４，ＡＣ＝１
２ＡＢ＝５．

∴ ＯＡ＝ ＯＣ２＋ＡＣ槡 ２＝ ４２＋５槡 ２ 槡＝ ４１．
１３略．
１４约１．３ｍ２．（提示：∠ＡＣＤ＝３０°．）

１５解：∵ ∠Ａ＋∠Ｂ＋∠Ｃ＝１８０°，

∴ Ｓ扇形和＝１８０
３６０

·π·０５２≈０３９ｃｍ２．

∴ 三个扇形的面积之和是０３９ｃｍ２．

１６解：１２０
３６０π

·３０２－１２０
３６０π

·（３０－２０）２≈８３７３（ｃｍ２）．

∴ 贴纸部分的面积约为８３７３ｃｍ２．

１７解：４０
３６０

·π·７２≈１７１ｍ２．（提示：所求的区域是以半径为７ｍ，圆心角为

４０°的扇形．）

１８解：ｒ＝ １５７
３１４×２＝２５，

πｒｌ＝３１４×２５×（ ２５２＋１５槡 ２）≈２２．７（ｃｍ２）．

∴ 至少需要２３ｃｍ２的塑料布

１９解：ｒ＝１５π
πｌ＝１５π

５π＝３ｃｍ．

∴ 圆锥的底面半径是３ｃｍ．
Ｂ 组

１△ＡＢＣ 为 等 边 三 角 形．（提 示：连 结 ＯＣ，则 Ｒｔ△ＯＣＤ≌Ｒｔ△ＯＣＥ，得

ＣＤ＝ＣＥ，从而ＢＣ＝ＡＣ）

２解：连结ＡＤ、ＢＣ，

∵
︵
ＡＤ＝

︵
ＢＣ，

∴ ＡＤ＝ＢＣ．
∠ＡＣＢ＝９０°（直径所对的圆周角等于９０°）．

∴ ＢＣ＝ ＡＢ２－ＡＣ槡 ２＝ ｄ２－ａ槡 ２，∴ ＡＤ＝ ｄ２－ａ槡 ２．
３解：连结ＯＣ、ＢＤ，
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∠ＣＢＤ＝１
２∠ＣＯＤ，∠ＣＤＢ＝１

２∠ＣＯＢ，

∠ＣＢＤ＋∠ＣＤＢ＝１
２

（∠ＣＯＤ＋∠ＣＯＢ）＝１
２∠ＢＯＤ＝６０°，

∠ＢＣＥ＝∠ＣＢＤ＋∠ＣＤＢ＝６０°．
４解：连结ＣＤ
∠ＡＣＥ＝∠ＡＤＣ
∠ＣＡＥ＝∠ ｝ＤＡＣ

△ＡＣＥ∽△ＡＤＣ，

ＡＣ
ＡＤ＝ＡＥ

ＡＣ
，

即 ＡＣ２＝ＡＤ·ＡＥ．
∴ ＡＣ 槡＝２ ３．

∴ ＡＢ 槡＝２ ３．
５解：连结ＯＡ′、ＯＢ′，

∵ Ｏ 是ＡＢ 的中点，

∴ ＯＢ＝２０．

∴ ｓｉｎ∠Ｂ＝１０
２０＝１

２．

∴ ∠Ｂ＝３０°
∴ ∠ＡＯＡ′＝∠ＢＯＢ′＝６０°．
∴ ∠Ａ′ＯＢ′＝６０°．

ＡＡ′＋
︵
Ａ′Ｂ′＋Ｂ′Ｂ＝ ２０２－１０槡 ２＋６０

１８０
·π·１０＋ ２０２－１０槡 ２≈４５１（ｋｍ）．

∴ 修建的公路最短路线长度是４５１ｋｍ．
６解：∵ △ＡＢＣ 是正三角形，

∴ ∠ＤＡＣ＝∠ＤＢＥ＝∠ＥＣＦ＝１２０°．
而ＡＤ＝１，ＢＥ＝２，ＣＦ＝３，

∴
︵
ＣＤ＋

︵
ＤＥ＋

︵
ＥＦ＝１２０

１８０π
·１＋１２０

１８０π
·２＋１２０

１８０π
·３

＝２
３π＋４

３π＋６
３π

＝４π
∴ 曲线ＣＤＥＦ 的长是４π．
７约４２１人．（提示：过点Ｏ 作ＡＢ 的垂线，垂足为Ｃ．）

８略．
９略．
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思 维 整 合 升 华

知识网络建构

圆的知识，内容丰富，形式活泼．不少问题，在条件中原来没有圆时，思路闭

塞，解题极其困难；一旦构造辅助圆后，立即收到“山重水复疑无路，柳暗花明又一

村”的效果，顿时思路畅通，问题迎刃而解．圆具有对称性（既是中心对称图形，又

是轴对称图形）及旋转不变性，在研究圆、弧、弦、弦心距、圆心角、圆周角等基本概

念时，要掌握它们之间的相互关系，注意同圆或圆内弦、弦心距、角（圆心角、圆周

角）、弧四者之间相等关系与不等关系的互相转化，这是证明与圆有关命题的一种

基本技能和基本方法．圆还具有隐蔽性，圆隐蔽了直线之间某些元素之间的相等、

垂直、平行等相互关系和性质．只有深入挖掘圆的概念的内涵，显露被隐蔽元素之

间的关系和性质，圆的问题就转化成我们熟悉的直线形问题．此外，必须注意了解

反证法的思路与证明的步骤，掌握利用弦心距和半径等线段把有关几何量的计算

转化为直角三角形或等腰三角形的计算问题．关于求解阴影图形（不规则图形）面

积的关键是要运用组合发散与分解发散，将它转化为规则图形的面积或它们的和

与差，再进行计算，组合发散可拾零为整，注重整体构思，发挥整体功能；分解发散

可化整为零，各个击破．从而，达到提高分析问题解决问题能力的目的．
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新题型新中考

从近年来全国各省市新中考试题发展趋势来看：注重能力立意，就是要以基

础知识为依托，重在考查学生对知识的理解，知识间的联系与渗透，以及灵活运用

知识解决问题的能力．加强与社会实际和学生生活实际的联系．着重考查学生运

用数学基础知识和基本技能分析问题，解决实际问题能力，重视对创新意识和实

践能力的考查．增大试题的灵活性，设计具有开放性、探索性、研究性的问题，具有

创新意识和创造能力的试题，以便充分发挥学生的创造性．
圆这部分内容因涉及平面几何的重要概念、性质、定理，且在解题中常综合应

用前面所学知识，题型灵活多样，既能考查“双基”，又能考查数学能力与创新思

维，所以是历年中考的重点内容．
本单元常考热点有：点和圆的位置关系；等弧的概念；垂径定理及其逆定理；

圆心角、弧、弦、弦心距四者之间的关系；圆内接四边形的性质；圆周角的知识，能

熟练地运用这些知识进行有关的计算和证明．
一、发散思维延伸

图３８２

延伸题１ 李明同学和马强同学合作，将半径为１ｍ、圆

心角为９０°的扇形薄铁板围成一个圆锥筒．在计算圆锥的容积

（接缝忽略不计）时，李明认为圆锥的高就等于扇形的 Ｏ 到弦

ＡＢ 的距离ＯＣ（如图３８２所示），马强说这样计算不正确．你

同意谁的说法？把正确的计算过程写在下面．

解 如图３８２所示，在Ｒｔ△ＯＡＣ 中，ＯＣ＝槡２
２．

图３８３

如图３８３所示，在Ｒｔ△ＯＯ′Ａ 中，ＯＡ＝１，

∵ ２π×１
４＝２π·Ｏ′Ａ，

∴ Ｏ′Ａ＝１
４．

又∵ ＯＯ′＝ １２－（ ）１
４槡

２
＝槡１５

４
，

∵ 槡２
２≠槡１５

４
，

∴ 李明的说法不正确．
延伸题２ 已知⊙Ｏ１与⊙Ｏ２外切于Ｐ，半径为Ｒ１，Ｒ２，外公切线切⊙Ｏ１ 于

Ａ，切⊙Ｏ２于Ｂ，⊙Ｏ 与⊙Ｏ１，⊙Ｏ２外切，且切ＡＢ 于Ｃ求：⊙Ｏ 的半径Ｒ．
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图３８４

解 如 图３８４所 示，连 结 Ｏ１Ａ，Ｏ２Ｂ，ＯＣ，则

Ｏ１Ａ∥Ｏ２Ｂ∥ＯＣ，过Ｏ１作Ｏ１Ｅ⊥ＯＣ，

则 ＡＣ＝Ｏ１Ｅ，ＯＥ＝Ｒ－Ｒ１，

Ｏ１Ｏ＝Ｒ１＋Ｒ，Ｏ１Ｅ２＝Ｏ１Ｏ２－ＯＥ２

∴ ＡＣ２＝Ｏ１Ｏ２－ＯＥ２．

∴ ＡＣ２＝（Ｒ１＋Ｒ）２－（Ｒ１－Ｒ）２＝４Ｒ１Ｒ．
作Ｏ２Ｆ⊥ＯＣ，则 ＢＣ＝Ｏ２Ｆ，

Ｏ２Ｆ２＝（Ｒ２＋Ｒ）２－（Ｒ－Ｒ２）２，

∴ ＢＣ２＝４Ｒ２Ｒ，∴ ＡＣ＝２ Ｒ１槡 Ｒ，ＢＣ＝２ Ｒ２槡 Ｒ．
同理 ＡＢ２＝４Ｒ１Ｒ２，ＡＢ＝２ Ｒ１Ｒ槡 ２．
而 ＡＣ２＝（ＡＢ＋ＢＣ）２，∴ ４Ｒ１Ｒ＝（２ Ｒ１槡 Ｒ＋２ Ｒ２槡 Ｒ）２．

∴ ２ Ｒ１槡 Ｒ＝２ Ｒ１Ｒ槡 ２＋２ Ｒ２槡 Ｒ．

∴ Ｒ１槡 Ｒ＝ Ｒ１Ｒ槡 ２＋ Ｒ２槡 Ｒ，∴ Ｒ＝
Ｒ１Ｒ２

（ Ｒ槡 １－ Ｒ槡 ２）２
．

图３８５

延伸题３ 如图３８５所示，在直角坐标系中，⊙Ｏ１ 经过

坐标原点，分别与ｘ轴正半轴，ｙ轴正半轴交于点Ａ，Ｂ．

（１）若点Ｏ 到直线ＡＢ 的距离为１２
５

，且ｔａｎ∠Ｂ＝３
４

，求

线段ＡＢ 的长；

（２）若点Ｏ 到直线ＡＢ 的距离为１２
５

，过点Ａ 的切线与ｙ
轴交于点Ｃ，过点Ｏ 的切线交ＡＣ 于点Ｄ，过点Ｂ 的切线交

图３８６

ＯＤ 于点Ｅ，求 １
ＣＤ＋ １

ＢＥ
的值；

（３）如图３８６所示，若⊙Ｏ１ 经过点 Ｍ（２，２），设△ＢＯＡ
的内切圆的直径为ｄ，试判断ｄ＋ＡＢ的值是否会发生变化，

若不变，求出其值；若变化，求出其变化的范围．
解 （１）作ＯＧ⊥ＡＢ，垂足为点Ｇ．

∵ ｔａｎ∠Ｂ＝３
４

，设ＯＡ＝３ｋ，ＯＢ＝４ｋ，

∴ ＡＢ＝５ｋ．
∵ ＯＡ·ＯＢ＝ＡＢ·ＯＧ＝２Ｓ△ＡＯＢ．

即 ３ｋ×４ｋ＝５ｋ×１２
５．

∴ ｋ＝１．
∴ ＡＢ＝５．
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图３８７

（２）如图３８７所示，延长ＢＥ 交ｘ轴于点Ｆ，过点Ｏ
作ＯＧ⊥ＡＢ 于点Ｇ．

∵ ＤＯ＝ＤＡ，

∴ ∠ＤＯＡ＝∠ＤＡＯ．
∴ ∠ＣＯＤ＝∠ＤＣＯ．
ＤＯ＝ＤＡ＝ＤＣ．同理可证：ＥＢ＝ＥＯ＝ＥＦ．
又∵ ＡＣ∥ＯＧ∥ＢＦ，

∴ ＯＧ
２ＣＤ＝ＯＧ

ＡＣ＝ＢＧ
ＢＡ

，ＯＧ
２ＢＥ＝ＯＧ

ＢＦ＝ＡＧ
ＡＢ．

∴ ＯＧ
２ＣＤ＋ＯＧ

２ＢＥ＝ＢＧ＋ＡＧ
ＡＢ ＝１，

即 １
ＣＤ＋ １

ＢＥ＝ ２
ＯＧ．

∵ ＯＧ＝１２
５

，

∴ １
ＣＤ＋ １

ＢＥ＝５
６．

（３）ｄ＋ＡＢ 的值不会发生变化．

图３８８

如图３８８所示，设△ＡＯＢ 的内切圆分别切ＯＡ，

ＯＢ，ＡＢ 于点Ｐ，Ｑ，Ｔ，

则ｄ＋ＡＢ＝ＯＱ＋ＯＰ＋ＱＢ＋ＰＡ＝ＯＡ＋ＯＢ．
在ｘ轴上取一点Ｎ，使ＡＮ＝ＯＢ．
连结ＯＭ、ＢＭ、ＡＭ、ＭＮ．
∵ ＯＭ 平分∠ＡＯＢ，

∴ ∠ＢＯＭ＝∠ＭＯＮ＝４５°，ＡＭ＝ＢＭ．
又∵ ∠ＭＡＮ＝∠ＯＢＭ，ＯＢ＝ＡＮ，

∴ △ＢＯＭ≌△ＡＮＭ．
∴ ∠ＢＯＭ＝∠Ｎ＝４５°．
∴ ∠ＯＭＮ＝９０°．

∴ ＯＡ＋ＯＢ＝ＯＮ＝ ＯＭ２＋ＭＮ槡 ２ 槡＝ ２ＯＭ＝４．
∴ ｄ＋ＡＢ 的值不会发生变化，其值为４．

二、课标新题导向

新题１ 阅读下面材料：

对于平面图形Ａ，如果存在一个圆，使图形Ａ 上的任意一点到圆心的距离不

大于这个圆的半径，则称图形Ａ 被这个圆所覆盖．
对于平面图形Ａ，如果存在两个或两个以上的圆，使图形Ａ 上的任意一点到
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其中某个圆的圆心的距离都不大于这个圆的半径，则称图形Ａ 被这些圆所覆盖．
图３８９（１）中的三角形被一个圆所覆盖，（２）中的四边形被两个圆所覆盖．

图３８９
回答下列问题：

（１）边 长 为 １ｃｍ 的 正 方 形 被 一 个 半 径 为 ｒ 的 圆 所 覆 盖，ｒ 的 最 小 值

是 ｃｍ．
（２）边长为１ｃｍ 的等边三角形被一个半径为ｒ 的圆所覆盖，ｒ 的最小值

是 ｃｍ．
（３）长为２ｃｍ，宽为１ｃｍ的矩形被两个半径都为ｒ的圆所覆盖，ｒ的最小值

是 ｃｍ，这两个圆的圆心距是 ｃｍ．

解 （１）∵ 边长为１的正方形的外接圆的直径为槡２，故ｒ的最小值为槡２
２．

（２）∵ 边长为１的等边三角形的外接圆半径为槡３
３

，故ｒ的最小值为槡３
３．

（３）∵ 长为２、宽为１的矩形可分为两个边长为１的正方形，只要让每一个

圆覆盖住一个正方形即可，

∴ ｒ的最小值为槡２
２

，当ｒ取最小值时，这时两个圆的圆心分别是两个正方

形的中心，它们的距离为１．
解法指导 （３）中应明确要求的是“当ｒ取最小值时，这两个圆的圆心距”．

图３９０

新题２ 电脑 ＣＰＵ 芯片是由一种叫单晶硅的材料制

成，未切割前的单晶硅材料是一种薄形圆片，如图３９０所示

叫晶圆片，现为了生产某种ＣＰＵ芯片，需要长、宽都是１ｃｍ
的正方形小硅片若干．如果晶圆片的直径为１００５ｃｍ，问一

张这种晶圆片能否切割出所需尺寸的小硅片６６张？请说明

你的方法和理由．（不计切割损耗）

分析 此题若直接切割晶圆片相当困难，若逆向思维，

将割好的小正方形排成矩形，逐步放入圆中会省时省力，那么如何摆放呢？因为

直径是圆中最大的弦且圆既是中心对称图形，又是轴对称图形，不难想到以一条

直径为轴来排放小正方形．
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解 可以切割出６６个小正方形．
（１）我们把１０个小正方形排成一排，看成一个长条形的矩形，这个矩形刚好

能放入直径为１００５ｃｍ的圆内，如图中矩形ＡＢＣＤ．
∵ ＡＢ＝１，ＢＣ＝１０，∴ 对角线ＡＣ２＝１００＋１＝１０１＜（１００５）２．

（２）我们在矩形ＡＢＣＤ 的上方和下方可以分别放入９个小正方形．
∵ 新加入的两排小正方形连同 ＡＢＣＤ 的一部分可看成矩形ＥＦＧＨ，矩形

ＥＦＧＨ 的长为９，宽为３，对角线ＥＧ２＝９２＋３２＝８１＋９＝９０＜（１００５）２．但是新加

入的这两排小正方形不能是每排１０个，

因为１０２＋３２＝１００＋９＝１０９＞（１００５）２．
（３）同理，∵ ８２＋５２＝６４＋２５＝８９＜（１０．０５）２．
９２＋５２＝８１＋２５＝１０６＞（１００５）２．
∴ 可以在矩形ＥＦＧＨ 的上面和下面分别再排８个小正方形，那么现在小

正方形已有了５层．
（４）再在原来的基础上，上下再加一层，共７层，新矩形的高可以看成是７，那

么新加入的这两排，每排都可以是７个但不能是８个．
∵ ７２＋７２＝４９＋４９＝９８＜（１０．０５）２．
８２＋７２＝６４＋４９＝１１３＞（１０．０５）２．
（５）在７层的基础上，上下再加一层，新矩形的高可以看成是９，这两层，每排

可以是４个但不能是５个．
∵ ４２＋９２＝１６＋８１＝９７＜（１００５）２，

５２＋９２＝２５＋８１＝１０６＞（１００５）２．
∴ 现在总共排了９层，高度达到了９，上下各剩下０．５ｃｍ的空间，因为矩形

ＡＢＣＤ 的位置不能调整，故再也放不下１个小正方形了．
所以，１０＋２×９＋２×８＋２×７＋２×４＝６６个．

图３９１

解法指导 解答此题目，若从圆的有关计算出发，直接切割晶圆片很难得到

答案．若逆向思维，将切割好的小正方形排成矩形，逐步放入圆中会省时省力．下

面要研究的问题是如何摆放的问题．大家都知道，直径是圆

中最大的弦，且圆既是中心对称图形又是轴对称图形，不难

想到可以以一种直径为轴来排放小正方形，这里有两种方

法：一种是压住直径（轴）排放，另一种是在直径（轴）的上下

方对称排放，最后再解决每排能放多少个，共排放多少层的

问题．
新题３ （２００４·潍坊）如图３９１所示，已知⊙Ｏ 的半径

为２，弦ＡＢ 的长为 槡２ ３，点Ｃ 与点Ｄ 分别是劣弧
︵
ＡＢ与优
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弧
︵
ＡＤＢ上的任一点（点Ｃ、Ｄ 均不与Ａ、Ｂ 重合）．

图３９２

（１）求∠ＡＣＢ；

（２）求△ＡＢＤ 的最大面积
解 （１）如图３９２所示，连结 ＯＡ、ＯＢ，作 ＯＥ⊥ＡＢ，Ｅ

为垂足，则ＡＥ＝ＢＥ在Ｒｔ△ＡＯＥ 中，ＯＡ＝２，

ＡＥ＝１
２ＡＢ＝１

２ 槡 槡×２ ３＝ ３，

∴ ｓｉｎ∠ＡＯＥ＝ＡＥ
ＯＡ＝槡３

２
，

∴ ∠ＡＯＥ＝６０°，∠ＡＯＢ＝２∠ＡＯＥ＝１２０°．

又∵ ∠ＡＤＢ＝１
２∠ＡＯＢ，

∴ ∠ＡＤＢ＝６０°，

又∵ 四边形ＡＣＢＤ 为圆内接四边形，

∴ ∠ＡＣＢ＋∠ＡＤＢ＝１８０°，

从而有∠ＡＣＢ＝１８０°－∠ＡＤＢ＝１２０°．
（２）作ＤＦ⊥ＡＢ，垂足为Ｅ，则

Ｓ△ＡＢＤ＝
１
２ＡＢ·ＤＦ＝１

２ 槡×２ ３×ＤＦ 槡＝ ３ＤＦ，

显然，当ＤＦ 经过圆心Ｏ 时，ＤＦ 取最大值，从而Ｓ△ＡＢＤ取得最大值．
此时ＤＦ＝ＤＯ＋ＯＦ＝３，Ｓ△ＡＢＤ 槡＝３ ３．
即△ＡＢＤ 的最大面积是 槡３ ３．

图３９３

三、中考名题赏析

名题１ （２００４·南宁）如图３９３所示，已知⊙Ｏ 半径为８

ｃｍ，点Ａ 为半径ＯＢ 延长线上一点，射线ＡＣ 切⊙Ｏ 于点Ｃ，
︵
ＢＣ

的长为２０
９πｃｍ，求线段ＡＢ 的长．（精确到００１ｃｍ）

解 ∵ ｌ＝ｎπＲ
１８０

，

∴ ｎ＝２０π
９ ×１８０÷８π＝５０°，

∴ ∠Ｏ＝５０°
∵ ＡＣ 为切线，ＯＣ 为⊙Ｏ 的半径，

∴ △ＡＣＯ 为直角三角形，

∴ ｃｏｓ５０°＝ＯＣ
ＡＯ

，

九年级数学（下）１８４



∴ ＡＯ＝ ８
０．６４２８≈１２．４５，

∴ ＡＢ＝ＡＯ－ＯＢ＝１２．４５－８
＝４．４５（ｃｍ）．

图３９４

名题２ （２００４·杭州）如图３９４所示，直线 ＡＢ 交圆于点

Ａ，Ｂ，点 Ｍ 在圆上，点Ｐ 在圆外，且点 Ｍ，Ｐ 在ＡＢ 的同侧，

∠ＡＭＢ＝５０°．设∠ＡＰＢ＝ｘ°，当点Ｐ 移动时，求ｘ 的变化范

围，并说明理由．
解 如图３９４所示，设ＰＢ 与圆交于点Ｃ，连结ＡＣ．
∵ ∠ＡＭＢ＝５０°＝∠ＡＣＢ＞∠ＡＰＢ＝ｘ°，

∴ ｘ的变化范围为０＜ｘ＜５０°．

图３９５

名题３ （２００５·哈尔滨）已知如图３９５所示，

点Ｏ２ 是⊙Ｏ１ 上一点，⊙Ｏ２ 与⊙Ｏ１ 相交于 Ａ、Ｄ
两点，ＢＣ⊥ＡＤ，垂足为 Ｄ，分别交⊙Ｏ１、⊙Ｏ２ 于

Ｂ、Ｃ 两点，延长 ＤＯ２ 交⊙Ｏ２ 于Ｅ，交ＢＡ 的延长

线于Ｆ，ＢＯ２交ＡＤ 于Ｇ，连结ＡＣ．
（１）求证：∠ＢＧＤ＝∠Ｃ；

（２）若∠ＤＯ２Ｃ＝４５°，求证：ＡＤ＝ＡＦ；

（３）若ＢＦ＝６ＣＤ，且线段ＢＤ、ＢＦ 的长是关于

ｘ的方程ｘ２－（４ｍ＋２）ｘ＋４ｍ２＋８＝０的两个实数根，求ＢＤ、ＢＦ 的长．
解 （１）∵ ＢＣ⊥ＡＤ 于Ｄ，∴ ∠ＢＤＡ＝∠ＣＤＡ＝９０°．
∴ ＡＢ、ＡＣ 分别为⊙Ｏ１，⊙Ｏ２的直径

∵ ∠２＝∠３． ∠ＢＧＤ＋∠２＝９０°，∠Ｃ＋∠３＝９０°，∴ ∠ＢＧＤ＝∠Ｃ．
（２）∵ ∠ＤＯ２Ｃ＝４５°，∴ ∠ＡＢＤ＝４５°，∵ Ｏ２Ｄ＝Ｏ２Ｃ，

∴ ∠Ｃ＝∠Ｏ２ＤＣ＝１
２

（１８０°－∠ＤＯ２Ｃ）＝６７５°，∴ ∠４＝２２５°．

∵ ∠Ｏ２ＤＣ＝∠ＡＢＤ＋∠Ｆ，∴ ∠Ｆ＝∠４＝２２５°，∴ ＡＤ＝ＡＦ．
（３）∵ ＢＦ＝６ＣＤ，∴ 设ＣＤ＝ｋ，则ＢＦ＝６ｋ．
连结ＡＥ，则ＡＥ⊥ＡＤ，∴ＡＥ∥ＢＣ，

∴ ＡＥ
ＢＤ＝ＡＦ

ＢＦ
，∴ ＡＥ·ＢＦ＝ＢＤ·ＡＦ．

又∵ 在△ＡＯ２Ｅ 和△ＤＯ２Ｃ 中，ＡＯ２＝ＤＯ２，∠ＡＯ２Ｅ＝∠ＤＯ２Ｃ，Ｏ２Ｅ＝
Ｏ２Ｃ，∴ △ＡＯ２Ｅ≌△ＤＯ２Ｃ，

∴ ＡＥ＝ＣＤ＝ｋ，

∴ ６ｋ２＝ＢＤ·ＡＦ＝（ＢＣ－ＣＤ）（ＢＦ－ＡＢ）．
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∵ ∠ＢＯ２Ａ＝９０°，Ｏ２Ａ＝Ｏ２Ｃ

∴ ＢＣ＝ＡＢ，∴ ６ｋ２＝（ＢＣ－ｋ）（６ｋ－ＢＣ），∴ ＢＣ２－７ｋＢＣ＋１２ｋ２＝０．
解得 ＢＣ＝３ｋ，或ＢＣ＝４ｋ．
当ＢＣ＝３ｋ时，ＢＤ＝２ｋ．
∵ ＢＤ、ＢＦ 的长是关于ｘ 的方程ｘ２－（４ｍ＋２）ｘ＋４ｍ２＋８＝０的两个实

数根．
∴ 由根与系数的关系知：ＢＤ＋ＢＦ＝２ｋ＋６ｋ＝８ｋ＝４ｍ＋２，ＢＤ·ＢＦ＝１２ｋ２＝

４ｍ２＋８，

整理，得 ４ｍ２－１２ｍ＋２９＝０．
∵ Δ＝（－１２）２－４×４×２９＝－３２０＜０，此方程无实数根．
∴ ＢＣ＝３ｋ（舍去）．
当ＢＣ＝４ｋ时，ＢＤ＝３ｋ，

∴ ３ｋ＋６ｋ＝４ｍ＋２，１８ｋ２＝４ｍ２＋８，

整理，得 ｍ２－８ｍ＋１６＝０．
解得 ｍ１＝ｍ２＝４．
解得 ｘ１＝６，ｘ２＝１２
∴ ＢＤ＝６，ＢＦ＝１２．

图３９６

图３９７

名题４ （２００４·玉林）如图３９６所示，ＡＢ 是⊙Ｏ 的直

径，射线ＡＴ⊥ＡＢ，点Ｐ 是射线ＡＴ 上的一个动点（Ｐ 与Ａ
不重合），ＰＣ 与⊙Ｏ 相切于Ｃ，过Ｃ 作ＣＥ⊥ＡＢ 于Ｅ，连结

ＢＣ 并延长ＢＣ 交ＡＴ 于点Ｄ，连结ＰＢ 交ＣＥ 于Ｆ
（１）请你写出ＰＡ、ＰＤ 之间的关系式，并说明理由；

（２）请你找出图中有哪些三角形的面积被ＰＢ 分成两等

分，并加以证明；

（３）设过Ａ、Ｃ、Ｄ 三点的圆的半径是Ｒ，当ＣＦ＝１
４Ｒ

时，求∠ＡＰＣ的度数，并在图３９７中做出点Ｐ（要求尺规

作图，不写作法，但要保留作图痕迹）
解 （１）如图３９６所示，连结ＡＣ
∵ ＡＴ⊥ＡＢ，ＡＢ 是⊙Ｏ 的直径，

∴ ＡＴ 是⊙Ｏ 的切线，

又∵ ＰＣ 是⊙Ｏ 的切线，

∴ ＰＡ＝ＰＣ，

∴ ∠ＰＡＣ＝∠ＰＣＡ．
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∵ ＡＢ 是⊙Ｏ 的直径，

∴ ∠ＡＣＢ＝９０°．
∴ ∠ＰＡＣ＋∠ＡＤＣ＝９０°，∠ＰＣＡ＋∠ＰＣＤ＝９０°．
∴ ∠ＡＤＣ＝∠ＰＣＤ．
∴ ＰＤ＝ＰＣ＝ＰＡ．

（２）由（１）知，ＰＤ＝ＰＡ，且同高，可见△ＡＢＤ 被ＰＢ 分成面积相等的两个三

角形，

∵ ＡＴ⊥ＡＢ，ＣＥ⊥ＡＢ，

∴ ＡＴ∥ＣＥ．

∴ ＣＦ
ＰＤ＝ＢＦ

ＢＰ
，ＥＦ
ＰＡ＝ＢＦ

ＢＰ．

∴ ＣＦ
ＰＤ＝ＥＦ

ＰＡ．

∴ ＣＦ＝ＥＦ．
可见△ＣＥＢ 也被ＰＢ 分成面积相等的两个三角形．

（３）由（１）知，ＰＡ＝ＰＣ＝ＰＤ．
∴ ＰＡ 是△ＡＣＤ 的外接圆的半径，即ＰＡ＝Ｒ．

由（２）知，ＣＦ＝ＥＦ，而ＣＦ＝１
４Ｒ，

∴ ＥＦ＝１
４Ｒ＝１

４ＰＡ．

∴ ＥＦ
ＰＡ＝１

４．

∵ ＥＦ∥ＡＴ，∴ ＢＥ
ＡＢ＝ＥＦ

ＰＡ＝１
４．

∴ ＡＥ＝３ＢＥ．
∴ ＣＥ＝ ＡＥ·槡 ＥＢ＝ ３ＥＢ·槡 ＥＢ 槡＝ ３ＢＥ．
在Ｒｔ△ＡＣＥ 中，

∵ ｔａｎＣＡＥ＝ＣＥ
ＡＥ＝槡３ＢＥ

３ＢＥ ＝槡３
３．

∴ ∠ＣＡＥ＝３０°．
∴ ∠ＰＡＣ＝９０°－∠ＣＡＥ＝９０°－３０°＝６０°．
而ＰＡ＝ＰＣ，∴ △ＰＡＣ 是等边三角形．
∴ ∠ＡＰＣ＝６０°
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知能转化平台

图３９８

【题型发散】

１看一看，你能选出正确答案吗？

（１）如图３９８所示，已知直线ＢＣ 切⊙Ｏ 于点Ｃ，ＰＤ
为⊙Ｏ 的直径，ＢＰ 的延长线与ＣＤ 的延长线交于点Ａ，

∠Ａ＝２８°，∠Ｂ＝２６°，则∠ＰＤＣ 等于 （ ）

Ａ３４° Ｂ３６° Ｃ３８° Ｄ４０°

图３９９

（２）一 种 花 边 是 由 如 图３９９所 示 的 弓 形 组 成 的，弧

ＡＣＢ 的半径为５，弦ＡＢ＝８，则弓形的高ＣＤ 为 （ ）

Ａ２ Ｂ５
２ Ｃ３ Ｄ１６

３

图３１００

（３）如图３１００所示，在直角三角形 ＡＢＣ 中，∠Ａ＝
９０°，以ＢＣ 上的一点Ｏ 为圆心作圆与ＡＢ，ＡＣ 相切于Ｆ，

Ｅ 两点，若ＡＢ＝ａ，ＡＣ＝ｂ，则⊙Ｏ 的半径等于 （ ）

Ａ槡ａｂ Ｂａ＋ｂ
２

Ｃ ａｂ
ａ＋ｂ Ｄａ＋ｂ

ａｂ

图３１０１

（４）如图３１０１所示，△ＡＢＣ 是圆内接正三角形，
︵
ＡＤ的度

数为６０°，则Ｓ△ＡＢＤ
Ｓ△ＡＢＣ

的值为 （ ）

Ａ１
２ Ｂ２

３ Ｃ３
５ Ｄ５

８
（５）如图３１０２所示，已知扇形 ＯＡＢ 的半径为６ｃｍ，ＡＴ

切
︵
ＡＢ于Ａ 点，交ＯＢ 的延长线于Ｔ 点，如果ＡＴ＝４ｃｍ，

︵
ＡＢ的

图３１０２

长为３ｃｍ，则图中阴影部分的面积为 （ ）

Ａ３ｃｍ２ Ｂ４ｃｍ２ Ｃ５ｃｍ２ Ｄ６ｃｍ２

２想一想，填什么最准确？

（１）两个相似三角形的面积比为１∶３，那么它们的

外接圆的半径之比是 ．
（２）已知两圆的半径为３和４，这两个圆的圆心距长是方程ｘ２－８ｘ－２０＝０

的一个根，则这两个圆的公切线条数是 ．
（３）直角三角形的斜边长为１０ｃｍ，内切圆半径为１ｃｍ，则这个三角形的周长

九年级数学（下）１８８



图３１０３

是 ｃｍ．
（４）如 图 ３１０３所 示，扇 形 ＯＡｎＢ 及 扇 形ＯＣｍＤ 中，

ＯＤ＝１３，ＯＢ ＝５，∠ＣＯＤ ＝１２０°，则 阴 影 部 分 的 面 积

为 ．
（５）如图３１０４所示，正方形的边长为ａ，以各边为直径

图３１０４

在正 方 形 内 画 半 圆，则 所 围 成 的 图 形（阴 影 部 分）的 面 积

是 ．
（６）已知⊙Ｏ 的直径ＡＢ 为２ｃｍ，那么以ＡＢ 为底、第三个顶

点在 圆 周 上 的 三 角 形 中，面 积 最 大 的 三 角 形 的 面 积 等

于 ｃｍ２．
（７）两圆外切，外公切线与连心线夹角为４５°，若圆心距为

８ｃｍ，则两圆的半径为 ｃｍ， ｃｍ．
【解法发散】

１已知两圆相交于Ａ，Ｂ 两点，且一个圆经过另一个圆的圆心 Ｏ 点，⊙Ｏ 的

弦ＢＣ 交另一个圆于Ｄ．求证：ＡＤ＝ＤＣ（用三种方法证明）

２已知⊙Ｏ 与⊙Ｏ′交于Ａ，Ｂ，过Ａ 引任一割线ＣＡＤ 与⊙Ｏ，⊙Ｏ′分别交于

Ｃ，Ｄ求证：∠ＣＢＤ 是定值（用两种方法证明）

３已知ＡＤ 是⊙Ｏ 内接△ＡＢＣ 的高，ＤＥ⊥ＡＢ 于Ｅ，ＤＦ⊥ＡＣ 于Ｆ求证：

ＡＯ⊥ＥＦ（用两种方法证明）

【转化发散】

１如图３１０５所示，已知Ｒｔ△ＡＯＢ 中，ＡＯ＝ＯＢ，ＯＤ⊥ＡＢ 于Ｄ，以Ｏ 为圆

心，以ＯＤ 为半径的圆交ＯＡ 于Ｅ，在ＢＡ 上截取ＢＣ＝ＯＢ．求证：ＣＥ 是⊙Ｏ 的

切线．

图３１０５ 图３１０６

２如图３１０６所示，已知ＡＢ 为圆的直径，Ｐ，Ｃ 为ＡＢ 两侧的圆上两点，过Ｐ
作ＡＢ 的垂线，分别交ＡＢ，ＡＣ 于Ｄ，Ｅ 两点，交ＢＣ 的延长线于Ｆ求证：ＤＰ２＝
ＤＥ·ＤＦ．
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图３１０７

３如图３１０７所示，已知两圆外切于Ｐ，一条直

线ＡＢＣ 交一圆于Ａ，Ｂ，切另一个圆于Ｃ 点，ＡＰ 的

延长线交另一个圆于Ｄ，ＢＤ 和ＰＣ 相交于Ｅ求证：

（１）ＰＣ２＝ＰＢ·ＰＤ；

（２）ＰＢ∶ＰＤ＝ＢＥ∶ＥＤ．
【分解发散】

１如 图 ３１０８ 所 示，两 半 径 相 等 的 ⊙Ｏ１ 与

⊙Ｏ２外切于Ｃ，且这两个圆同时与半径为ａ的⊙Ｏ３ 内切，Ｏ１Ｏ３⊥Ｏ２Ｏ３试求

图中阴影部分的面积Ｓ阴．

图３１０８ 图３１０９

２如图３１０９所示，已知⊙Ｏ１和⊙Ｏ２是两个等圆，其半径是２ｃｍ，⊙Ｏ１ 和

⊙Ｏ２相外切于Ｃ，以半径为６ｃｍ的圆弧和⊙Ｏ１、⊙Ｏ２ 相连结（如图３１０９所示

交于Ａ、Ｂ），求
︵
ＡＣ、

︵
ＢＣ和

︵
ＡＢ所围成的面积Ｓ．（精确到０．１）

３如图３１１０所示，已知半圆⊙Ｏ 直径ＡＢ，Ｃ 为⊙Ｏ 上一点，ＣＤ⊥ＡＢ 于

Ｄ，以 ＡＤ、ＢＤ 为 直 径 在 半 圆 内 作 二 半 圆，ＣＤ＝ｍ．求 三 半 圆 围 成 的 伞 形 面

积Ｓ影．

图３１１０ 图３１１１

４如图３１１１所示，已知Ｃ 是线段ＡＢ 上一点，分别以ＡＢ，ＢＣ，ＡＣ 为直径

作半圆，ＣＤ⊥ＡＢ，垂足为Ｃ，ＣＤ 交以ＡＢ 为直径的半圆于Ｄ求证：图中阴影部

分的面积等于以ＣＤ 为直径的圆的面积
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【迁移发散】

１如图３１１２所示，已知Ａ 是⊙Ｏ 上一点，以Ａ 为圆心作圆交⊙Ｏ 于Ｂ，Ｃ
两点，Ｅ 是弦ＢＣ 上一点，连结ＡＥ 并延长交⊙Ｏ 于Ｄ，连结ＢＤ，ＣＤ．设∠ＢＤＣ＝
２α．

（１）求证：ＢＤ·ＣＤ＝ＡＤ·ＥＤ．

（２）若ＥＤ∶ＡＤ＝３
４ｃｏｓ２α，求作一个以ＢＤ

ＡＤ
和ＣＤ
ＡＤ

为根的一元二次方程，并求出

ＢＤ
ＣＤ

的值．

图３１１２ 图３１１３

２如图３１１３所示，已知⊙Ｏ 与⊙Ｏ′内切于Ｎ，⊙Ｏ′半径ｒ，过 Ｏ′作ＡＢ⊥
ＯＯ′交⊙Ｏ 于Ａ，Ｂ，过Ａ，Ｂ 引⊙Ｏ′切线交于Ｃ，且ＡＣ⊥ＢＣ求⊙Ｏ 半径．

３如图３１１４所示，已知⊙Ｏ 中三等圆⊙Ａ，⊙Ｂ，⊙Ｃ 两两外切，且三等圆

又内切于⊙Ｏ 中，已知：ＡＢ＝ＢＣ＝ＡＣ＝１２，大圆⊙Ｏ 半径为槡Ｋ＋６．求Ｋ．

图３１１４ 图３１１５

４如图３１１５所示，ＡＢ、ＣＤ 是半径为１的⊙Ｐ 内两条直径，０°＜∠ＣＰＢ＜

１８０°．设ＰＱ 平分∠ＣＰＢ，Ｍ 在ＰＱ 上，⊙Ｍ 与ＰＣ，ＰＢ，
︵
ＣＱＢ都相切，Ｏ，Ｑ 分别为

ＰＢ，
︵
ＣＱＢ的切点．
（１）已知⊙Ｍ 的半径ｒ是方程ｘ２ 槡－４ ３ｘ＋３＝０的一个根，求：∠ＣＰＢ 的值；

（２）以直线ＡＢ 为ｘ轴，直线ＯＭ 为ｙ轴（分别以ＯＢ、ＯＭ 为正方向）建立坐
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标系，设函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象经过Ｐ，Ｍ 两点，求此函数的解析式．
【构造发散】

１如图３１１６所示，已知ＰＡ 和ＰＢ 切⊙Ｏ 于Ａ，Ｂ 两点，作直径ＡＣ 并延长

交ＰＢ 于Ｄ 点求证：ＤＢ∶ＤＣ＝ＰＡ∶ＡＯ．

图３１１６ 图３１１７

２如图３１１７所示，⊙Ｏ 的直径ＡＢ 和弦ＣＤ 垂直，Ｆ 为ＣＤ 延长线上一点，

连结ＡＦ 交⊙Ｏ 于Ｅ．求证：ＡＣ２＝ＡＥ·ＡＦ．

３已知ＡＢ 和ＣＤ 是⊙Ｏ 互相垂直的两条直径，Ｍ 在
︵
ＢＤ上，ＭＣ 交ＡＢ 于Ｌ，

ＭＡ 交ＣＤ 于Ｋ．求证：ＣＫ∶ＫＤ＝ＯＡ∶ＯＬ．
【综合发散】

１如图３１１８所示，已知⊙Ｏ 劣弧
︵
ＡＢ，

︵
ＣＤ，且ＡＣ＞ＢＤ求证：ＡＢ＞ＣＤ．

图３１１８ 图３１１９

图３１２０

２如图３１１９所示，已知⊙Ｏ 中弦ＡＢ，Ｍ，Ｎ 为ＡＢ 三

等分点，连结 ＯＭ，ＯＮ 且延长交⊙Ｏ 于Ｐ，Ｑ．求证：
︵
ＡＰ＜

︵
ＰＱ．

３如图３１２０所示，已知在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ａ＝９０°，

ＡＤ 为高，ｒ１，ｒ２，ｒ３分别为△ＡＢＣ，△ＤＢＡ，△ＤＡＣ 内切圆的半径，求证：ｒ１＋ｒ２

＋ｒ３＝ＡＤ．

九年级数学（下）１９２



第四单元 统计与概率

定 梳 理课 位标

一、单元目标定位

１知识目标定位

（１）经历数据的收集、整理、描述与分析的过程，进一步发展学生统计意

识和数据处理能力．
（２）通过具体问题情境，让学生感受一些人为的数据及其表示方式可能

给人造成的一些误导，提高学生对数据的认识、判断、应用能力．
（３）通过具体问题情境，让学生初步体会如何评判某件事情是否“合

算”，并利用它对现实生活中的一些现象进行评判．
２能力目标定位

（１）经历调查、统计、研讨等活动，在活动中进一步发展学生的合作交流

的意识与能力．
（２）通过具体问题情境，进一步体会概率与统计知识的联系以及它们在

现实生活中的应用，增强学生的应用意识和能力．
二、单元学法指导

统计活动往往不是一个人的力量能完成的，而对统计结果的评价因人

而异，因此学习时应多与同学合作交流，通过各抒己见，扩大思维视角，加深

对知识的理解；学习概率要树立随机意识，感悟概率在解决实际问题中的决

策作用．在学习中应注意以下基本方法：

（１）在正确区分各类统计图特征的基础上，能根据具体问题选择合适的

统计图，找出统计图中让人产生错觉的原因，并能从统计图中获得数据信息

来分析解释问题．
（２）在加权平均数基础上，会计算摸彩活动的平均收益．
（３）会用列表法、画树状图法求某事件发生概率，并会利用游戏规则判

断游戏公平性并修改规则使游戏公平．
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游戏公平吗

年的变化

哪种方式更合算

50

自主学习提示

一、相关知识链接

１关于统计表的知识

（１）统计表：把统计的数据填写在一定的格式表内，用来反映情况，说明问题，

这种表格叫做统计表．
（２）统计表的优点：用数据表示数量之间的差异关系，便于比较和研究．
（３）统计表的分类：有单式统计表、复式统计表、百分数统计表．
２关于统计图的知识

（１）统计图的优点：表示数量之间的关系更具体形象，给人印象深刻．
（２）统计图的分类：有条形统计图、折线统计图、扇形统计图．
（３）统计图的特点．
①条形统计图的特点：用一个单位长度表示一定的数量，容易看出数量的多

少，便于直观比较，它分为单条形统计图、双条形统计图．
②折线统计图的特点：不但可以表示数量的多少，而且更能表示数量增减变

化的情况，它分单折线统计图、双折线统计图．
③扇形统计图的特点：它是用整个圆面积表示总数，用扇形面积表示各部分

占总数的百分之几，清楚地表示整体与部分的关系．
二、重难知识点提示

本节重点：会对某些事情做出评判．
本节难点：理解掌握“转盘平均获益”的理论计算方法．

发散思维分析

一、关于统计图的问题

１统计图的意义

用点、线、面等来表示相关联的量之间数量关系的图形叫做统计图．统计图能
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直观形象地反映出事情的发展、变化或总体与部分的关系．
２扇形统计图

（１）扇形统计图的概念．
利用圆和扇形来表示总体和部分的关系，即用圆代表总体，圆中的各个扇形

分别代表总体中的不同部分，扇形的大小反映部分在总体中的百分比大小．这样

的统计图叫做扇形统计图．
（２）圆心角的概念．
３条形统计图

（１）条形统计图的概念．
用一个单位长度表示一定的数量，根据数量的多少画成长短不同的直条，再

把这些直条按照一定的顺序排列起来，这样的统计图叫做条形统计图．
（２）画图注意事项：

①画条形统计图时，直条的宽窄必须相同；

②取一个单位长度表示数量的多少要根据具体情况而确定；

③复式条形统计图中表示不同项目的直条，要用不同的线纹或颜色区别开，

并在制图日期下面注明图例．
４折线统计图

（１）折线统计图的概念．
用一个单位长度表示一定的数量，根据数量的多少描出各点，然后把各点用

线段顺次连结起来，所得的统计图叫做折线统计图．
（２）画图注意事项．
折线统计图横轴表示不同的年份、月份等时间，不同时间之间的距离要根据

年份或月份的间隔来确定．
二、平均数

１平均数的概念

一般地，对于ｎ个数ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ，我们把１
ｎ

（ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ）叫做这ｎ个

数的算术平均数（ｍｅａｎ），简称平均数，记为ｘ．
２加权平均数

如果在ｎ个数中，ｘ１出现ｆ１次，ｘ２出现ｆ２次，⋯，ｘｋ 出现ｆｋ 次（ｆ１＋ｆ２＋⋯＋

ｆｋ＝ｎ），则ｘ＝１
ｎ

（ｘ１ｆ１＋ｘ２ｆ２＋⋯＋ｘｋｆｋ）叫加权平均数（ｗｅｉｇｈｔｅｄｍｅａｎ）．

三、众数和中位数

１众数

在一组数据中，出现次数最多的数据叫做这组数据的众数（ｍｏｄｅ）．
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２中位数

将一组数据按大小依次排列，把处在最中间位置的一个数据（或最中间两个

数据的平均数）叫做这组数据的中位数（ｍｅｄｉａｎ）．
四、统计与概率的关系

（１）当实验次数很大时实验频率稳定于理论概率．
（２）当实验次数很大时，我们可以通过多次实验，用一个事件发生的频率来估

计这一事件发生的概念．
（３）概率的定义，实际上也是求一个事件的概率的基本方法．

随机事件Ａ 在ｎ次试验中发生了ｍ 次，那么有０≤ｍ≤ｎ，０≤ｍ
ｎ≤１，于是可

得０≤Ｐ（Ａ）≤１．
（４）通过具体情境的分析，让学生在具体情境中感受“合算”，并掌握一定的判

断方法，提高其决策能力．
下面让我们共同探究某校九年级数学期末测试成绩情况：

【问题】 为了解某校九年级数学期末测试成绩，从中抽取部分学生的数学成

绩进行统计分析，各分数段的人数如图４１所示（分数取正整数，满分为１００分）．
请观察图形，并回答下列问题：

（１）这次共抽取了多少名学生的数学成绩？

（２）试估计该校初三学生期末测试的平均成绩．

图４１

【准备】 取每一分数段中正中间的整数作为该分数段的学生成绩，然后通过

求加权平均数来估计这５０名学生的平均成绩，并由此估计该校全体初三学生期

末测试的平均成绩．
【过程】 （１）２＋４＋６＋８＋１４＋１６＝５０人．

（２）４５×４＋５５×６＋６５×８＋７５×１６＋８５×１４＋９５×２
５０ ＝７２２≈７２（分）．

九年级数学（下）１９６



答：这次共抽取了５０名学生的数学成绩，由这５０名学生的平均成绩约为７２
分可估计该校初三学生这次期末测试的平均成绩约为７２分．

【评析】 估算样本平均数时，可取各段最中间的那个数作为相应段的各个数

据，再通过求加权平均数估算出样本平均数，从而估算出总体平均数，这种解法也

与实际生活中处理问题的方法相同．
下面让我们通过用转盘做“配紫”游戏来探究是否公平的问题：

【问题】 甲、乙两名学生用如图４２所示的两个转盘做“配紫”游戏（配紫是

指红＋蓝＝紫的配色原理），若配成紫色则甲得１分，否则乙得１分．

图４２
（１）这个游戏公平吗？为什么？

（２）如果不公平，如何修改游戏规则，才能使游戏对双方都公平？

【准备】 评判游戏是否公平，关键是看参加游戏的双方每实验一次平均得分

的平均数，它是实验一次的得分概率与分值的乘积，落脚点还是求概率．此题的

“配紫”概率可用列表法或树状图法求出，还可以这样求：转甲转盘转出红的概率

为５
８

，转乙转盘转出蓝的概率为２
５

，所以甲红乙蓝的配紫概率为５
８×２

５＝１
４

，同

法可求出甲蓝乙红的配紫概率为２
８×３

５＝３
２０

，所以配紫总概率为１
４＋３

２０＝２
５

，

未配成紫的概率为１－２
５＝３

５
，由此可以评判游戏是否公平．

【过程】 （１）因为自由转动两个转盘的配紫概率为２
５

，所以甲平均每次的得

分为１分×２
５＝０４分，而乙平均每次的得分为１分× １－（ ）２

５ ＝０６分，所以游

戏不公平．
（２）为使游戏公平，也就是使双方每次平均得分相等，只有在配分上做文章，

方法很多，如配紫成功甲得２５分，否则乙得５
３

分．
【评析】 若想使不公平的游戏变为公平的游戏，必须使参加游戏的双方每次
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平均得分相等．要想改变游戏规则，须从两个方面着手：一是调配发生事件的概

率；二是调配每次发生事件的配分，此例是用第二种方法进行调整的．

发散思维应用

某公司的３３名职工的月工资如下（单位：元）：

职务 董事长 副董事长 董事 总经理 经理 管理员 职员

人数 １ １ ２ １ ５ ３ ２０

工资 ５５００ ５０００ ３５００ ３０００ ２５００ ２０００ １５００

（１）求该公司职工月工资的平均数、中位数、众数；

（２）假设副董事长的工资从５０００元提升到２００００元，董事长的工资从５５００
元提升到３００００元，那么新的平均数、中位数、众数又是什么？（精确到元）

（３）你认为哪个统计量更能反映这个公司员工的工资水平？结合此问题谈一

谈你的看法．
分析 求平均数时可以用加权平均数公式计算．

解 （１）ｘ＝５５００＋５０００＋３５００×２＋３０００＋５×２５００＋３×２０００＋２０×１５００
１＋１＋２＋１＋５＋３＋２０

≈２０９０（元）．
∴中位数是１５００元，众数是１５００元．

（２）新的平均数是

ｘ＝１５００＋２８５００＋１８５００＋２０００×２＋１５００＋１０００×５＋５００×３＋０×２０
３３

≈１５００＋１７８８＝３２８８（元）．
∴中位数是１５００元，众数是１５００元．

（３）在这个问题中，中位数或众数均能反映该公司员工的工资水平，因为公司

中少数人的工资额与大多数人的工资额差别较大，这样导致平均数与中位数偏差

较大，所以平均数不能反映这个公司员工的工资水平．
【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）（２００４·山西）为了了解本校九年级学生的体能情况，随机抽查了其中３０
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图４３

名学生，测试了１ｍｉｎ仰卧起坐的次数，并绘制成如图

所示的频数分布直方图，请根据图４３所示计算，仰卧

起坐次数在２５～３０次的频率是 （ ）

Ａ０１ Ｂ０２ Ｃ０３ Ｄ０４
（２）（２００４·海口）第五次全国人口普查资料显示，

２０００年海南省总人口为７８６７５万，图４４中表示该省

２０００年接受初中教育这一类别的数据丢失了，那么，结

图４４

合图中信息，可推知２０００年海南省接受初中教育的人

数为 （ ）

Ａ２４９４万 Ｂ２５５６９万

Ｃ２７０６４万 Ｄ１３７２１万

（１）分析 用数形结合法．

解 （１）仰卧起坐次数在２５～３０次的频率是１２
３０＝

０４，故本题应选Ｄ．
（２）分析 用数形结合法．
解 海南省接受初中教育的人数占海南总人口的百分比为

１－（３４４０％＋１７４４％＋３１７％＋１２４９％）＝１－６７５％＝３２５％．
∴ ２０００年海南省接受初中教育的人数为

７８６７５×３２５％＝２５５６９（万）．
故本题应选Ｂ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）（２００４·济南）为了调查不同面额纸币上细菌数量与使用频率之间的关系．
某中学研究性学习小组从银行、商店、农贸市场及医院收费处随机采集了８种面

额的纸币各３０张，分别用无菌生理盐水漂洗这些纸币，对洗出液进行细菌培养，

测得数据如下表：

面 额 ２角 ５角 １元 ２元 ５元 １０元 ５０元 １００元

细菌总数

（个／３０张）
１２６１５０１４７４００３８１１５０３６３１００ ９８８００ １４５５００ ２５７００ １２２５０

①计算出被采集的所有纸币平均每张的细菌个数约为 （结果取整

数）．
②由表中数据推断

獉獉
出面额为 的纸币的使用频率较高．根据上面的推

断和生活常识总结出：纸币上细菌越多，纸币的使用频率 ．看来，接触钱

币以后要注意洗手噢！
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（２）（２００４·山西）从全市５０００份试卷中随机抽取４００份试卷，其中有３６０份

成绩合格，估计全市成绩合格的人数约为 人．

解（１） ①１２６１５０＋１４７４００＋３８１１５０＋３６３１００＋９８８００＋１４５５００＋２５７００＋１２２５０
３０×８

＝１３０００５０
２４０ ＝５４１６８７≈５４１７．

②面额为１元的纸币使用频率较高，纸币上细菌越多，纸币的使用频率越高．
（２）全市成绩合格的人数约为

５０００×３６０
４００＝４５００人．

【生活发散】

发散３ （２００４·贵阳）下面两幅统计图（图４５、图４６），反映了某市甲、乙两

所中学学生参加课外活动的情况．请你通过图中信息回答下面的问题．

图４５ 图４６

（１）通过对图４５的分析，写出一条你认为正确的结论；

（２）通过对图４６的分析，写出一条你认为正确的结论；

（３）２００３年甲、乙两所中学参加科技活动的学生人数共有多少？

解 （１）１９９７年至２００３年甲校学生参加课外活动的人数比乙校增长得快．
（答案不惟一）

（２）甲校学生参加文体活动的人数比参加科技活动的人数多．（答案不惟一）

（３）２０００×３８％＋１１０５×６０％＝１４２３人

答：２００３年两所中学的学生参加科技活动的总人数是１４２３人．
发散４ （２００４·哈尔滨）中小学生的视力状况受到全社会的广泛关注，某市

有关部门对全市４万名初中生的视力状况进行一次抽样调查统计，所得到的有关
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数据绘制成频率分布直方图，如图４７所示，从左至右五个小组的频率之比依次

是２∶４∶９∶７∶３，第五小组的频数是３０．

图４７
（１）本次调查共抽测了多少名学生？

（２）本次调查抽测的数据的中位数应在哪个小组？说明理由；

（３）如果视力在４９～５１（含４９、５１）均属正常，那么全市初中生视力正常

的约有多少人？

解 （１）因为频率之比等于频数之比，设第一小组的频率数为２ｋ，所以各组

的频数依次为２ｋ、４ｋ、９ｋ、７ｋ、３ｋ，于是３ｋ＝３０，所以ｋ＝１０．
∴ ２ｋ＝２０，４ｋ＝４０，９ｋ＝９０，７ｋ＝７０，

∴ ２０＋４０＋９０＋７０＋３０＝２５０（名）．
答：本次调查共抽测了２５０名学生．

（２）中位数应在第三小组．
∵ ２５０个数据的中位数是第１２５和第１２６两个数据的平均数，前两个小组

的频数之和是２０＋４０＝６０，６０＜１２５．
第三小组的频数是９０，９０＋６０＝１５０，１５０＞１２６，

∴ 中位数应在第三小组．
（３）∵ 视力在４９～５１范围内的人有７０人，

∴ 频率＝７０
２５０＝０２８，

∴ 全市初中生视力正常的约有４００００×０２８＝１１２００（人），

答：全市初中生视力正常的约有１１２００人．
【应用发散】

发散５ 现代战争，需要先进的科技和高素质的人员．第四次中东战争，阿拉

伯国家以强大的兵力对以色列发起大规模突然袭击，但以色列依靠其先进的国防
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科技和高素质的人员最终扭转了战局，根据下表回答问题：

第四次中东战争阿以双方军事实力与战争损失概略统计

区分 国家
兵员

（千人）

坦克

（辆）

作战飞机

（架）

舰艇

（艘）

战前军事实力
阿拉伯

埃及 ３２０ ２０００ ６００ １１０

叙利亚 １５０ １３００ ２８０ ３０

其他 ５０～７０ ８００ １６０ ０

以色列 １１５ １７００ ３６０ ４０

损失
阿拉伯 ８５ ２２００ ４５０ １０

以色列 ２８ ８５０ １１０ １

（１）第四次中东战争中，阿拉伯国家损失的参战人员比以色列多多少？

（２）交战双方参战的坦克的损失率各是多少？

（３）阿拉伯国家参战的舰艇数量是以色列的多少倍？

（４）阿拉伯国家损失的飞机比以色列全部的飞机还要多多少架？

解 （１）阿拉伯国家参战损失的人员比以色列多５７千人．
（２）交战双方参战的坦克的损失率分别为５３７％；５０％．
（３）阿拉伯国家参战的舰艇数量是以色列的３５倍．
（４）阿拉伯国家损失的飞机比以色列全部的飞机还要多９０架．

【转化发散】

发散６ 已知３，２，ａ，５，６这五个数字，其中ａ 是这五个数字的中位数，且ａ
是方程ｘ２－１０ｘ＋２４＝０的一个根，求这五个数字的平均数．

分析 先求出一元二次方程ｘ２－１０ｘ＋２４＝０的两个根，再通过３，２，ａ，５，６
这五个数的中位数验证求出数ａ，再求标准差．

解 ∵ｘ２－１０ｘ＋２４＝０．（ｘ－４）（ｘ－６）＝０．
∴ ｘ＝４或ｘ＝６．
考虑到３＋２＋４＋５＋６的中位数是４，∴ ａ＝４，

∴ ｘ＝２＋３＋４＋５＋６
５ ＝２０

５＝４．

【逆向发散】

发散７ 已知在ｎ个数据中，ｘ１ 出现了ｆ１ 次，ｘ２ 出现了ｆ２ 次，⋯，ｘｋ 出现

了ｆｋ 次，并且∑
ｋ

ｉ＝１
ｆｉ＝ｎ．设ｘ是这ｎ个数据的平均数，求证：∑

ｋ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ－ｘ）＝０．

分析 运用逆向思维展开证明．

证明 由平均数公式ｘ＝１
ｎ∑

ｋ

ｉ＝１
ｆｉｘｉ，∴ ∑

ｋ

ｉ＝１
ｆｉｘｉ＝ｎｘ．
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∴ ∑
ｋ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ－ｘ）＝∑

ｋ

ｉ＝１
ｆｉｘｉ－ｘ∑

ｋ

ｉ＝１
ｆｉ＝ｎｘ－ｘｎ＝０．

注 ∑
ｋ

ｉ＝１
ｆｉ＝ｆ１＋ｆ２＋⋯＋ｆｋ．

∑
ｋ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ－ｘ）＝ｆ１（ｘ１－ｘ）＋ｆ２（ｘ２－ｘ）＋⋯＋ｆｋ（ｘｋ－ｘ）．

【综合发散】

发散８ 根据下列世界人口城市化发展趋势条形图（图４８）回答问题：

图４８
（１）１９８０年世界的城镇人口约是多少？１９９０年发展中国家的城镇人口约是

多少？２０００年发达地区的城镇人口占总人口的比例约是多少？

（２）将这两个条形图改画成折线图，根据折线图回答：是发展中国家城镇人口

总数多，还是发达地区城镇人口总数多？是发展中国家城镇人口占总人口的比例

大，还是发达地区城镇人口占总人口的比例大？

（３）根据第二个折线图（图４９）回答：由折线图的变化趋势，预测２０００年后

的１０年，是发展中国家城镇人口占总人口的比例上升得快，还是发达地区城镇人

口占总人口的比例上升得快？

图４９
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解 （１）１９８０年世界的城镇人口约为１８１亿；１９９０年发展中国家的城镇人

口约是１４５亿；２０００年发达地区的城镇人口占总人口的比例约占８０３％．
（２）折线图略，发展中国家城镇人口总数多，发达地区城镇人口占总人口的比

例大．
（３）发展中国家城镇人口增长得快．

图４１０

发散９ 为了了解小学生的体能情况，抽取

了某小学同年级部分学生进行跳绳测试，将所得

数据整理后，画出频率分布直方图如下，已知图

４１０从左到右前三个小组的频率分 别 是０１，

０３，０４，第一小组的频数为５．
（１）求第四小组的频率；

（２）问参加这次测试的学生数是多少？

（３）问在这次测试中，学生跳绳次数的中位数

落在四个小组中的哪一个小组内？并说明理由．
解 （１）因为各小组的频率之和等于１，所以第四小组的频率为

１－（０１＋０３＋０４）＝０２；

（２）因为第一小组频率为０１，频数为５，所以参加这次测试的学生数为

５
０１＝５０（人）；

（３）∵ 第一小组的频数为５，即有５个数据，所以第二小组的频数为５０×
０３＝１５，即有１５个数据，第三小组的频数为５０×０４＝２０，即有２０个数据．

将这些数据从小到大排列，可知这５０个数据中，位于第２５、第２６个位置的数

据落在第三小组内．
所以，这次测试中，学生跳绳次数的中位数落在第三小组内．

在掷骰子的游戏中，当两枚骰子的点数之积为质数时，小明得２分；当两枚骰

子的点数之积为合数时，小刚得１分．你认为该游戏对谁有利？如果当两枚骰子

的点数之差小于（大数减小数）或等于１时，小刚得１分，否则小明得１分呢？

分析 采用列表的办法，找准可能出现的点数组合，再计算．
解 （１）当第一枚为１时，另一枚有６种可能，此时积为１，２，３，４，５，６；

当第一枚为２时，另一枚有６种可能，此时为２，４，６，８，１０，１２；

当第一枚为３时，另一枚有６种可能，此时为３，６，９，１２，１５，１８；

当第一枚为４和６时，均不可能为质数；

当第一枚为５时，另一枚有６种可能，此时为５，１０，１５，２０，２５，３０．
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故其中为质数的概率仅为１
６

，小刚获胜的概率为５
６

，该游戏对小刚有利．

（２）游戏对小明有利，因为小明获胜的概率为２０
３６＝５

９
，小刚获胜的概率为

１６
３６＝４

９．

解法指导 这类组合类问题，可采用列表的办法或树状图来求解概率．
【题型发散】

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？

（１）（２００４·山西）下列事件中确定事件是 （ ）

Ａ掷一枚六个面分别标有１～６的数字的均匀骰子，骰子停止转动后偶数点

朝上

Ｂ从一副扑克牌中任意抽出一张牌，花色是红桃

Ｃ任意选择电视的某一频道，正在播放动画片

Ｄ在同一年出生的３６７名学生中，至少有两人的生日是同一天

（２）（２００４·海口）从一副扑克牌中抽出５张红桃，４张梅花，３张黑桃放在一起洗匀

后，从中一次随机抽出１０张，恰好红桃、梅花、黑桃３种牌都抽到，这种事件 （ ）

Ａ可能发生 Ｂ不可能发生 Ｃ很有可能发生 Ｄ必然发生

（１）分析 用排除法．
解 Ａ、Ｂ、Ｃ中的事件均是不确定事件，应排除；惟Ｄ中事件是确定事件．
故本题应选Ｄ．

（２）分析 用直接法．
解 若１０张中有５张红桃，４张梅花，还有１张必定是黑桃；若１０张中有４

张梅花，３张黑桃，还有３张必定是红桃；若１０张中有３张黑桃，５张红桃，还有２
张必是梅花．

故本题应选Ｄ．
发散２ 想一想，填什么最准确？

（１）（２００４·海口）在一个不透明的袋中装有除颜色外其余都相同的３个小球，

其中一个红球，两个黄球．如果第一次先从袋中摸出一个球后不再放回，第二次再

从袋中摸出一个，那么两次都摸到黄球的概率是 ．
（２）（２００４·常德）一个骰子，六个面上的数字分别为１、２、３、３、４、５，投掷一次，

向上的面出现数字３的概率是 ．

解（１） 两次都摸到黄球的概率是２
３×１

２＝１
３．

（２） 向上的面出现数字３的概率是２
６＝１

３．
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【生活发散】

发散３ （２００４·潍坊）２００４年，某校三年级的初中在校学生共７９６名，学生的

出生月份统计如图４１１所示．根据图中数据回答以下问题．

图４１１
（１）出生人数超过６０人的月份有哪些？

（２）出生人数最多的是几月？

（３）在这些学生中至少有两个人生日在１０月５日是不可能的，还是可能的，

还是必然的？

（４）如果你随机地遇到这些学生中的一位，那么这位学生生日在哪一个月的

概率最小？

解 （１）１月份，２月份，３月份，７月份，８月份，９月份，１０月份，１１月份，１２月份．
（２）１月份．

图４１２

（３）可能的．
（４）５月份．

【应用发散】

发散４ 某商场为了吸引顾客，设立了一个可以自由转动

的转盘（如图４１２所示），并规定：顾客购买１００元的商品，就能

获得一次转动转盘的机会，如果转盘停止后，指针正好对准红

图４１３

色、黄色、绿色区域，那么顾客就可以分别获得１００元、５０元、２０
元的购物券，凭购物券可以在该商场继续购物，与图４１３的转

盘相比，用哪个转盘对顾客更合算？为什么？

解 如图４１２所示，转动一次转盘所获购物券金额的平

均数为

１００×１
１６＋５０×３

１６＋２０×４
１６＝３３０

１６
，

如图４１３所示，转动一次转盘所获购物券金额的平均数为
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１００×２
１６＋５０×１

１６＋２０×３
１６＝３１０

１６
，

因为前者大于后者，故用图４１２的转盘对顾客更合算．
【数形发散】

发散５ 下面是一个机器人做９９９９次“抛硬币”游戏时记录下的出现正面的

频数和频率表，以及我们根据出现正面的频率画的一张条形统计图：

抛掷结果 ５次 ５０次 ３００次 ８００次 ３２００次 ６０００次 ９９９９次

出现正面的频数 １ ３１ １３５ ４０８ １５８０ ２９８０ ５００６

出现正面的频率 ２０％ ６２％ ４５０％ ５１０％ ４９４％ ４９７％ ５０１％

（１）由这张频数和频率表可知，机器人抛掷完５次时，得到１次正面，正面出

现的频率是２０％，那么，也就是说，机器人抛掷完５次时，得到 次反面，

反面出现的频率是 ；

（２）由这张频数和频率表可知，机器人抛掷完９９９９次时，得到 次正

面，正面出现的频率是 ，那么，也就是说，机器人抛掷完９９９９次时，得到

次反面，反面出现的频率是 ；

（３）如果你和你的朋友一起合作也抛掷完９９９９次，你们记录下的频数和频

率表会与这张记录表一模一样吗？为什么？

（４）观察条形统计图４１４当抛掷次数很多很多以后（比如８００次以后）出现

正面的频率是否比较稳定？

解 （１）机器人抛掷完５次时，得到４次反面，反面出现的频率是８０％．
（２）机器人抛掷完９９９９次时，得到５００６次正面，正面出现的频率是５０１％．

得到４９９３次反面；反面出现的频率是４９９％．

图４１４
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（３）不会，因为每次抛掷的结果是随机的，不确定的．
（４）是．

【综合发散】

发散６ （２００４·青岛）小明和小刚用图４１５所示的两个转盘做游戏，游戏规

则如下：

分别旋转两个转盘，当两个转盘所转到的数字之积为奇数时，小明得２分，当

所转到的数字之积为偶数时，小刚得１分．
这个游戏对双方公平吗？若公平，说明理由；若不公平，如何修改规则才能使

游戏对双方公平？

图４１５

解 公平．将两个转盘所转到的数字求积：

积

甲

乙
１ ２ ３

１ １ ２ ３

２ ２ ４ ６

从表中可以得到Ｐ积为奇数＝２
６

，Ｐ积为偶数＝４
６．

∴ 小明的积分为２
６×２＝４

６
，

小刚的积分为４
６×１＝４

６．

因此，游戏对双方公平．
发散７ 小强与小亮正在做掷骰子游戏，两人各掷一枚骰子．当两枚骰子的

点数之和大于５时，小强得１分，否则小亮得１分，这个游戏对双方公平吗？当两

枚骰子点数之和大于７时，小强得１分，否则小亮得１分，这个游戏对双方公平

吗？为什么？

解 按照前面法则小强获胜的概率为２６
３６＝１３

１８
，小亮获胜的概率为１０

３６＝５
１８．

∴ １３
１８≠５

１８
，这个游戏对小亮不公平；
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按照后面的办法，小强获胜的概率为１５
３６＝５

１２
；

小亮获胜的概率为２１
３６＝７

１２．

∵ ５
１２≠７

１２
，

故按后面办法的游戏对小强不公平．

自主达标演练

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

【题型发散】

１在下面一组数据７，９，６，８，１０，１２中，下面说法正确的是 （ ）

Ａ中位数等于平均数 Ｂ中位数大于平均数

Ｃ中位数小于平均数 Ｄ中位数是８
２已知一组数据ｘ，５，０，３，－１的平均数ｘ＝１，那么它的中位数是 （ ）

Ａ０ Ｂ２５ Ｃ１ Ｄ０５
３已知一组数据２３，２７，２０，１８，ｘ，１２，若它们的中位数是２１，那么数据ｘ是

（ ）

Ａ２３ Ｂ２２ Ｃ２１ Ｄ２０
４公园里有甲、乙两群游客正在做团体游戏，两群游客的年龄如下：（单位：岁）

甲群：１３，１３，１４，１５，１５，１５，１５，１６，１７，１７
乙群：３，４，４，５，５，６，６，６，５４，５７

（１）甲 群 游 客 的 平 均 年 龄 是 岁，中 位 数 是 岁，众 数

是 岁，其中能较好反映甲群游客年龄特征的是 ．
（２）乙 群 游 客 的 平 均 年 龄 是 岁，中 位 数 是 岁，众 数

是 岁，其中能较好反映乙群游客年龄特征的是 ．
５某校在一次考试中，甲乙两班学生的数学成绩统计如下：

分数 ５０ ６０ ７０ ８０ ９０ １００

人

数

甲班 １ ６ １２ １１ １５ ５

乙班 ３ ５ １５ ３ １３ １１

请根据表格提供的信息回答下列问题：

（１）甲班众数为 分，乙班众数为 分，从众数看成绩较好的
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是 班；

（２）甲班的中位数是 分，乙班的中位数是 分，甲班中成绩在

中位数以上（包括中位数）的学生所占的百分比是 ％，乙班中成绩在中位

数以上（包括中位数）的学生所占的百分比是 ％，从中位数看成绩较好的

是 班；

（３）若成绩在８５分以上为优秀，则甲班的优秀率为 ％，乙班的优秀

率为 ％，从优秀率看成绩较好的是 班．
【纵横发散】

１有七个数由小到大依次排列，其平均数为３８，如果这组数据的前四个数的

平均数是３３，后四个数的平均数是４２，求这七个数的中位数．
２为了了解某班男学生的身体状况，从该班抽出１０名男学生测量体重，他

们的体重（单位为ｋｇ）分别如下：３２，６２，３５，４０，３７，３５，４８，５０，４２，４５．求出平均体重

（精确到０１ｋｇ），中位数，众数．
【生活发散】

１（２００４·四川）将分别标有数字１，２，３的三张卡片洗匀后，背面朝上放在桌面上．
（１）随机地抽取一张，求Ｐ（奇数）；

（２）随机地抽取一张作为十位上的数字（不放回），再抽取一张作为个位上的

图４１６

数字，能组成哪些两位数？恰好是“３２”的概率为多少？．
２（２００４·温州）某商场设立了一个可以自由转动的转盘

（如图４１６所示），并规定：只要顾客购物１０元以上，就能获

得一次转动转盘的机会，当转盘停止时，指针落在哪一区域就

可以获得相应的奖品，下表是活动进行中的一组统计数据．
（１）计算并完成以下表格：

转动转盘的次数ｎ １００ １５０ ２００ ５００ ８００ １０００

落在“铅笔”的次数 ｍ ６８ １１１ １３６ ３４５ ５６４ ７０１

落在“铅笔”的频率ｍ
ｎ

（２）请估计，当ｎ很大时，频率将会接近多少？

（３）假如你去转动该转盘一次，你获得铅笔的概率约是多少？

（４）在该转盘中，标有“铅笔”区域的扇形的圆心角大约是多少？（精确到１°）

【应用发散】

１已知一个样本１，４，２，ａ，３，它的平均数是ｂ，且ａ，ｂ是方程ｘ２－８ｘ＋１５＝０
的两个根，求ａ，ｂ．
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２如图４１７所示的两个转盘进行“配紫色”游戏：分别旋转两个转盘，若其

中一个转盘转出了红色，另一个转出了蓝色，则可配成紫色，此时小强得１分，否

则小亮得１分．
这个游戏对双方公平吗？为什么？

图４１７
【综合发散】

图４１８

１如图４１８所示，△ＡＢＣ 是一块锐角三角形材料，边

ＢＣ＝１２０ｍｍ，高ＡＤ＝８０ｍｍ，要把它加工成一个矩形零件，

使矩形的一边在ＢＣ 上，其余两个顶点分别在 ＡＢ，ＡＣ 上，设

该矩形的长ＱＭ＝ｙｍｍ，宽 ＭＮ＝ｘｍｍ．

（１）求证：ｙ＝１２０－３
２ｘ．

（２）当ｘ与ｙ分别取什么值时，矩形ＰＱＭＮ 的面积最大？最大面积是多少？

（３）当矩形ＰＱＭＮ 的面积最大时，它的长和宽是关于ｔ的一元二次方程ｔ２－
１０ｐｔ＋２００ｑ＝０的两个根，而ｐ，ｑ的值又恰好分别是ａ，１０，１２，１３，ｂ，这５个数据

的众数与平均数，试求ａ与ｂ的值．
２（２００４·苏州）如图４１９所示的统计图反映了某中国移动用户５月份手机

的使用情况，该用户的通话对象分为三类：市内电话，本地中国移动用户，本地中

国联通用户．

图４１９
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（１）该用户５月份通话的总次数为 次；

（２）已知该用户手机的通话均按０６元／分钟计费，求该用户５月份的话费

（通话时间不满１分钟按１分钟计算，例如，某次实际通话时间为１分２３秒，按通

话时间２分钟计费，话费为１２元）；

（３）当地中国移动公司推出了名为“越打越便宜”的优惠业务，优惠方式为：若

与其他中国移动用户通话，第１分钟为０４元，第２分钟为０３元，第３分钟起就

降为每分钟０２元，每月另收取基本费１０元，其余通话费方式不变，如果使用了

该业务，则该用户５月份的话费会是多少？．
３射击游戏中要求参加者命中图４２０所示的九个铁罐之一，奖项如下：

一等奖：命中“数字７” 二等奖：命中３的倍数

三等奖：命中奇数 四等奖：命中偶数

（１）请你推测一下，一、二、三、四等奖各自的概率是多少？（设每次都射中其

中一个铁罐）

（２）你觉得这样设置获奖规则合理吗？为什么？你能重新设置较为合理的获

奖规则吗？

图４２０

课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

随堂练习（课本第１５４页）

１（１）小亮最高，小丽最矮，他们相差０３ｍ；

（２）舟舟的身高是小丽的１４
１３

倍；

（３）这个图易使人产生错误的感觉，如人们从图中容易误认为舟舟的身高是

小丽的２倍；

（４）为了更为直观、清楚地反映这５名同学的身高状况，纵轴上的数据应从０
开始．

习题４１（课本第１５５页）

１（１）小明所绘的图更令人觉得永昌公司的效益蒸蒸日上；

（２）它们所表示的数据相同；
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（３）两个图象中纵轴上同一单位长度所表示的意义不同，因而造成图象的倾

斜程度不同，给人以不同的感觉；

（４）与小亮的图相比，小英的图更令人觉得永昌公司的效益蒸蒸日上；两个图

表示的数据相同；因为两图的高度虽然相同，但两图中横轴上表示一年的长度不

同，因而小英的图更“窄”，其相应的折线更“陡”．
２（１）学生到相关部门或网站查找资料；

（２）从图中不能断定我国１９９６年的小学生数比１９９７年多．
３（１）这个月数学书与自然科学书销售量的比大约是３∶５；

（２）纵轴上的数值应从０开始．
随堂练习（课本第１６４页）

这部分居民家庭人口数的众数是３人，平均数是３４人．
习题４２（课本第１６４页）

１该校师生购买饭菜费用的平均数是２９５元，众数是３元；

２该厂的说法不正确．实际上，该厂的算法是：１０％＋３０％＋２０％
３ ＝２０％；而

比较准确的算法应该是：１０×１０％＋２×３０％＋３×２０％
１０＋２＋３ ≈１４７％．

３略．
随堂练习（课本第１６９页）

每转动一次转盘所获购物券金额的平均数是：１００×１０％＋５０×１５％＋２０×
２５％＝２２５（元）．

习题４３（课本第１６９页）

１从袋中摸出４个球，４个全红的概率为Ｃ４
４

Ｃ４
８
＝１
７０

，３红１绿的概率为Ｃ３
４·Ｃ１

４

Ｃ４
８

＝

１６
７０

，２红２绿的概率为Ｃ２
４·Ｃ２

４

Ｃ４
８

＝３６
７０

，１红３绿的概率为Ｃ１
４·Ｃ３

４

Ｃ４
８

＝１６
７０

，４个全绿的概率为

Ｃ４
４

Ｃ４
８
＝１
７０．因此，每摸一次球的平均收益是：５０×１

７０＋２０×１６
７０－３０×３６

７０＋２０×

１６
７０＋５０×１

７０＝－３４
７

（元）．

２这个游戏具有很大的欺骗性，实际上这个游戏对游戏者不利．显然游戏者

是不会押“０”的；如果游戏者所下赌注为１元，那么每次的平均收益是：（１－１）×
１８
３７－１×１８

３７－０５×１
３７＝－１８５

３７
（元），或：２×１８

３７－１×１８
３７＋０５×１

３７－１＝－１８５
３７

（元）．
３略．
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随堂练习（课本第１７３页）

这个游戏不公平，因为配成紫色的概率为２
６＝１

３
，配不成紫色的概率为４

６＝２
３．

习题４４（课本第１７５页）

１（１）游戏对小刚有利，因为小明获胜的概率为１
６

，小刚获胜的概率为５
６

；

（２）游戏对小明有利，因为小明获胜的概率为２０
３６＝５

９
，小刚获胜的概率为

１６
３６＝４

９．

２概率是１３
２５．

复习题（课本第１７６页）

Ａ 组

１可以用折线统计图，图略．
２甲公司近年的销售收入的增长速度较快，但图象给人的感觉不是这样．
３（１）图中商业用电与住宅用电之比大约是６∶５；

（２）要使读者直观、清楚地获得该市各项用电的比例情况，图中纵轴上的数值

应从０开始．
４不能．还需要Ａ、Ｂ 两个国家２００２年财政经费支出的总额．
５（１）这６次测验成绩的平均数是７８分，中位数是７９分，众数是８５分；

（２）他可能会选用众数表示他的成绩．

６概率为１６
５４＝８

２７．

７一个人的生日在周六或周日的概率是２
７．

８连掷五次骰子都没有得到６点，第六次掷到６点的概率仍然是１
６．

９配成紫色的概率是１３
２５．

Ｂ 组

１略．
２不能．

３不公平．这个游戏对小明有利，他获胜的概率是１
２

，小亮获胜的概率是３
８

，

不计输赢的概率是１
８．

４不能．因为不知道去年该公司Ａ、Ｂ、Ｃ三个主要产品的销售利润．

５该游戏对游戏者不利．他押中的概率为１
３７

，而每押中一次获得奖金３６－１＝
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３５元，他押错的概率为３６
３７

，因此转动多次后，游戏者平均每次将获利：３５×１
３７－

１×３６
３７＝－１

３７
（元）．

Ｃ 组

１如果不分左右，那么恰好配成一双的概率是１６
２８＝４

７
；如果分左右，那么恰

好配成一双的概率是１０
２８＝５

１４．（提示：利用树状图，所有可能出现的结果有２８种，

其中全黑有１５种，全白有１种，１黑１白有１２种；１左１右（全白）有９种，１左１
右（全黑）有１种．当然，也可以通过模拟实验得到近似概率．）

２略．
总复习题（课本第１８３页）

１（１）槡 槡３－ ２＋２
２

； （２）３
４

； （３）１．

２（１）ｃｏｓＡ＝０９７７８，ｔａｎＡ＝０２０４１；

（２）ｓｉｎＡ＝０４７０６，ｃｏｓＡ＝０８８２４．
３（１）∠Ａ＝７８°５１′； （２）∠Ｂ＝８５°１３′４８″； （３）∠Ｃ＝８８°４５′．
４（１）直线ｘ＝２，（２，４）；

（２）直线ｘ＝－５，（－５，－３）； （３）直线ｘ＝１
４

， １
４

，（ ）１
８

；

（４）直线ｘ＝３
２

， ３
２

，（ ）９
２

； （５）直线ｘ＝－１，（－１，１０）．

５（１）（２，０），（－２，０）； （２） ７
３

，（ ）０ ， －７
３

，（ ）０ ；

（３） ５
４

，（ ）０ ，（－１，０）； （４）（２，０），（－４，０）．

６弯折的长度应为５
３ ｍ．（提示：设梯形的腰为ｘｍ，则梯形的面积为Ｓ＝

１
２

（５－２ｘ＋５－ｘ）·槡３
２ｘ＝ 槡３ ３

４ｘ２＋ 槡５ ３
２ｘ．）

７直线跑道的长应为１００ｍ．（提示：设直线跑道的长为ｘｍ，则矩形内部的

面积为：Ｓ＝ｘ·４００－２ｘ
π ＝－２

πｘ２＋４００
πｘ．）

８经过０６４时后，两船距离最小，最小距离是１２海里．（提示：两船行驶ｔ时

后，它们的距离为ｙ＝ （１５ｔ）２＋（２０－２０ｔ）槡 ２＝ ６２５ｔ２－８００ｔ槡 ＋４００．）

９（１）Ｓ＝－３
２ｘ２＋３００ｘ；

（２）最大面积为１５０００ｍ２．
１０（１）最大高度是３５ｍ；
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（２）运动员跳离地面的高度是０２ｍ．
１１（１）ｘ１≈３６，ｘ２≈１４； （２）ｘ１≈２９，ｘ２≈－０９；

（３）ｘ１≈６５，ｘ２≈－０５； （４）ｘ１≈０５，ｘ２≈－１３．
１２略．
１３３ｃｍ≤ＯＰ≤５ｃｍ．
１４ＯＥ＝ＯＦ．（提示：过 Ｏ 点作ＡＢ 的垂线，垂足为 Ｇ，则 ＡＧ＝ＢＧ，因此，

ＥＧ＝ＦＧ，Ｒｔ△ＯＥＧ≌Ｒｔ△ＯＦＧ．）

１５
︵
ＡＢ＝

︵
ＣＤ．（提示：连结ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ、ＯＤ．由∠ＡＰＢ＝∠ＣＰＤ得∠ＡＯＢ

＝∠ＣＯＤ从而
︵
ＡＢ＝

︵
ＣＤ．）

１６∠ＤＣＥ＝∠Ａ（提示：设
︵
ＢＡＤ所对的圆心角为∠α，

︵
ＢＣＤ所对的圆心角为

∠β，则∠α＋∠β＝３６０°，因此∠ＢＣＤ＋∠Ａ＝１
２∠α＋１

２∠β＝１８０°，而∠ＢＣＤ＋

∠ＤＣＥ＝１８０°，所以∠ＤＣＥ＝∠Ａ．）

１７提示：需要过点Ａ 作ｌ的垂线，作垂线时可以用三角尺．

１８解：１
２ＡＢ＝ ２２－１槡 ２ 槡＝ ３，

∴ ＡＢ 槡＝２ ３（ｃｍ）．
１９相交或者相切
２０相离

２１解：Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２

·ＡＢ·１＝１
２ 槡 槡×２ ３×１＝ ３（ｃｍ２），

Ｓ扇形＝１２０
３６０π

·２２＝４
３π（ｃｍ２），

Ｓ半圆＝１８０
３６０π

·（槡３）２＝３
２π（ｃｍ２），

Ｓ阴影＝Ｓ半圆－（Ｓ扇形－Ｓ△ＡＢＣ）＝３
２π－ ４

３π 槡（ ）－ ３ ＝π 槡＋６ ３
６

（ｃｍ２）．

２２⊙Ｂ 与ＡＣ 相切，与ＦＧ 相交，与ＤＣ 相离
２３解：曲线ＤＥＦＧＨ，即

︵
ＤＥ＋

︵
ＥＦ＋

︵
ＦＧ＋

︵
ＧＨ

＝９０
１８０π

·１＋９０
１８０π

·２＋９０
１８０π

·３＋９０
１８０π

·４

＝１
２π＋π＋３

２π＋２π

＝５π．
∴ 曲线ＤＥＦＧＨ 的长度是５π．
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２４略．
２５甲公司近年利润增长速度较快．

２６概率为１
１６．

２７（１）这个游戏不公平，小明获胜的概率为２
９

，小亮获胜的概率为７
９

；

（２）游戏仍不公平，但对小明有利，因为他获胜的概率是５
９

，小亮获胜的概率

是４
９

，修改规则的方法不惟一，如若两转盘颜色相同或者可以配成紫色，则小明

得４分，否则小亮得５分．
２８略．

思 维 整 合 升 华

知识网络建构

经过前面的学习，学生已经基本独立地经历了统计的各个过程，已经亲身收

集过一些数据，掌握了数据表示和数据处理的一些方法，对一些现实问题作出了

自己的评判．此外，我们还应发展学生对数据的来源、处理数据的方法以及由此得

到的结论进行合理质疑的能力，以切实提高学生的统计决策的能力．
同时我们认为仅仅认识到某些赌博或促销活动中获胜或获奖的可能性，未必

具有正确的评判能力和决策能力．因此，应给予学生一定的工具，让学生评判某项

活动是否“合算”，并通过具体情境的分析，感受“合算”，并掌握一定的判断方法，

提高其决策能力．
此外，概率与统计是紧密联系的，它们互为基础，概率这一概念就是建立在频

率这一统计量稳定性的基础之上的，而统计又离不开概率的理论支撑，统计推断、

估计、假设检验等统计方法的合理性和科学性都有赖于概率理论的严密性．
本单元安排了一定数量的变形发散题．变形发散通过数、式、方程、函数、几何

图形等在维持形变值不变的前提下，不断变化形式，使复杂问题简单化，隐蔽的问

题明朗化，抽象的问题直观化，达到化难为易，化未知为已知的目的．在发散思维

应用中注重培养学生用数字的意识和实事求是的科学态度，引导学生耐心、细致

的观察数据，突出分析、比较的方法，形成正确、迅速的计算能力，灵活运用经验法

则，提高解决实际问题的能力．
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事实
→

情境

→统计

从统计图中
→ →

获取信息

→ 折线统计图
反映两个统计

→
量的变化速度

→ 统计表
整体反映各统计

→
量的实际情况

→ 条形统计图
直观形象地反

→
映实际情况

→ 扇形统计图
反映各统计量在总

→
体中所占的比例

统计图
→

的误导

统计图
→

的改动

绘制统计图时
→

应注意的问题

→概率

→ 哪种方式更合算
概率的估

→
计与计算

→ 加权平均数

→ →游戏公平吗 概率的实际应用

新题型新中考

统计与概率知识是新课标的亮点之一，在中考命题中地位明显提升，分值比

例约占全卷的１０％左右．试题反映的考向考点主要有如下几个方面：

（１）从实际的问题情境中考查总体、个体样本的概念，求样本的平均数、中位

数、众数，计算极差、样本方差、标准差、频率和概率等一般是以选择题、填空题的

形式考查．
（２）在实际的问题情境中经历调查的全过程，形成对数据的收集和处理的能

力，设计和制作简单的统计表和简单的统计图，并根据统计结果作出合理的判断

和决策．
（３）随着“用数学意识”的增强，本章知识与不等式、方程、函数、几何等知识的

综合试题层出不穷，此类试题的叙述一般较长，且与社会实际联系紧密，考查学生

的阅读理解能力，开放探究能力，分析判断能力．
一、发散思维延伸

延伸题１ （２００４·荆州）为了解某校初中毕业年级男生的体能状况，从该校

初中毕业班学生中抽取若干名男生进行铅球测试，把所得数据（精确到０１ｍ）进

行整理后，分成６组画出频率分布直方图的一部分（如图４２１所示），已知从左到
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图４２１
右前５个小组的频率分别为００４，０１０，０１４，０２８，０３０，第６小组的频数是７．

（１）请将频率分布直方图补充完整；

（２）该校参加这次铅球测试的男生有多少人？

（３）若成绩在８０ｍ以上（含８０ｍ）的为合格，试求这次铅球测试成绩的合格率；

（４）在这次测试中，你能确定该校参加测试的男生铅球成绩的众数和中位数

各落在哪个小组内吗？（只作相应回答，不说明理由）

解 （１）由频率分布直方图的意义可知，各小组频率之和为１，故第６小组的

频率为：１－（００４＋０１０＋０１４＋０２８＋０３０）＝０１４．易知第６小组与第３小组

的频率相等，故两个小长方形等高，图略．
（２）由（１）知，第６小组的频率是０１４，又因为第６小组的频数是７，现设参加

这次测试的男生有ｘ人，根据频率定义，得７
ｘ＝０１４，即ｘ＝５０（人）．

（３）由图可知，第４、５、６小组成绩均在８０米以上，其频率之和为：０２８＋０３０
＋０１４＝０７２故合格率为７２％．

（４）能确定中位数落在第４小组，众数落在第５小组．
延伸题２ （２００４·重庆）每年６月５日是“世界环境日”，保护地球生态环境是

世界各国政府和人民应尽的义务．下表是我国近几年来废气污染物排放量统计

表，请认真阅读该表后，解答题后的问题．
全国近几年废气中主要污染物排放量（单位：万吨）

年度

二氧化硫排放量

总量
其中

工业 生活

烟尘排放量

总量
其中

工业 生活

工业粉尘

排放量

１９９８ ２０９１４ １５９４４ ４９７ １４５５１ １１７８５ ２７６６ １３２１２
１９９９ １８５７５ １４６０１ ３９７４ １１５９ ９５３４ ２０５６ １１７５３
２０００ １９９５１ １６１２５ ３８２６ １１６５４ ９５３３ ２１２１ １０９２
２００１ １９４７８ １５６６６ ３８１２ １０６９８ ８５１９ ２１７９ ９９０６
２００２ １９２６６ １５６２ ３６４６ １０１２７ ８０４２ ２０８５ ９４１
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（１）请分别用实、虚、点虚线在图４２２上画出二氧化硫排放总量、烟尘排放总

量和工业粉尘排放量的折线走势图；

图４２２
（２）２００２年相对于１９９８年，全国二氧化硫排放总量、烟尘排放总量和工业粉尘排

放量的增减率分别为 、 和 ；（精确到１个百分点）

（３）简要评价这三种废气污染物排放量的走势．（要求简要说明：总趋势，增减

的相对快慢）

解 （１）如图４２３所示．

图４２３
（２）－８％，－３０％，－２９％；

（３）评价：总体构成下降趋势；二氧化硫排放量下降趋势最小；烟尘排放量下

降趋势最大．
延伸题３ 在军训结束的汇报表演中，某同学在一次射击中，射中１０环、９

环、８环的概率分别是０２５，０２９，０２０，那么这名同学

（１）射中１０环或９环的概率；

（２）不够８环的概率．

九年级数学（下）２２０



分析 射中１０环或９环的概率应是０２５＋０２９＝０５４．因此不够８环的概

率应是１－０２５－０２９－０２＝０２６．
解 （１）射中１０环或９环的概率是０２５＋０２９＝０５４．

（２）该同学在这次射击事件中，无论是射中靶子还是没射中靶子，其概率的和

是１，在（１）中求出射中１０环或９环的概率是０５４，所以８环以下（包括没有射

中）的情况发生的概率是１－０５４－０２＝０２６．
二、课标新题导向

新题１ （２００４·南宁）如图４２４所示．

图４２４
（１）分别指出南宁市农民人均纯收入和城市居民人均可支配收入，相对于上

一年哪年增长最快？

（２）据统计，２０００～２００２年南宁市农民人均纯收入的平均增长率为７５％，城市居

民年人均可支配收入的平均增长率为８７％，假设年平均增长率不变，请你分别预计

２００４年南宁市农民人均纯收入和城市居民人均可支配收入各是多少？（精确到１元）

（３）从城乡年人均收入增长率看，你有哪些积极的建议？（写出一条建议）

分析 （１）分别将下一年的收入与上一年的收入作差，然后进行比较；（２）弄

清增长的基数、增长率及增长的次数是解答此小题的关键；（３）此小题是一个开放

性问题，只要建议是合理的即可．
解（１）都是２００２年；

（２）预计２００４年农民人均纯收入：２５２４（１＋７５％）２≈２９１７（元）．

图４２５

城市 居 民 人 均 可 支 配 收 入：８７９６（１＋
８７％）２≈１０３９３（元）．

（３）如：加快农业建设步伐等．
新题２ 小刚和小强用图４２５所示的两个

转盘做游戏，转动两个转盘各一次．
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（１）若两个数字和为６、８、１０、１２，则小刚胜，否则小强胜．小芳认为这个游戏

不公平，你认为小芳说得对吗？为什么？试用列表法来说明．
（２）如果不公平，请你改变游戏的规则使游戏公平，试写出来．
分析 先利用列表法求出双方获胜的概率，若概率相同则游戏公平，若概率

不同，则可以修改游戏规则使得游戏公平．
解 （１）小芳说得对，此游戏不公平．

第二次第 一 次
３ ４ ５ ６ ７ ８

２   

３   

４   

５   

６  

由列表可知Ｐ（小刚胜）＝１４
３０＝７

１５
，

Ｐ（小强胜）＝８
１５

，

因此游戏不公平．
（２）若两个数字和为６，８，１０，１２小刚得８分，否则小强得７分，这样游戏才公

平．
新题３ （２００４·曲沃）一布袋中放有红、黄、白三种颜色的球各一个，它们除

颜色外其他特性都一样，小亮从布袋中摸出一个球后放回去摇匀，再摸出一个球．
请你利用列举法（列表或画树状图）分析并求出小亮两次都能摸到白球的概率．

分析 求简单事件发生的概率，往往借用树状图和列表法列举事件发生的各

种可能情况，然后再求其相关事件发生的概率．
解法１ 列表法：

红 黄 白

红 （红，红） （黄，红） （白，红）

黄 （红，黄） （黄，黄） （白，黄）

白 （红，白） （黄，白） （白，白）

∴ Ｐ（白，白）＝１
９．
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解法２ 画树状图．如图４２６所示．

图４２６

∴ Ｐ（白，白）＝１
９．

三、中考名题赏析

名题１ （２００４·宁安）如图４２７所示，有两个可以自由转动的均匀转盘Ａ、Ｂ，

转盘Ａ被均匀地分成４份，每份分别标有１，２，３，４四个数字，转盘Ｂ被均匀地分

成６等份，每份分别标有１，２，３，４，５，６六个数字．有人为甲、乙两人设计了一个游

戏，其规则如下：

图４２７
（１）同时自由转动转盘Ａ与Ｂ；

（２）转盘停止后，指针各指向一个数字（如果指针恰好在分格线上，那么重转

一次，直到指针指向某一数字为止），用所指的两个数字作乘积，如果得到的积是

偶数，那么甲胜；如果得到的积是奇数，那么乙胜（例如转盘 Ａ指针指向３，转盘Ｂ
指针指向５，３×５＝１５，按规则乙胜）．

你认为这样的游戏规则是否公平？请说明理由；如果不公平，请你设计一个

公平的规则，并说明理由．
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分析 利用概率计算的基本方法，可获得数字之积为奇数或偶数的概率，由

此可得出游戏是否公平．改变规则可以有多种不同的方式，其一般途径是：（１）增

加规则的内容，如赋予一定的分值；（２）改变规则，如把积改成和．
解 不公平．

∵ Ｐ（奇）＝１
４

，Ｐ（偶）＝３
４

，

∴ Ｐ（偶）＞Ｐ（奇）．
∴ 游戏不公平．
可制定如下规则：

（１）同时自由转动转盘Ａ与Ｂ；

（２）转盘停止后，指针各指向一个数字，用所指的两个数字作和，如果得到的

和为偶数，那么甲胜；如果得到的和为奇数，则乙胜．
理由如下：

∵ Ｐ（奇）＝１
２

，Ｐ（偶）＝１
２

，

∴ Ｐ（奇）＝Ｐ（偶）．
∴ 游戏公平．
名题２ （２００４·常德）随着我国改革开放不断深入，我国农村人口逐年向城镇转

移．国家为了对今后农村劳动力向城镇转移的情况进行预测，有关部门根据３１个省

（区、直辖市）６８万个农村住户和７１００个行政村的抽样调查得出了１９８４～２００３年末

我国农村劳动力向五类城镇转移人数情况的直方图（如图４２８所示）．问：

图４２８
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（１）１９８４～２００３年末我国农村劳动力向各类城镇转移的人数的中位数是多

少？吸纳农村人口最多的是哪类城镇？

（２）１９８４～２００３年末地级市以上（含地级市）城市吸纳了多少农村转移劳动

力？它占１９８４～２００３年来，我国农村劳动力向城镇转移总数的百分比是多少？

（保留３个有效数字）

（３）已知２００３年我国农村劳动力向城镇转移的总数为４９０万，预测今后农村

劳动力向城镇转移的速度为每年比上年增长４％，那么，２００８年我国农村劳动力

向各类城镇转移的人数将达到多少万人？（保留整数）

解 （１）我国农村劳动力向各类城镇转移的人数的中位数是２０００万人，吸

纳农村人口最多的是乡镇．
（２）地级市以上（含地级市）城市吸纳农村转移劳力的人数为

１０００＋２０００＋２９００＝５９００（万人），

占１９８４～２００３年来，我国农村劳动力向城镇转移总数的百分比是

５９００÷（５９００＋１３７０＋９６８０）≈３４８％．
（３）５年后我国农村劳动力向各类城镇转移的人数将达到

４９０×（１＋４％）５≈５９６（万人）．
名题３ （２００４·重庆）初中学生的视力状况已受到社会广泛关注．某市有关

部门对全市２０万名初中学生视力状况进行了一次抽样调查，从中随机抽查了１０
所中学全体初中学生的视力，图４２９①、②是２００４年抽样情况统计图，请你根据

下图解答以下问题：

图４２９

（１）２００４年这１０所中学初中学生的总人数有多少人？

（２）２００４年这１０所中学的初中学生中，视力在４７５以上的学生人数占全市

初中学生总人数的百分比是多少？

（３）２００４年该市参加中考的学生达６６０００人，请你估计２００４年该市这１０所

第 四 单 元２２５



中学参加中考的学生人数？

解 （１）这１０所中学初中学生的总人数是２０×５％＝１（万人）．
（２）这１０所中学视力在４７５以上的初中学生人数为

１×５５％＝０５５（万人），

∴ 所求百分比为０５５÷２０＝２７５％．
（３）该市参加中考的学生占全体初中学生总人数的百分比是

６６０００÷（２０×１００００）＝３３％．
∴ 估计该市这１０所中学参加中考的学生人数为

１００００×３３％＝３３００（人）．

知能转化平台

【题型发散】

１看一看，你能选出正确答案吗？

（１）已知一组数据为２０，３０，４０，５０，５０，６０，７０，８０，其中平均数、中位数和众数

的大小关系是 （ ）

Ａ平均数＞中位数＞众数 Ｂ平均数＜中位数＜众数

Ｃ中位数＜众数＜平均数 Ｄ众数＝平均数＝中位数

（２）已知数据ｘ１，ｘ２，ｘ３的平均数为ａ，数据ｙ１，ｙ２，ｙ３的平均数为ｂ，则数据

２ｘ１＋３ｙ１，２ｘ２＋３ｙ２，２ｘ３＋３ｙ３的平均数为 （ ）

Ａ２ａ＋３ｂ Ｂ２
３ａ＋ｂ Ｃ６ａ＋９ｂ Ｄ２ａ＋ｂ

（３）如果一组数据５，－２，０，６，４，ｘ的平均数为３，那么ｘ等于 （ ）

Ａ３ Ｂ４ Ｃ５ Ｄ６
（４）甲、乙、丙三种糖果售价分别为每千克６元、７元、８元，若将甲种８ｋｇ，乙

种１０ｋｇ，丙种３ｋｇ混在一起，则售价应定为每千克 （ ）

Ａ６７元 Ｂ６８元 Ｃ７５元 Ｄ８６元

（５）某班一次语文测验的成绩如下：得１００分３人，得９５分的５人，得９０分

的６人，得８０分的１２人，得７０分的１６人，得６０分的５人．则该班这次语文测验

成绩的众数是 （ ）

Ａ７０分 Ｂ８０分 Ｃ１６人 Ｄ１２人

２想一想，填什么最准确？

（１）某校在一次歌咏比赛中，７位评委给某班的节目打分如下：９６５，９７０，
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９６８，９７５，９７２，９６５，９７８，去掉一个最高分，去掉一个最低分，则该班的平均得

分是 ．
（２）某校规定学生的学期体育成绩由三部分组成：体育课外活动占学期成绩

的１０％，理论测试占３０％，体育技能测试占６０％，一名同学上述三项成绩依次为

９０，９２，７３．则该同学这学期的体育成绩为 ．
（３）一 组 数 据：９０，９１，９２，９５，９７，９４，９５，９９的 众 数 是 ，中 位 数

是 ．
（４）一名战士在同样条件下射靶１０次，命中环数分别是６，９，９，８，７，９，８，７，

１０，６，则该战士射击环数的众数是 ，中位数是 ．
（５）随机抽取某城市一年（３６５天计算）中的３０天的日平均气温状况统计见

下表：

温度（℃） １０ １４ １８ ２２ ２６ ３０ ３２

天数（天） ３ ５ ５ ７ ６ ２ ２

①该组数据的中位数是 ；众数是 ；

②该城市一年中日平均气温为２６℃的约有 天；

③若日平均气温在１７℃～２３℃为市民“满意温度”，则该城市一年中达到市

民“满意温度”的约有 天．
【数形发散】

１根据图４３０中的统计图回答问题．

图４３０
（１）１９９０年，我国国民消费基金和积累基金各是多少亿元？消费基金比积累

基金多多少元？

（２）１９９１年，我国国民积累基金占全部基金的百分之多少？有多少亿元？

（３）１９９１年，我国国民积累基金比１９９０年我国国民积累基金增加了多少亿

元？增加了百分之几？消费基金增加了多少亿元？增加了百分之几？国民收入
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增加了多少亿元？增加了百分之几？

２下面是我们从上海《解放日报》收集到的２００２年２月上海空气的“污染指

数”和“空气质量”这两种数据：

日期 ２月１日 ２月２日 ２月３日 ２月４日 ２月５日 ２月６日 ２月７日

污染指数 ７１ １０８ １４９ ９７ １００ ９７ １２７

空气质量 良 轻度污染 轻度污染 良 良 良 轻度污染

日期 ２月８日 ２月９日 ２月１０日 ２月１１日 ２月１２日 ２月１３日 ２月１４日

污染指数 １０７ １００ ５０ １３７ １４８ １４８ ６８

空气质量 轻度污染 良 优 轻度污染 轻度污染 轻度污染 良

日期 ２月１５日 ２月１６日 ２月１７日 ２月１８日 ２月１９日 ２月２０日 ２月２１日

污染指数 ２４ ６０ ６０ ７５ ３３ ３９ ５１

空气质量 优 良 良 良 优 优 良

日期 ２月２２日 ２月２３日 ２月２４日 ２月２５日 ２月２６日 ２月２７日 ２月２８日

污染指数 ６９ ６５ ５４ ５６ ６５ ５６ ４９

空气质量 良 良 良 良 良 良 优

（１）这２８天中属于“重度污染”“中度污染”“轻度污染”“良”和“优”的天数各

有几天？出现的频率各是多少？请用一张统计表来表示；

（２）用折线统计图表示这２８天的污染指数变化情况；

（３）从你画的统计图表中，可以得到哪些结论？说说你的理由．
【纵横发散】

１根据所给数据，求出平均数、中位数和众数，并填入下表．（精确到０１）

数 据 平均数 中位数 众 数

２０，２０，２１，２４，２７，３０，３２

０，２，３，４，５，５，１０

－２，０，３，３，３，８

－６，－４，－２，２，４，６

２第一组数据：１０，１０；第二组数据：２０，２０，２０；第三组数据：３０，３０，３０，３０，３０．
请问每组数据的平均数分别是多少？如果将这三组数据合成一组新的数据，请问
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新数据的平均数是多少？

【生活发散】

图４３１

１某饮食公司为一学校提供午餐，有３元、４元和

５元三种 价 格 的 饭 菜 供 师 生 选 择（每 人 限 定 一 份）．
如图４３１所示是五月份的销售情况统计图，这个月一

共销售了１０４００份饭菜，那么师生购买午餐费用的平

均数、中位数和众数各是多少？

２下表列出三种长途电话业务的收费办法，如果

某人某日２１：４５之前要拨打一个５ｍｉｎ左右的内地长

途电话，请为他推荐一个最经济的服务；如果他要拨打的是一个３０ｍｉｎ左右的内

地长途电话，你还推荐这种服务吗？为什么？

通话地区 内地 时段

吉通１７９２１ ００３元／６秒＋市话费 全天

联通８９１３５ ０３０元／分＋市话费 全天

联通１９３

００６元／６秒 ７：００～２０：００

００４元／６秒 ２０：００～２２：００

００３元／６秒 ２２：００～次日７：００

００４元／６秒
双休日及国定假日

７：００～２２：００

（市话收费标准为：前３分钟０２０元，以后每１分钟０１０元）

【综合发散】

１为了测定某批种子发芽所需的平均天数，用１００粒种子进行发芽试验，其

中发芽的有９８粒，按发芽所需天数列成下表：

发芽所需的天数 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

发芽种子数 １９ ３４ ２１ １１ ９ ３ １

频 率 １９
９８

３４
９８

２１
９８

１１
９８

９
９８

３
９８

１
９８

求该批种子发芽所需的平均天数．
２某商场正在举行大型的有奖销售活动，凡购物满１００元即可参加抽奖一
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次，活动规则如下：一副５２张的普通扑克（去除大小王，有放回的抽牌）．
特等奖：抽出两张牌的点数之和为２８；

一等奖：抽出一张红桃７；

二等奖：抽出一张红色的牌；

三等奖：抽出一张是５；

四等奖：抽出一张牌的点数不小于１；

鼓励奖：抽出一张梅花牌．
你认为活动规则设置是否合理？简单说明理由．如果不合理，请提出你的修

改意见．
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期末测试题

（时间：１２０分钟 满分：１００分）

一、看一看，选一选（每小题３分，共３６分）

１将ａｍ＋ｎ＋３－ａｍ＋２ｎ＋３分解因式得 （ ）

Ａａｍ＋ｎ＋３·（ａ－ａｎ） Ｂａｍ＋ｎ＋３·（１－ａ）（１＋ａ）

Ｃａｍ＋ｎ·（ａ３－ａｎ＋１） Ｄａｍ＋ｎ＋３·（１－ａｎ）

２若ａ＜－６，化简｜３－｜３＋ａ｜｜的结果是 （ ）

Ａ－（ａ＋６） Ｂ６＋ａ Ｃ－ａ Ｄａ
３Ｐ为锐 角△ＡＢＣ 内 一 点，Ｐ 关 于ＡＣ，ＢＣ 的 对 称 点 分 别 是 Ｍ，Ｎ，则

△ＭＣＮ 一定是 （ ）

Ａ等腰三角形 Ｂ正三角形

Ｃ直角三角形 Ｄ等腰直角三角形

４一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ中，ｙ随着ｘ 的增大而减小，且ｋ·ｂ＞０，那么这个函

数的图象通过 （ ）

Ａ第一、二、三象限 Ｂ第二、三、四象限

Ｃ第一、二、四象限 Ｄ第一、三、四象限

５一个三角形的边长为１０，一个梯形与这个三角形的面积相等，且梯形的高

与三角形已知边上的高相等，则梯形两底的和为 （ ）

Ａ２０ Ｂ１５ Ｃ１０ Ｄ５
６方程２ｘ（ｋｘ－４）－ｘ２＋６＝０有实数根，则ｋ的最大整数值为 （ ）

Ａ－１ Ｂ０ Ｃ１ Ｄ２
７一名射击运动员连续射靶８次，命中的环数如下：８、９、１０、９、８、７、１０、８，这

组数据的众数与中位数分别为 （ ）

Ａ３，８ Ｂ８，８５ Ｃ８５，９ Ｄ８，９
８已知一组数据从小到大依次为－１，０４，ｘ，６，１５，其中位数为５，则其众

数为 （ ）

Ａ４ Ｂ５ Ｃ５５ Ｄ６
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图Ⅱ１

９如图Ⅱ１所示是函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的大致图象，那

么｜ｃ－ｂ｜等于 （ ）

Ａｃ－ｂ Ｂ±（ｃ－ｂ）

Ｃｂ－ｃ Ｄ±（ｂ－ｃ）

１０函数ｙ＝ ２－槡 ｘ
９－ｘ２ 的自变量ｘ的取值范围是 （ ）

Ａｘ≤２，且ｘ≠－３ Ｂｘ≥２，且ｘ≠３
Ｃｘ＜２，且ｘ≠－３ Ｄｘ＞２，且ｘ≠３

图Ⅱ２

１１如 图Ⅱ２所 示，在 梯 形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ∥
ＣＤ，Ｓ△ＣＤＯ∶Ｓ△ＢＣＤ＝１∶３，则Ｓ△ＣＤＯ∶Ｓ△ＡＢＤ等于

（ ）

Ａ１∶５ Ｂ１∶６
Ｃ１∶７ Ｄ１∶９

１２已知在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ＝９０°，斜边长为７１
２

，

两直角边的长分别是关于ｘ的方程ｘ２－３（ｘ－７）ｘ＋９ｍ＝０的两个根，则△ＡＢＣ
的内切圆面积是 （ ）

Ａ４π Ｂ３
２π

Ｃ７
４π Ｄ９

４π

二、试一试，填一填（每小题３分，共１８分）

１３若０＜ａ＜１，且ａ＋１
ａ＝６，则槡ａ－１

槡ａ
的值为 ．

１４我们平常用的数是十进制数，如２６３９＝２×１０３＋６×１０２＋３×１０１＋９×
１００．显然，十进制的数要用１０个数码（又叫数字）：０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，可在电

子数字计算机中用的是二进制，只要两个数码：０和１，如二进制中，１０１＝１×２２＋
０×２１＋１×２０等于十进制的数５，１０１１１＝１×２４＋０×２３＋１×２２＋１×２１＋１×２０

图Ⅱ３

等于十进制的数２３，那么，二进制中的１１０１等于十进制的数是

．
１５已知二次函数ｙ＝ｘ２＋（ａ－ｂ）ｘ＋ｂ 的图象如图Ⅱ３

所示，那么化简－ ａ２２ａｂ＋ｂ槡 ２＋｜ｂ｜
ａ

的结果是 ．

１６不等式ｘ２＋２ｃｘ－ｃ＜０的解集为空集，化简：｜ｃ＋２｜＋

（ｃ－１）槡 ２＝ ．
１７已知ＰＡ 为⊙Ｏ 的切线，Ａ 为切点，ＰＢＣ 是过点Ｏ 的割线，ＰＡ＝４ｃｍ，
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ＰＢ＝２ｃｍ，则⊙Ｏ 的面积为 ．

图Ⅱ４

１８如图Ⅱ４所示，如果水平放着的圆柱形排水管的截面半

径 为 ０６ｍ，半 径 ＯＡ⊥ＯＢ，那 么 截 面 上 有 水 的 弓 形 面 积

为 ．（结果可用π表示）

三、算一算，解一解（每小题５分，共１０分）

１９已知ｘ－２ ｘ槡ｙ－１５ｙ＝０，求２ｘ＋ ｘ槡ｙ＋３ｙ
ｘ＋ ｘ槡ｙ－ｙ

的值．

２０已知方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０有一根为４，抛物线Ｃ１：ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ过点

１
２

，１（ ）３
４ ．又有抛物线Ｃ２：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，若Ｃ１和Ｃ２有如下关系：它们和ｘ

轴有完全相同的交点；它们的顶点关于ｘ轴对称．
（１）求Ｃ１的解析式；

（２）求Ｃ２的解析式．
四、想一想，探一探（２１～２３题每题均８分，２４题１２分，共３６分）

２１已知直线ｙ＝（槡３－２）ｘ＋（ 槡２ ３－６）与抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ相交于点

Ｅ（－２，ｐ），Ｆ（ｑ， 槡－２ ３），又抛物线上点Ｄ 与点Ｅ 关于原点对称．
（１）求ｐ，ｑ的值；

（２）求ａ，ｂ，ｃ的值；

（３）求抛物线顶点的坐标；

（４）求抛物线对称轴．
２２甲、乙、丙３个家电厂家在广告中都声称，他们的某种电子产品在正常情

况下的使用寿命都是８年，经质量检测部门对这三家销售的产品的使用寿命进行

跟踪调查，统计结果如下（单位：年）：

甲厂：４，５，５，５，５，７，９，１２，１３，１５；

乙厂：６，６，８，８，８，９，１０，１２，１４，１５；

丙厂：４，４，４，６，７，９，１３，１５，１６，１６．
请回答下列问题：

图Ⅱ５

（１）分别写出以上３组数据的平均数、众数、中位数；

（２）这三个厂家的推销广告分别利用了哪一种表示集

中趋势的特征数；

（３）如果你是顾客，宜选购哪家工厂的产品？为什么？

２３如图Ⅱ５所示，ＡＢ 为⊙Ｏ 的直径，ＡＤ，ＢＣ，ＣＤ
是⊙Ｏ 的切线，切点分别为 Ａ，Ｂ，Ｅ，ＤＯ，ＡＥ 相交于点

Ｆ，ＣＯ，ＢＥ 相交于点Ｇ．求证：
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（１）ＣＯ⊥ＤＯ；

（２）四边形ＥＦＯＧ 为矩形．

图Ⅱ６

２４如图Ⅱ６所示，ＡＢ 为⊙Ｏ 的直径，Ｃ 为⊙Ｏ
上一点，ＭＮ 是过Ｃ 点的切线，ＡＤ，ＢＥ 与ＭＮ 垂直，垂

足分别为Ｄ，Ｅ，ＣＧ⊥ＡＢ 于Ｇ．求证：

（１）ＡＣ 平分∠ＤＡＢ；

（２）ＡＤ，ＢＥ 为方程ｘ２－ＡＢｘ＋ＣＧ２＝０的两个根，

若ＯＣ２＝ＡＣ·ＢＣ，且ＡＣ＞ＢＣ，求∠ＣＡＢ 的度数．
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综合测试题 � 一 	

（时间：１２０分钟 满分：１００分）

一、看一看，选一选（每小题３分，共３６分）

１ａ，ｂ为非零有理数，则 ｍ＝ ａ
｜ａ｜＋ ａｂ

｜ａｂ｜
的值为 （ ）

Ａ２或－２或０ Ｂ２ Ｃ－２ Ｄ０
２下列二次三项式在实数范围内不能分解因式的是 （ ）

Ａ６ｘ２＋ｘ－１５ Ｂ３ｙ２＋７ｙ＋３
Ｃｘ２－２ｘｙ－４ｙ２ Ｄ２ｘ２－４ｘｙ＋５ｙ２

３若０＜ａ＜１，则 ａ２＋１
ａ２槡 －２÷ １＋１（ ）ａ × １

１＋ａ
可化简为 （ ）

Ａ１－ａ
１＋ａ 犅ａ－１

ａ＋１ Ｃ１－ａ２ Ｄａ２－１

４若顺次连结四边形各边中点得一正方形，则原四边形一定是 （ ）

Ａ正方形 Ｂ矩形

Ｃ菱形 Ｄ对角线互相垂直且相等的四边形

５若０°＜α＜９０°，则 １－ｃｏｓ２槡 α
ｓｉｎα ＋ ｃｏｓα

１－ｓｉｎ２槡 α
的值等于 （ ）

Ａ０ Ｂ１ Ｃ２ Ｄ３
６下列图形中，既是中心对称，又是轴对称图形的是 （ ）

Ａ梯形 Ｂ平行四边形

Ｃ菱形 Ｄ正三角形

图Ⅲ１

７ 如 图 Ⅲ１ 所 示，拦 水 坝 的 横 断 面 为 梯 形

ＡＢＣＤ，已知：ＤＣ＝３ｍ，ＣＥ＝４ｍ，ＡＤ＝５ｍ，ＣＢ 的坡

度ｉ 槡＝１∶３，则坡底ＡＢ 的长为 （ ）

Ａ（ 槡３＋４ ３）ｍ Ｂ１４ｍ

Ｃ（ 槡６＋４３）ｍ Ｄ（ 槡６＋５３）ｍ
８凸多边形的ｎ 个内角与某一个外角的总和为

１４５０°则ｎ等于 （ ）

Ａ６ Ｂ７ Ｃ８ Ｄ１０
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图Ⅲ２

９二 次 函 数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ 的 图 象 如 图Ⅲ２所 示，则 点

Ｐ（ａ，ｃ
ｂ

）在 （ ）

Ａ第一象限 Ｂ第二象限

Ｃ第三象限 Ｄ第四象限

１０已知２、７、６和ｘ的平均数等于５，１８、１、６、ｘ和ｙ的平均数

等于１０，那么ｙ等于 （ ）

Ａ２５ Ｂ２０ Ｃ１５ Ｄ１０

图Ⅲ３

１１如图Ⅲ３所示，ＰＡ 切⊙Ｏ 于点Ａ，直线ＰＢＣ 交⊙Ｏ
于点Ｂ、Ｃ，已知ＰＡ＝６，ＰＢ∶ＰＣ＝１∶２，则ＰＣ的长为 （ ）

槡 槡Ａ２３ Ｂ４３

槡 槡Ｃ６２ Ｄ９２
１２如图Ⅲ４所示，ＡＢ 为半圆Ｏ 的直径，Ｃ 为半圆上一

点，且∠ＣＯＡ＝６０°，设扇形ＡＯＣ，△ＣＯＢ，弓形ＢｍＣ的面积分

图Ⅲ４

别为Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３，则它们的关系为 （ ）

ＡＳ１＜Ｓ２＜Ｓ３ ＢＳ２＜Ｓ１＜Ｓ３

ＣＳ１＜Ｓ３＜Ｓ２ ＤＳ３＜Ｓ２＜Ｓ１

二、试一试，填一填（每小题３分，共１８分）

１３一个两位数等于它个位上的数的平方，个位上的

数比十位上的数大３，则这个两位数为 ．

１４在Ｒｔ△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，ｂ＝８，∠Ａ 平分线ＡＤ＝ 槡１６３
３

，则ｃ＝ ．

１５李老汉为了与客户签订购销合同，对鱼塘中鱼的总产量进行了估计，第

一次捞出１００条，称得质量为１８４ｋｇ，并将这１００条鱼做了记号放入水中．当它们

完全混合于鱼群后，又捞出２００条，称得质量为４１６ｋｇ，且带有记号的鱼有２０条，

估计李老汉的鱼塘中有鱼 条，共 ｋｇ．

１６圆的半径为５，若半径增加ｘ，则面积增加ｙ，那么ｙ与ｘ 之间的函数关

系式为 ．

１７△ＡＢＣ 中，ＡＢ＝８，ＡＣ＝６，Ｄ 在ＡＣ 上，且ＡＤ＝２，如果要在ＡＢ 上找一

点Ｅ，使△ＡＤＥ 与原三角形相似，那么ＡＥ 等于 ．

１８在公式（ａ＋１）２＝ａ２＋２ａ＋１中，当ａ分别取１，２，３，⋯，ｎ 时可得下列ｎ
个等式：（１＋１）２＝１２＋２×１＋１；（２＋１）２＝２２＋２×２＋１；（３＋１）２＝３２＋２×３＋１；

⋯；（ｎ＋１）２＝ｎ２＋２×ｎ＋１．
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将这ｎ个等式的左右两边分别相加，可推导出求和公式：１＋２＋３＋⋯＋ｎ＝
（用含ｎ的代数式表示）

三、算一算，解一解（每小题５分，共１０分）

１９已知三角形的两边长是关于ｘ的方程ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ＋ａｂ＝０的两根，且

此两根的平方和等于３与两根之积的差，求ａｂ的取值范围．
２０已知方程（ａｃ－ｂｃ）ｘ２＋（ｂｃ－ａｂ）ｘ＋（ａｂ－ａｃ）＝０有两相等实根，求证：

２
ｂ＝１

ａ＋１
ｃ．

四、想一想，探一探（２１～２３题，每题均６分，２４题８分，２５题１０分，共３６分）

２１某位老师带领学生去旅游，甲旅行社说：“若老师买全票一张，则其余学

生享受半价优待．”乙旅行社说：“包括老师在内，全部人员按全票价的６折优惠．”
若两旅行社的票价都为２４０元．

（１）设学生数为ｘ，分别计算两家旅行社的收费ｙ甲，ｙ乙（建立表达式）；

（２）当学生数为多少时，两家旅行社的收费一样；

（３）就学生数讨论哪家旅行社更优惠．
２２某商场计划投入一笔资金，采购一批紧俏商品．经过市场调查发现，如果

月初出售，可获利１５％，并可用本和利再投资其他商品，到月末又获利１０％；如果

图Ⅲ５

月末出售，可获利３０％，但要付出仓储费用７００元，请问根据

商场的资金状况，如何购销获利较多？

２３如图Ⅲ５所示，锐角三角形ＡＢＣ的ＢＣ 边长为６，面积

为１２，ＰＱ∥ＢＣ，Ｐ、Ｑ 分别在ＡＢ、ＡＣ上，ＰＱＲＳ为正方形，其边

长为ｘ，正方形ＰＱＲＳ与△ＡＢＣ的公共部分面积为ｙ．
（１）当正方形ＰＱＲＳ 的边ＳＲ 恰好落在ＢＣ 上时，求边

长ｘ；

图Ⅲ６

（２）当ＳＲ 不落在ＢＣ 上时，求ｙ关于ｘ 的函数

关系式以及自变量ｘ的取值范围；

（３）求ｙ的最大值．
２４（２００４·江西）如图Ⅲ６所示，在平面直角坐

标系中，给定以下五点 Ａ（－２，０），Ｂ（１，０），Ｃ（４，

０），Ｄ －２，（ ）９
２

，Ｅ（０，－６），从这五点中选取三点，

使经过这三点的抛物线满足以平行于ｙ轴的直线

为对称轴这一条件．我们约定：把经过三点Ａ、Ｅ、Ｂ
的抛物线表示为抛物线ＡＥＢ（如图Ⅲ６所示）．
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（１）问符合条件的抛物线还有哪几条？不求解析式，请用约定的方法一一表

示出来；

（２）在（１）中是否存在这样的一条抛物线，它与余下的两点所确定的直线不相

交？如果存在，试求出抛物线及直线的解析式；如果不存在，请说明理由．

图Ⅲ７

２５如图Ⅲ７所示，在直角梯形ＡＢＣＤ 中，ＡＢ＝７，∠Ｂ＝９０°，

ＢＣ－ＡＤ＝１，以ＣＤ 为直径的圆与ＡＢ 有两个不同公共点Ｅ、Ｆ，且

ＡＥ＝１，问在线段ＡＢ 上是否存在Ｐ 点，使得以Ｐ、Ａ、Ｄ 为顶点的

三角形与以Ｐ、Ｂ、Ｃ 为顶点的三角形相似？若不存在，说明理由；

若存在，这样的Ｐ 点有几个？并算出ＡＰ 的长度．
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综合测试题 � 二 	

（时间：１２０分钟 满分：１００分）

一、看一看，选一选（每小题３分，共３６分）

１下列各式正确的是 （ ）

Ａ（ ）１
３

－２
＝９ Ｂａ２·ａ３＝ａ６

Ｃ（－３ａ２）３＝－９ａ６ Ｄａ５＋ａ３＝ａ８

２在相同 时 刻 的 物 高 与 影 长 成 比 例，如 果 高 为１５ｍ 的 测 竿 的 影 长 为

２５ｍ，那么影长为３０ｍ的旗杆的高是 （ ）

Ａ２０ｍ Ｂ１８ｍ Ｃ１６ｍ Ｄ１５ｍ
３若｜ｘ｜＝－ｘ，则ｘ的取值范围是 （ ）

Ａｘ＝－１ Ｂｘ＝０ Ｃｘ≥０ Ｄｘ≤０
４ｙ＝（ｘ－１）２＋２的对称轴是直线 （ ）

Ａｘ＝－１ Ｂｘ＝１ Ｃｙ＝－１ Ｄｙ＝１
５如图Ⅳ１，图形中既是轴对称图形又是中心对称图形的是 （ ）

图Ⅳ１

６在下列图形中，既是中心对称图形又是轴对称图形的是 （ ）

Ａ等腰三角形 Ｂ圆

Ｃ梯形 Ｄ平行四边形

７某中学人数相等的甲、乙两班学生参加了同一次数学测验，如果班平均分

和方差分别为ｘ甲＝８２分，ｘ乙＝８２分，Ｓ２
甲＝２４５，Ｓ２

乙＝１９０，那么成绩较为整齐的

是 （ ）

Ａ甲班 Ｂ乙班

Ｃ两班一样整齐 Ｄ无法确定

８某商场的营业额１９９９年比１９９８年上升１０％，２０００年比１９９９年上升
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１０％，而２００１年和２００２年连续两年平均每年比上一年降低１０％，那么２００２年的

营业额比１９９８年的营业额（ ）

Ａ降低了２％ Ｂ没有变化

Ｃ上升了２％ Ｄ降低了１９９％
９若函数ｙ＝２ｘ＋ｂ２－４是正比例函数，则 （ ）

Ａｂ＝２ Ｂｂ＝４ Ｃｂ＝０ Ｄｂ＝±２

１０函数ｙ＝ １
ｘ＋１

中自变量ｘ的取值范围是 （ ）

Ａｘ≠－１ Ｂｘ＞－１
Ｃｘ≠１ Ｄｘ≠０
１１已知相交两圆的公共弦长为１６ｃｍ．若两圆的半径长分别为１０ｃｍ和１７ｃｍ，

则这两圆的圆心距为 （ ）

Ａ７ｃｍ Ｂ１６ｃｍ Ｃ２１ｃｍ Ｄ２７ｃｍ
１２已知方程ｘ２＋（２ｋ＋１）ｘ＋ｋ２－２＝０的两实根的平方和等于１１，则ｋ的

取值是 （ ）

Ａ－３或１ Ｂ－３ Ｃ１ Ｄ３
二、试一试，填一填（每小题３分，共１８分）

１３－８ 的 立 方 根 是 ；（ ）１
２

０
＝ ；（－３）－１＝

．

图Ⅳ２

１４如图Ⅳ２所示，在甲、乙两地之间修一条笔直的公

路，从甲地测得公路的走向是北偏东４８°．甲、乙两地间同时开

工，若干天后，公路准确接通，则乙地所修公路的走向是南偏

西 度．
１５一个多边形的每一个外角都等于７２°，则这个多边形

的边数是 ．
１６开口向上，对称轴为直线ｘ＝２，且与ｙ轴的交点坐标

为（０，３）的抛物线的解析式为 ．
１７已知一个圆柱底面半径是２ｃｍ，侧面积是１２πｃｍ２，那

么它的高是 ．
１８某市民政部门今年元宵节期间举行了“即开式社会福利彩票”销售活动，

设置彩票３０００万张（每张彩票２元），在这些彩票中，设置了如下的奖次：
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奖金（万元） ５０ １５ ８ ４ ⋯

数量（个） ２０ ２０ ２０ １８０ ⋯

如果花２元钱购买了１张彩票，能得到８万元以上（包括８万元）大奖的概率

是 ．
三、算一算，解一解（每小题５分，共１０分）

１９计算：６
槡３

＋（ ）１
２

－１
槡－ ３（ 槡１－ ３）．

２０化简求值： ｘ２－１
ｘ２－２ｘ＋１

＋ｘ２－２ｘ
ｘ－２

，其中ｘ 槡＝ ２＋１．

四、想一想，探一探（２１～２３题每小题６分，２４题８分，２５题１０分，共３６分）

２１如图Ⅳ３所示，在平面直角坐标系中画出了函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象．
（１）根据图象，求ｋ，ｂ的值；

（２）在图中画出函数ｙ＝－２ｘ＋２的图象；

（３）求ｘ的取值范围，使函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的函数值大于函数ｙ＝－２ｘ＋２的函

数值．

图Ⅳ３

２２在直角坐标系中，直线ｙ＝ｘ＋ｍ 与双曲线ｙ＝ｍ
ｘ

在第一象限交于点Ａ，

与ｘ轴交于点Ｃ，ＡＢ⊥ｘ轴，垂足为Ｂ，且Ｓ△ＡＯＢ＝１．
（１）求 ｍ 的值；

（２）求△ＡＢＣ 的面积．
２３某企业急需汽车，但是无力购买，于是想租一辆车使用．现有甲、乙两家

汽车出租公司，甲公司的出租条件是：每千米车费１１０元；乙公司的出租条件是：

每月付８００元租车费，另外每千米付０１０元的油费．问该企业租哪家公司的汽车

合算？

２４新华文具店的某种毛笔每支售价２５元，书法练习本每本售价５元，该文

具店为促销制定了两种优惠办法：

甲：买一支毛笔就赠送一本书法练习本；

乙：按购买金额打九折付款．

综 合 测 试 题 ）二（ ２４１



实验中学欲为校书法兴趣小组购买这种毛笔１０支，书法练习本ｘ（ｘ≥１０）

本．
（１）请写出用甲种优惠办法实际付款金额ｙ甲（元）与ｘ（本）之间的函数关

系式；

（２）请写出用乙种优惠办法实际付款金额ｙ乙（元）与ｘ（本）之间的函数关

系式；

（３）若购买同样多的书法练习本时，你会选择哪种优惠办法付款更省钱？

２５某学习小组在探索“各内角相等的圆内接多边形是否为正多边形”时，进

行如下讨论：

图Ⅳ４
甲同学：这种多边形不一定是正多边形，如圆内接矩形；

乙同学：我发现边数是６时，它也不一定是正多边形，如 图Ⅳ４①所 示，

△ＡＢＣ 是正三角形，ＡＤ＝ＢＥ＝ＣＦ，可以证明六边形ＡＤＢＥＣＦ 的各内角相等，但

它未必是正六边形；

丙同学：我能证明，边数是５时，它是正多边形．我想，边数是７时，它可能也

是正多边形⋯⋯

（１）请你说明乙同学构造的六边形各内角相等；

（２）请你证明，各内角都相等的圆内接七边形 ＡＢＣＤＥＦＧ，如图Ⅳ４②所示，

是正七边形（不必写已知、求证）；

（３）根据以上探索过程提出你的猜想（不必证明）．
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参 考 答 案

第一单元 直角三角形的边角关系

１从梯子的倾斜程度谈起

３０°，４５°，６０°角的三角函数值

三角函数的有关计算

题型发散

１用直接法．

∵ ａ＝２ｂ，ｂ＝１
２ａ，

ｃ２＝ａ２＋ｂ２＝１
４ａ２＋ａ２＝５

４ａ２，

∴ ｃ＝槡５
２ａ．∴ ｓｉｎＡ＝ａ

ｃ＝２
槡５

＝ 槡２ ５
５ ．

故本题应选Ｂ．
２用直接法．

∵ ｓｉｎＢ＝ｂ
ｃ＝１

３
，

∴ 设ｂ＝ｋ，ｃ＝３ｋ．
则９ｋ２＝ｋ２＋ａ２，ａ＝２ ２槡ｋ，

∴ ｃｏｓＡ＋ １
ｔａｎＡ＝ｂ

ｃ＋１
ａ
ｂ

＝１
３＋ １

槡２ ２
＝１

３＋槡２
４＝ 槡４＋３ ２

１２ ．故本题应选Ａ．

３用验证法．

∵ 当α＝３０°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡３
２

·槡３
３＝１

２
，

当α＝４５°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡２
２×１＝槡２

２
，当α＝６０°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝１

２
·槡３＝槡３

２．
故本题应选Ｃ．

４原式＝ｓｉｎ２３６°＋ｃｏｓ２３６°＋１－１－

槡３
３
槡３
２

＝１－２
３＝１

３．
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５原式＝ １－ １
ｔａｎ３０° ＋｜ｔａｎ４５°－ｔａｎ３５°｜＋｜ｔａｎ３５°｜－１

＝ １
ｔａｎ３０°－１＋ｔａｎ４５°－ｔａｎ３５°＋ｔａｎ３５°－１

槡＝ ３－１．
指点迷津 化简时要注意正确处理有关算术根及绝对值的问题．把１看成

ｔａｎ４５°，就可根据三角函数的增减性判断出ｔａｎ４５°＞ｔａｎ３５°．
纵横发散

１分析 比较三角函数值和角的大小，常要根据函数的递增和递减的规律．

解 （１）由已知，得ｓｉｎθ≤槡２
２＝ｓｉｎ４５°，

由于正弦函数的值随角的变小而变小，所以有θ≤４５°，

又由于θ是锐角，所以θ的取值范围是０°＜θ≤４５°．
（２）据题意，满足条件的角θ应满足不等式组

ｃｏｓθ≥１
２＝ｃｏｓ６０°，

ｔａｎθ＞槡３
３＝ｔａｎ３０°

烅
烄

烆 ，

由于余弦函数的值随角度的增加而减少，而正切函数的值随角度的增加而增

加，所以有

θ≤６０°，

θ＞３０°｛ ．
所以，角θ的取值范围是 ３０°＜θ≤６０°．
点评 由比较函数值的大小而确定角的大小，或比较角的大小而确定函数值

的大小，是解这类问题的思考方法．这样，就要区分α的意义和ｓｉｎα的意义．如

∵ ５０°＞４０°，

∴ ｓｉｎ５０°＞ｓｉｎ４０°，ｃｏｓ５０°＜ｃｏｓ４０°．
或有：∵ ０°＜α＜β＜９０°，

∴ ｔａｎα＜ｔａｎβ．

２分析 化简根式时，应考虑首先转化为形如 ａ槡 ２的式子，再讨论ａ 的符

号，依据公式

ａ槡 ２＝｜ａ｜＝
ａ （ａ≥０），

－ａ （ａ＜０）｛ ．
解 ４ｃｏｓ２ 槡槡 ５１°－４ ２ｃｏｓ５１°＋２

＝ （２ｃｏｓ５１°）２－２·２ｃｏｓ５１°·槡２＋（槡２）槡 ２
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＝ （ 槡２ｃｏｓ５１°－ ２）槡 ２

＝｜ 槡２ｃｏｓ５１°－ ２｜．

其中，因为ｃｏｓ５１°＜ｃｏｓ４５°＝槡２
２

，故２ｃｏｓ５１°＜槡２， 槡２ｃｏｓ５１°－ ２＜０，所以，有

４ｃｏｓ２ 槡槡 ５１°－４ ２ｃｏｓ５１°＋２＝｜ 槡２ｃｏｓ５１°－ ２｜ 槡＝ ２－２ｃｏｓ５１°．
解法指导 配方法在二次根式的化简中起着重要的作用，只有首先转化为完

全平方式后，再经过符号的讨论后移到根号外，得到化简根式的目的．
解法发散

分析 本题利用三角函数的定义与同角三角函数之间的关系．
解法１ 用定义求解．

图１′１

构造Ｒｔ△ＡＢＣ，使∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝α（如图１′１所示）

设ＢＣ＝４ｋ，ＡＣ＝３ｋ．

则ＡＢ＝ ＢＣ２＋ＡＣ槡 ２＝ （４ｋ）２＋（３ｋ）槡 ２＝５ｋ．

∴ ｓｉｎα＝ＢＣ
ＡＢ＝４ｋ

５ｋ＝４
５

，

ｃｏｓα＝ＡＣ
ＡＢ＝３ｋ

５ｋ＝３
５．

解法２ 用公式求解

∵ ｔａｎα＝４
３

，

又∵ ｔａｎα＝ｓｉｎα
ｃｏｓα

，∴ ｓｉｎα
ｃｏｓα＝４

３
，ｓｉｎ

２α
ｃｏｓ２α＝１６

９．

∴ ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２α ＝２５

９
，即 １

ｃｏｓ２α＝２５
９．∴ ｃｏｓα＝３

５．

∴ ｓｉｎα＝ １－ｃｏｓ２槡 α＝ １－（ ）３
５槡

２
＝４

５．

∴ ｓｉｎα＝４
５

，ｃｏｓα＝３
５．

应用发散

１分析 确定所铺设地毯的面积是关键，此时需了解地毯的长度至少是多少米．
经观察可以知道，地毯的长度应为ＡＢ与ＢＣ之和．从而可借助已知条件求出结果．

解 由于主楼梯的坡度为 槡１∶３，即 ＢＣ
ＡＢ＝１

槡３
．

又∵ ＢＣ＝３，∴ ＡＢ 槡＝３ ３≈５２．
∴ ＡＢ＋ＢＣ＝３＋５２＝８２．
则购买地毯所需钱数至少为３０×８２×２＝４９２（元）．
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２分析 过Ｄ 作ＤＨ⊥ＢＡ，交ＢＡ 延长线于Ｈ，要求 ＡＢ，只需求 ＡＨ、ＢＨ
即可，这可通过解Ｒｔ△ＡＨＤ 和Ｒｔ△ＢＨＤ 达到目的．

解 由题设可知ＡＤ＝（３０＋５）×２８＝９８０，过Ｄ 作ＤＨ⊥ＢＡ，交ＢＡ 延长线于Ｈ．
在Ｒｔ△ＤＡＨ 中，ＤＨ＝ＡＤ·ｓｉｎ６０°≈８４８７

ＡＨ＝ＡＤ·ｃｏｓ６０°＝９８０×１
２＝４９０．

在Ｒｔ△ＤＢＨ 中，ＢＨ＝ ＤＨ
ｔａｎ１５°＝

８４８７
ｔａｎ１５°≈３１６７４，

∴ＡＢ＝ＢＨ－ＡＨ＝３１６７４－４９０≈２６７７（ｍ）

答：热气球升空点Ａ 与着火点Ｂ 的距离约为２６７７ｍ．
解法指导 解这类问题要弄清仰角、俯角、方位角等概念，通过建立直角三角

形的模型来解决．
转化发散

１分析 本题将三角形中线段之间的关系转化为锐角三角函数之间的关系．

证明 如图１１５所示，ＣＤ
ＡＣ＝ｓｉｎＡ，ＣＤ

ＢＣ＝ｓｉｎＢ，

∵ ∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°，

∴ ｓｉｎＢ＝ｃｏｓＡ．

∴ ＣＤ（ ）ＡＣ
２
＋ ＣＤ（ ）ＢＣ

２
＝ｓｉｎ２Ａ＋ｃｏｓ２Ａ＝１，

即 １
ＡＣ２＋

１
ＢＣ２＝

１
ＣＤ２．

指点迷津 因为三角函数建立了几何图形中的线段比值与角之间的关系，故

可采用三角函数进行几何的证明与计算．
２分析 由韦达定理建立ｓｉｎＡ，ｓｉｎＢ 间的等量关系，再由∠Ａ，∠Ｂ 是直角

三角形的锐角，将其转化为同角三角函数间的关系，进而求解．
解 （１）∵ ∠Ａ，∠Ｂ 是直角三角形的两个锐角．
∴ ∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°．
∴ ｓｉｎＢ＝ｓｉｎ（９０°－Ａ）＝ｃｏｓＡ．
由韦达定理，得

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＝ｍ
２

，ｓｉｎＡ·ｓｉｎＢ＝ｍ－１
４

，

∴
ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＡ＝ｍ

２
，

ｓｉｎＡ·ｃｏｓＡ＝ｍ－１
４

烅
烄

烆 ．

∵ ｓｉｎ２Ａ＋ｃｏｓ２Ａ＝１，
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∴ （ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＡ）２－２ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝１，

即 ｍ（ ）２
２
－２·ｍ－１

４ ＝１．

整理，得 ｍ２－２ｍ－２＝０．
解得 ｍ 槡＝１＋ ３或 ｍ 槡＝１－ ３．

（２）当 ｍ 槡＝１＋ ３时，原方程为

４ｘ２－２（ 槡１＋ ３）ｘ 槡＋ ３＝０

∴ ｘ１＝
１
２

，ｘ２＝
槡３
２．

即 ｓｉｎＡ＝槡３
２

，Ａ＝６０°；ｓｉｎＢ＝１
２

，Ｂ＝３０°；

或ｓｉｎＡ＝１
２

，Ａ＝３０°；ｓｉｎＢ＝槡３
２

，Ｂ＝６０°．

当 ｍ 槡＝１－ ３时，原方程为

４ｘ２－２（ 槡１－ ３）ｘ 槡－ ３＝０

∴ ｘ１＝
１
２

，ｘ２＝－槡３
２．

∵ ∠Ａ，∠Ｂ 是直角三角形中的锐角，

∴ ∠Ａ，∠Ｂ 的正弦值均不能为负．
综合发散

１分析 由已知条件可得ｔａｎ６０°＝ａ
ｂ

，又知ａ＋ｂ＝１４，所以可得方程组，从

而解出ａ与ｂ．

解 在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∵ ∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，∴ ａ
ｂ 槡＝ｔａｎ６０°＝ ３，

又∵ ａ＋ｂ＝１４，由此可得方程组

ａ＋ｂ＝１４
ａ
ｂ 槡

烅
烄

烆 ＝ ３
解得

ａ 槡＝２１－７ ３

ｂ 槡
烅
烄
烆 ＝７ ３－７

∴ 两条直角边的长为 槡２１－７ ３和 槡７ ３－７．
指点迷津 本题尽管没有直接给出三角形的边，但由ａ和ｂ的两个关系式可

以求出ａ和ｂ，这实际上就等于给出了两条直角边解三角形的问题，此法是解直

角三角形的常用方法．
２解 （１）∵ α、β是Ｒｔ△ＡＢＣ 的两个锐角，

∴ ｔａｎα·ｔａｎβ＝１，ｔａｎα＞０，ｔａｎβ＞０．

由题知ｔａｎα，ｔａｎβ是方程ｘ２＋５
２ｋｘ－（２＋２ｋ－ｋ２）＝０的两个根，
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∴ ｔａｎα·ｔａｎβ＝－（２＋２ｋ－ｋ２）＝ｋ２－２ｋ－２．
∴ ｋ２－２ｋ－２＝１．
解得 ｋ＝３或ｋ＝－１，

而ｔａｎα＋ｔａｎβ＝－５
２ｋ＞０，

∴ ｋ＜０．∴ ｋ＝３应舍去，ｋ＝－１，

故所求二次函数的解析式为ｙ＝－ｘ２＋５
２ｘ－１．

（２）不在．过Ｃ 作ＣＤ⊥ＡＢ 于Ｄ．

令ｙ＝０，得 －ｘ２＋５
２ｘ－１＝０，

解得 ｘ１＝
１
２

，ｘ２＝２．

∴ Ａ １
２

，（ ）０ ，Ｂ（２，０），ＡＢ＝３
２．

∴ ｔａｎα＝１
２

，ｔａｎβ＝２．

设ＣＤ＝ｍ，则有ＣＤ＝ＡＤ·ｔａｎα＝１
２ＡＤ．

∴ ＡＤ＝２ＣＤ．
又∵ ＣＤ＝ＢＤ·ｔａｎβ＝２ＢＤ，

∴ ＢＤ＝１
２ＣＤ．

∴ ２ｍ＋１
２ｍ＝３

２．

∴ ｍ＝３
５． ∴ＡＤ＝６

５．

∴ Ｃ 点的坐标为（１７
１０

，３
５

）．

当ｘ＝１７
１０

时，ｙ＝９
２５≠３

５．

∴ 点Ｃ 不在（１）中求出的二次函数的图象上．

２船有触礁的危险吗

测量物体的高度

题型发散

１用直接法．

∵ ａ＝２ｂ，ｂ＝１
２ａ，

ｃ２＝ａ２＋ｂ２＝１
４ａ２＋ａ２＝５

４ａ２，
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∴ ｃ＝槡５
２ａ．∴ ｓｉｎＡ＝ａ

ｃ＝２
槡５

＝ 槡２ ５
５ ．故本题应选Ｂ．

２用验证法．

当α＝３０°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡３
２

·槡３
３＝１

２
，

当α＝４５°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝槡２
２×１＝槡２

２
，

当α＝６０°时，ｃｏｓα·ｔａｎα＝１
２

·槡３＝槡３
２．

故本题应选Ｃ．
３用直接法．
设ＢＣ＝２ｘ，ＡＢ＝３ｘ，则ＡＣ 槡＝ ５ｘ．

∴ ｔａｎＢ＝ＡＣ
ＢＣ＝槡５ｘ

２ｘ＝槡５
２．

故本题应选Ｄ．

４∵ ｔａｎＡ＝ａ
ｂ

，

∴ ｂ＝ ａ
ｔａｎＡ＝１５４０× １

ｔａｎ３１°２４′
＝１５４０×１６３８≈２５２３．

又∵ ｓｉｎＡ＝ａ
ｃ

，

∴ ｃ＝ ａ
ｓｉｎＡ＝ １５４０

ｓｉｎ３１°２４′＝
１５４０
０５２１０≈２９５６．

应用发散

解 ∵ ∠ＡＢＤ＝１４０°，∠Ｄ＝５０°，

∴ ∠ＡＥＤ＝９０°，即 ＡＥ⊥ＤＥ，

形成Ｒｔ△ＤＢＥ，

ＤＥ＝ＢＤ·ｃｏｓＤ＝５２０·ｃｏｓ５０°
≈３３４２（ｍ）．

∴ 开挖点Ｅ 离Ｄ 约３３４２ｍ，正好能使Ａ，Ｃ，Ｅ 成一直线．
转化发散

过Ｃ 作ＡＢ 的垂线ＣＤ，交ＡＢ 的延长线于点Ｄ．

∵ ＣＤ
ＡＤ＝ｔａｎ３０°，ＣＤ

ＢＤ＝ｔａｎ６０°，

∴ ＡＤ＝ ＣＤ
ｔａｎ３０°

，ＢＤ＝ ＣＤ
ｔａｎ６０°．

∵ ＡＤ－ＢＤ＝ＣＤ（ １
ｔａｎ３０°－

１
ｔａｎ６０°

）＝２０．
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∴ ＣＤ＝２０×３
槡２ ３

槡＝１０ ３．

槡∵ １０ ３＞１０．∴ 这艘渔船继续向东追赶鱼群不会进入危险区域．
构造发散

１分析 本题分别构造Ｒｔ△ＡＤＥ 和Ｒｔ△ＤＣＦ，利用解直角三角形，求出直

角边ＤＥ、ＤＦ 之长．

图１′２

解 如图１′２所示，在平行四边形ＡＢＣＤ 中，ＡＢ 槡＝６ ３，

ＢＣ 槡＝３ ２，∠Ｂ＝１２０°，则∠Ａ＝∠Ｃ＝６０°．
作ＤＥ⊥ＡＢ 于Ｅ，ＤＥ 为一高，

在Ｒｔ△ＡＤＥ 中，

ＤＥ＝ＡＤｓｉｎＡ 槡＝３ ２·ｓｉｎ６０°＝ 槡３ ６
２

（ｃｍ）．

作ＤＦ⊥ＢＣ 于Ｆ，ＤＦ 是另一高，

在Ｒｔ△ＤＣＦ 中，

ＤＦ＝ＤＣ·ｓｉｎＣ 槡＝６ ３· 槡ｓｉｎ６０°＝６ ３·槡３
２＝９（ｃｍ）．

答：此平行四边形的两高分别为 槡３ ６
２ ｃｍ和９ｃｍ．

２分析 连结ＡＣ，ＦＣ，易证得△ＡＯＦ 为直角三角形，利用解直角三角形知

识求出ＥＦ＝２ＯＦ 之长．
解 如图１３９所示，可证得△ＡＯＦ≌△ＣＯＦ，从而得知∠ＡＯＦ＝∠ＣＯＦ＝

Ｒｔ∠，∴ △ＡＯＦ 为直角三角形．
∵ ＯＡ＝ＯＣ，∠ＡＯＦ＝９０°，

又由ＡＢ＝３，ＢＣ＝４，得

ＡＣ＝５，ＯＡ＝１
２ＡＣ＝５

２
，

在Ｒｔ△ＡＯＦ 中，

ＯＦ＝ＯＡ·ｔａｎ∠ＦＡＯ＝ＯＡ·ｔａｎ∠ＤＡＣ＝ＯＡ·ＤＣ
ＡＤ＝５

２
·３
４＝１５

８．

∴ ＥＦ＝２ＯＦ＝１５
４＝３７５．

组合发散

１分析 首先解一元二次方程，求出ｔａｎα之值．再把原式化成ｔａｎα的组合

表达式，以ｔａｎα之值代入求值．

解 ∵ ２ｘ２＋ｘ－６＝０的两个根为ｘ１＝－２，ｘ２＝
３
２

，而０°＜α＜９０°，且

ｔａｎα是该方程的一个根，而当０°＜α＜９０°时，ｃｏｓ２α≠０（ｃｏｓα＞０），
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∴ ｔａｎα＝３
２．

∴ ３＋２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２α＋ｓｉｎαｃｏｓα＋２ｃｏｓ２α＝ ３ｓｉｎ２α＋５ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α＋ｓｉｎαｃｏｓα＋２ｃｏｓ２α

＝ ３ｔａｎ２α＋５
ｔａｎ２α＋ｔａｎα＋２

＝
３·（３

２
）２＋５

（３
２

）２＋３
２＋２

＝２７＋２０
１５＋８＝４７

２３．

２分析 把原式化成ｔａｎα的组合表达式，然后以ｔａｎα＝２代入求值．

解 ３ｓｉｎα－ｃｏｓα
４ｓｉｎα＋２ｃｏｓα＝

３·ｓｉｎα
ｃｏｓα－ｃｏｓα

ｃｏｓα
４·ｓｉｎα
ｃｏｓα＋２ｃｏｓα

ｃｏｓα
＝３ｔａｎα－１
４ｔａｎα＋２＝１

２．

综合发散

１解 ∵ 方程（ 槡５ ３＋ｂ）ｘ２＋２ａｘ＋（ 槡５ ３－ｂ）＝０有相等实数根．

∴ Δ＝（２ａ）２－４（ 槡５ ３＋ｂ）（ 槡５ ３－ｂ）＝０，得ａ２＋ｂ２＝７５．

∵ ｃ２＝７５，∴ ａ２＋ｂ２＝ｃ２．
∴ △ＡＢＣ 是直角三角形，且∠Ｃ＝９０°．
设ｘ１，ｘ２是２ｘ２－（１０ｓｉｎＡ）ｘ＋５ｓｉｎＡ＝０的两实数根，

则ｘ１＋ｘ２＝５ｓｉｎＡ，ｘ１·ｘ２＝
５
２ｓｉｎＡ

∵ ｘ２
１＋ｘ２

２＝６，而ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１·ｘ２

∴ （５ｓｉｎＡ）２－５ｓｉｎＡ－６＝０，解得 ｓｉｎＡ＝３
５

，或ｓｉｎＡ＝－２
５

（舍去）．

在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ｃ 槡＝５ ３，ａ＝ｃ·ｓｉｎＡ 槡＝３ ３，ｂ＝ ｃ２－ａ槡 ２ 槡＝４ ３．

∴ Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ａｂ＝１８．

２解法１ 设ＢＤ＝ｘ，由题意可列方程

（６＋ｘ）·ｔａｎ３０°＝ｘｔａｎ６０°
解得 ｘ＝３，∴ ＣＤ 槡＝３ｔａｎ６０°＝３ ３（海里）．

槡∵ ３ ３＜６，

∴ 若船继续向东航行，有触礁危险．
解法２ 由图及题意可知

∠ＣＡＢ＝３０°，∠ＣＢＤ＝６０°，ＡＢ＝ＢＣ＝６

∴ ＣＤ＝ＢＣｓｉｎ∠ＣＢＤ＝６ｓｉｎ６０°＝６×槡３
２ 槡＝３ ３（海里）．

槡∵ ３ ３＜６，
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∴ 若船继续向东航行，有触礁危险．
知能转化平台

题型发散

１（１）用直接法．
已知∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，ｃ＝８０，∴ ∠Ｂ＝３０°．

∴ ａ＝ｃｓｉｎ６０°＝槡３
２ｃ＝槡３

２ 槡×８０＝４０ ３．

故本题应选Ｃ．
（２）用直接法．
∵ 等腰△ＡＢＣ 腰上的高为１，高与底边的夹角为１５°，底角为７５°，

∴ 其顶角为３０°，腰长为２．

Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２×２×１＝１，故本题应选Ａ．

（３）用直接推算法．
在△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＝６０°，∠Ｂ＝３０°，ａ＋ｂ 槡＝３＋３．

∴ ａ＋ｂ＝ 槡３
２＋（ ）１

２
ｃ 槡＝３＋３．

ｃ＝ 槡３＋ ３
１
２＋槡３

２

槡＝２ ３．∴ ａ＝槡３
２ｃ＝槡３

２ 槡×２ ３＝３．

故本题应选Ｄ．
（４）用直接推算法．

∵ ｃｏｓ６０°＝１
２

，ｃｏｓ９０°＝０．
当α＞６０°时，α增大而函数值ｃｏｓα减小．

∴ ｃｏｓα＜１
２

，故本题应选Ｂ．

（５）用直接推算法．

欲使｜ｓｉｎＡ－１｜＋（槡３
２－ｃｏｓＢ）２＝０，

必须有ｓｉｎＡ－１＝０，槡３
２－ｃｏｓＢ＝０同时成立．

∴ ｓｉｎＡ＝１，Ａ＝９０°，ｃｏｓＢ＝槡３
２

，Ｂ＝３０°．

Ｃ＝６０°，故本题应选Ｂ．
（６）用直接法．

∵ Ｓ△＝１
２×３×１２×ｓｉｎ３０°＝９．

九年级数学（下）２５２



设和它面积相等的等腰直角三角形的腰长为ｘ，则１
２ｘ２＝９，ｘ２＝１８．

由勾股定理得其斜边长为ｃ＝ ｘ２＋ｘ槡 ２＝６．
故本题应选Ｂ．

２（１）１； （２） 槡２４ ３； （３）槡７
３

； （４）３０°； （５）槡３； （６）９０°

纵横发散

１提示 利用直角三角形中边角关系证明．
２∵ ＢＣ 垂直ｘ轴于点Ｃ．
∵ 点Ｃ 的坐标是（－２，０），且可知△ＡＢＣ 是直角三角形，ＡＣ＝１，ＢＣ＝３．
∵ 点Ａ（－３，０），ＡＯ＝３，△ＡＯＭ∽△ＡＢＣ，

∴ ＡＯ∶ＯＭ＝ＡＣ∶ＣＢ＝１∶３．
又∵ 点 Ｍ 在ｙ轴上，∴ 点 Ｍ 的坐标为（０，９）或（０，－９）．

解法发散

１分 析 由ｓｉｎ４０°＝ｃｏｓ５０°，易 推 出ｓｉｎ２４０°＋ｓｉｎ２５０°＝１，又 由ｔａｎ５０°＝
ｃｏｔ４０°，易证－ｔａｎ４０°（－ｔａｎ５０°）＝１，通过上述各式可求出表达式的值

解法１ 由ｓｉｎ４０°＝ｃｏｓ５０°，－ｔａｎ５０°＝－ｃｏｔ４０°，代入原式，得

原式＝（ｃｏｓ２５０°＋ｓｉｎ２５０°）－ｔａｎ４０°·（－ｃｏｔ４０°）＝１＋１＝２．
解法２ 由ｓｉｎ５０°＝ｃｏｓ４０°，ｔａｎ５０°＝ｃｏｔ４０°，ｔａｎ４０°＝ｃｏｔ５０°，代入原式，得

原式＝（ｓｉｎ２４０°＋ｃｏｓ２４０°）－ｃｏｔ５０°·（－ｔａｎ５０°）＝１＋１＝２．
２分析 因为这一面积的和由点Ｄ 的位置所决定，如设ＡＤ＝ｘ，则面积之

和可以看作ｘ的函数，求出这个函数表达式，就可以考虑求最小值．

图１′３

解法１ 如图１′３所示，设ＡＤ＝ｘ．
∵ ＦＥ⊥ＢＣ，∴ ∠ＡＤＦ＝∠ＢＤＥ＝４５°．又注意到等腰直

角三角形面积与相应的正方形的关系，有

Ｓ△ＡＤＦ＝
１
２ＡＤ·ＡＤ＝１

２ｘ２，

Ｓ△ＤＥＢ＝
１
４ＢＤ·ＢＤ＝１

４
（１－ｘ）２．

ｙ＝Ｓ△ＡＤＦ＋Ｓ△ＤＥＢ＝
１
４

［２ｘ２＋（１－ｘ）２］

＝１
４

（３ｘ２－２ｘ＋１）

＝３
４

（ｘ－１
３

）２＋１
６

，

由ｙ的表达式易知，ｘ＝１
３

时，ｙ取得最小值１
６．这就是说，当 ＡＤ＝１

３ＡＢ

参 考 答 案２５３



时，△ＡＤＦ 与△ＤＥＢ 的面积之和达到最小值，最小值为１
６．

解法２ 也可以利用含正弦的三角形面积公式来求面积之和的表达式．注意

到∠ＡＤＦ＝∠ＢＤＥ＝４５°．

设ＡＤ＝ｘ，则ＤＦ 槡＝ ２ｘ，又得ＢＤ＝１－ｘ，ＤＥ＝槡２
２

（１－ｘ）．
令ｙ＝Ｓ△ＡＤＦ＋Ｓ△ＤＥＢ

＝１
２ＡＤ·ＤＦ·ｓｉｎ４５°＋１

２ＢＤ·ＤＥ·ｓｉｎ４５°

＝１
２ｘ·槡２ｘ·槡２

２＋１
２

（１－ｘ）·槡２
２

（１－ｘ）·槡２
２

＝１
２ｘ２＋１

４
（１－ｘ）２＝３

４
（ｘ－１

３
）２＋１

６．

∴ 当ＡＤ＝１
３ＡＢ 时，△ＡＤＦ 和△ＤＥＢ 的面积之和将达到最小，这个最小

值是１
６．

３解法１ 由∠Ａ＝６０°，得 ∠Ｂ＝３０°，ｃ＝２ｂ，

∴
ａ＋ｂ＝２，

ａ２＋ｂ２＝（２ｂ）２｛
．

解得 ｂ 槡＝ ３－１，ｃ 槡＝２ ３－２．

解法２ ∵∠Ａ＝６０°，∴ ｔａｎＡ＝ａ
ｂ 槡＝ ３，即 ａ 槡＝ ３ｂ．

解方程组
ａ＋ｂ＝２，

ａ 槡＝ ３ｂ｛ ．
得

ａ 槡＝３－ ３，

ｂ 槡＝ ３－１
烅
烄
烆 ．

∴ ｃ＝ ａ２＋ｂ槡 ２ 槡＝２ ３－２．
解法３ 同上解得 ｂ 槡＝ ３－１，

∴ ｃ＝ ｂ
ｃｏｓＡ＝槡３－１

１
２

槡＝２ ３－２．

转化发散

１分析 将４６°角的余弦转化为其余角的正弦．即可比较ｓｉｎ４６°、ｃｏｓ４６°的大

小；注意到正弦值、余弦值均不大于１，而ｔａｎ４５°＝１，这样４６°角的正弦、余弦、正切

都可比较大小．
解∵ ｃｏｓ４６°＝ｓｉｎ（９０°－４６°）＝ｓｉｎ４４°，而ｓｉｎ４６°＞ｓｉｎ４４°，

∴ ｓｉｎ４６°＞ｃｏｓ４６°．
又∵ ０＜ｓｉｎ４６°＜１，ｔａｎ４６°＞ｔａｎ４５°＝１．
∴ ｔａｎ４６°＞ｓｉｎ４６°．∴ ｔａｎ４６°＞ｓｉｎ４６°＞ｃｏｓ４６°．
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２分析 欲求ｋ的值须列出关于ｋ的方程．注意到Ａ＋Ｂ＝９０°，则ｓｉｎＢ＝
ｓｉｎ（９０°－Ａ）＝ｃｏｓＡ，再由根与系数的关系可将关系式ｓｉｎ２Ａ＋ｃｏｓ２Ａ＝１转化为关

于ｋ的方程求ｋ．
解（１）∵ ∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°，∴ ｓｉｎＢ＝ｓｉｎ（９０°－Ａ）＝ｃｏｓＡ．
由一元二次方程根与系数关系，有

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＝ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＡ＝ｋ
２

，

ｓｉｎＡ·ｓｉｎＢ＝ｓｉｎＡ·ｃｏｓＡ＝ｋ－１
４

烅
烄

烆 ．

①

②

而由

Δ＝（－２ｋ）２－４·４（ｋ－１）＝４（ｋ－２）２≥０，

ｓｉｎＡｓｉｎＢ＝ｋ－１
４ ＞０，

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＝ｋ
２＞０

烅

烄

烆 ．

知ｋ＞１，∴ ｋ 槡＝１＋ ３．

（２）当ｋ 槡＝１＋ ３时，原方程即为

４ｘ２－２（ 槡１＋ ３）ｘ 槡＋ ３＝０，

∴ ｘ１＝
１
２

，ｘ２＝
槡３
２．

又∵ ∠Ａ＞∠Ｂ，∴ ｓｉｎＡ＞ｓｉｎＢ，

∴ ｓｉｎＡ＝槡３
２

，∠Ａ＝６０°，ｓｉｎＢ＝１
２

，∠Ｂ＝３０°．

迁移发散

１设Ｒｔ△ＡＢＣ 两锐角为Ａ、Ｂ，由题意得

Δ＝４（ｍ＋１）２－４·４ｍ≥０，

ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＝ｍ＋１
２

，

ｃｏｓＡ·ｃｏｓＢ＝ｍ
４

烅

烄

烆 ．

∵ ｃｏｓＢ＝ｓｉｎＡ，ｓｉｎ２Ａ＋ｃｏｓ２Ａ＝１，则有

Δ＝（ｍ－１）２≥０，

ｃｏｓＡ＋ｓｉｎＡ＝ｍ＋１
２

，

ｃｏｓＡ·ｓｉｎＡ＝ｍ
４

烅

烄

烆 ．

∴ （ｃｏｓＡ＋ｓｉｎＡ）２＝１＋２ｓｉｎＡ·ｃｏｓＡ＝
（ｍ＋１）２

４
，

即 １＋ｍ
２＝

（ｍ＋１）２

４
，解得 ｍ 槡＝± ３．
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∵ Ａ、Ｂ 为锐角，∴ ｃｏｓＡ＞０，ｃｏｓＢ＞０，则 ｍ＞０，

∴ 只有 ｍ 槡＝ ３．
２证明 设两锐角为Ａ、Ｂ，则有ｃｏｓＡ＝ｓｉｎＢ，

由题意得

Δ＝４ｋ２－３２（ｋ－１）≥０，

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＝－ｋ
４

，

ｓｉｎＡ·ｓｉｎＢ＝ｋ－１
８

烅

烄

烆 ．

即

４ｋ２－３２（ｋ－１）≥０，

ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＡ＝－ｋ
４

，

ｓｉｎＡ·ｃｏｓＡ＝ｋ－１
８

烅

烄

烆 ．

∴
ｋ≥ 槡４＋２ ２或ｋ≤ 槡４－２ ２，

（－ｋ
４

）２－１＝２·ｋ－１
８

烅
烄

烆 ．

 ｋ≥ 槡４＋２ ２或ｋ≤ 槡４－２ ２，

ｋ＝６或ｋ＝－２｛ ．
故ｋ的值不存在．

构造发散

１分析 希望通过解Ｒｔ△ＡＭＮ 求出ＭＮ，这就需要先求出ＡＮ 的长，这可

以用构造直角三角形的方法来解决．
解 作ＢＣ⊥ＡＮ 于Ｃ，在Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ＝∠ＢＡＤ＝３０°，

∴ ＡＣ＝１
２ＡＢ＝１５０．

∵ ∠ＣＮＢ＝４５°，∴ ＣＮ＝ＣＢ＝ＡＢｃｏｓ∠ＡＢＣ＝３００·ｃｏｓ３０°≈２５９８，

∴ ＡＮ≈２５９８＋１５０＝４０９８．
在Ｒｔ△ＡＭＮ 中，

ＭＮ＝ＡＮｔａｎ∠ＭＡＮ＝４０９８×０５７７３≈２３７（ｍ）．
答：山高 ＭＮ 约为２３７ｍ．
２分析 根据俯角的定义，知∠ＥＡＣ＝２３°，∠ＥＡＤ＝５１°．解Ｒｔ△ＡＢＤ 求得

ＡＢ，作ＣＦ⊥ＡＢ 于Ｆ，构造Ｒｔ△ＡＣＦ，求得ＡＢ－ＣＤ 的长．
解 在Ｒｔ△ＡＢＤ 中，∠ＡＤＢ＝∠ＥＡＤ＝５１°．

∵ ｔａｎ∠ＡＤＢ＝ＡＢ
ＢＤ

，

∴ ＡＢ＝ＢＤ·ｔａｎ∠ＡＤＢ＝５０·ｔａｎ５１°＝５０×１２３４９≈６１７（ｍ）．
又作ＣＦ⊥ＡＢ 于Ｆ，∠ＦＡＣ＝９０°－∠ＥＡＣ＝９０°－２３°＝６７°．
在Ｒｔ△ＡＣＦ 中，
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∵ｃｏｔ∠ＦＡＣ＝ＡＦ
ＦＣ

，

∴ＡＦ＝ＦＣ·ｃｏｔ∠ＦＡＣ＝ＦＣｃｏｔ６７°＝５０×０４２４５≈２１２．
ＣＤ＝ＡＢ－ＡＦ≈６１７－２１２＝４０５（ｍ）．

综合发散

图１′４

１如图１′４所示，作 ＡＤ⊥ＢＣ，垂足为 Ｄ，则

ＢＤ＝１
２ＢＣ＝１０，

∵ Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＢＣ·ＡＤ＝ 槡１００ ３

３
，

∴ ＡＤ＝ 槡１０ ３
３ ．

在Ｒｔ△ＡＢＤ 中，ｔａｎＢ＝ＡＤ
ＢＤ＝槡３

３
，

∴ ∠Ｂ＝∠Ｃ＝∠３０°，ＡＢ＝２ＡＤ＝ 槡２０ ３
３ ．

２解 作ＢＥ⊥ＡＤ，作ＣＦ⊥ＡＤ，在直角△ＡＢＥ 和△ＣＦＤ 中，

∵ ＢＥ
ＡＥ＝ １

２５
，ＣＦ
ＦＤ＝１

２
，∴ ＡＥ＝２５ＢＥ＝２５×２０＝５０，

ＦＤ＝２ＣＦ＝２×２０＝４０，

ＡＤ＝ＡＥ＋ＥＦ＋ＦＤ＝５０＋５＋４０＝９５（ｍ）．

又∵ 斜坡ＡＢ 的坡度ｉ＝ｔａｎα＝ １
２５＝０４，查表得α＝２１°４８′．

又∵ ＢＥ
ＡＢ＝ｓｉｎα，∴ ＡＢ＝ＢＥ

ｓｉｎα＝ ２０
ｓｉｎ２１°４８′＝５３９

（ｍ）．

１５０×
（５＋９５）×２０

２ ＝１５００００（ｍ３）．

答：斜坡ＡＢ 的坡角约为２１°４８′，坝底宽９５ｍ，斜坡ＡＢ 的长约为５３９ｍ，坝

体有土方约１５００００ｍ３．
３根据题设可知，△ＡＢＣ 中，∠ＣＡＢ＝３０°，∠ＡＢＣ＝１２０°，ＡＢ＝ＢＣ＝８．
最近距离即为Ｃ到ＡＢ在直线的垂线段ＣＤ，在Ｒｔ△ＣＢＤ 中，ＢＣ＝８，∠ＣＢＤ＝

６０°．于是

ＢＤ＝ＢＣｃｏｓ６０°＝８×１
２＝４（海里），

ＣＤ＝ＢＣｓｉｎ６０°＝８×槡３
２ 槡＝４ ３（海里）．

答：船再前进４ｎ海里就与Ｃ 最近，最近距离是 槡４ ３海里．
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第二单元 二次函数

１二次函数所描述的关系

结识抛物线

刹车距离与二次函数

题型发散

１用直接法．

Ａ项可化为ｙ＝２ｘ２ 槡＋３２ｘ，Ｂ项可化为ｙ＝２ｘ２－２ｘ．Ｃ项可化为ｙ＝１
２ｘ２－

１
２．Ｄ项可化为ｙ＝－４ｘ＋４，观察化简后的等式，可知Ｄ项为一次函数，其余三项

均为二次函数，

故本题应选Ｄ．
２用直接推算法．
∵ ａ＜－１，∴ ａ－１＜ａ＜ａ＋１＜０，即三个点都在ｙ＝ｘ２的图象对称轴的

左侧，ｙ随ｘ的增大而减小，因而ｙ３＜ｙ２＜ｙ１．故本题应选 Ｃ．

３解法１ 由函数ｙ＝－ｘ２的图象的增减性，可知：当ｘ＞０时，ｙ随ｘ 的增

大而减小．
∴ 当ｘ１＞ｘ２＞０， ∴ｙ１＜ｙ２．
解法２ ∵ ｘ１＞ｘ２＞０，

∴ ｘ２
１＞ｘ２

２，－ｘ２
１＜－ｘ２

２．∴ｙ１＜ｙ２．

４分析 用代入法将Ａ，Ｂ 两点的横、纵坐标分别代替函数ｙ＝－ｘ２中的ｘ
和ｙ，然后计算求值．

解 由题意，得 ｍ＝－（－４）２，解得 ｍ＝－１６；

－８＝－ｎ２，解得 ｎ 槡＝±２ ２．

∴ 当ｎ 槡＝２ ２时，ｍ＋ｎ 槡＝－１６＋２ ２；

当ｎ 槡＝－２ ２时，ｍ＋ｎ 槡＝－１６－２ ２．

∴ ｍ＋ｎ的值为 槡－１６＋２ ２或 槡－１６－２ ２．
应用发散

１分析 依据图象的特点可知表达式可设为ｙ＝ａｘ２，由点Ｐ可确定其表达式．
解 设抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２，点Ｐ（１，－１）满足解析式：－１＝ａ，

∴ ｙ＝－ｘ２．

∵ ＡＢ
２ ＝３，∴ Ｂ 点坐标为（３，－ｈ），

∴ －３２＝－ｈ，∴ ｈ＝９．
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∴ 水面离桥顶点９ｍ．

２（１）根据题意，得Ｓ＝１
１６ｌ

２（ｌ＞０）．

（２）列表：

ｌ ２ ４ ６ ８

Ｓ １
４ １ ２１

４ ４

描点，连线（如图２′１所示）．

图２′１

（３）根据图象可知，Ｓ＝１ｃｍ２时，正方形的周长是４ｃｍ．
（４）根据图象可知，当ｌ≥８ｃｍ时，Ｓ≥４ｃｍ２．

数形发散

解 （１）列表：

ｘ －４ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ ４

ｙ＝１
２ｘ２ ８ ４５ ２ ０５ ０ ０５ ２ ４５ ８

ｙ＝１
２ｘ２－１ ７ ３５ １ －０５ －１ －０５ １ ３５ ７

（２）描点，连线（如图２′２所示）

图２′２
比较异同：

①由图象可知ｙ＝１
２ｘ２－１是由抛物线ｙ＝１

２ｘ２向下平移１个单位长度得

到的；

②ｙ＝１
２ｘ２与ｙ＝１

２ｘ２－１开口方向相同，对称轴都是ｙ 轴．图象的性质

相同；
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③两个二次函数的不同是顶点坐标，ｙ＝１
２ｘ２的顶点坐标是（０，０），而ｙ＝

１
２ｘ２－１的顶点坐标为（０，－１）．

解法指导 选用列表、描点、连线画出图象，借助图象直观地得出相应的

结论．
综合发散

１分析 解答此题关键是先确定函数关系式，再回答后面的问题就容易了．
解 （１）∵ ｙ＝ａｘ２＋ｃ过点（－２，－３）和点（１，６），

∴
４ａ＋ｃ＝－３，

ａ＋ｃ＝６｛ ．

解得
ａ＝－３，

ｃ＝９｛ ．
．

即这个函数关系式为ｙ＝－３ｘ２＋９．
（２）∵ ａ＝－３＜０，抛物线ｙ＝－３ｘ２＋９的图象开口向下，

∴ 当ｘ＜０时，ｙ随ｘ的增大而增大．
（３）令－３ｘ２＋９＝０，解得ｘ 槡＝± ３，所以这个函数的图象与ｘ 轴有两个交

点，其坐标为（槡３，０）和（ 槡－ ３，０）．
解法指导 把点的坐标作为ｘ，ｙ的值代入函数关系中，列方程求解即可．注

意不能把ｘ，ｙ的值代错了；求函数图象与ｘ 轴的交点就是求ｙ＝０时ｘ 的值，即

求方程ａｘ２＋ｃ＝０的解．
２分析 这个实际问题可用抛物线的知识来解决：先求出如图２９所示的

抛物线的函数表达式，然后计算出抛物线的宽度为４时的高度，再把这个高度与

车高７ｍ相比较，即可知道是否能通过．
解 由图可设抛物线的表达式为ｙ＝ａｘ２＋ｃ．
∵ Ｃ（０，８），Ｂ（－８，６），Ｂ１（８，６）都在抛物线上．

∵
ａ·０２＋ｃ＝８，

ａ·（－８）２＋ｃ＝６
｛

．

解得
ａ＝－１

３２
，

ｃ＝８
烅
烄

烆 ．

∴ｙ＝－１
３２ｘ

２＋８．根据抛物线的对称性，当ｘ＝１
２×４时，

ｙ＝－１
３２×４＋８＝７７

８＞７．∴汽车能安全通过此隧道．

或当ｙ＝７时，－１
３２ｘ

２＋８＝７．∴ｘ１ 槡＝４ ２，ｘ２ 槡＝－４ ２．
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∴ ｜ｘ１－ｘ２｜ 槡＝８ ２＞４．∴ 汽车能安全通过此隧道．

２二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象

用三种方式表示二次函数

题型发散

１用数形结合法．
如图２２４所示建立直角坐标系，

设绳甩到最高处形成的抛物线解析式为

ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０） ①
则甲、乙、丙三点坐标（－１，１），（３，１），（０，１５）分别代入①，得方程组．
ａ－ｂ＋ｃ＝１
９ａ＋３ｂ＋ｃ＝１
ｃ

烅
烄

烆 ＝１５
解得 ａ＝－１

６
，ｂ＝１

３
，ｃ＝３

２．

故得抛物线解析式为ｙ＝－１
６ｘ２＋１

３ｘ＋３
２．

当ｘ＝１５时，ｙ＝１６２５ｍ．
故本题应选Ｂ．
２用直接法．
∵ 开口向上，∴ ａ＞０．
∵ 与抛物线交于正半轴，∴ ｃ＞０．

∵ －ｂ
２ａ＞０，∴ ｂ

２ａ＜０，ａ、ｂ异号．

∴ ｂ＜０，ｂ
ｃ＜０，ａ＞０．

故本题应选Ｂ．
３∵ 开口向上，∴ ａ＞０．
∵ 抛物线与ｙ轴交于负半轴，∴ ｃ＜０．

∵ －ｂ
２ａ＜０，∴ ｂ

２ａ＞０，ａ、ｂ同号．∴ ｂ＞０．

４ｙ＝１
２ｘ２＋３ｘ＋５

２＝１
２

（ｘ２＋６ｘ＋９）＋５
２－９

２＝１
２

（ｘ＋３）２－２．

其图象先由ｙ＝１
２ｘ２的图象先向左平移３个单位，再向下平移２个单位得到．

生活发散

１（１）第一天中，从４时到１６时这头骆驼的体温是上升的，它的体温从最低

上升到最高需要１２小时．
（２）第三天１２时这头骆驼的体温是３９℃．
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（３）设抛物线的解析式为ｙ＝ａ（ｘ－１６）２＋４０，易得ｙ＝－１
１６ｘ

２＋２ｘ＋２４

（１０≤ｘ≤２２）．
２如图２′３所示， ＡＢ＝４０ｍ，ＢＰ＝２０ｍ，ＢＥ＝５０ｍ，ＢＦ＝５０＋１５０＝

２００ｍ．设ＣＤ 的延长线交地平面于点Ｈ．

（１）设ＣＨ＝ｘ，ＢＨ＝ｙ，由△ＥＢＰ∽△ＥＨＣ，得 ＢＰ
ＣＨ＝ＥＢ

ＥＨ
即 ２０

ｘ＝ ５０
５０＋ｙ ①

又由△ＦＢＡ∽△ＦＨＣ，得 ＡＢ
ＣＨ＝ＦＢ

ＦＨ
，

即 ４０
ｘ＝ ２００

２００＋ｙ ②，

由①②解得 ｘ＝６０，ｙ＝１００．

图２′３
（２）依题意建立坐标系如图，由（１）得ＣＨ＝６０ｍ，Ｃ 点比Ａ 点高２０ｍ．这时

Ａ、Ｃ 两点坐标为：Ａ（０，０），Ｃ（１００，２０），设抛物线顶点为Ｐ（ｘ０，ｙ０），因为要求最

低点高于地面为３０－６＝２４ｍ，点Ａ 高度为４０ｍ，∴ ｙ０＝－１６．设过点Ａ 的抛

物线的解析式为：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ（ａ＞０）则该抛物线满足

１００２ａ＋１００ｂ＝２０，

ｙ０＝
４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝－ｂ２

４ａ＝－１６
烅
烄

烆 ．
化简得 １２５ｂ２＋８０ｂ－１６＝０，

解得 ｂ１＝
４
２５

（舍去）

ｂ２＝－４
５

，∴ ｂ＝－４
５

，ａ＝ １
１００

，∴ ｙ＝ １
１００ｘ

２－４
５ｘ．

逆向发散

１（１）根据二次函数ｙ＝ａｘ２－５ｘ＋ｃ的图象可得
ａ－５＋ｃ＝０，

１６ａ－２０＋ｃ＝０｛ ．
解得 ａ＝１，ｃ＝４．
∴ 这个二次函数的解析式是ｙ＝ｘ２－５ｘ＋４．

ｙ＝ｘ２－５ｘ＋４＝ｘ２－５ｘ＋２５
４－２５

４＋４
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＝ ｘ－（ ）５
２

２
－９

４．

它的图象的顶点坐标是 ５
２

，－（ ）９
４ ．

（２）当ｘ＞５
２

时，ｙ随ｘ的增大而增大；

当０＜ｘ＜５
２

时，ｙ随ｘ的增大而减小．

２从图象知ａ＞０，

∵ 二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象过点（－１，０）和（０，－１），

∴
ａ－ｂ＋ｃ＝０，

ｃ＝－１｛ ．
解得ｂ＝ａ－１．

∵ ｘ＝１时，ｙ＜０，∴ ａ＋ｂ＋ｃ＜０，

即 ａ＋（ａ－１）－１＜０，解得 ａ＜１，

∴ ０＜ａ＜１．
变换发散

分析 本题先将函数化为顶点式，然后再平移，较为方便．
解 ∵ ｙ＝２ｘ２－４ｘ＋５＝２（ｘ－１）２＋３，∴ 抛物线顶点为（１，３）．

（１）将ｙ＝２（ｘ－１）２＋３的图象向左平移２个单位，得ｙ＝２（ｘ＋１）２＋３，再向

下平移３个单位，得ｙ＝２（ｘ＋１）２＝２ｘ２＋４ｘ＋２；

（２）依题意得ｙ＝－２（ｘ－１）２＋３＝－２ｘ２＋４ｘ＋１；

（３）因为新顶点与原顶点（１，３）关于ｘ轴对称，故新顶点应为（１，－３）；又因抛

物线开口向下，故所示二次函数为ｙ＝－２（ｘ－１）２－３＝－２ｘ２＋４ｘ－５．
转化发散

分析 欲求二次函数的解析式关键是求出ｂ与ｃ，由题意知，直线ｙ＝２ｘ＋
ｍ 过点Ｑ，二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ也过点Ｑ，这样就可得到方程组，然后解这个

方程组求得ｘ与ｙ，再利用已知条件Ｓ△ＢＰＱ＝３Ｓ△ＡＰＱ，从而可转化为关于ｂ，ｃ的

方程组，由此不难求得ｂ，ｃ的值．
解 设二次函数ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｙ轴的交点Ｑ 的坐标为（０，ｃ）．
∵ 直线ｙ＝２ｘ＋ｍ 过点Ｑ，∴ ｍ＝ｃ．

联立
ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ，

ｙ＝２ｘ＋ｃ｛ ．

解得
ｘ＝２－ｂ，

ｙ＝４－２ｂ＋ｃ｛ ．
又∵ Ｓ△ＢＱＰ＝３Ｓ△ＡＰＱ，

∴ Ｓ△ＡＢＰ＝４Ｓ△ＡＰＱ．
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又∵ △ＡＢＰ 与△ＡＰＱ 有相同的一边ＡＰ，过Ｂ 点作ＢＣ⊥ｘ轴于点Ｃ．
∴ ＢＣ＝４ＯＱ，又 ＯＱ＝ｃ．
∴ ＢＣ＝４ｃ， ４－２ｂ＋ｃ＝４ｃ， ①
又∵ ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴有一个交点，

∴ ｂ２－４ａｃ＝０． ②

联立①②解得 ｂ１＝
４
３

，ｂ２＝－４．

经检验，当ｂ１＝
４
３

时，与题意不合，舍去．

∴ ｂ＝－４，ｃ＝４．
∴ 二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ＋４．
点评 利用题中所给的条件，通过联立方程组求解，这是待定系数法的常用

方法．
综合发散

１（１）解 当ｋ＝１时，函数化为ｙ＝８ｘ２－６，那么函数图象的对称轴是直线

ｘ＝０．解方程８ｘ２－６＝０，得ｘ＝±槡３
２．

故这时函数图象与ｘ轴的两个交点之间的距离为槡３．
（２）解 由二次项系数８＞０，断定函数ｙ有最小值，当函数ｙ的最小值为零

时，有４×８×（ｋ－７）－［－（ｋ－１）］２

４×８ ＝０．

即 ｋ２－３４ｋ＋２２５＝０，∴ ｋ１＝９，ｋ２＝２５．

将ｋ值分别代入ｘ＝ｋ－１
１６

中，得 ｘ１＝
１
２

，ｘ２＝
３
２．

∴ 当ｋ＝９或２５时，函数ｙ的最小值为零，这时ｘ的值分别为１
２

和３
２．

（３）证明 ∵ 函数的图象与ｘ轴有２个交点，∴ Δ＝［－（ｋ－１）］２－４×８
（ｋ－７）＞０，解得ｋ＜９或ｋ＞２５．设函数的图象与ｘ 轴两个交点的横坐标为ｘ１，

ｘ２，若假设ｘ１，ｘ２互为倒数，必有ｘ１·ｘ２＝１，于是有ｘ１·ｘ２＝
ｋ－７
８ ＝１，从而有

ｋ＝１５，这与ｋ＜９，ｋ＞２５矛盾，∴ 结论成立．
２分析 本题第（１）问应注意三点：一是抛物线与ｘ轴的两交点即为相应的

一元二次方程的两根；二是注意坐标值与线段值有符号上的差异（如－ｘ１＝ＡＯ，

ＣＯ＝ｍ＋１）；三是正确运用根与系数的关系．第（２）问要弄清探求直线是否存在

的条件是｜ｘ１｜＝｜ｘ２｜（即－ｘ１＝ｘ２），问题迎刃而解．
解 （１）∵ ｘ１＜０＜ｘ２，∴ ＡＯ＝－ｘ１，ＯＢ＝ｘ２，

又∵ ａ＝１＞０，∴ ＣＯ＝ｍ＋１＞０，∴ ｍ＞－１．
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∵ １
ＡＯ－ １

ＯＢ＝ ２
ＣＯ

，∴ ＣＯ（ＯＢ－ＡＯ）＝２ＡＯ·ＯＢ，

即 （ｍ＋１）（ｘ１＋ｘ２）＝－２ｘ１ｘ２．
∵ ｘ１＋ｘ２＝２（ｍ－１），ｘ１ｘ２＝－（１＋ｍ），

∴ （ｍ＋１）·２（ｍ－１）＝２（１＋ｍ），

解得 ｍ＝－１（舍去），ｍ＝２．
∴ 二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２－２ｘ－３．

（２）存在着直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ 与抛物线交于点Ｐ、Ｑ，使ｙ 轴平分△ＣＰＱ 的

面积．
设点Ｐ 的横坐标为ｘＰ，点Ｑ 的横坐标为ｘＱ，直线与ｙ轴交于点Ｅ．

∵ Ｓ△ＰＣＥ＝Ｓ△ＱＣＥ，１
２ＣＥ·｜ｘＰ｜＝

１
２ＣＥ·｜ｘＱ｜，∴ ｜ｘＰ｜＝｜ｘＱ｜．

∵ ｙ轴平分△ＣＰＱ 的面积，∴ 点Ｐ，Ｑ 在ｙ轴异侧，即ｘＰ＝－ｘＱ．

由
ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

ｙ＝ｘ２－２ｘ－３
｛

．
得 ｘ２－（ｋ＋２）ｘ－（ｂ＋３）＝０． ①

ｘＰ，ｘＱ 为①的两根，∴ ｘＰ＋ｘＱ＝ｋ＋２＝０，

∴ ｋ＝－２．
又∵ 直线与抛物线有两个交点，∴ ｂ＋３＞０，即 ｂ＞－３．
∴ 当ｋ＝－２，且ｂ＞－３时直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ与抛物线交于点Ｐ，Ｑ 使ｙ轴平

分△ＣＰＱ 的面积．

３何时获得最大利润

最大面积是多少

二次函数与一元二次方程

题型发散

１．用排除法．

由ｖ＝ｓ
ｔ

知Ａ 不对；由ｙ＝ａ·（１＋１％）ｘ，知Ｂ不对；

由Ｃ＝２πｒ知Ｄ不对．故本题应选Ｃ．

２（１）高ｈ＝２５０
πｘ２．

ｙ＝πｘ２·００２＋πｘ２·（３×００２）＋２πｘ·２５０
πｘ２·００２＝

２π
２５ｘ

２＋１０
ｘ．

（２）用直接法可得Ｂ．
３（１）配方法；完全平方；消元法．
（２）ｙ＝ｘ２－２ｍｘ＋２ｍ２－３ｍ＋１

＝ｘ２－２ｍｘ＋ｍ２＋ｍ２－３ｍ＋１
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＝（ｘ－ｍ）２＋ｍ２－３ｍ＋１．
∴ 该抛物线顶点坐标为：（ｍ，ｍ２－３ｍ＋１），

即
ｘ＝ｍ，

ｙ＝ｍ２－３ｍ＋１
｛

．

①

②
将①代入②，得 ｙ＝ｘ２－３ｘ＋１．
∴ 所给抛物线顶点的纵坐标ｙ与横坐标ｘ的关系式为ｙ＝ｘ２－３ｘ＋１．
点评 本题考查了二次函数图象的顶点坐标的求法，用待定系数法求一个点

两坐标间的函数关系，以及在运算过程中所用的数学方法．
纵横发散

１分析 利用已知三点中的两个特殊点（－１，０），（３，０）相当于ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ
＝０时的两根，可将解析式轻易求得．

解 ∵ 抛物线经过（－１，０），（３，０）两点，设所求二次函数为ｙ＝ａ（ｘ＋１）（ｘ
－３），

又∵ 二次函数经过点（１，－５）

∴ －５＝ａ（１＋１）（１－３），

∴ ａ＝５
４

，故所求二次函数为ｙ＝５
４

（ｘ＋１）（ｘ－３）．

解法指导 ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴的两个交点，实际是当ｙ＝０时，ａｘ２＋ｂｘ
＋ｃ＝０的两个根，由根与系数的关系可知，若与ｘ 轴两交点Ａ（ｘ１，０），Ｂ（ｘ２，０）

已知，可将解析式设为ｙ＝ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２），利用这个交点表达式，更好求解

析式．
２解 ｙ＝ｘ２－（ａ＋２）ｘ＋９

＝ ｘ－ａ＋２（ ）ａ
２
＋９－

（ａ＋２）２

４

所以这个抛物线的顶点坐标为 ａ＋２
２

，９－
（ａ＋２）２（ ）４ ．当顶点在ｙ轴上时，有

ａ＋２
２ ＝０，即 ａ＝－２．

当顶点在ｘ轴上时，有 ９－
（ａ＋２）２

４ ＝０，即ａ＝４或ａ＝－８．

因此，当这个抛物线的顶点在坐标轴上时，ａ有三个值分别为－２，４，－８．
应用发散

１（１）根据题意得 ｙ＝（８０＋ｘ）（３８４－４ｘ），

整理得 ｙ＝－４ｘ２＋６４ｘ＋３０７２０．
（２）∵ ｙ＝－４ｘ２＋６４ｘ＋３０７２０

＝－４（ｘ－８）２＋３０９７６，
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∴ 当ｘ＝８时，ｙ最大＝３０９７６．
即：增加８台机器，可以使每天的生产总量最大，最大生产总量是３０９７６件．

图２′４

２（１）如图２′４所示，因为桥拱高度 ＯＣ
＝８５ｍ，即抛物线过点 Ｃ（０，８５），所以ｂ＝
８５，又由已知得：ＡＢ＝３５０ｍ，即点Ａ、Ｂ 的坐

标分别为（－１７５，０），（１７５，０），

则有 ０＝１７５２·ａ＋８５，

解得 ａ≈－０００２８．
所求抛物线的表达式为 ｙ＝－０００２８ｘ２

＋８５．
（２）设ＤＥ 为水位上升４ｍ后的桥拱跨度，

即当ｙ＝４时，

有４＝－０００２８ｘ２＋８５，

∴ ｘ≈±１７０．
∴ Ｄ、Ｅ 两点的坐标分别为（－１７０，０），（１７０，０），

∴ ＥＤ≈１７０＋１７０＝３４０（ｍ）．
综合发散

１（１）①描出四点位置如图２４１所示．
②猜测它是一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ．
由两点（３，１８），（５，１４）代入上式求得 ｋ＝－２，ｂ＝２４．
当ｙ＝－２ｘ＋２４时，（９，６）（１１，２）两点代入同样满足．
∴ ｙ与ｘ之间的函数关系式为ｙ＝－２ｘ＋２４，由实际意义知

ｙ＝
－２ｘ＋２４（０≤ｘ＜１２），

０（ｘ≥１２）｛ ．

（○）

图象如图２４１所示．
（２）①因为销售利润＝售出价－进货价，则Ｐ＝ｘｙ－２ｙ
将（１）中（○）式代入则

Ｐ＝ｙ（ｘ－２）＝（２４－２ｘ）（ｘ－２）

＝－２ｘ２＋２８ｘ－４８＝－２（ｘ－７）２＋５０，

当ｘ＝７时，日销售利润获得最大值为５０元．
又当ｘ＞１２时，即销售单价大于１２元时，此时无人购买，所以此时利润

Ｐ＝０．
由实际意义知，当销售价ｘ＝０，即亏完本卖出，此时利润Ｐ＝－４８，即为最

小值．
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图２′５

②根据实际意义，有：０≤ｘ＜２时亏本卖出．当ｘ＝２或

ｘ＝１２时利润Ｐ＝０；

当ｘ＞１２时，即高价卖出无人购买 Ｐ＝０．故做出如

图２′５．由图象知：ｘ≥０，－４８≤Ｐ≤５０
２（１）依题意可设Ａ（ａ，０）Ｂ（ｂ，０）．
令ｙ＝０，则ａ，ｂ是ｘ２－ｋｘ＋ｋ＋４＝０的两根．
于是Δ＝（－ｋ）２－４（ｋ＋４）＝ｋ２－４ｋ－１６＝（ｋ－２）２－

２０＞０，且ａ＋ｂ＝ｋ．
∵ ａ，ｂ是不等的正整数，

∴ ｋ为正整数，且（ｋ－２）２－２０是一个整数的平方．
设（ｋ－２）２－２０＝ｍ２（ｍ 是整数）．
∴ （ｋ－２）２－ｍ２＝２０，

即 （ｋ－２＋ｍ）（ｋ－２－ｍ）＝２０．
注意到ｋ－２＋ｍ 与ｋ－２－ｍ 是同奇、同偶的两数且２０是偶数．

∴
ｋ－２＋ｍ＝１０，

ｋ－２－ｍ＝２｛ ；

ｋ－２＋ｍ＝－２，

ｋ－２－ｍ＝－１０｛ ；

ｋ－２＋ｍ＝２，

ｋ－２－ｍ＝１０｛ ；

ｋ－２＋ｍ＝－１０，

ｋ－２－ｍ＝－２｛ ．

解得
ｋ＝８，

ｍ＝４｛ ；

ｋ＝－４，

ｍ＝４｛ ；

ｋ＝８，

ｍ＝－４｛ ；

ｋ＝－４，

ｍ＝－４｛ ；

∴ ｋ＝８．
∴ 这个二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２－８ｘ＋１２．
可求得它的顶点坐标为（４，－４）．

（２）∵ ｙ＝ｘ２－８ｘ＋１２，

∴ 此二次函数的图象与ｙ 轴的 交 点Ｃ 的 坐 标 为（０，１２），与ｘ 轴 交 点

Ａ（２，０）Ｂ（６，０）．
又∵ Ｓ四边形ＰＢＣＤ＝Ｓ△ＣＯＢ－Ｓ△ＤＯＰ，

∴ Ｓ＝１
２×１２×６－１

２×６ｔ．

∴ Ｓ＝３６－３ｔ（２≤ｔ＜６）．
（３）∵ ＡＢ＝４，Ｓ＝３０，

∴ 可设所画三角形为△ＭＡＢ，ＡＢ 边上的高为ｈ．

∴ Ｓ△ＭＡＢ＝
１
２×４×ｈ＝３０．

∴ ｈ＝１５．
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图略．
解法指导 （１）中确定二次函数ｙ＝ｘ２－ｋｘ＋ｋ＋４的解析式即确定ｋ的值，

因为二次函数的图象与ｘ轴交于两点，则一元二次方程ｘ２－ｋｘ＋ｋ＋４＝０中的

Δ＞０，且为一个整数的平方，设（ｋ－２）２－２０＝ｍ２，利用奇偶分析或平方差公式求

出ｋ＝８，而后求出顶点坐标；（２）中，先利用解析式求出 Ａ，Ｂ，Ｃ 三点坐标，容易

知道Ｓ四边形ＰＢＣＤ＝Ｓ△ＣＯＢ－Ｓ△ＤＯＰ，则Ｓ＝３６－３ｔ（２≤ｔ＜６）；（３）中，利用Ｓ△ＭＡＢ

＝３０求出ＡＢ 边上的高后即可画出图形．
探究发散

解 （１）设ＤＧＤ′所在的抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｃ．
由题意得Ｇ（０，８），Ｄ（１５，５５）．

∴
８＝ｃ，

５５＝２２５ａ＋ｃ｛ ．

解得
ａ＝－１

９０
，

ｃ＝８
烅
烄

烆 ．

∴ ＤＧＤ′所在抛物线的解析式为ｙ＝－１
９０ｘ

２＋８．

∴ ＡＤ
ＡＣ＝１

４
，且ＡＤ＝５５，∴ ＡＣ＝５５×４＝２２．

∴ ＣＣ′＝２ＯＣ＝２×（ＯＡ＋ＡＣ）＝２×（１５＋２２）＝７４（ｍ）．
答：ＣＣ′的长为７４ｍ．

（２）∵ ＥＢ∶ＢＣ＝１
４

，ＢＥ＝４，∴ ＢＣ＝１６．

∴ ＡＢ＝ＡＣ－ＢＣ＝２２－１６＝６（ｍ）．
答：ＡＢ 和Ａ′Ｂ′的宽都是６ｍ．

（３）该大型货车可以从ＯＡ（或ＯＡ′）区域安全通过．

在ｙ＝－１
９０ｘ

２＋８中，

当ｘ＝４时，ｙ＝－１
９０×１６＋８＝７３７

４５．

∵ ７３７
４５－（７＋０４）＝１９

４５＞０，

∴ 该大型货车可以从ＯＡ（或ＯＡ′）区域安全通过．
知能转化平台

题型发散

１（１）用数形结合法．
令ｘ＝０，ｙ＝ｃ＝３，∴ Ｃ（０，３）．
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令ｙ＝０，ｘ２－４ｘ＋３＝０，

解得 ｘ＝１或３，∴ Ａ（１，０）、Ｂ（３，０）．

∴ Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２×２×３＝３．

故本题应选Ｃ．
（２）用直接推算法．

解方程组
ａ－ｂ＋ｃ＝０
９ａ＋３ｂ＋ｃ｛ ＝０

得 ｃ＝－４ａ，ｂ＝－２ａ．
∴ ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａｘ２－２ａｘ－４ａ＝０
令ｙ＝０，得（ 槡１＋ ５，０），（ 槡１－ ５，０）

当ａ＞０时，开口向上，顶点在第四象限；当ａ＜０时，开口向下，顶点在第一

象限．
故本题应选Ｃ．

（３）用直接法．
当ａ＞０时，Δ＜０，图象与ｘ轴无公共点；

当ａ＜０时，Δ＜０，图象与ｘ轴无公共点．
故本题应选Ｄ．

（４）用直接法．

若函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图象对称于ｙ轴，则ｘ＝－ｂ
２ａ＝０，∴ ｂ＝

０．
故本题应选Ｂ．

（５）用直接法．
图象过原点的条件是－ｋ＋１＝０，

∴ ｋ＝１．故本题应选Ｃ．
（６）用数形结合法．

将ｙ＝－１
２ｘ２的图象先向左平移１个单位，再向下平移３个单位．

故本题应选Ｄ．

２（１）减小，增大． （２）左，３，下，２． （３）１
２

（ｘ－３）２＋２２． （４）－４，７．

（５）ｙ＝－１
３ｘ２＋８

３ｘ－２２
３． （６）１． （７）６． （８）ｙ＝（ｘ－１）２＋４＝ｘ２－２ｘ＋５．

解法发散

１解法１ 根据题意，抛物线的顶点（ｍ，ｋ）在另一抛物线ｙ＝ｘ２上，即ｋ＝
ｍ２．
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∴ 抛物线方程为 ｙ＝－１
３

（ｘ－ｍ）２＋ｋ＝－１
３ｘ２＋２

３ｍｘ＋２
３ｍ２．

设抛物线ｙ＝－１
３ｘ２＋２

３ｍｘ＋２
３ｍ２与ｘ轴交于（ｘ１，０），（ｘ２，０）两点，由根

与系数关系，知ｘ１＋ｘ２＝２ｍ，ｘ１ｘ２＝－２ｍ２．

∴ ｜ｘ２－ｘ１｜＝ （ｘ２＋ｘ１）２－４ｘ１ｘ槡 ２ 槡＝２ ３｜ｍ｜．
根据题意，得 槡２ ３｜ｍ｜ 槡＝４ ３，∴ ｜ｍ｜＝２，即 ｍ＝±２，

∴ ｋ＝ｍ２＝４．

∴ 两抛物线顶点间的距离为 ｄ＝ （２－０）２＋（４－０）槡 ２ 槡＝２ ５．
解法２ 令ｔ＝ｘ－ｍ，

则原抛物线为ｙ＝－１
３

（ｘ－ｍ）２＋ｋ＝－１
３ｔ２＋ｋ．

根据题意，抛物线截ｘ轴的线段长为 槡４ ３，

则令ｙ＝０，得 ｔ２＝３ｋ，ｔ＝± ３槡ｋ．（∵ｋ≥０）

∴ ３槡ｋ＝１
２ 槡×４ ３，∴ ｋ＝４．

而 ｋ＝ｍ２＝４，得 ｍ＝±２．

∴ 两抛物线顶点间的距离为ｄ＝ （２－０）２＋（４－０）槡 ２ 槡＝２ ５．

２．（１）解法１ ｙ＝２ｘ２－ｘ＋１
４－（ ）１

４ ＋１．

＝２ｘ－（ ）１
２

２
＋１

２
，

∴ 当ｘ＝１
２

时，ｙ有最小值１
２．

解法２ ∵ ａ＝２＞０，∴ 当ｘ＝－ｂ
２ａ＝－ －２

２×２＝１
２

时，ｙ 有最小值，

ｙ最小＝４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝４×２－（－２）２

４×２ ＝１
２．

解法３ ∵ ａ＝２＞０，∴ 当ｘ＝－ｂ
２ａ＝１

２
时，ｙ 有最小值，ｙ最小＝２×

（ ）１
２

２
－２（ ）１

２ ＋１＝１
２．

解法４ ∵ ｙ＝２ｘ２－２ｘ＋１，∴ ２ｘ２－２ｘ＋１－ｙ＝０；

∵ ｘ是实数，即方程有实根，

∴ ｂ２－４ａｃ≥０，即有（－２）２－４×２×（１－ｙ）≥０．

解得 ｙ≥１
２

，故ｙ有最小值１
２．

（２）解法１ 设ｙ′＝２ｘ２－４ｘ＋３，

参 考 答 案２７１



∵ ａ＝２＞０，

∴ 当ｘ＝－ｂ
２ａ＝－ －４

２×２＝１时，

ｙ′有最小值，ｙ′最小＝４ａｃ－ｂ２

４ａ ＝４×２×３－（－４）２

４×２ ＝１．

∵ 分子是定值，∴ 分母有最小值时，分式有最大值，

∴ ｙ最大＝５
１＝５．

解法２ 原函数式变形为２ｙｘ２－４ｙｘ＋３ｙ－５＝０．
∵ ｘ为实数，∴ Δ＝ｂ２－４ａｃ≥０．
即 （－４ｙ）２－４×２ｙ×（３ｙ－５）≥０，－８ｙ＋４０≥０，∴ ｙ≤５．
∴ ｙ有最大值５．

转化发散

１．解 （１）∵ 方程ｋｘ２＋２（ｋ－３）ｘ＋（ｋ－３）＝０有两个不相等的实根．
∴ 该方程为关于ｘ的二次方程．

∴
Δ＝４（ｋ－３）２－４ｋ（ｋ－３）＞０，

ｋ≠０｛ ．
解得 ｋ＜３且ｋ≠０．
又∵ ｙ＝（ｋ－２）ｘ＋ｍ 为一次函数，∴ ｋ≠２．
又∵ ｋ为非负整数，∴ ｋ＝１．

（２）∵ α，β是方程ｘ２－４ｘ－２＝０的两个根，

∴ α＋β＝４，αβ＝－２．

∵ 一次函数ｙ＝－ｘ＋ｍ 与反比例函数ｙ＝ｎ
ｘ

都经过（α，β），

∴ α，β满足函数解析式，

∴
β＝－α＋ｍ，

β＝ｎ
α

烅
烄

烆 ．
∴

ｍ＝α＋β，

ｎ＝αβ
｛ ．

即 ｍ＝α＋β＝４，ｎ＝αβ＝－２．

∴ 所求一次函数为ｙ＝－ｘ＋４，反比例函数为ｙ＝－２
ｘ．

２．解 （１）Δ＝［－（ａ－１）］２－４（－ａ＋１）＝ａ２＋２ａ－３．
＝（ａ＋３）（ａ－１）＞０，

故当ａ＞１或ａ＜－３时，抛物线与ｘ轴有两个不同的交点．
（２）设Ｂ 点坐标（ｘ１，０），Ｃ 点坐标（ｘ２，０）（当Δ＝ａ２＋２ａ－３＞０时）．则ｘ１＋

ｘ２＝ａ－１，ｘ１ｘ２＝－ａ＋１．

ＢＣ＝｜ｘ１－ｘ２｜＝ （ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ槡 ２＝ ａ２＋２ａ槡 －３．
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顶点Ａ 的纵坐标是４（－ａ＋１）－（ａ－１）２

４ ＝－ａ２＋２ａ－３
４

，

它的绝对值是ａ２＋２ａ－３
４ ．

由等边三角形边长与高的关系得

ａ２＋２ａ－３
４ ＝槡３

２
· ａ２＋２ａ槡 －３，

∴ ａ２＋２ａ 槡－３＝２ ３· ａ２＋２ａ槡 －３，

（ａ２＋２ａ－３）２－１２（ａ２＋２ａ－３）＝０，

（ａ２＋２ａ－３）（ａ２＋２ａ－１５）＝０．
∴ ａ２＋２ａ－３＝０（舍去），或ａ２＋２ａ－１５＝０，

由ａ２＋２ａ－１５＝０，解得 ａ１＝－５，ａ２＝３
∴ 当ａ＝－５或ａ＝３时，△ＡＢＣ 是等边三角形．
３．（１）证明 Δ＝（－４ｍ）２－４×２ｍ２＝１６ｍ２－８ｍ２＝８ｍ２．
∵ ｍ≠０，∴ ８ｍ２＞０，即Δ＞０．
∴ 当 ｍ 是非零实数时，这个函数的图象与ｘ轴总有两个不同的交点．

（２）∵Ａ、Ｂ 为图象与ｘ轴的交点，∴ 可设Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０）（ｘ２＞ｘ１），且

ｘ１，ｘ２是方程２ｘ２－４ｍｘ＋ｍ２＝０的两个根，

∴ ｘ１＋ｘ２＝２ｍ，ｘ１·ｘ２＝
ｍ２

２
，

∴ ＡＢ＝｜ｘ２－ｘ１｜＝ （ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ槡 ２．

＝ ４ｍ２－２ｍ槡 ２

槡＝ ２｜ｍ｜．
又∵ Ｃ 点为二次函数图象的顶点，

∴ Ｃ 点纵坐标ｙ＝８ｍ２－１６ｍ２

４×２ ＝－ｍ２，

∴ △ＡＢＣ 中ＡＢ 边上的高ｈ＝｜－ｍ２｜＝ｍ２，

∴ Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２ＡＢ·ｈ＝１

２槡２｜ｍ｜·ｍ２ 槡＝４ ２，

∴ ｜ｍ｜＝２，ｍ＝±２．
４．分析 抛物线ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ａ－２与ｘ轴交点的横坐标就是方程ｘ２＋ａｘ＋

ａ－２＝０的解．
（１）证明 Δ＝ａ２－４（ａ－２）＝ａ２－４ａ＋８．

＝（ａ－２）２＋４＞０，

∴ 方程ｘ２＋ａｘ＋ａ－２＝０有两个不同的实数根．
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∴ 抛物线与ｘ轴有两个不同的交点．
（２）设ｘ１，ｘ２是抛物线与ｘ 轴两交点Ａ、Ｂ 的横坐标，则ｘ１，ｘ２ 是方程ｘ２＋

ａｘ＋ａ－２＝０的两根．
∴ ｘ１＋ｘ２＝－ａ，ｘ１·ｘ２＝ａ－２．

∴ ｜ＡＢ｜＝｜ｘ１－ｘ２｜＝ （ｘ１－ｘ２）槡 ２

＝ （ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ槡 ２

＝ （－ａ）２－４（ａ－２槡 ）

＝ ａ２－４ａ槡 ＋８

（３）∵ ｜ＡＢ｜＝ （ａ－２）２槡 ＋４
∴ 当ａ＝２时，｜ＡＢ｜ｍｉｎ＝２．

变更命题发散

１．过Ａ 作ＡＭ⊥ＢＣ 于Ｍ 交ＥＨ 于Ｔ，设ＥＦ＝ｘｃｍ，使ＥＨ 用ｘ 表示，这样

可以得到矩形ＥＦＧＨ 面积的函数解析式，随之求得最值，设ＥＦ＝ｘｃｍ（０＜ｘ＜
１６），则ＡＴ＝１６－ｘ．

∵ ＥＨ∥ＢＣ，∴ ＡＴ
ＡＭ＝ＥＨ

ＢＣ
１６－ｘ
１６ ＝ＥＨ

２０
，∴ ＥＨ＝５

４
（１６－ｘ）．

∴ ＥＦＧＨ 的面积ｙ＝５
４

（１６－ｘ）ｘ＝－５
４ｘ２＋２０ｘ

＝－５
４

（ｘ－８）２＋８０．

∵ 二次项系数－５
４＜０，∴ 当ｘ＝８时，ｙ最大值＝８０，

即 ＥＦ＝８（ｃｍ），ＥＨ＝１０（ｃｍ）．
答：内 接 矩 形 的 长 和 宽 分 别 为１０ｃｍ 和８ｃｍ 时，所 得 的 面 积 最 大 值 为

８０ｃｍ２．
２．分析 Ｓ＝ＨＥ·ＥＦ，其中ＨＥ＝ｘ，因此解此问题的关键是求出ＥＦ 与ｘ 的

关系，为此可考虑通过△ＢＨＧ∽△ＢＡＣ 求出ＥＦ（用ｘ表示）．
解 过Ｂ作ＢＤ⊥ＡＣ于Ｄ 交ＨＧ 于 Ｍ．依题意，ＡＣ＝ｂ，ＢＤ＝ｈ，ＢＭ＝ｈ－ｘ．

∵ △ＡＢＣ∽△ＨＢＧ，∴ ＨＧ
ＡＣ＝ＢＭ

ＢＤ
，

即 ＨＧ
ｂ ＝ｈ－ｘ

ｈ
，∴ ＨＧ＝ｂ

ｈ
（ｈ－ｘ），

∴ Ｓ＝ｂ
ｈ

（ｈ－ｘ）ｘ．
由题中的几何条件，应有ｘ＞０，Ｓ＞０，

由Ｓ＞０，即 ｂ
ｈ

（ｈ－ｘ）ｘ＞０，得 ｘ＜ｈ．
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∴ 矩形ＥＦＧＨ 的面积Ｓ＝ｂ
ｈ

（ｈ－ｘ）ｘ，其中ｘ的取值范围是０＜ｘ＜ｈ．

对称发散

１．由于抛物线关于ｙ轴对称，因此应满足ａ１＝ａ２，ｂ１＝－ｂ２，ｃ１＝ｃ２，这样从

ａ１＝２，ｂ１＝１，ｃ１＝－５，就可以求出ａ２，ｂ２，ｃ２．
设所求的抛物线的解析式是ｙ＝ａ２ｘ２＋ｂ２ｘ＋ｃ２．

∵ ｙ＝２ｘ２＋ｘ－５与ｙ＝ａ２ｘ２＋ｂ２ｘ＋ｃ２两抛物线关于ｙ轴对称，且ａ１＝
２，ｂ１＝１，ｃ１＝－５．

∴ ａ２＝ａ１＝２，ｂ２＝－ｂ１＝－１，ｃ２＝ｃ１＝－５．
因此，所求的解析式是ｙ＝２ｘ２－ｘ－５．
２．由于抛物线关于ｘ轴对称，因此应满足ａ１＝－ａ２，ｂ１＝－ｂ２，ｃ１＝－ｃ２

∵ 抛物线ｙ＝４ｘ２－２ａｘ＋３ａ－５和ｙ＝－４ｘ２＋（ｂ＋１）ｘ－ｂ关于ｘ 轴

对称，

则有
２ａ＝ｂ＋１，

３ａ－５＝ｂ｛ ．
解得 ａ＝４，ｂ＝７，故抛物线解析式为

ｙ＝４ｘ２－８ｘ＋７和ｙ＝－４ｘ２＋８ｘ－７．
综合发散

１．据题设可得

－－（ａ－１）

２·３ ＝－２ｂ－１
２·２

，即 ２ａ＋６ｂ＝５， ①

４·３（ａ＋１）－［－（ａ－１）］２

４·３ ＝４·２·（－２ｂ）－（２ｂ－１）２

４·２
，

整理得 １２ｂ２＋３６ｂ－２ａ２＋２８ａ＋２５＝０， ②

由①得 ａ＝５－６ｂ
２

， ③

将③代入②，并化简得 ４ｂ２＋１２ｂ－５５＝０，

解得 ｂ１＝
５
２

，ｂ２＝－１１
２．

代入③得 ａ１＝－５，ａ２＝１９．

∴
ａ＝－５，

ｂ＝５
２

烅
烄

烆 ；
或

ａ＝１９，

ｂ＝－１１烅
烄

烆 ２
即为所求．

２．由于Δ＝４（ｍ＋３）２－４（２ｍ＋４）＝４［（ｍ＋２）２＋１］＞０，

因此，ｍ 不论取何值，方程总有两个不等的实数根．
∵ α、β是方程的两个根，∴ α＋β＝－２（ｍ＋３），α·β＝２ｍ＋４，

即 （α－１）２＋（β－１）２＝α２－２α＋１＋β２－２β＋１
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＝α２＋β２－２（α＋β）＋２
＝（α＋β）２－２·α·β－２（α＋β）＋２
＝［－２（ｍ＋３）］２－２（２ｍ＋４）－２［－２（ｍ＋３）］＋２
＝４ｍ２＋２４ｍ＋４２．

∵ ａ＝４＞０，∴ 当 ｍ＝－ｂ
２ａ＝－２４

８＝－３时，

（α－１）２＋（β－１）２的最小值为４×４×４２－２４２

４×４ ＝６．

探究发散

１．解 （１）Δ＝（２ｋ－１）２－４（ｋ２－１）＝－４ｋ＋５≥０，∴ ｋ≤５
４．

又∵ ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２＝［－（２ｋ－１）］２－２（ｋ２－１）

＝２ｋ２－４ｋ＋３＝９，

∴ ｋ２－２ｋ－３＝０，解得 ｋ１＝－１，ｋ２＝３．

∵ ｋ≤５
４

，∴ ｋ＝－１．

（２）由（１），则二次函数的解析式为ｙ＝ｘ２－３ｘ＝ ｘ－（ ）３
２

２
－９

４．

令ｙ＝０，得 ｘ２－３ｘ＝０，∴ ｘ１＝０，ｘ２＝３，∴ Ａ（０，０），Ｂ（３，０）．
假设点 Ｍ 存在，并设其坐标为（ｘＭ，ｙＭ），如图２′６所示．由题意，△ＡＭＢ 是

图２′６

锐角三角形，故３
２＜ｘＭ＜３．∴ ｙＭ＜０．

∴ Ｓ△ＡＭＢ＝
１
２

·｜ＡＢ｜·｜ｙＭ｜

＝１
２

·３·｜ｙＭ｜＝３．

∴ ｜ｙＭ｜＝２，∴ ｙＭ＝±２，舍去正值．
∴ ｙＭ＝－２．
当ｙＭ＝－２时，ｘ２

Ｍ－３ｘＭ＝－２
∴ ｘＭ＝１或ｘＭ＝２．

∵ １＜３
２

，∴ ｘＭ＝１应舍去，而３
２＜２＜３．

∴ ｘＭ＝２满足条件．
∴ 这样的点存在，其坐标为（２，－２）．

（３）∵ Ｍ（２，－２），∴ ∠ＭＡｘ＝４５°，∴ ∠ｘＡＰ＝４５°，

∴ ＡＰ 所在直线的方程为ｙ＝ｘ．
∵ Ｐ 在ｙ＝ｘ和ｙ＝ｘ２－３ｘ上．
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∴
ｙ＝ｘ，

ｙ＝ｘ２－３ｘ
｛

．

①

②
把①代入②，得ｘ２－４ｘ＝０．∴ ｘ１＝０（舍去），ｘ２＝４，此时ｙ＝４．
∴ Ｐ（４，４）．过Ｐ作ＰＮ⊥ｘ轴于Ｎ，在Ｒｔ△ＰＮＡ 中，由勾股定理，有｜ＡＰ｜＝

槡４２．过 Ｍ 作 ＭＱ⊥ｙ 轴 于Ｑ，在 Ｒｔ△ＭＱＡ 中，由 勾 股 定 理，有｜ＡＭ｜＝

槡２ ２．

∴ Ｓ△ＡＭＰ＝
１
２

· 槡２ ２· 槡４ ２＝８．

２．解 （１）∵ 抛物线ｙ＝２ｘ２－４ｘ＋ｍ 与ｘ轴交于不同的两个点，

∴ 关于ｘ的方程２ｘ２－４ｘ＋ｍ＝０有两个不相等的实数根．
∴ Δ＝（－４）２－４·２ｍ＞０，

又∵ 顶点Ｃ 在第四象限．
∴ ｍ－２＜０，∴ ｍ＜２．

（２）由ｙ＝２ｘ２－４ｘ＋ｍ＝２（ｘ－１）２＋ｍ－２，得顶点Ｃ 的坐标是（１，ｍ－２）．

由２ｘ２－４ｘ＋ｍ＝０，解得ｘ１＝１＋
１
２ ４－２槡 ｍ或ｘ２＝１－

１
２ ４－２槡 ｍ．

∴ ＡＢ＝（１＋１
２ ４－２槡 ｍ）－（１－１

２ ４－２槡 ｍ）＝ ４－２槡 ｍ．

（３）可能．
证明 由ｙ 槡＝ ２ｘ＋１分别交ｘ轴、ｙ轴于点Ｅ、Ｆ，

得Ｅ（－槡２
２

，０），Ｆ（０，１）．

∴ ＯＥ＝槡２
２

，ＯＦ＝１．

而 ＢＤ＝１
２ ４－２槡 ｍ，ＤＣ＝２－ｍ．

当ＯＥ＝ＢＤ 时，得槡２
２＝１

２ ４－２槡 ｍ，解得 ｍ＝１．

此时ＯＦ＝ＤＣ＝１．
又∵ ∠ＥＯＦ＝∠ＢＤＣ＝９０°，∴ △ＢＤＣ≌△ＥＯＦ．
∴ △ＢＤＣ 与△ＥＯＦ 有可能全等．

期中测试题
一、１．用直接法．

∵ ｓｉｎα＋ｃｏｓα＝ａ
ｃ＋ｂ

ｃ＝ａ＋ｂ
ｃ

，ａ＋ｂ＞ｃ，

∴ ｓｉｎα＋ｃｏｓα＞１．
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故本题应选Ｃ．
２．用直接法．
∵ ∠Ｃ＝９０°，∠Ａ＋∠Ｂ＝９０°，∴ ｓｉｎＡ＝ｃｏｓＢ，

ｓｉｎＡ＋ｃｏｓＢ 槡＝ ３，即２ｓｉｎＡ 槡＝ ３，∠Ａ＝６０°．
故本题应选Ｂ．
３．用直接推算法．

∵ ０＜ａ＜１，１
ａ＞１，∴ ａ＜１

ａ．

不等式（ｘ－ａ）（ｘ－１
ａ

）＜０与下面不等式组
ｘ－ａ＞０

ｘ－１
ａ＜

烅
烄

烆 ０
同解，得ａ＜ｘ＜１

ａ．

故本题应选Ａ．
４．用直接法．
∵ ａ＜０，开口向下，Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４－４ａｃ＜０，

∴ ａｃ＞１．
故本题应选Ｄ．
５．用直接推算法．
∵ ａ＋ｂ＝０，ｂ＝－ａ．
∴ ｙ＝ｘ２＋ａｘ－ａ．
将选项Ｃ中，点（１，１）的坐标代入上式，得１＝１＋１×ａ－ａ．等式成立．
故本题应选Ｃ．
６．用数形结合法．

由图知开口向上，∴ ａ＞０，ｃ＝０，ｘ＝－ｂ
２ａ＝１，ｂ＜０．

①ａｂｃ＝０， ②ａ＝－ｂ
２ａ

， ③ａ＋ｃ＞ｂ，④ ａ＋ｂ＋ｃ＜０．其中正确的个数

有２个．
故本题应选Ｃ．
７．用直接推算法．

∵ ＡＣ＝４
３×ｃ

２＝２
３ｃ． ＢＣ＝槡５

３ｃ．

∵ 槡５
３ｃ＞２

３ｃ，∴ ＢＣ＞ＡＣ．

∴ ｓｉｎＡ＝ＢＣ
ｃ ＝

槡５
３ｃ
ｃ ＝槡５

３．
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故本题应选Ａ．
８．用直接法．

令ｙ＝０，－１
１２ｘ

２＋２
３ｘ＋５

３＝０，

即 ｘ２－８ｘ－２０＝０，解得 ｘ＝１０，ｘ＝－２（舍去）．
故本题应选Ｃ．
９．用直接法．

欲使（ｓｉｎＡ－１）２＋ ｃｏｓＢ－槡３
２

＝０，

必须ｓｉｎＡ－１＝０，ｓｉｎＡ＝１，∠Ａ＝９０°，ｃｏｓＢ＝槡３
２

，∠Ｂ＝３０°，∴ ∠Ｃ＝６０°．

故本题应选Ｂ．
１０．用直接法．
ＡＢ＝ａｃｏｓα，

ＡＤ＝ＡＢｓｉｎα＝ａｓｉｎαｃｏｓα．
故本题应选Ｃ．
１１．用直接推算法．
∵Δ＝１６ａ２－４（４ａ２－１）＝４＞０．

∴ ｘ１－ｘ２＝
４ａ＋２

２ －４ａ－２
２ ＝４

２＝２．

故本题应选Ｂ．
１２．用验证法．
不论ｋ取任何实数，抛物线ｙ＝ａ（ｘ＋ｋ）２＋ｋ（ａ≠０）的顶点为（－ｋ，ｋ）．
经验证，顶点（－ｋ，ｋ）的坐标满足直线ｙ＝－ｘ方程．
故本题应选Ａ．
二、１３．２． １４．３０°． １５．（－１，－２）．
１６．９或２５． １７．３０°． １８． 槡２＋２ ３．
三、１９．整理得 ２ｓｉｎ２α－７ｓｉｎα＋３＝０，

解得 ｓｉｎα＝３或ｓｉｎα＝１
２

，

∵ ｓｉｎα＜１，∴ ｓｉｎα＝１
２

，∴ α＝３０°．

２０．原式＝ ｓｉｎ２２７°＋ｃｏｓ２槡 ２７°－２ｓｉｎ２７°ｃｏｓ２７°

＝ （ｓｉｎ２７°－ｃｏｓ２７°）槡 ２

＝｜ｓｉｎ２７°－ｃｏｓ２７°｜＝｜ｓｉｎ２７°－ｓｉｎ６３°｜
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＝ｓｉｎ６３°－ｓｉｎ２７°．
四、２１．∵ ｓｉｎＡ＝１，∴ Ａ＝９０°，

∴ △ＡＢＣ 为直角三角形，则Ｂ＋Ｃ＝９０°，

ｓｉｎＢ＝ｓｉｎ（９０°－Ｃ）＝ｃｏｓＣ，又因ｓｉｎＢ，ｃｏｓＣ 是方程４ｘ２＋ｋｘ＋１＝０的两根，

∴ Δ＝ｋ２－４×４×１＝０，

∴ ｋ＝±４．根据根与系数的关系有ｓｉｎＢ＋ｃｏｓＣ＝－ｋ
４

，而ｓｉｎＢ＝ｃｏｓＣ，

∴ ２ｓｉｎＢ＝－ｋ
４

，ｓｉｎＢ＝－ｋ
８．

∵ Ｂ 为锐角，∴ ｋ＜０，∴ ｋ＝－４，当ｋ＝－４时，ｓｉｎＢ＝１
２

，

∴ Ｂ＝３０°，Ｃ＝６０°．

２２．ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴有交点，且都在ｘ轴负半轴上，即ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０

有两个负根，于是 ｍ≠２
３

时，有

１６ｍ２－８（３ｍ－２）（ｍ２＋１）≥０，

－ ４ｍ
２（３ｍ－２）＜０，

ｍ２＋１
２（３ｍ－２）＞０

烅

烄

烆 ，

∴ ２
３＜ｍ≤１．

２３．分析 本题是已知抛物线与ｘ轴的两个交点的关系，求相应解析式的系

数，也就是根据两个交点的横坐标的关系求系数中字母的值，从而进一步反映二

次函数与一元二次方程的关系．
解 （１）设点Ａ（ｘ１，０）、Ｂ（ｘ２，０）．

∵ Ａ、Ｂ 两点关于ｙ轴对称，

∴ ｘ１＋ｘ２＝０，且ｘ１ｘ２≤０．

∴ ２（６－ ｍ槡 ２）＝０，且－２（ｍ－３）≤０．
解得 ｍ＝６．

（２）由（１）ｍ＝６知抛物线解析式为ｙ＝１
２ｘ２＋３，其顶点坐标为（０，３）．

（３）方程－１
２ｘ２＋（６－ ｍ槡 ２）ｘ＋ｍ－３＝０的两根互为相反数．

２４．过Ｄ 作ＤＦ⊥ＡＣ，垂足为Ｆ，∵ ＡＤ＝１０００，∠ＤＡＣ＝３０°，∴ ＤＦ＝
１０００ｓｉｎ３０°＝５００，又∠ＢＡＤ＝∠ＢＡＣ－∠ＤＡＣ＝１５°，而∠ＢＤＥ＝６０°，∠ＤＢＣ＝
３０°，∠ＡＢＣ＝４５°，∴ ∠ＡＢＤ＝１５°，于是ＢＤ＝ＡＤ＝１０００，ＢＥ＝１０００ｓｉｎ６０°＝

槡５００ ３，∴ 山高为（ 槡５００＋５００ ３）ｍ．

九年级数学（下）２８０



２５．证明 由已知得出ｙ１＝ａｘ２
１ ①

ｙ１＝ｋｘ１＋ｂ ②

ｙ２＝ａｘ２
２ ③

ｙ２＝ｋｘ２＋ｂ ④

ｋｘ３＋ｂ＝０ ⑤

①－②得 ａ１ｘ２
１－ｋｘ１－ｂ＝０，

③－④得 ａｘ２
２－ｋｘ２－ｂ＝０．

∴ ｘ１，ｘ２为方程ａｘ２－ｋｘ－ｂ＝０的两根，

∴ ｘ１＋ｘ２＝
ｋ
ａ

，ｘ１·ｘ２＝－ｂ
ａ

，

∴ １
ｘ１

＋１
ｘ２

＝
ｘ１＋ｘ２

ｘ１·ｘ２
＝－ｋ

ｂ
，

又由⑤得 １
ｘ３

＝－ｋ
ｂ

，

∴ １
ｘ１

＋１
ｘ２

＝１
ｘ３

．

２６．（１）两条抛物线的开口方向相反，∴ 它们的二次项系数为异号：ａ（ａ－
１）＜０，又∵ ０＜ａ＜１，∴ ａ－１＜０，因此Ｃ２的开口向下，因而过Ａ、Ｂ、Ｃ 三点

的抛物线为Ｃ２．
（２）∵ Ｂ、Ｃ 为两抛物线的交点，故它们的坐标满足表达式

ｙ＝ａｘ２＋２ｂｘ＋ｃ，

ｙ＝（ａ－１）ｘ２＋２（ｂ＋２）ｘ＋ｃ－３
｛

．
消去ｙ，得 ｘ１＝１，ｘ２＝３，

由图知Ｃ 点的横坐标较小，∴ 点Ｂ 的横坐标为３，点Ｃ 的横坐标为１．

（３）∵ ＯＣ＝ＯＤ，故Ｃ１以ｙ轴为对称轴，∴ －２ｂ
２ａ＝０，∴ ｂ＝０，

又∵ ＡＢ＝ＢＣ，点Ｂ 的横坐标为３，

∴ Ｃ２以ｘ＝３为对称轴，由此得－２（ｂ＋２）

２（ａ－１）＝３，ｂ＝０代入，得ａ＝１
３

，

∴ Ｃ１：ｙ＝１
３ｘ２＋ｃ，

又∵ Ｃ１过Ｃ（１，０），

∴ ｃ＝－１
３

，∴ ａ＝１
３

，ｂ＝０，ｃ＝－１
３．
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第三单元 圆

１车轮为什么做成圆形

圆的对称性

圆周角和圆心角的关系

题型发散

１．用直接法．

可求得
︵
ＡＢ＝８０°，

︵
ＢＣ＝１２０°，

︵
ＣＡ＝１６０°，则∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ 分别为６０°，８０°，

４０°，故应选Ａ．
２．解法１ 用排除法．
因为Ａ、Ｂ、Ｃ均不满足对角之和的份数相等，所以Ａ、Ｂ、Ｃ均应排除．
故应选择Ｄ．
解法２ 用直接法．

分别计算
︵
ＡＢ，

︵
ＢＣ，

︵
ＣＤ，

︵
ＤＡ的度数为３６°，７２°，１０８°，１４４°，从而得∠Ａ，∠Ｂ，

∠Ｃ，∠Ｄ 的度数为９０°，１２６°，９０°，５４°，即∠Ａ∶∠Ｂ∶∠Ｃ∶∠Ｄ＝５∶７∶５∶３，应选Ｄ．
３．当做出弦心距和连得半径构成直角三角形后，由勾股定理可知，ＡＢ 的弦心

距为４ｃｍ，ＣＤ 的弦心距为３ｃｍ．所以ＡＢ和ＣＤ 两条平行弦的距离应为（４＋３）ｃｍ
和（４－３）ｃｍ的两种情况．

４．据题意可知
︵
ＣＤ＝６０°，

︵
ＤＡ＝８０°，根据圆周角的度数等于它所对弧度数的

一半，可求得∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ，∠Ｄ 的度数分别是５０°，７０°，１３０°，１１０°．
生活发散

１∵ ＡＢ＝４０，ＣＤ＝８，∴ ＡＤ＝１
２ＡＢ＝２０，ＯＤ＝ＯＣ－ＤＣ＝Ｒ－８．

在Ｒｔ△ＯＡＤ 中，由勾股定理，得 ＯＡ２＝ＡＤ２＋ＯＤ２．
∴ Ｒ２＝２０２＋（Ｒ－８）２，

∴ Ｒ＝２９（ｍ）．
答： 拱桥半径Ｒ＝２９ｍ．
２．分析 要使渔船尽快驶离危险区，根据点与圆的位置关系，即要渔船尽快

离开以点Ａ 为圆心，半径为３ｋｍ的圆外，显然沿射线ＡＢ 方向驶离该区域路径

最短，利用三角形三边关系给予证明．
解 该船应沿射线ＡＢ 方向驶离危险区域，理由如下：．
如图３２４所示，设射线ＡＢ 与⊙Ａ 相交于点Ｃ，在⊙Ａ 上任取一点Ｄ（不包

括Ｃ 关于Ａ 的对称点）．连ＡＤ，ＢＤ，在△ＡＢＤ 中，

∵ ＡＢ＋ＢＤ＞ＡＤ，ＡＤ＝ＡＣ＝ＡＢ＋ＢＣ，
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∴ ＡＢ＋ＢＤ＞ＡＢ＋ＢＣ．
∴ ＢＤ＞ＢＣ．
解法指导 实际应用问题，应抽象出一般的几何图形，依据圆上所有点的共

同特征，结合三角形三边的关系来解决实际问题．
纵横发散

１．（１）连结ＦＣ，则ＢＦ⊥ＦＣ，在△ＢＤＥ 和△ＢＣＦ 中，

∵ ∠ＢＦＣ＝∠ＥＤＢ＝９０°， ∠ＦＢＣ＝∠ＥＢＤ，

∴ △ＢＤＥ∽△ＢＦＣ．

∴ ＢＥ
ＢＣ＝ＢＤ

ＢＦ．
即 ＢＥ·ＢＦ＝ＢＤ·ＢＣ．

（２）ＡＥ＞ＢＤ．
证明：连结ＡＣ，ＡＢ，则∠ＢＡＣ＝９０°．

∵
︵
ＡＦ＝

︵
ＡＢ，∴ ∠１＝∠２．

又∵ ∠２＋∠ＡＢＣ＝９０°，∠３＋∠ＡＢＤ＝９０°．
∴ ∠２＝∠３．
∴ ∠１＝∠３．
∴ ＡＥ＝ＢＥ．
在Ｒｔ△ＥＢＤ 中，ＢＥ＞ＢＤ，

∴ ＡＥ＞ＢＤ．

２．分析 本题要判断两条弧
︵
ＰＡ与

︵
ＰＢ是否相等，解题关键是连结 ＯＰ，判断

ＯＰ 是否与ＡＢ 垂直，若ＯＰ⊥ＡＢ，则
︵
ＰＡ＝

︵
ＰＢ，否则两弧就不相等．

解 如图３２６所示，连结ＯＰ，则ＯＰ＝ＯＣ，∠ＯＰＣ＝∠ＯＣＰ．
∵ ＣＰ 是∠ＤＣＯ 的平分线，

∴ ∠ＤＣＰ＝∠ＯＣＰ．∴ ∠ＯＰＣ＝∠ＤＣＰ．
∴ ＯＰ∥ＣＤ．又∵ ＣＤ⊥ＡＢ，

∴ ＯＰ⊥ＡＢ．∴
︵
ＰＡ＝

︵
ＰＢ．

转化发散

１．分析 ∠ＢＰＤ 应转化到特殊三角形中，易想到连结ＢＤ，利用ＡＢ 为直径，

使得∠ＡＤＢ＝９０°，要与ＡＢ，ＣＤ 有关系，可利用△ＣＤＰ∽△ＡＢＰ 作转化．
解 ∵ ∠ＣＤＡ＝∠ＡＢＣ，∠ＣＰＤ＝∠ＡＰＢ，

∴ △ＣＤＰ∽△ＡＢＰ．

∴ ＣＤ
ＡＢ＝ＰＤ

ＢＰ＝３
４

，∴ ｃｏｓ∠ＤＰＢ＝３
４．
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∴ ｔａｎ∠ＢＰＤ＝槡７
３．

解法指导 在圆中极易利用等弧或同弧所对圆周角相等，得到两三角形相

似，从而得到线段之间的比例关系．由直径所对圆周角为９０°，极易形成直角三角

形，从而求出三角函数的值．
２．分析 本题通过作△ＡＢＥ 的外接圆，把较难证明的三角形问题转化为圆

的问题．
证明 如图３２８所示，作△ＡＢＥ 的外接圆，交ＢＣ 于Ｄ，连结ＤＥ．
∵ ∠ＡＢＥ＝∠ＤＢＥ，

∴ ＡＥ＝ＥＤ．
∵ ∠Ａ＝１００°．
∴ ∠ＢＤＥ＝１８０°－１００°＝８０°．
从而∠ＢＥＤ＝１８０°－８０°－２０°＝８０°，

∴ ＢＥ＝ＢＤ．
∵ ∠ＤＥＣ＝∠ＢＤＥ－∠Ｃ＝８０°－４０°＝４０°．
∴ ＤＥ＝ＤＣ．于是ＡＥ＝ＤＣ．
∴ ＡＥ＋ＢＥ＝ＢＣ．

构造发散

图３′１

证明 连结ＡＤ、ＡＥ，如图３′１所示．

∵ Ｄ 是
︵
ＡＢ的中点，∴

︵
ＡＤ＝

︵
ＢＤ．

∴ ∠ＢＡＤ＝∠ＡＥＤ．
同理可证 ∠ＡＤＥ＝∠ＣＡＥ．
∴ △ＡＤＦ∽△ＥＡＧ．

∴ ＡＦ
ＥＧ＝ＤＦ

ＡＧ
，∴ ＡＦ·ＡＧ＝ＤＦ·ＥＧ．

探究发散

解 如图３′２所示，作ＡＢ⊥ＭＮ，Ｂ 为垂足．
在Ｒｔ△ＡＢＰ 中，∵ ∠ＡＢＰ＝９０°，∠ＡＰＢ＝３０°，ＡＰ＝１６０，

图３′２

∴ ＡＢ＝１
２ＡＰ＝８０．

∵ 点Ａ 到直线ＭＮ 的距离小于１００ｍ，

∴ 这所中学会受到噪声的影响．
解法１ 如图３′２所示，如果以点Ａ 为圆心，１００ｍ为半径

画圆，那么圆Ａ 和直线ＭＮ 有两个交点，设交点分别为Ｃ，Ｄ，

连结ＡＣ，ＡＤ，那么ＡＣ＝ＡＤ＝１００（ｍ）．
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根据勾股定理和垂径定理，

ＣＢ＝ＤＢ＝ １００２－８０槡 ２＝６０（ｍ）．∴ ＣＤ＝１２０（ｍ）．
学校受噪声影响的时间

ｔ＝１２０ｍ÷１８０００ｍ／ｈ＝ １
１５０ｈ＝２４ｓ．

图３′３

解法２ 如图３′３所示，假设拖拉机在公路 ＭＮ
上沿ＰＮ 方向行驶到点Ｃ 处学校开始受到噪声影

响，那 么 ＡＣ＝１００（ｍ）．由 勾 股 定 理 得 ＢＣ＝
６０（ｍ）．

同理，拖拉机行驶到点Ｄ 处学校开始脱离噪声

影响，那么

ＡＤ＝１００，ＢＤ＝６０．∴ ＣＤ＝１２０．

学校受噪声影响的时间ｔ＝１２０÷１８０００＝ １
１５０

（ｈ）＝２４（ｓ）．

２确定圆的条件

直线和圆的位置关系

圆和圆的位置关系

题型发散

１．用验证法．

直角三角形内切圆半径＝１
２

（两条直角边的和减去斜边）＝１
２

（直角三角形

的周长减去斜边的二倍）

经验证，本题应选Ｄ．
２．用排除法．
经验证Ａ、Ｂ、Ｃ均正确．
故本题应排除Ｄ．
３．用直接法．
∵Ｒ２＋ｄ２－ｒ２＝２Ｒｄ，∴ Ｒ２－２Ｒｄ＋ｄ２＝ｒ２．
∴ （Ｒ－ｄ）２＝ｒ２，Ｒ－ｄ＝±ｒ，∴ ｄ＝Ｒ±ｒ．
本题应选Ｂ．

４．如图３５１所示，连结ＯＱ，由
ＱＰ＝ＱＣ∠ＱＰＣ＝∠Ｃ．
∠ＡＯＰ＝∠ＯＱＣ ｝＝９０°

∠Ａ＝∠ＱＯＣ．
∠Ａ＝∠ＯＱＡ ｝．

∠ＱＯＣ＝∠ＯＱＡＯＰ＝ＰＱ．

由等角的余角相等可知∠ＰＱＣ＝∠ＣＰＣ＝
烍
烌

烎ＰＱ
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ＰＱ＝１
２ＯＣ．

ＱＣ＝ＰＱ
烍
烌

烎．
ＱＣ＝１

２ＯＣ
∠ＣＯＱ＝３０°．
∠ＣＯＱ＝∠ ｝Ａ

∠Ａ＝３０°．

５．相交．因为Ｒ，ｒ和ｄ组成一个三角形，则有 Ｒ－ｒ＜ｄ＜Ｒ＋ｒ（Ｒ≥ｒ）或

ｒ－Ｒ＜ｄ＜Ｒ＋ｒ（ｒ≥Ｒ），所以这两圆的位置关系是相交．
生活发散

１．分析 从几何角度看，实际上是讨论一下直线 ＯＢ 与半径为２５的⊙Ａ 的

位置关系，相切和相交都有触礁危险，只有相离才安全，为此只须计算 Ａ 点到直

线ＯＢ 的距离与２５比较后即得答案．本题仍是考查直线与圆的位置关系．

图３′４

解 该舰继续向西航行，无触礁危险，理由是：

如图３′４所示，作ＡＣ⊥ＯＢ 于Ｃ，则

ＡＣ＝ＢＣ·ｔａｎ４５°＝ＢＣ．
在Ｒｔ△ＡＣＯ 中，ＯＣ＝ＡＣ· 槡ｃｏｔ３０°＝ ３ＡＣ．

∵ ＯＣ－ＢＣ＝ＯＢ， 槡∴ ３ＡＣ－ＡＣ＝２０．
解得 ＡＣ＝２７．３２（海里）．
∵ ＡＣ＝２７．３２＞２５（半径），∴ 直线ＯＢ 与⊙Ａ 相离．
∴ 该舰向西航行无触礁危险．
解法指导 将实际问题转化为数学模型，再利用数学知识来解决问题．
２．如图３′５所示，

（１）设途中会遇到台风，且最初遇到台风的时间为ｔ小时，此时轮船位于Ｃ
处，台风中心移到Ｅ 处，连结ＣＥ．

图３′５

则ＡＣ＝２０ｔ，ＡＥ＝ＡＢ－ＢＥ＝１００－４０ｔ，ＥＣ 槡＝２０ １０．
在Ｒｔ△ＡＥＣ 中，ＡＣ２＋ＡＥ２＝ＥＣ２，

∴ （２０ｔ）２＋（１００－４０ｔ）２＝（ 槡２０ １０）２．
整理，得 ｔ２－４ｔ＋３＝０．
∵ Δ＝（－４）２－４×１×３＝４＞０，

∴ 途中会遇到台风．
解得 ｔ１＝１，ｔ２＝３，∴ 最初遇到台风的时间为１ｈ．

（２）设台风抵达Ｄ 港时间为ｔｈ，此时台风中心至 Ｍ 点，

过Ｄ 作ＤＦ⊥ＡＢ，垂足为Ｆ，连结ＤＭ．
在Ｒｔ△ＡＤＦ 中，ＡＤ＝６０，∠ＦＡＤ＝６０°，

∴ ＤＦ 槡＝３０ ３，ＦＡ＝３０．
又∵ ＦＭ＝ＦＡ＋ＡＢ－ＢＭ＝１３０－４０ｔ，ＭＤ 槡＝２０ １０．

∴ 在Ｒｔ△ＤＭＦ 中，（ 槡３０ ３）２＋（１３０－４０ｔ）２＝（ 槡２０ １０）２．
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整理，得 ４ｔ２－２６ｔ＋３９＝０．解得 ｔ１＝
槡１３－ １３

４
，ｔ２＝

槡１３＋ １３
４ ．

∴ 台风抵达Ｄ 港时间为 槡１３－ １３
４ ｈ．

∴ 轮船从Ａ 处用 槡１３－ １３
４ ｈ到Ｄ 港的速度为６０÷ 槡１３－ １３

４ ≈２５．５．

因此，为使台风抵达Ｄ 港之前轮船到Ｄ 港，轮船至少应提速６海里／时．
纵横发散

１．分析 三角形的内心是三条角平分线的交点，故本题的关键只要证∠１＝
∠２．充分应用条件ＤＩ＝ＤＢ，可以得出∠１与∠２分别与∠ＢＩＤ 的关系．

证明 连结ＢＩ，ＣＩ，

ＤＩ＝ＤＢ∠ＤＩＢ＝∠ＩＢＤ＝∠ＣＢＤ＋∠２＝∠３＋∠２
在△ＡＢＩ中∠ＤＩＢ＝∠１＋∠ ｝４
∠２＋∠３＝∠１＋∠４∠１＝∠２．

又∵
︵
ＢＤ＝

︵
ＤＣ∠３＝∠４．

①

②
结合①，②知Ｉ是△ＡＢＣ 的内心．
２（１）分别作Ｏ１Ｄ⊥ＡＢ 于点Ｄ，Ｏ２Ｅ⊥ＡＣ 于点Ｅ，

则ＡＢ＝２ＡＤ，ＡＣ＝２ＡＥ．
∵ ＡＭ⊥ＢＣ，

∴ Ｏ１Ｄ∥ＡＭ∥Ｏ２Ｅ．
∵ Ｍ 为Ｏ１Ｏ２的中点，

∴ ＡＤ＝ＡＥ．
∴ ＡＢ＝ＡＣ．

（２）∵ Ｏ１Ａ 切⊙Ｏ２于点Ａ，

∴ Ｏ１Ａ⊥Ｏ２Ａ，又 Ｍ 为Ｏ１Ｏ２的中点，

∴ Ｏ１Ｏ２＝２ＡＭ．
在梯形Ｏ１Ｏ２ＥＤ 中，Ｏ１Ｄ＋Ｏ２Ｅ＝２ＡＭ，

∴ Ｏ１Ｄ＋Ｏ２Ｅ＝Ｏ１Ｏ２，即 ｄ１＋ｄ２＝Ｏ１Ｏ２．
（３）证法１ ∵ Ｏ１Ａ⊥Ｏ２Ａ，

∴ ∠ＡＯ１Ｄ＝∠Ｏ２ＡＥ．
∴ Ｒｔ△Ｏ１ＡＤ∽Ｒｔ△ＡＯ２Ｅ．

∴ ＡＤ
Ｏ２Ｅ

＝
Ｏ１Ｄ
ＡＥ ＝

Ｏ１Ａ
Ｏ２Ａ

，即 ＡＤ
ｄ２

＝
ｄ１

ＡＥ＝Ｒ
ｒ．

∴ ＡＤ·ＡＥ＝ｄ１·ｄ２＝１，

由（１），（２）知ＡＤ＝ＡＥ＝１，Ｏ１Ｏ２＝ｄ１＋ｄ２，

参 考 答 案２８７



∴ ｄ１＝
Ｒ
ｒ

，ｄ２＝
ｒ
Ｒ．

∴ Ｒ２＋ｒ２＝Ｏ１Ｏ２
２＝（ｄ１＋ｄ２）２＝ Ｒ

ｒ＋ｒ（ ）Ｒ
２
＝

（Ｒ２＋ｒ２）２

Ｒ２ｒ２ ．

图３′６

∴ Ｒ２＋ｒ２＝Ｒ２ｒ２．
证法２ 由证法１知ＡＤ＝ＡＥ＝１，∴ ＤＥ＝２．
如图３′６所示，延长Ｏ２Ａ 交Ｏ１Ｄ 的延长线于点Ｆ，则

Ｓ△ＡＦＤ＝Ｓ△ＡＯ２Ｅ
，

∴ Ｓ△Ｏ１Ｏ２Ｆ＝Ｓ梯形Ｏ１Ｏ２ＥＤ．

∴ １
２

·２ｒ·Ｒ＝１
２

（ｄ１＋ｄ２）·２．

∴ Ｒｒ＝ｄ１＋ｄ２．
在Ｒｔ△Ｏ１Ｏ２Ａ 中，Ｒ２＋ｒ２＝Ｏ１Ｏ２

２＝（ｄ１＋ｄ２）２．

∴ Ｒ２＋ｒ２＝Ｒ２ｒ２．
构造发散

解 （１）连结ＢＣ．
∵ ＡＢ⊥ＣＤ，ＣＤ 为⊙Ｏ 的直径，∴ ＢＣ＝ＡＣ．
∴ ∠１＝∠２．
又∵ ＡＥ＝ＣＥ，∴ ∠１＝∠３．
∴ △ＡＥＣ∽△ＡＣＢ．
∴ ＡＣ／ＡＢ＝ＡＥ／ＡＣ，即ＡＣ２＝ＡＢ·ＡＥ．

（２）ＰＢ 与⊙Ｏ 相切，连结ＯＢ．∵ ＰＢ＝ＰＥ，∴ ∠ＰＢＥ＝∠ＰＥＢ．
∵ ∠１＝∠２＝∠３．∴ ∠ＰＥＢ＝∠１＋∠３＝２∠１．
而∠ＰＢＥ＝∠２＋∠ＰＢＣ，∴ ∠ＰＢＣ＝∠１．
在△ＯＢＣ 中，ＯＢ＝ＯＣ，∴ ∠ＯＢＣ＝∠ＯＣＢ．
在Ｒｔ△ＢＣＦ 中，∠ＯＣＢ＝９０°－∠２＝９０°－∠１．
∴ ∠ＯＢＣ＝９０°－∠１．
∴ ∠ＯＢＰ＝∠ＯＢＣ＋∠ＰＢＣ＝∠１＋（９０°－∠１）＝９０°．
∴ ＰＢ⊥ＯＢ，即ＰＢ 为⊙Ｏ 的切线．

分解发散

分析 本题把阴影部分的面积分解为半个大圆减去两个等圆面积之差．
解 设等圆半径为ｒ．

∴ Ｓ影＝１
２πＲ２－２πｒ２．

设⊙Ｏ１切⊙Ｏ 于Ｆ，连结Ｏ，Ｏ１，Ｆ，
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∵ ⊙Ｏ１与⊙Ｏ 内切，∴ Ｆ，Ｏ１，Ｏ 共线，ＯＯ１＝Ｒ－ｒ．
设⊙Ｏ１与⊙Ｏ２外切于Ｐ，⊙Ｏ１ 切⊙Ｏ 直径ＡＢ 于Ｅ，则四边形 Ｏ１ＥＯＰ 为

正方形，

∴ Ｏ１Ｅ＝ＯＥ＝ｒ．∴ ｒ２＋ｒ２＝ＯＯ２
１．∴ ２ｒ２＝Ｒ２－２Ｒｒ＋ｒ２．

即 ｒ２＋２Ｒｒ－Ｒ２＝０，∴ ｒ＝（槡２－１）Ｒ．

∴ Ｓ影＝１
２πＲ２－２π（槡２－１）２Ｒ２＝１

２
（ 槡８ ２－１１）πＲ２．

迁移发散

证明 如图所示，设正方形的边长为ａ，ＡＦ＝ｘ，则ＤＦ＝ａ－ｘ，ＣＦ＝ａ＋ｘ．
在Ｒｔ△ＣＦＤ 中，ＤＦ２＋ＣＤ２＝ＣＦ２

（ａ＋ｘ）２＝ａ２＋（ａ－ｘ）２

ｘ＝ａ
４

ＤＦ＝３
４ａ

ＣＦ＝５
４

烅
烄

烆 ａ
ＤＦ∶ＣＤ∶ＣＦ＝３∶４∶５．

综合发散

１证明（１）如图３５８所示，连结ＡＢ．
∵ ＣＡ 切⊙Ｏ′于Ａ，

∴ ∠ＣＡＢ＝∠Ｆ．
又∵ ∠ＣＡＢ＝∠Ｅ，∴ ∠Ｅ＝∠Ｆ．
又∵ ∠ＥＰＣ＝∠ＦＰＡ，

∴ △ＰＥＣ∽△ＰＦＡ．∴ ＰＥ
ＰＦ＝ＰＣ

ＰＡ．

∴ ＰＡ·ＰＥ＝ＰＣ·ＰＦ． ①
（２）在⊙Ｏ 中，∵ 弦ＡＣ、ＢＥ 相交于Ｐ，

∴ ＰＢ·ＰＥ＝ＰＡ·ＰＣ． ②

由式①，②得 ＰＡ·ＰＢ·ＰＥ２＝ＰＡ·ＰＣ２·ＰＦ，∴ ＰＥ２

ＰＣ２＝
ＰＦ
ＰＢ．

（３）解 连结ＡＥ，

由（１）△ＰＥＣ∽△ＰＦＡ，且ＰＣ∶ＣＥ∶ＥＰ＝３∶４∶５，∴ ＰＡ∶ＦＡ∶ＰＦ＝３∶４∶５．
设ＰＣ＝３ｘ，ＣＥ＝４ｘ，ＥＰ＝５ｘ，ＰＡ＝３ｙ，ＦＡ＝４ｙ，ＰＦ＝５ｙ，则ＥＰ２＝ＰＣ２＋

ＣＥ２，ＰＦ２＝ＰＡ２＋ＦＡ２，∴ ∠Ｃ＝９０°，∠ＣＡＦ＝９０°．
∵ ＡＥ 为⊙Ｏ 的直径，ＡＦ 是⊙Ｏ′的直径．又⊙Ｏ 与⊙Ｏ′为等圆，

∴ ＡＥ＝ＡＦ＝４ｙ．
∵ ＡＣ２＋ＣＥ２＝ＡＥ２，∴ （３ｘ＋３ｙ）２＋（４ｘ）２＝１６ｙ２．
即 ２５ｘ２＋１８ｘｙ－７ｙ２＝０，（２５ｘ－７ｙ）（ｘ＋ｙ）＝０．
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∴ ２５ｘ＝７ｙ，ｘ＝－ｙ（舍去），∴ ｘ
ｙ＝７

２５．

∴ Ｓ△ＥＣＰ∶Ｓ△ＦＡＰ＝ｘ２∶ｙ２＝４９∶６２５．
２连结Ｏ１，Ｏ２，Ｏ３，Ｏ４，Ｏ５，由已知可知Ｏ１，Ｏ２，Ｏ３，Ｏ４，Ｏ５ 共线，设⊙Ｏ１，

⊙Ｏ２，⊙Ｏ３，⊙Ｏ４，⊙Ｏ５与公切线切点顺次为Ｅ，Ｆ，Ｐ，Ｑ，Ｍ，连结 Ｏ１Ｅ，Ｏ２Ｆ，

Ｏ３Ｐ，Ｏ４Ｑ，Ｏ５Ｍ．
作Ｏ１Ａ⊥Ｏ２Ｆ，Ｏ２Ｂ⊥Ｏ３Ｐ，Ｏ３Ｃ⊥Ｏ４Ｑ，Ｏ４Ｄ⊥Ｏ５Ｍ．
则△Ｏ１ＡＯ２∽△Ｏ２ＢＯ３∽△Ｏ３ＣＯ４∽△Ｏ４ＤＯ５．
设⊙Ｏ２，⊙Ｏ３，⊙Ｏ４半径为ｘ，ｙ，ｚ，

则Ｏ１Ｏ２＝ｘ＋８，Ｏ２Ａ＝ｘ－８，Ｏ２Ｏ３＝ｘ＋ｙ，Ｏ２Ｂ＝ｙ－ｘ．
Ｏ３Ｏ４＝ｙ＋ｚ，Ｏ４Ｃ＝ｚ－ｙ，Ｏ４Ｏ５＝ｚ＋１８，Ｏ５Ｄ＝１８－ｚ．

∴ ｘ＋８
ｘ－８＝ｘ＋ｙ

ｙ－ｘ＝ｙ＋ｚ
ｚ－ｙ＝ｚ＋１８

１８－ｚ．

用合比定理得 ｘ
８＝ｙ

ｘ＝ｚ
ｙ＝１８

ｚ
，

∴ ｘ＝８ｚ
ｙ ．又ｘ＝ｙｚ

１８
，∴ ｙ２＝１４４，即ｙ＝１２，

∴ ｘ 槡＝４ ６，ｚ 槡＝６ ６，

∴ ⊙Ｏ２半径为 槡４ ６，⊙Ｏ３半径为１２，⊙Ｏ４半径为 槡６ ６．

３弧长及扇形的面积

圆锥的侧面积

题型发散

１用直接法．

由Ｓ＝１
２ｌＲＲ＝２Ｓ

ｌ ．

又∵ ｌ＝ｎπＲ
１８０ｎ＝１８０·ｌ

πＲ
，∴ ｎ＝１８０ｌ２

２πＳ ＝９０ｌ２

πＳ ．

故本题应选Ｃ．
２用逆向思维法．
∵ 圆锥的侧面展开图的面积为Ｓ＝π·ｒ·ｌ，其中ｒ为圆锥底面圆的半径，ｌ

为圆锥的母线长，

∴ １５π＝π·ｒ·５．
∴ ｒ＝３．
故本题应选Ｂ．
指点迷津 在解题过程中要区分扇形的半径与圆锥底面圆的半径．
３月牙形面积为
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１
２

·π
４ＡＢ２－Ｓ弓形ＡｍＢ

＝π
８ＡＢ２－ π

４
·ＯＡ２－１

２ＯＡ·（ ）ＯＢ

＝π
８ＡＢ２－（π

４
·１
２

·ＡＢ２－１
２ＯＡ·ＯＢ）＝１

２ＯＡ·ＯＢ＝１
２ａ２．

４所得圆锥的侧面展开图是扇形，它的面积为Ｓ侧＝１
２

·３·２π＝３π．

５剩余部分扇形的弧长为１２π，由２πｒ＝１２π得底面圆的半径ｒ＝６．
∵ 圆锥的母线长为８，

∴ 圆锥的高ｈ＝ ８２－６槡 ２ 槡＝２ ７（ｃｍ）．
生活发散

１分析 先分别计算两种扇子的面积，再进行比较．
解 设折扇的骨柄长和团扇的直径都是ａ（如图３７５所示），

则团扇的面积为Ｓ团扇＝π· ａ（ ）２
２
＝１

４πａ２，

折扇的扇面的面积Ｓ折扇＝Ｓ大扇形－Ｓ小扇形

＝１２０
３６０πａ

２－１２０
３６０π

ａ（ ）２
２

＝１
３πａ２－１

１２πａ
２

＝１
４πａ２．

故折扇的面积与团扇扇面的面积一样大，从而扇出的风量也一样大．
２分析 轴截面ＳＡＢ 为等腰△ＳＡＢ，且顶角∠ＡＳＢ＝１２０°，ＳＯ⊥ＡＢ 于Ｏ，

于是在Ｒｔ△ＳＡＯ 中易求ＳＯ．
解 在△ＳＡＢ 中，ＳＡ＝ＳＢ，∠ＡＳＢ＝１２０°，ＳＯ⊥ＡＢ

∴ ∠ＡＳＯ＝１
２∠ＡＳＢ＝６０°，∠ＳＡＯ＝３０°．

在Ｒｔ△ＳＯＡ 中，∠ＳＯＡ＝９０°，∠ＳＡＯ＝３０°，ＡＯ＝２７ｍ，

ｔａｎ∠ＳＡＯ＝ＳＯ
ＡＯ．

即 ＳＯ＝２７·ｔａｎ３０°＝２７×槡３
３≈１５６（ｍ）．

纵横发散

１∵ Ｓ＝１
２πＲ２－Ｓ弓形ＣＥＤ，

又∵ Ｓ弓形ＣＥＤ＝Ｓ扇形ＢＣＥＤ－Ｓ△ＢＣＤ，

Ｓ扇形ＢＣＥＤ＝
９０π（ＢＣ）２

３６０ ＝π
４

（槡２Ｒ）２＝πＲ２

２
，Ｓ△ＢＣＤ＝

１
２

·２Ｒ·Ｒ＝Ｒ２，
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∴ Ｓ＝πＲ２

２ －πＲ２

２ ＋Ｒ２＝Ｒ２．

２∵ ｌ＝１２０
３６０×２π×３０＝２０π，

又∵ ２πｒ＝２０π，∴ ｒ＝１０（ｃｍ）．
分解发散

１分析 （１）欲求⊙Ｏ 的周长，关键是求⊙Ｏ 的半径，要求
︵
ＡＢ的长，需求

︵
ＡＰＢ的半径，由此可得证．

（２）关键是找出阴影部分的面积是Ｓ△ＰＯＤ－Ｓ扇形ＯＤＦ的２倍组成．所以只要求

出△ＯＤＰ 的面积，再求扇形ＯＤＦ 的面积即可获解．
解 （１）连结ＯＤ，ＰＣ 交⊙Ｏ 于Ｆ，设ＰＣ＝Ｒ，ＯＤ＝ｒ，

∵ ∠ＡＰＢ＝６０°，

∴ ∠ＣＰＡ＝３０°．
∴ ＯＰ＝２ＯＤ＝２ｒ，ＰＣ＝３ｒ．
∴ ⊙Ｏ 的周长＝２πｒ，
︵
ＡＢ的长＝６０πＲ

１８０＝πＲ
３＝πｒ．

∴ ⊙Ｏ 的周长是
︵
ＡＢ长的２倍．

（２）∵ Ｓ△ＯＰＤ＝
槡３
２ｒ２，Ｓ扇形ＯＤＦ＝

π
６ｒ２，

∴ Ｓ阴影＝２（Ｓ△ＰＯＤ－Ｓ扇形ＤＯＦ）

＝２ 槡３
２ｒ２－π

６ｒ（ ）２

槡＝ ３－π（ ）３ ｒ２．

解法指导 在进行较复杂图形的计算中可将图形分割成几个基本图形，用所

学过的知识逐一解决，然后达到求解目的，这种拼割的方法在解几何题中是常用

的，对弧形部分要分清弧的圆心与半径，以防出错．

图３′７

２作ＯＤ⊥ＢＣ，垂足为Ｄ，连结ＯＢ，ＯＣ．如图３′７所示，

则 ＢＤ＝ＣＤ＝３，

∠ＢＯＣ＝１２０°，∠ＯＣＤ＝３０°，

ＯＤ＝ＣＤ· 槡ｔａｎ３０°＝ ３．

ＯＣ＝２ＯＤ 槡＝２ ３．
Ｓ阴影＝Ｓ扇ＢＯＣ－Ｓ△ＢＯＣ

九年级数学（下）２９２



＝１２０×π×（ 槡２ ３）２

３６０ －１
２ 槡×６× ３

＝（４π 槡－３ ３）（ｃｍ２）．
综合发散

１分析 首先想到用Ｓ扇形ＯＡＢ－Ｓ⊙Ｏ′，但剩余部分仍然无法求出，必须重新

分解，可用Ｓ扇形ＯＡＢ－Ｓ扇形Ｏ′ＤＭＥ－Ｓ四边形ＯＤＯ′Ｅ求解．
解 连结Ｏ′Ｄ，Ｏ′Ｅ，Ｏ′Ｏ．
∵ ⊙Ｏ′与ＯＡ，ＯＢ 相切，∴ Ｏ′Ｄ⊥ＡＯ，Ｏ′Ｅ⊥ＯＢ．
∵ ⊙Ｏ 与⊙Ｏ′内切，∴ ＯＯ′＝６－２＝４．
在Ｒｔ△ＯＯ′Ｄ 中，Ｏ′Ｄ＝２，则∠１＝３０°，

ＯＤ＝ ＯＯ′２－Ｏ′Ｄ槡 ２ 槡＝２ ３，同理∠２＝３０°，

∴ ∠ＤＯＥ＝６０°，

∴ ∠ＤＯ′Ｅ＝３６０°－９０°×２－６０°＝１２０°，

∴ 大于１８０°的∠ＤＯ′Ｅ＝２４０°，

∴ Ｓ扇形ＯＡＢ＝
６０×π×６２

３６０ ＝６π．

在
︵
ＡＢ上取一点Ｍ，

∴ Ｓ扇形Ｏ′ＤＭＥ＝
２４０
３６０π

·２２＝８
３π，

Ｓ四边形ＯＤＯ′Ｅ＝２·Ｓ△ＯＯ′Ｄ＝２×
１
２ 槡 槡×２×２ ３＝４ ３，

∴ Ｓ阴影＝Ｓ扇形ＯＡＢ－Ｓ扇形Ｏ′ＤＭＥ－Ｓ四边形ＯＤＯ′Ｅ

＝６π－８
３π 槡－４ ３＝１０

３π 槡－４ ３．

解法指导 可通过适当的分解或组合，将图形化为几个基本图形的面积之和

或差．
２分析 这个阴影部分的面积等于菱形的面积减去２倍的扇形ＦＡＥ 的面

积，关键是求∠ＢＡＤ 的度数和ＡＯ 的长度．
解 由菱形的性质知，ＡＣ⊥ＢＤ，且ＡＯ＝ＣＯ，ＢＯ＝ＤＯ，

又∵ ＡＣ 槡＝２ ３，ＢＤ＝２，

∴ ＡＯ＝ＣＯ 槡＝ ３，ＢＯ＝ＤＯ＝１．

∵ ｔａｎ∠ＯＡＤ＝ＯＤ
ＯＡ＝１

槡３
＝槡３

３
，

∴ ∠ＯＡＤ＝３０°．
∴ ∠ＢＡＤ＝６０°．
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∴ Ｓ扇形ＦＡＥ＝
６０π（槡３）２

３６０ ＝π
２．

而Ｓ菱形ＡＢＣＤ＝
１
２ＡＣ·ＢＤ

＝１
２ 槡×２ ３×２

槡＝２ ３．

∴ Ｓ阴影＝Ｓ菱形ＡＢＣＤ－２Ｓ扇形ＦＡＥ

槡＝２ ３－２×π
２

槡＝２ ３－π．
知能转化平台

题型发散

１（１）用直接法．
连结ＰＣ，∵ ＰＤ 是⊙Ｏ 的直径，∴ ∠ＰＣＤ＝９０°
∵ ∠Ａ＝２８°，∠Ｂ＝２６°
∴ ∠ＰＣＢ＝１８０°－（∠Ａ＋∠Ｂ＋∠ＡＣＰ）

＝１８０°－（２８°＋２６°＋９０°）＝３６°．
∠ＰＤＣ＝∠ＰＣＢ＝３６°．故本题应选Ｂ．

（２）用直接法．
延长ＣＤ 至Ｏ，连结ＡＯ．在Ｒｔ△ＡＯＤ 中，

ＯＤ＝ ＯＡ２－ＡＤ槡 ２＝ ５２－４槡 ２＝３．
∴ ＣＤ＝２．故本题应选Ａ．

（３）用面积法．

设⊙Ｏ 的半径为ｒ，由Ｒｔ△ＡＢＣ 的面积表达式得１
２ｒ（ａ＋ｂ）＝１

２ａｂ，

∴ ｒ＝ ａｂ
ａ＋ｂ．

故本题应选Ｃ．
（４）用直接推算法．
在Ｒｔ△ＡＢＤ 中，ＡＢ２＝４ＡＤ２－ＡＤ２＝３ＡＤ２，

∴ ＡＢ 槡＝ ３ＡＤ，ＡＤ＝槡３
３ＡＢ．

设△ＡＢＣ 底边ＢＣ 的高为ｈ，

ｈ＝ ＡＢ２－（１
２ＡＢ）槡 ２＝槡３

２ＡＢ．
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∴
Ｓ△ＡＢＤ
Ｓ△ＡＢＣ

＝

１
２ＡＢ·ＡＤ

１
２ＡＢ·ｓｉｎ６０°·ＡＢ

＝ ＡＤ
槡３
２ＡＢ

＝槡３
３ＡＢ÷（槡３

２ＡＢ）＝槡３
３×２

槡３
＝２

３．

故本题应选Ｂ．
（５） 用直接推算法．

∴ ｌ＝ｎ
１８０πＲ

，ｎ＝１８０ｌ
πＲ ＝１８０×３

π×６ ＝９０
π．

∴ Ｓ△ＡＯＴ－Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２ＡＯ·ＡＴ－

９０
π

３６０×πＲ２

＝１
２×６×４－１

４π×π×６２

＝１２－９＝３（ｃｍ２）．
故本题应选Ａ．

图３′８

２（１） 槡１∶３． （２）４条． （３）２２． （４）４８π．

（５） π
２（ ）－１ａ２． （６）１． （７）Ｒ 槡＝４＋２ ２，ｒ 槡＝４－２ ２．

解法发散

１证法１ 如图３′８所示，连结ＡＣ、ＯＡ 和ＯＢ，

∠ＡＤＢ＝∠ＡＯＢ＝２∠Ｃ
又∠ＡＤＢ＝∠Ｃ＋∠ ｝ＣＡＤ

图３′９

２∠Ｃ＝∠Ｃ＋∠ＣＡＤ∠Ｃ＝∠ＣＡＤＡＤ＝ＤＣ．
证法２ 如图３′９所示，连结ＡＯ、ＯＣ、ＯＤ 和ＡＢ．
∠ＡＯＤ＝∠１８０°－∠Ｂ
∠ＡＯＣ＝２∠ ｝Ｂ

 ∠ＣＯＤ ＝３６０°－（１８０°－

∠Ｂ）－２∠Ｂ∠ＣＯＤ＝１８０°－∠Ｂ．
∴ ∠ＡＯＤ＝∠ＣＯＤ，由此可证得△ＡＯＤ≌△ＣＯＤ

图３′１０

ＡＤ＝ＤＣ．
证法３ 如图３′１０所示，连结ＡＣ、ＯＡ、ＯＣ 和ＯＢ．
∠ＯＣＢ＝∠ＯＢＣ＝∠ＯＡＤ
∠ＯＡＣ＝∠ ｝ＯＣＡ
∠ＯＡＣ＋∠ＯＡＤ＝∠ＯＣＡ＋∠ＯＣＢ
∠ＣＡＤ＝∠ＡＣＤＡＤ＝ＤＣ．
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图３′１１

２证法１ 如图３′１１所示，连结ＡＢ，过Ａ 作⊙Ｏ
的切线ＰＱ，作⊙Ｏ′的切线ＭＮ．

∴ ∠ＰＡＣ＝∠ＡＢＣ，∠ＮＡＤ＝∠ＡＢＤ．
∵ ∠ＣＡＭ＝∠ＮＡＤ，

∴ ∠ＣＢＤ＝∠ＡＢＣ＋∠ＡＢＤ
＝∠ＰＡＣ＋∠ＣＡＭ＝ＰＡＭ．

∵ ⊙Ｏ、⊙Ｏ′交于Ａ，过 Ａ 点的切线ＰＱ、ＭＮ
固定，ＰＱ 与ＭＮ 的夹角∠ＰＡＭ 固定．

∴ ∠ＣＢＤ 是定值．
证法２ 如图３′１２所示，过 Ａ 再任作一割线Ｃ′Ｄ′与⊙Ｏ，⊙Ｏ′分别交于

Ｃ′、Ｄ′，

∴ ∠ＣＡＣ′＝∠ＣＢＣ′，∠Ｄ′ＡＤ＝∠Ｄ′ＢＤ，

∴ ∠ＣＡＣ′＝∠Ｄ′ＡＤ，∴ ∠ＣＢＣ′＝∠Ｄ′ＢＤ，

∴ ∠ＣＢＤ＝∠Ｃ′ＢＤ′，∴ ∠ＣＢＤ 是定值．

图３′１２ 图３′１３

３证法１ 如图３′１３所示，延长ＡＯ 交⊙Ｏ 于 Ｍ，连结ＢＭ，由射影定理得

ＡＤ２＝ＡＥ·ＡＢ＝ＡＦ·ＡＣ．
ＡＦ
ＡＥ＝ＡＢ

ＡＣ
∠ＥＡＦ＝∠

烍
烌

烎ＢＡＣ
△ＡＥＦ∽△ＡＣＢ

∠ＡＥＦ＝∠ＡＣＢ
又∵ ∠ＡＭＢ＝∠ ｝ＡＣＢ

 ∠ＡＥＦ＝∠ＡＭＢ
ＡＭ 为⊙Ｏ 直径∠ＡＭＢ＋∠ＢＡＭ ｝＝９０°

∠ＢＡＭ＋∠ＡＥＦ＝９０°

ＡＯ⊥ＥＦ．
证法２ 如图３′１３所示，延长ＡＯ 交⊙Ｏ 于Ｍ，连结ＢＭ．
∠ＡＥＤ＋∠ＡＦＤ＝９０°＋９０°＝１８０°Ａ、Ｅ、Ｄ、Ｆ 四 点 共 圆∠ＡＤＦ＝

∠ＡＥＦ．
ＤＦ⊥ＡＣ 于Ｆ
∠ＡＤＣ＝Ｒｔ ｝∠

△ＡＤＦ∽△ＤＣＦ
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∠ＡＤＦ＝∠ＡＣＢ
∠ＡＭＢ＝∠ ｝ＡＣＢ


∠ＡＭＢ＝∠ＡＤＦ
∠ＡＤＦ＝∠ ｝ＡＥＦ

∠ＡＥＦ＝∠ＡＭＢ．

由此可知ＡＯ⊥ＥＦ．
转化发散

１分析 本题将证明 ＥＣ 是⊙Ｏ 的切线问题 转 化 为 在△ＯＣＥ 中，证 明

∠ＣＥＯ＝Ｒｔ∠．
证明 连结ＯＣ．

∠ＣＯＢ＝１８０°－４５°
２ ＝６７５°∠ＣＯＤ＝６７５°－４５°＝２２５°

∠ＥＯＣ＝１８０°－４５°－（１８０°－６７５°）
烍
烌

烎＝２２５°
∠ＣＯＤ＝∠ＥＯＣ
ＯＥ＝ＯＤ
ＯＣ′＝

烍
烌

烎ＯＣ
△ＥＯＣ≌△ＤＯＣ

∠ＣＥＯ＝∠ＣＤＯ
∠ＣＤＯ＝Ｒｔ ｝∠


∠ＣＥＯ＝Ｒｔ∠
ＯＥ ｝为半径

ＣＥ 是⊙Ｏ 的切线．

２分析 利用相似三角形的性质将比例式转化为乘积式．
证明 ＡＢ 为圆的直径∠ＡＣＦ＝Ｒｔ∠
∠ＡＤＥ＝Ｒｔ∠
∠ＡＥＤ＝∠

烍
烌

烎ＦＥＣ
∠ＤＡＥ＝∠Ｆ
∠ＡＤＥ＝∠ ｝ＦＤＢ

△ＡＤＥ∽△ＦＤＢＡＤ
ＤＥ＝ＤＦ

ＤＢ

ＤＥ·ＤＦ＝ＡＤ·ＤＢ

ＤＰ２＝ＡＤ· ｝
ＤＢ

ＤＰ２＝ＤＥ·ＤＦ．

３分析 利用相似三角形性质将比例式化为乘积式．
证明 过Ｐ 点作两圆的公切线ＰＱ，连结ＤＣ．
弦切角∠ＱＰＢ＝∠Ａ
弦切角∠ＱＰＣ＝弦切角∠ ｝ＢＣＰ
∠Ａ＋∠ＢＣＰ＝∠ＱＰＢ＋∠ＱＰＣ＝∠ＢＰＣ
∠Ａ＋∠ＢＣＰ＝∠ ｝ＣＰＤ
∠ＢＰＣ＝∠ＣＰＤ
弦切角∠ＢＣＤ＝∠ ｝ＣＤＰ

△ＢＰＣ∽△ＣＰＤＰＣ
ＰＢ＝ＰＤ

ＰＣＰＣ２＝ＰＢ·ＰＤ．

由ＰＣ 平分∠ＢＰＤＰＢ∶ＰＤ＝ＢＥ∶ＥＤ．
分解发散

１分析 本题中阴影部分的面积不规则，通过分解与等积变形等手段，把它
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分解为规则图形面积的计算．即

Ｓ影＝１
４Ｓ⊙Ｏ３

－Ｓ△Ｏ１Ｏ２Ｏ３
－２Ｓ扇形ＡＯ１Ｃ．

解 连结Ｏ１Ｏ２，则Ｏ１Ｏ２过点Ｃ．
∵ Ｏ１Ｏ３＝Ｏ２Ｏ３，Ｏ１Ｏ３⊥Ｏ２Ｏ３，

∴ △Ｏ１Ｏ３Ｏ２为等腰直角三角形，∠１＝∠２＝１８０°－４５°＝１３５°，

∴ Ｓ阴＝Ｓ扇形ＡＯ３Ｂ－Ｓ△Ｏ１Ｏ２Ｏ３
－２Ｓ扇形ＡＯ１Ｃ．

设⊙Ｏ１、⊙Ｏ２半径为ｘ，则Ｏ１Ｏ２＝２ｘ，Ｏ１Ｏ３＝Ｏ２Ｏ３＝ａ－ｘ．

∵ Ｏ１Ｏ２ 槡＝ ２Ｏ１Ｏ３，∴ ２ｘ 槡＝ ２（ａ－ｘ），∴ ｘ＝（槡２－１）ａ，

∴ Ｓ阴＝１
４Ｓ⊙Ｏ３

－Ｓ△Ｏ１Ｏ２Ｏ３
－２Ｓ扇形ＡＯ１Ｃ

＝１
４πａ２－１

２
（ａ－ｘ）２－３

４πｘ２＝ 槡２ ２＋ 槡３ ２
２π－３－２（ ）πａ２．

２分析 把阴影部分的面积分解为扇形ＯＡＢ 的面积分别减去△ＯＯ１Ｏ２ 的

面积、扇形Ｏ１ＡＣ 的面积、扇形Ｏ２ＢＣ 的面积之差．
解 三段弧所围成阴影部分面积Ｓ，Ｓ＝Ｓ扇形ＯＡＢ－（Ｓ△Ｏ１ＯＯ２

＋Ｓ扇形Ｏ１ＡＣ＋

Ｓ扇形Ｏ２ＢＣ
）．

在△ＯＯ１Ｏ２中，ＯＡ＝６，ＯＯ１＝４，

ＯＯ２＝４，Ｏ１Ｏ２＝４，

∴ △ＯＯ１Ｏ２是等边三角形，∴ ∠ＡＯＢ＝６０°．

Ｓ△Ｏ１ＯＯ２
＝槡３

４×４２ 槡＝４ ３，

Ｓ扇形Ｏ１ＡＣ＝Ｓ扇形Ｏ２ＢＣ＝π×２２×１２０
３６０＝４π

３
，

Ｓ扇形ＯＡＢ＝π×６２×６０
３６０＝６π，

∴ Ｓ＝６π 槡－ ４ ３＋４π
３（ ）×２ ≈３５（ｃｍ２）．

３分析 把阴影部分的面积分解为半个大圆面积减去两个小圆的半圆面积

之差．
解 设以ＡＤ 为直径的半圆为⊙Ｏ１，以ＢＤ 为直径的半圆为⊙Ｏ２．

半圆⊙Ｏ２面积Ｓ２＝
１
２π ＢＤ（ ）２

２
＝１

８πＢＤ２．

半圆⊙Ｏ１面积Ｓ１＝
１
２π ＡＤ（ ）２

２
＝１

８πＡＤ２．

Ｓ影＝１
２π ＡＢ（ ）２

２
－（Ｓ１＋Ｓ２）
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＝１
８π［ＡＢ２－（ＡＤ２＋ＢＤ２）］＝１

８π［（ＡＤ＋ＢＤ）２－（ＡＤ２＋ＢＤ２）］

＝１
８π·ＡＣ·ＣＤ·２＝１

８π·２ＣＤ２＝１
４πｍ２．

４分析 如正文图３１０９所示，连结ＡＤ、ＢＤ，则ＣＤ２＝ＡＣ·ＢＣ．

Ｓ阴影＝π
８

（ＡＢ２－ＡＣ２－ＢＣ２）＝π
８

［（ＡＣ＋ＢＣ）２－（ＡＣ２＋ＢＣ２）］

＝π
８

·２ＡＣ·ＢＣ＝π
４ＣＤ２＝Ｓ圆．

迁移发散

图３′１４

１（１）证明 如图３′１４所示，连结 ＡＢ、ＡＣ，则

ＡＢ＝ＡＣ，∴
︵
ＡＢ＝

︵
ＡＣ，

∴ ∠ＡＤＢ＝∠ＡＤＣ＝α，

又∵ ∠ＢＡＤ＝∠ＢＣＤ，

∴ △ＡＢＤ∽△ＣＥＤ．

∴ ＢＤ
ＥＤ＝ＡＤ

ＣＤ
，

即 ＢＤ·ＣＤ＝ＡＤ·ＥＤ．
（２）在等腰△ＡＢＣ 中作ＡＦ⊥ＢＣ 于Ｆ，

Ｆ 为ＢＣ 的中点，ＢＣ＝ＢＦ＋ＦＣ＝２ＦＣ．
∵ ∠ＡＣＢ＝∠ＡＤＢ＝α，∴ ＦＣ＝ＡＣｃｏｓα，∴ ＢＣ＝２ＡＣｃｏｓα．
在△ＡＢＥ 和△ＡＤＢ 中，

∵ ∠ＡＢＥ＝∠ＡＤＢ，∠ＢＡＤ＝∠ＢＡＥ．

∴ △ＡＢＥ∽△ＡＤＢ，∴ ＢＤ
ＡＤ＝ＢＥ

ＡＢ．

同理 △ＡＥＣ∽△ＡＣＤ，∴ ＣＤ
ＡＤ＝ＥＤ

ＡＣ
，

∴ ＢＤ
ＡＤ＋ＣＤ

ＡＤ＝ＢＥ
ＡＢ＋ＥＣ

ＡＣ＝ＢＣ
ＡＣ＝２ｃｏｓα．

由（１）知ＢＤ·ＣＤ＝ＡＤ·ＥＤ，

∴ ＢＤ
ＡＤ

·ＣＤ
ＡＤ＝ＡＤ·ＥＤ

ＡＤ２ ＝ＥＤ
ＡＤ＝３

４ｃｏｓ２α，

∴ 以ＢＤ
ＡＤ

和ＣＤ
ＡＤ

为根的一元二次方程为 ｘ２－２ｃｏｓα·ｘ＋３
４ｃｏｓ２α＝０，

解得 ｘ１＝
１
２ｃｏｓα，ｘ２＝

３
２ｃｏｓα．

当ＢＤ＜ＣＤ 时，ＢＤ
ＣＤ＝

ＢＤ
ＡＤ
ＣＤ
ＡＤ

＝
ｘ１

ｘ２
＝

１
２ｃｏｓα
３
２ｃｏｓα

＝１
３

；
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当ＢＤ＞ＣＤ 时，ＢＤ
ＣＤ＝

ｘ２

ｘ１
＝３．

２．解 ∵ ＮＯ′Ｏ 共线，延长 ＯＯ′交⊙Ｏ 于Ｍ，则 Ｍ，Ｏ，Ｏ′，Ｎ 共线，ＭＮ
为⊙Ｏ 直径，又∵ ＡＯ′＝ＢＯ′，ＡＣ⊥ＢＣ，∴ ＡＣ＝ＢＣ，∴ Ｃ 在ＭＮ 上，

∴ ∠Ａ＝∠Ｂ＝４５°．
设ＡＣ 切⊙Ｏ′于Ｉ，则 ＡＩ＝Ｏ′Ｉ＝ｒ，∴ ＡＯ′ 槡＝ ２ｒ
又∵ Ｏ′Ｎ＝ｒ，设⊙Ｏ 半径为ｘ，则 Ｏ′Ｍ＝２ｘ－ｒ，

又∵ （ＡＯ′）２＝ＭＯ′·Ｏ′Ｎ，∴ （槡２ｒ）２＝（２ｘ－ｒ）·ｒ，∴ ｘ＝３
２ｒ．

３解 设⊙Ｂ 与⊙Ｃ 外切于Ｄ，⊙Ａ 与⊙Ｏ 内切于Ｅ，

∴ ⊙Ａ、⊙Ｂ、⊙Ｃ 为等圆，又ＡＢ＝ＡＣ＝ＢＣ＝１２，∠Ｂ＝６０°，

∴ ＥＤ⊥ＢＣ 且Ｅ，Ａ，Ｄ 共线．

ＡＤ＝ｓｉｎ６０°·ＡＢ＝槡３
２ 槡×１２＝６ ３，Ｏ 为正△ＡＢＣ 中心，

∴ ＯＡ＝２
３ＡＤ＝２

３ 槡 槡×６ ３＝４ ３，

∴ ＯＥ＝ＯＡ＋ＡＥ 槡＝４ ３＋６，

槡∴ ４ ３＋６＝槡Ｋ＋６，∴ 槡Ｋ 槡＝４ ３，Ｋ＝４８．

４解 （１）解方程ｘ２ 槡－４ ３ｘ＋３＝０，得

ｘ１ 槡＝２ ３＋３，ｘ２ 槡＝２ ３－３．

槡∵ ２ ３＋３＞１，故舍去ｘ１ 槡＝２ ３＋３，∴ ｒ 槡＝２ ３－３．
连结ＯＭ，则ＯＭ⊥ＰＢ，ＯＭ 槡＝２ ３－３，ＰＭ＝１－ｒ 槡＝４－２ ３．

在Ｒｔ△ＰＯＭ 中，ｓｉｎ∠ＯＰＭ＝ＯＭ
ＰＭ ＝ 槡２ ３－３

槡４－２ ３
＝槡３

２
，

∵ ０＜∠ＣＰＢ＜１８０°，０＜∠ＯＰＭ＜９０°，

∴ ∠ＯＰＭ＝６０°，从而∠ＣＰＭ＝６０°，

∴ ∠ＣＰＢ＝１２０°．
（２）依题意建立坐标系ｘＯｙ．
∵ ＯＭ 槡＝２ ３－３，故 Ｍ 坐标为（０，槡２ ３－３），

∴ ＯＰ＝１
２ＰＭ 槡＝２－ ３，得Ｐ 坐标为（槡３－２，０）．

∵ Ｍ、Ｐ 在抛物线ｙ＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ上，

∴
槡２ ３－３＝ｃ，

（槡３－２）２＋ｂ（槡３－２）＋ｃ
烅
烄
烆 ＝０

∴ ｂ＝２，ｃ 槡＝２ ３－３．

从而函数解析式为ｙ＝ｘ２＋２ｘ 槡＋２ ３－３．
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构造发散

１证明 连结ＰＯ，构造平行线ＰＯ∥ＢＣ．连结ＰＯ 和ＡＢ．
由切线长定理ＰＡ＝ＰＢＰ 在ＡＢ 的中垂线上

同理 Ｏ 在ＡＢ ｝的中垂线上

ＰＯ 是ＡＢ 的中垂线

ＡＣ 为⊙Ｏ 直径ＡＢ⊥ ｝ＢＣ
ＰＯ∥ＢＣ

ＤＢ
ＢＰ＝ＤＣ

ＣＯ
ＡＰ＝

烍
烌

烎ＢＰ
ＤＢ
ＡＰ＝ＤＣ

ＯＡＤＢ∶ＤＣ＝ＡＰ∶ＡＯ．

２分析 连结ＣＥ、ＢＥ，构造相似三角形ＦＡＣ 和ＣＡＥ，利用相似三角形性质

定理证明结论．
证明 连结ＣＥ、ＢＥ．
ＡＢ⊥ＣＤ∠Ｆ＋∠ＦＡＢ＝９０°
ＡＢ 是直径∠Ｂ＋∠ＦＡＢ ｝＝９０°


∠Ｆ＝∠Ｂ
∠ＡＣＥ＝∠ ｝Ｂ

∠Ｆ＝∠ＡＣＥ
∠ＦＡＣ＝∠ ｝ＣＡＥ

△ＦＡＣ∽△ＣＡＥＦＡ
ＣＡ＝ＡＣ

ＡＥ

ＡＣ２＝ＡＥ·ＡＦ．
３分析 连结 ＭＤ，构造相似三角形△ＯＣＬ∽△ＣＭＤ．
证明 连结 ＭＤ．

直线ＡＢ⊥ＣＤ
︵
ＡＣ＝

︵
ＡＤＭＫ 平分∠ＤＭＣＭＣ

ＭＤ＝ＣＫ
ＫＤ

∠ＣＯＬ＝∠ＣＭＤ＝Ｒｔ∠
∠ＯＣＬ＝∠ ｝ＭＣＤ

△ＣＯＬ∽△ＣＭＤ

ＯＣ
ＯＬ＝ＭＣ

ＭＤ
ＣＫ
ＫＤ＝ＭＣ

烍
烌

烎ＭＤ


ＯＣ
ＯＬ＝ＣＫ

ＫＤ
ＯＣ＝

烍
烌

烎ＯＡ
ＣＫ∶ＫＤ＝ＯＡ∶ＯＬ．

综合发散

１证明 连结ＡＤ．∵ ＡＣ＞ＢＤ，∴
︵
ＡＣ＞

︵
ＢＤ，

∠１＞∠２，又∠３＝∠４，

∴ ∠１＋∠４＞∠３＋∠２，即∠ＢＤＡ＞∠ＣＡＤ

∴
︵
ＡＢ＞

︵
ＣＤ，∴ ＡＢ＞ＣＤ．

２证明 延长ＯＭ 到Ｈ，使ＯＭ＝ＭＨ，并连结ＡＨ，又ＡＭ＝ＭＮ，

∴ △ＯＭＮ≌△ＨＭＡ，

∴ ∠ＡＨＭ＝∠ＭＯＮ，ＡＨ＝ＯＮ．
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又∵ 连结ＯＡ、ＯＢ，则ＯＡ＝ＯＢ，△ＯＡＭ≌△ＯＢＮ，

∴ ∠ＡＯＰ＝∠ＢＯＱ，∠１＝∠２，

又∵ ∠ＡＭＯ＞∠２，∴ ∠ＡＭＯ＞∠１，

∴ ＯＡ＞ＯＭ，ＯＡ＞ＯＮ，∴ ＯＡ＞ＡＨ，

∴ ∠ＡＨＯ＞∠ＡＯＰ，∴ ∠ＰＯＱ＞∠ＡＯＰ．即
︵
ＡＰ＜

︵
ＰＱ．

３．证明 已知△ＡＢＣ∽△ＤＢＡ∽△ＤＡＣ，根据相似三角形内切圆半径之比

等于它们的相似比可知

ｒ１

ＢＣ＝
ｒ２

ＡＢ＝
ｒ３

ＡＣ
ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

ＢＣ＋ＡＢ＋ＡＣ＝
ｒ１

ＢＣ
，

又 ∵ ＳＲｔ△ＡＢＣ ＝ １
２ ＡＤ·ＢＣ ＝ｒ１·１

２
（ＢＣ ＋ＡＢ ＋ＡＣ）ｒ１ ＝

ＡＤ·ＢＣ
ＢＣ＋ＡＢ＋ＡＣ

，

∴
ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

ＢＣ＋ＡＢ＋ＡＣ＝ １
ＢＣ

ＡＤ·ＢＣ
ＢＣ＋ＡＢ＋（ ）ＡＣ ＝ ＡＤ

ＢＣ＋ＡＢ＋ＡＣ
，

∴ ｒ１＋ｒ２＋ｒ３＝ＡＤ．

第四单元 统计与概率

５０年的变化

哪种方式更合算

游戏公平吗

题型发散

１．用直接法．
原数据排列为６，７，８，９，１０，１２，

中位数为８＋９
２ ＝８５，

平均数为６＋７＋８＋９＋１０＋１２
６ ＝５２

６＝８２
３．

∵ ８５＜８２
３

，

故本题应选Ｃ．
２用直接法．
∵ ｘ＝１，

即 ｘ＋５＋０＋３－１
５ ＝１，∴ ｘ＝－２．∴ 中位数为０．

故本题应选Ａ．
３用直接法．
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考虑这一组数据从小到大只能是１２，１８，２０，ｘ，２３，２７，

∵ ２０＋ｘ
２ ＝２１，∴ ｘ＝２２．

故本题应选Ｂ．
４（１）甲群游客的平均年龄是１５岁，中位数是１５岁，众数是１５岁，其中能较

好反映甲群游客年龄特征的是平均数、中位数或众数．
（２）乙群游客的平均年龄是１５岁，中位数是５５岁，众数是６岁，其中能较好

反映乙群游客年龄特征的是中位数、众数．
５（１）甲班９０，乙班７０；甲．
（２）甲班８０，乙班８０；甲班６２，乙班５４；甲．
（３）甲班４０，乙班４８；乙．

纵横发散

１分析 根据题目中的三个条件要求出这七个数是不可能的，但如果本题

把前三个数ｘ１，ｘ２，ｘ３看成一个整体，后三个数看成一个整体，中间一个数ｘ４ 单

独看成一个数，则这三部分都可以求出来，而只要求出ｘ４就求得本题的解，

解 设这七个数为ｘ１、ｘ２、ｘ３、ｘ４、ｘ５、ｘ６、ｘ７，则

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝３３×４，

ｘ４＋ｘ５＋ｘ６＋ｘ７＝４２×４，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６＋ｘ７＝３８×７
烅
烄

烆 ，

①
②
③

①＋②－③，得 ｘ４＝３４．∴ 这七个数的中位数是３４．

２ｘ＝１
１０

（３２＋６２＋３５＋４０＋３７＋３５＋４８＋５０＋４２＋４５）＝４２．６（ｋｇ）．

∴ 平均体重为４２６ｋｇ．
把这１０个数据从小到大排列，得到３２，３５，３５，３７，４０，４２，４５，４８，５０，６２．
其中最中间的两个数据是４０，４２，它们的平均数是４１，即这组数据的中位数

是４１．
在这１０个数据中，３５出现了２次，出现的次数最多，因此，这组数据的众数

是３５．
生活发散

１（１）Ｐ（奇数）＝２
３．

（２）树状分析图为图４′１所示

从而得到所组成的两位数有６个：１２、１３、２１、２３、３１、３２．

恰好是３２的概率是１
６．
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图４′１

２分析 该题从我们常见的生活场景出发，先是

对频率与概率的关系作探究，然后再结合扇形的有关知

识提出问题，是一道融知识、能力和方法为一体的好题

目．
解 （１）表格中自左至右的空格依次填写０６８，

０７４，０６８，０６９，０７０５，０７０１；

（２）当ｎ很大时，停在“铅笔”的频率会接近０７；

（３）获得铅笔的概率约是０７；

（４）该扇形的圆心角的度数为０７×３６０°＝２５２°
应用发散

１分析 求一元二次方程ｘ２－８ｘ＋１５＝０的两个根，让两根通过平均数公

式验证，转化为样本数字ａ．
解 ∵ ｘ２－８ｘ＋１５＝０，即（ｘ－５）（ｘ－３）＝０，∴ ｘ＝３或ｘ＝５．

∵ １＋４＋２＋３＋３
５ ＝１３

５≠５，∴ ａ≠３．

又∵ １＋４＋２＋５＋３
５ ＝１５

５＝３，∴ ａ＝５，ｂ＝３．

２（１）盘转出红色，（２）盘转出蓝色或（１）盘转出蓝色，（２）盘转出红色均可配

出紫色，所以配成紫色的概率为５
８×４

８＋３
８×４

８＝１
２．

则配成紫色的概率为１－１
２＝１

２．
即小强得１分与小亮得１分的机会是相同的，故这个游戏对双方公平．

综合发散

１（１）证明 根据已知条件知

ＰＮ∥ＢＣ，ＡＥ⊥ＰＮ，ＰＮ＝ＱＭ＝ｙ，ＤＥ＝ＭＮ＝ｘ

∴ △ＡＰＮ∽△ＡＢＣ，从而有 ＰＮ
ＢＣ＝ＡＥ

ＡＤ
，

即 ｙ
１２０＝８０－ｘ

８０ ．∴ ｙ＝１２０－３
２ｘ．

（２）解 设矩形ＰＱＭＮ 的面积为Ｓ，则Ｓ＝ｘｙ，

即Ｓ＝ｘ（１２０－３
２ｘ）＝－３

２ｘ２＋１２０ｘ，

当ｘ＝－ １２０

２×（－３
２

）
＝４０时，

Ｓ有最大值为 －１２０２

４×（－３
２

）
＝２４００，此时，ｙ＝２４００

４０ ＝６０（ｍｍ２）．
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∴ 当ｘ＝４０，ｙ＝６０时，矩形ＰＱＭＮ 的面积最大，最大面积为２４００ｍｍ２．
（３）解 由根与系数的关系，得

４０＋６０＝１０ｐ，

４０×６０＝２００ｑ
｛ ．
解得 ｐ＝１０，ｑ＝１２．
∵ ａ，１０，１２，１３，ｂ的众数为１０，

∴ 有ａ＝１０，或ｂ＝１０．

当ａ＝１０时，有１０＋１０＋１２＋１３＋ｂ
５ ＝１２，．

解得 ｂ＝１５；当ｂ＝１０时，解得 ａ＝１５．
２（１）８６．
（２）通话时间为：（２６＋１４＋９）＋（１５＋７＋４）×２＋（５＋２＋１）×３＋（２＋１）×４

＝１３７（ｍｉｎ）．
话费为：１３７×０６＝８２２（元）

（３）使用新业务后，

中国移动费用：（１４＋７＋２＋１）×０４＋（７＋２＋１）×０３＋（２＋１）×０２＋１×
０２＝１３４（元）

市话费：（２６×１＋１５×２＋５×３＋２×４）×０６＝４７４（元）．
中国联通费用：（９×１＋４×２＋１×３）×０６＝１２（元）．
合计话费为：１０＋１３４＋４７４＋１２＝８２８（元）．
答：５月份的话费会是８２８元．

３（１）中规定一、二、三、四等奖的概率分别为Ｐ１＝
１
３

，Ｐ２＝
２
９

，Ｐ３＝
５
９

，Ｐ４＝

４
９．

（２）不合理．中奖的概率应从小到大排列．重新设置规则为：一等奖，命中３倍

的数；二等奖，命中数字７；三等奖，命中偶数；四等奖，命中奇数．
知能转化平台

题型发散

１．（１）用直接法．
由数据２０，３０，４０，５０，５０，６０，７８，８０，知其中平均数是５０，中位数、众数均是

５０．
故本题应选Ｄ．

（２）用直接推算法．
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∵
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３

３ ＝ａ，∴ ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝３ａ；

∵ ｙ１＋ｙ２＋ｙ３

３ ＝ｂ，∴ ｙ１＋ｙ２＋ｙ３＝３ｂ．

∵ （２ｘ１＋３ｙ１）＋（２ｘ２＋３ｙ２）＋（２ｘ３＋３ｙ３）

＝２（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３）＋３（ｙ１＋ｙ２＋ｙ３）＝２×３ａ＋３×３ｂ，

∴
（２ｘ１＋３ｙ１）＋（２ｘ２＋３ｙ２）＋（２ｘ３＋３ｙ３）

３ ＝２ａ＋３ｂ．

故本题应选Ａ．
（３）用直接法．

∵ ５＋（－２）＋０＋６＋４＋ｘ
６ ＝３．∴ ｘ＝１８－１３＝５．

故本题应选Ｃ．
（４）用直接法．
８×６＋１０×７＋３×８

８＋１０＋３ ＝１４２
２１≈６８（元）

故本题应选Ｂ．
（５）用直接法．
因为得７０分的有１６人，这个成绩７０分是众数．
故本题应选Ａ．
２（１）９７０． （２）８０４． （３）９５，９４５． （４）９，８． （５）①２２℃，２２℃；

②６
３０×３６５＝７３；③１４６．

数形发散

１（１）９６３６６１亿元；４７４６３９亿元；４８９０２２亿元； （２）３３％；５３８３６２亿

元； （３）６３７２３亿元；１３４３％；１２９３７７亿元；１３４３％；１９３１亿元；１３４３％．
２解 （１）如下表所示．

空气质量 重度污染 中度污染 轻度污染 良 优

频数 ０ ０ ７ １６ ５

频率 ０ ０ ２５％ ５７１％ １７９％
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（２）如图４′２所示．

图４′２
（３）约有１７９％的天数空气质量为“优”，５７１％的天数空气质量为“良”，

２５％的天数空气质量为“轻度污染”，该月上海空气质量总体是良好的；可猜测：污

染指数在１００～１５０属于“轻度污染”，５０～１００属于“良”，低于５０为优．
纵横发散

１

数 据 平均数 中位数 众 数

２０，２０，２１，２４，２７，３０，２２ ２４９ ２４ ２０

０，２，３，４，５，５，１０ ４１ ４ ５

－２，０，３，３，３，８ ２５ ３ ３

－６，－４，－２，２，４，６ ０ ０ ／

２三组的平均数依次是１０、２０和３０．如果将这三组数据合成一组，那么新数

据的平均数是２３．
生活发散

１按百分比计算得这个月３元、４元和５元的饭菜各销售了２０８０份、６７６０
份和１５６０份，师生购买午餐费用的平均数是３９５，中位数和众数都是４．

２假如通话时间５ｍｉｎ，吉通１７９２１话费１９０元，联通８９１３５话费１９０元，

联通１９３话费２元．吉通１７９２１按每６ｓ计算单位，通话５ｍｉｎ左右更省．此时，建

议用吉通１７９２１．
假如通话３０ｍｉｎ，吉通话费１１９０元，联通８９１３５话费１１９０元，联通１９３话

费１０５０元，因此，建议用联通１９３．
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综合发散

１分析 我们把“某批种子发芽所需的天数”看成一个随机变量（变化中的

频率），考虑到概率和频率概念的内在联系，通过变化中的频率的加权平均数来求

该批种子发芽所需的平均天数．
解 ９８粒种子的发芽天数的总和为

１×１９＋２×３４＋３×２１＋４×１１＋５×９＋６×３＋７×１＝２６４（天）．
所以每粒种子的发芽平均天数为

２６４÷９８≈２７（天）．
上面求发芽所需的平均天数过程也可写成

１
９８

（１×１９＋２×３４＋３×２１＋４×１１＋５×９＋６×３＋７×１）＝１×１９
９８＋２×３４

９８＋

３×２１
９８＋４×１１

９８＋５×９
９８＋６×３

９８＋７×１
９８＝２６４

９８≈２７（天）．

２分析 普通扑克中没有两张牌的点数之和为２８这种情况．因此，这个事

件发生的概率为０；二等奖与后面的奖项安排不合理，因为普通扑克中红、黑两色

牌各占一半，即抽到红色牌的概率为１
２

，而获三等奖的概率却只有４
５２

，它小于１
２

，

也即是说中二等奖比中三等奖还要容易；四等奖的安排也不合理，因为中四等奖

的概率为１００％，而中鼓励奖的概率却只有１
４．

解 这个游戏规则的设置是不合理的，因为特等奖永远不可能产生，三等奖

比二等奖还难得到，而四等奖人人都可以得到，但得鼓励奖的人却不是很多，可以

作如下修改（答案不惟一）；

特等奖：两次连续抽到红桃１０；

一等奖：抽出一张是红桃７；

二等奖：抽出一张是５；

三等奖：抽出一张是梅花；

四等奖：抽出一张是红色牌；

鼓励奖：抽出一张牌的点数不小于１．

期末测试题
一、１用直接法．
∵ ａｍ＋ｎ＋３－ａｍ＋２ｎ＋３＝ａｍ＋ｎ＋３（１－ａｎ）．
故本题应选Ｄ．
２用直接法．
∵ ａ＜－６即 ａ＋６＜０．
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｜３－｜３＋ａ｜｜＝｜３－［－（３＋ａ）］｜＝｜３＋３＋ａ｜
＝｜６＋ａ｜＝－（ａ＋６）．

故本题应选Ａ

图Ⅱ′１

３用直接法．
如图Ⅱ′１所示，连结ＰＣ，∵ ＡＣ、ＢＣ 分别是ＰＭ、ＰＮ

的垂直平分线，ＭＣ＝ＰＣ，ＰＣ＝ＮＣ，∴ ＭＣ＝ＮＣ．
故本题应选Ａ．

４用直接法．

∵ ｙ随ｘ的增大而减小，∴ ｋ＜０，

由ｋｂ＞０，∴ ｂ＜０，

函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的图象过第二、三、四象限．
故本题应选Ｂ．

５用直接法．
设梯形上、下底分别为ａ、ｂ，高为ｈ，

由题意得 １
２×１０ｈ＝１

２
（ａ＋ｂ）ｈ．

∴ ａ＋ｂ＝１０，故本题应选Ｃ．

６用直接推算法．

∵ （２ｋ－１）ｘ２－８ｘ＋６＝０有实数根，

∴ Δ＝（－８）２－４（２ｋ－１）×６≥０，即－４８ｋ≥－８８

∴ ｋ≤８８
４８

，ｋ的最大整数值为１．

故本题应选Ｃ．

７用直接法．
这组数据７、８、８、８、９、９、１０、１０的众数和中位数分别为８，８５．
故本题应选Ｂ．

８用直接法．

∵ ４＋ｘ
２ ＝５，∴ ｘ＝１０－４＝６．

∴ 众数为６．
故本题应选Ｄ．

９用数形结合法．

由抛物线开口向上知ａ＞０，∵ 其顶点位于第三象限，ｘ＝－ｂ
２ａ＜０，
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∴ ｂ＞０．
当ｘ＝０时，ｙ＝ｃ＜０，∴ ｜ｃ－ｂ｜＝－（ｃ－ｂ）＝ｂ－ｃ．
故本题应选Ｃ．

１０用直接推算法．
欲使函数式成立，必须满足２－ｘ≥０且９－ｘ２≠０．

∴ ｘ≤２且ｘ≠－３．
故本题应选Ａ．

１１用数形结合法．
由Ｓ△ＣＤＯ∶Ｓ△ＢＣＤ＝１∶３知△ＣＤＯ 与△ＢＣＤ 高 之 比 为１∶３，且 Ｓ△ＢＣＯ＝

２Ｓ△ＣＤＯ．

∴ Ｓ△ＡＯＤ＝２Ｓ△ＣＤＯ．又∵ Ｓ△ＡＢＤ∶Ｓ△ＡＢＯ＝３∶２．

∴ Ｓ△ＡＢＯ＝２Ｓ△ＡＯＤ＝４Ｓ△ＣＤＯ．

Ｓ△ＡＤＢ＝６Ｓ△ＣＤＯ，∴ Ｓ△ＣＤＯ∶Ｓ△ＡＢＤ＝１∶６．故本题应选Ｂ．

１２用直接法．

ｒ＝ａ＋ｂ－ｃ
２ ＝３

２
，πｒ２＝９π

４．故选Ｄ．

二、１３．－２． １４．１３． １５．－１． １６．３． １７．９πｃｍ２

１８．（００９π－０１８）ｍ２

三、１９由ｘ－２ ｘ槡ｙ＋１５ｙ＝０知 （槡ｘ－５槡ｙ）（槡ｘ＋３槡ｙ）＝０，

∵ 槡ｘ＋３槡ｙ＞０，∴ 槡ｘ－５槡ｙ＝０，∴ ｘ＝２５ｙ，

∴ 原式＝５０ｙ＋５ｙ＋３ｙ
２５ｙ＋５ｙ－ｙ＝２．

２０．（１）ｙ＝ｘ２－５ｘ＋４．

（２）ｙ＝－ ｘ－（ ）５
２

２
＋９

４＝－ｘ２＋５ｘ－４．

四、２１（１）ｐ＝－２，ｑ 槡＝２ ３． （２）ａ＝－槡３
２

，ｂ＝１，ｃ 槡＝２ ３．

（３） 槡３
３

， 槡１３ ３（ ）６
． （４）ｘ＝槡３

３．

２２（１）甲厂产品的使用寿命的平均数、众数、中位数分别为８，５，６；乙厂产品

的使用寿命的平均数、众数、中位数分别为９６，８，８５；丙厂产品的使用寿命的平

均数、众数、中位数分别为９４，４，８．
（２）甲厂选用了平均数８，乙厂选用了众数８，丙厂选用了中位数８．
（３）宜选购乙厂的产品，因为乙厂产品平均使用寿命最长，且多数超过８年寿
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命或达到８年寿命．

２３证明 （１）∵ ＡＢ是⊙Ｏ 的直径，ＡＤ、ＢＣ 是⊙Ｏ 的切线，∴ ＡＤ⊥ＡＢ，

ＢＣ⊥ＡＢ，∴ ＡＤ∥ＢＣ，

从而∠ＡＤＣ＋∠ＢＣＤ＝１８０°．

又由切线长定理得 ∠ＯＤＣ＝１
２∠ＡＤＣ，∠ＯＣＤ＝１

２∠ＢＣＤ．

∴ ∠ＯＤＣ＋∠ＯＣＤ＝９０°，即 ∠ＤＯＣ＝９０°，

∴ ＣＯ⊥ＤＯ．
（２）∵ ＤＡ，ＤＥ 分别与⊙Ｏ 相切于点Ａ，Ｅ，∴ ＤＡ＝ＤＥ，∴ ＡＥ⊥ＤＯ．
同理ＢＥ⊥ＣＯ，又ＡＢ 为直径，∴ ＡＥ⊥ＢＥ，

故四边形ＥＦＯＧ 为矩形．

２４证明 （１）∠ＡＣＤ＝∠ＡＢＣ，∠ＡＣＤ＋∠ＣＡＤ＝９０°，∠ＡＢＣ＋∠ＣＡＢ＝

９０°即可．
（２）△ＡＣＤ≌△ＡＣＧ，得 ＡＤ＝ＡＧ．
同理，ＢＥ＝ＢＧ，∴ ＡＤ＋ＢＥ＝ＡＢ，ＡＤ·ＢＥ＝ＡＧ·ＢＧ＝ＣＧ２，

故 ＡＤ，ＢＥ 为方程ｘ２－ＡＢｘ＋ＣＧ２＝０的两个根．
由面积得 ＡＣ·ＢＣ＝ＣＧ·ＡＢ，

即 ＯＣ２＝ＣＧ·２ＯＣ，也即 ＯＣ＝２ＣＧ，

∴ ∠ＣＯＧ＝３０°，∴ ∠ＣＡＢ＝１５°．

综合测试题（一）
一、１用分类讨论法．
当ａ＞０，ｂ＞０时，ｍ＝１＋１＝２；

当ａ＞０，ｂ＜０时，ｍ＝１－１＝０；

当ａ＜０，ｂ＞０时，ｍ＝－１－１＝－２；

当ａ＜０，ｂ＜０时，ｍ＝－１＋１＝０；

故本题应选Ａ．

２用排除法．

Ａ、Ｂ、Ｃ选项中均Δ＞０，应排除；

惟Ｄ选项中，Δ＝－２４＜０，不能在实数范围内分解因式．
故本题应选Ｄ．

３用直接推算法．

若０＜ａ＜１，ａ＜１
ａ．
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ａ２＋１
ａ２槡 －２÷ １＋ａ（ ）ａ × １

１＋ａ

＝ １
ａ－（ ）ａ × ａ

１＋ａ× １
１＋ａ＝１－ａ２

ａ × ａ
１＋ａ× １

１＋ａ＝１－ａ
１＋ａ．

故本题应选Ａ．

４用逆向思维法．
应排除Ａ、Ｂ、Ｃ，惟Ｄ中的四边形各边中点的连线可得正方形．
故本题应选Ｄ．

５用验证法．

∵ ０＜α＜９０°，ｓｉｎα＞０，ｃｏｓα＞０．

∴ 原式＝ｓｉｎαｓｉｎα＋ｃｏｓα
ｃｏｓα＝２．

故本题应选Ｃ．

６Ｃ 用排除法．
因为Ａ中梯形既不是轴对称图形，也不是中心对称图形；Ｂ中平行四边形不

是轴对称图形；Ｄ中正三角形不是中心对称图形，所以应排除Ａ、Ｂ、Ｄ．故本题应选

Ｃ．

７用直接法．

如图Ⅲ１，过 Ｄ 作ＤＦ⊥ＡＢ 于Ｆ，ＡＦ＝ ５２－４槡 ２＝３，ＥＦ＝ＤＣ＝３，ＢＥ＝

ＣＥ
ｔａｎα＝４÷１

槡３
槡＝４ ３．

∴ ＡＢ＝ＡＦ＋ＦＥ＋ＢＥ 槡 槡＝３＋３＋４ ３＝６＋４ ３．
故本题应选Ｃ．

８用直接法．
当ｎ＝１０时，（ｎ－２）·１８０°＝（１０－２）×１８０°＝１４４０°．
故本题应选Ｄ．

９用数形结合法．
由抛物线开口向下知 ａ＜０，令ｘ＝０得 ｙ＝ｃ＞０．

∵ 其顶点在第一象限，∴ ｘ＝－ｂ
２ａ＞０，

∵ ａ＜０，∴ ｂ＞０，ｃ
ｂ＞０．

∴ ｐ ａ，ｃ（ ）ｂ
点在第二象限．

故本题应选Ｂ．
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１０用逆向思维法．

２＋７＋６＋ｘ
４ ＝５，∴ ｘ＝２０－１５＝５．

１８＋１＋６＋５＋ｙ
５ ＝１０，∴ ｙ＝５０－３０＝２０．

故本题应选Ｂ．
１１用直接法．
∵ ＰＢ·ＰＣ＝ＰＡ２＝６２＝３６ ①
且ＰＢ∶ＰＣ＝１∶２即 ＰＣ＝２ＰＢ 代入①得

ＰＢ２＝１８，∴ ＰＢ 槡＝３ ２．

又∵ ＰＢ·ＰＣ＝３６，槡３ ２ＰＣ＝３６．

∴ ＰＣ＝３６
槡３ ２

槡＝６ ２，

故本题应选Ｃ．
１２用直接推算法．

∵ Ｓ１＝
６０
３６０πＲ

２＝１
６πＲ２，

Ｓ２＝
１
２Ｒｓｉｎ３０°·２Ｒｓｉｎ６０°＝槡３

４Ｒ２．

Ｓ３＝Ｓ扇形ＢＯＣ－Ｓ△ＢＯＣ＝
１２０
３６０πＲ

２－槡３
４Ｒ２

＝１２５６－５１９６
１２ Ｒ２＝７３６４

１２ Ｒ２．

∵ 槡３
４Ｒ２＜１

６πｒ２＜７３６４
１２ Ｒ２，

∴ Ｓ２＜Ｓ１＜Ｓ３．
故本题应选Ｂ．
二、１３２５和３６． 槡１４８ ３．
１５１０００，２０００（或２０８０，或２０１１）．

１６ｙ＝πｘ２＋１０πｘ． １７３
２

或８
３．

１８ｎ（ｎ＋１）

２ ．

三、１９两根为ｘ１＝ａ、ｘ２＝ｂ，依题意得 ａ２＋ｂ２＝３－ａｂ，

即 （ａ＋ｂ）２＝３＋ａｂ． ①
∵ 方程ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ＋ａｂ＝０有两个实数根，

∴ （ａ＋ｂ）２－４ａｃ≥０． ②
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将①代入②得 ３＋ａｂ－４ａｂ≥０，即 ａｂ≤１．
又ａ、ｂ是三角形边长，又ａ、ｂ为正数．∴ ０＜ａｂ≤１．

２０证明 ∵ 方程有两相等实根，

∴ Δ＝（ｂｃ－ａｂ）２－４（ａｃ－ｂｃ）（ａｂ－ａｃ）＝（ｂｃ＋ａｂ）２－４ａｃ（ｂｃ＋ａｂ）＋
（２ａｃ）２＝（ｂｃ＋ａｂ－２ａｃ）２＝０，∴ ｂｃ＋ａｂ－２ａｃ＝０，∴ ｂｃ＋ａｂ＝２ａｃ，

即 ２
ｂ＝１

ａ＋１
ｃ．

四、２１（１）ｙ甲＝１２０ｘ＋２４０，ｙ乙＝１４４ｘ＋１４４．
（２）１２０ｘ＋２４０＝１４４ｘ＋１４４，∴ ｘ＝４．
（３）ｙ甲－ｙ乙＝９６－２４ｘ，∴ ｘ＞４时，甲更优惠；ｘ＝４时，甲、乙一样；ｘ＜４

时，乙更优惠．

２２设商场投资ｘ元，在月初出售获利ｙ１元，在月末出售获利ｙ２ 元，依题意

得ｙ１＝１５％ｘ＋１０％（ｘ＋１５％ｘ）＝０２６５ｘ，ｙ２＝３０％ｘ－７００＝０３ｘ－７００．①当

ｙ１＝ｙ２时，ｘ＝２００００；②当ｙ１＜ｙ２时，ｘ＞２００００；③当ｙ１＞ｙ２时，ｘ＜２００００．

图Ⅲ′１

２３先求得ＢＣ 边上的高为４．

（１）ｘ
６＝４－ｘ

４
，∴ ｘ＝２４．

（２）当ＳＲ 落在三角形内时，ｙ＝ｘ２（０＜ｘ＜２４）；当ＳＲ 落在三角形外时，设

Ａ 到ＰＱ 的距离为ｈ，ｈ
４＝ｘ

６．∴ ｈ＝２
３ｘ，这时ｙ＝ｘ ４－２

３（ ）ｘ ＝－２
３ｘ２＋

４ｘ（２４＜ｘ≤６）．

（３）ｙ＝－２
３

（ｘ－３）２＋６，∴ 当ｘ＝３时，ｙ有最大值６．

２４（１）符合条件的抛物线还有５条，分别如下：①抛物线 ＡＥＣ；②抛物线

ＣＢＥ；③抛物线ＤＥＢ；④抛物线ＤＥＣ；⑤抛物线ＤＢＣ．
（２）如图Ⅲ′１所示，在（１）中存在抛物线ＤＢＣ，它与直线ＡＥ 不相交．
设抛物线ＤＢＣ 的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，

将Ｄ －２，（ ）９
２

，Ｂ（１，０），Ｃ（４，０）三点坐标分

别代入，得

４ａ－２ｂ＋ｃ＝９
２

，

ａ＋ｂ＋ｃ＝０，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝０

烅

烄

烆 ．

解得 ａ＝１
４

，ｂ＝－５
４

，ｃ＝１．
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∴ 抛物线ＤＢＣ 的解析式为ｙ＝１
４ｘ２－５

４ｘ＋１．

又设直线ＡＥ 的解析式为ｙ＝ｍｘ＋ｎ．

将Ａ（－２，０），Ｅ（０，－６）两点坐标分别代入，得
－２ｍ＋ｎ＝０，

ｎ＝－６｛ ．
解得 ｍ＝－３，ｎ＝－６，

∴ 直线ＡＥ 的解析式为ｙ＝－３ｘ－６．

２５①连结ＤＥ，ＣＥ，易证△ＤＡＥ∽△ＥＢＣ，故Ｅ 点是符合条件的点Ｐ，且ＡＥ

＝１．②连结ＤＦ，ＣＦ，同理可证△ＤＡＦ∽△ＦＢＣ，故Ｆ 点也是符合条件的点Ｐ，作

ＯＨ⊥ＡＢ 于Ｈ，求得 ＡＦ＝７－１＝６．③若还存在Ｐ 点，且∠ＡＰＤ＝∠ＢＰＣ，则

△ＡＰＤ∽△ＢＰＣ，∴ ＡＰ
１－ＡＰ＝ＡＤ

ＢＣ．又由△ＤＡＥ∽△ＥＢＣ，∴ ＡＤ
ＡＥ＝ＥＢ

ＢＣ
及ＢＣ

－ＡＤ＝１，得 ＡＤ＝２，ＢＣ＝３，∴ ＡＰ＝１４
５．因此，满足条件的Ｐ 点有３个，ＡＰ

的长分别为１，６，１４
５．

综合测试题（二）
一、１用直接法．

Ａ中，（ ）１
３

－２
＝３２＝９正确．Ｂ、Ｃ、Ｄ中均错．

故本题应选Ａ．

２用直接法．
设旗杆的高为ｘｍ，由题意得

ｘ
１５＝３０

２５
，∴ ｘ＝３０×１５

２５ ＝１８（ｍ）．

故本题应选Ｂ．

３用直接法．

∵ ｜ｘ｜＝－ｘ≥０，∴ ｘ≤０．
故本题应选Ｄ．

４用直接法．
令ｘ－１＝０，对称轴是直线ｘ＝１．
故本题应选Ｂ．

５用直接法．

Ａ、Ｂ是轴对称图形，但不是中心对称图形；Ｃ非轴对称图形，又非中心对称

图形．
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故本题应选Ｄ．

６用直接法．
圆既是中心对称图形又是轴对称图形．
故本题应选Ｂ．

７用直接法．

∵ Ｓ乙
２＝１９０，Ｓ２

甲＝２４５，Ｓ２
乙＜Ｓ２

甲

且ｘ乙＝ｘ甲＝８２分，成绩较为整齐的是乙班．
故本题应选Ｂ．

８用直接推算法．
（１＋１０％）２（１－１０％）（１－１０％）＝１２１×０．９２＝０．９８０１．

１－０９８０１＝００１９９＝１９９％．
故本题应选Ｄ．

９用直接法．
由正比例函数定义知ｂ２－４＝０，∴ ｂ＝±２．
故本题应选Ｄ．

１０用直接法．

欲使函数ｙ＝ １
ｘ＋１

有意义，必须有

ｘ＋１≠０即 ｘ≠－１．
故本题应选Ａ．

１１用直接法．

圆心距ｄ＝ １７２－８槡 ２＋ １０２－８槡 ２

＝１５＋６＝２１．
故本题应选Ｃ．

１２用直接推算法．

∵ ｘ２
１＋ｘ２

２＝１１ ①

ｘ１＋ｘ２＝－（２ｋ＋１） ②

ｘ１·ｘ２＝ｋ２－２ ③

②２－① ２ｘ１ｘ２＝４ｋ２＋４ｋ－１０

∴ ｘ１ｘ２＝２ｋ２＋２ｋ－５ ④
比较③、④得 ２ｋ２＋２ｋ－５＝ｋ２－２
即 ｋ２＋２ｋ－３＝０，∴ ｋ＝１或ｋ＝－３．∵ ｋ＝－３时，Δ＜０
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故本题应选Ｃ．

二、１３－８的立方根是－２；（ ）１
２ °＝１，（－３）－１＝－１

３．

１４乙地所修公路的走向是南偏西４８°．

１５３６０°÷７２°＝５．故该多边形的边数是５．

１６ｙ＝（ｘ－２）２－１等．

１７１２π÷（２πｒ）＝１２π÷（２×２π）＝３（ｃｍ）．

１８２０＋２０＋２０
３０００００００＝ ６０

３０００００００＝ １
５０００００．

三、１９原式 槡 槡 槡＝２ ３＋２－ ３＋３＝ ３＋５．

２０原式＝
（ｘ＋１）（ｘ－１）

（ｘ－１）２ ＋ｘ（ｘ－２）

ｘ－２ ＝ｘ＋１
ｘ－１＋ｘ．

当ｘ 槡＝ ２＋１时，原式＝槡２＋２
槡２

槡 槡＋ ２＋１＝２ ２＋２．

四、２１（１）将（－２，０）、（０，２）两点的坐标分别代入ｙ＝ｋｘ＋ｂ得

－２ｋ＋ｂ＝０，

ｙ＝ｂ＝２，

∴ ｋ＝１；

（２）如图Ⅳ３画出ｙ＝－２ｘ＋２的图象；

（３）当ｘ＞０时，使函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ的函数值大于函数ｙ＝－２ｘ＋２的函数值．

２２（１）设Ａ 点的坐标为（ｘ，ｙ）且ｘ＞０，ｙ＞０，则

Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２ｘｙ＝１．

又∵ Ａ 在双曲线ｙ＝ｍ
ｘ

上．

∴ ｘｙ＝ｍ＝２．
（２） 槡２＋ ３．

２３ｙ甲＝１１ｘ，ｙ乙＝０１ｘ＋８００，当行车路程超过８００ｋｍ时，到乙公司租车；

不到８００ｋｍ时，到甲公司租车；刚好８００ｋｍ时，甲、乙两家都可以．

２４（１）ｙ甲＝２００＋５ｘ （２）ｙ乙＝２２５＋４５ｘ
（３）当购买的书法练习本有５０本时，甲、乙两种办法都可以；当购买的书法练

习本少于５０本时，选择甲办法；当购买的练习本大于５０本时，选择乙办法．

２５（１）由已知得 ∠ＡＦＣ 对
︵
ＡＢＣ，而

︵
ＡＤ＝

︵
ＣＦ．

又∵ ∠ＤＡＦ 对
︵
ＤＥＦ＝

︵
ＤＢＣ＋

︵
ＣＦ＝

︵
ＡＤ＋

︵
ＤＢＣ＝

︵
ＡＢＣ，
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∴ ∠ＡＦＣ＝∠ＤＡＦ．
同理可证其余各角都等于∠ＡＦＣ．

∴ 六边形各内角相等．

（２）∵ ∠Ａ 对
︵
ＢＤＧ，∠Ｂ 对

︵
ＣＥＡ，且∠Ａ＝∠Ｂ，

∴
︵
ＢＤＧ＝

︵
ＣＥＡ，

∴
︵
ＢＣ＝

︵
ＡＧ．

同理
︵
ＡＢ＝

︵
ＣＤ＝

︵
ＥＦ＝

︵
ＡＧ＝

︵
ＢＣ＝

︵
ＤＥ＝

︵
ＦＧ．

∴ 七边形ＡＢＣＤＥＦＧ 为正七边形．
（３）当边数为３，５，７，９，⋯，时，各内角相等的圆内接多边形是正多边形．
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