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内 容 简 介

本书系统地讨论了Ｓｈａｎｎｏｎ信息理论中的基本概念和相关问题，介绍了信道、信源编码的

一般原理和基本方法。全书主要内容分为８章，包括绪论、离散无记忆信源与信息熵、离散无

记忆信道与互信息、信道与信道容量、有噪信道编码、离散信源及其信息冗余、无失真信源编

码和限失真信源编码。

本书可作为信息工程、通信工程、网络工程和计算机应用等相关专业高年级本科生及研究

生的教材或教学参考书，也可作为从事信息理论、信息技术和通信系统研究的科研及工程技术

人员的参考用书。

★ 本书配有电子教案，有需要者可登录出版社网站，免费提供。

图书在版编目（ＣＩＰ）数据
信息论与编码／平西建等编著．－西安：西安电子科技大学出版社，２００９．２

２１世纪高等学校电子信息类规划教材
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　　随着信息技术的发展，信息的表示、存储、传输和处理成为多媒体技术、通信技术、信
息处理、模式识别、网络工程以及计算机应用等领域的关键技术和热点研究课题。信息理
论应用概率论、随机过程和数理统计等方法研究信息的描述、传输与处理中的一般规律以
及基本关系，还可用于研究信息系统的有效性和可靠性，是信息科学研究和各类信息系统
开发中具有重要指导作用的基础理论。

本书主要讨论Ｓｈａｎｎｏｎ信息理论中的基本概念和问题，主要内容分为８章。第１章介
绍了信息理论的主要研究内容、发展历史和现状。第２、３章讨论Ｓｈａｎｎｏｎ信息理论中两个
最重要的基本概念，即信息熵和互信息的定义与性质，通过深入分析平均互信息与信源概
率分布和信道转移概率分布的凸性关系，引出了信息系统的可靠性和有效性问题。第４、５
章讨论了信道和信息系统的可靠性问题，首先依据互信息的上凸性关系，引出了给定信道
的传输信息能力并给出信道容量的定义，阐述了Ｓｈａｎｎｏｎ有噪信道编码定理，然后针对有
噪信道中信息可靠传输的要求，比较系统地介绍了纠错编码的基本概念和线性分组码、循
环码、ＢＣＨ码及卷积码等信道编码的构造原理。第６～８章讨论了信源和信息系统的有效
性问题。在分析离散无记忆信源及其扩展信源、平稳信源和马尔可夫信源统计关系的基础
上，分析并度量了信源的信息冗余，引出了信息系统的有效性问题，针对无失真表示信源
信息的应用，讨论了无失真信源编码定理和编码方法。依据互信息的下凸性关系和失真度
量方法，讨论了信息率失真函数的定义和性质，阐述了限失真信源编码定理，并介绍了限
失真信源编码的基本原理与方法。作为学习上述内容的预备知识，书后附录中介绍了凸函
数、Ｊｅｎｓｅｎ不等式和线性代数基础（群、环、域）等知识。

本书在内容编排上力图将信息理论与信息系统的最优化问题有机结合，注重信息论的
基本概念与信息系统的可靠性、有效性等应用技术原理之间的联系，使相关专业的读者能
够运用信息理论的基本概念分析信息系统的最优化问题，系统地了解信道、信源编码的一
般原理和基本方法，为读者进一步学习信息与通信工程、网络工程、计算机应用等领域的
专业课程，从事图像、语音等多种媒体数据的处理、编码技术研究和信息系统开发工作打
下良好的基础。

本书作者长期从事“信息论与信源编码”和“信道编码”课程的教学工作，为了满足信息
工程、通信工程、网络工程和计算机应用等相关专业人才培养的教学需要，在多年使用的
《信息论基础与信源编码原理》、《信道编码》等教材的基础上编写了本书。本书由平西建、

董莉、巩克现、马金全共同完成。刘玉君、肖永隆、邵美珍等老师在前期的教学和教材编写
中做了大量的工作，张涛、周利莉、许漫坤对本书的编写提出了有益的建议，汪然、王绪和
刘学谦等多名在校研究生参与了书稿的整理工作并绘制了部分插图。



我国信息科学界的不少著名学者在信息理论方面有很好的著作，这些著作对于作者从
事信息论课程的教学和在相关技术领域的学术研究以及本书的编写都给予了很大的帮助。
西安电子科技大学出版社的薛媛和许青青编辑为本书的出版做了大量的工作。
在此谨向对本书给予帮助和支持的所有人员表示感谢。
由于作者水平和时间所限，书中难免有不妥之处，诚恳期望读者赐教和指正。

作　者

２００８年１０月
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第１章　绪　　论

信息科学和工程以信息为研究对象，以信息的运动规律和利用信息的原理为主要研究
内容，以扩展人类的信息处理能力为主要研究目标，是当代具有强大生命力和推动力的新
兴学科。作为半个多世纪科学技术进步的主要标志之一，信息科学和工程广泛地应用于通
信理论与技术、计算机科学与技术、电子工程、遥感遥测技术和人工智能等各个领域。信
息科学和工程的一个重要的基础理论———信息论，是在长期的信息与通信工程实践中，与
概率论、随机过程和数理统计等近代数学学科相结合而建立并发展起来的，它主要研究各
类电子信息系统和通信系统中信息的描述、传输和处理的一般规律与基本关系。研究信息
系统的有效性和可靠性理论的目的是实现系统的最优化。在今天的“信息化社会”中，信息
理论对于各类实用信息系统的研制与应用都具有重要的指导作用。作为信息论的主要分
支，信源编码着重研究信源的统计特性和信源的编码理论与数据压缩技术，是提高信息系
统有效性的技术手段；信道编码研究如何检测和纠正信息通过有噪信道传输后发生的错
误，是提高信息系统可靠性的技术手段。信道编码、信源编码是各类电子信息系统研究和
开发中的关键技术课题。
本章我们首先引出信息理论中最基本、最重要的概念———信息，简述信息理论及其主

要应用领域———信源编码的主要研究内容、历史发展及现状。

１．１　信息的定义与性质

人类在日常生活和社会活动中，一时一刻也离不开信息的交流。特别是在今天的信息
社会中，人们要有效地工作、明智地行动必须拥有充分的信息。但是，究竟什么是“信息”
呢？“信息”有什么属性？怎样度量？这些概念通常却是含糊不清的。自从信息论这一学科
诞生以来，“信息”这一名词便在工程上有了比较明确的概念，成为一个基本的技术术语。

１．１．１　信息的定义

“信息”是一个常用词，在日常生活中泛指“消息”、“信号”、“情况”、“情报”、“知识”
等。例如，人们从报纸或电视新闻中得到某些消息，便说得到了信息；司机根据红绿灯信
号得到车辆行驶信息，等等。随着信息的开发和利用，“信息”也逐渐显示出其巨大的威力，
为人类和人类社会的进步带来明显的经济效益和社会效益。因此，在日常生活和社会活动
中“信息”又被赋予各种动人的比喻，如企业家认为“信息就是效益”，商人认为“信息就是
利润”，军人认为“信息就是胜利”等。可见，通常的“信息”概念仅仅是从实用角度出发在某
个侧面为“信息”建立的非常粗浅、非常模糊且具有很强主观性的概念，这些概念对于不同
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的人在不同的时间、地点和条件下，其意义、程度有很大的差异。因此，关于信息的这些含
糊不清的概念必须进行加工、概括、提升和开拓。在我们的专业学习中，信息通常是指代
表着某一个抽象的有待传送、交换、存储以及提取和识别的内容，它有严格、确切的含义，
有一定的数学模式并能定量地度量。
信息论的主要奠基人香农（Ｃ．Ｅ．Ｓｈａｎｎｏｎ）以通信系统为物理模型，用概率测度和数理

统计的方法研究通信系统中的基本问题，并于１９４８年在《贝尔系统技术》杂志上发表了著
名论文《通信的数学理论》，奠定了信息论的理论基础。在这篇论文中他将信息定义为“用
来消除不确定性的东西”。
图１ １给出了一个一般的通信系统。在这样的通信系统中，发信者（信源）发出的信息

在某种物理媒介（信道）中传输并被收信者（信宿）接收。例如在由人与人的信息交流活动所
构成的信息系统中，传输的是人体各种感觉器官（如眼、耳、鼻、舌等）所能感知的光、声和
字符等信号；在电信系统中，消息（符号）便为不同频率、不同相位、不同强弱的电信号。因
此，我们可以将这种一般的通信系统表述为传输消息（符号）的系统。

图１ １　一般的通信系统

在图１ １所示的通信系统中，显然存在着一个能够使发信、收信双方都能理解的符号
表（如某种文字、语音、图像、图形或电信号）。然而，通信过程是一个随机的、不确定的过
程，即谁使用此通信系统、在什么时间发出何种具体符号是不能够事先预料的，而且通信
过程中不可避免的干扰也是随机出现的。这些随机性因素使得这种消息或符号的传递过程
有一个最基本、最普遍却又十分不引人注意的特点，就是收信者在收到符号之前不知道发
信者发出的是哪一个符号，即对于收信者而言具有一定的随机性或不确定性。只有通过通
信过程，收信者才能知道是谁向他发出符号，发出的是何种符号，消除关于发信者及其发
出何种符号的不确定性。由此可知，信息的传递过程对于接收者而言是一个由不确定到确
定的过程，而实现由不确定到确定的转变，所依赖的只能是接收者由通信过程所获得的信
息。所以，信息确实是用来消除不确定性的东西，这也就是香农信息定义的含义。

对于一次实际的通信过程，由于信道中存在着随机性的干扰，因此接收者在通信完成
之后可能完全消除了关于信源的不确定性，也可能只消除了部分不确定性，甚至仍然具有
同样的不确定性。根据香农信息定义，接收者由这一通信过程所获得的信息量是不同的，

即可能获得了信源输出的全部信息，也可能只获得部分信息甚至是没有得到信息。所以，

香农信息定义一方面指明了信息与消息、信号、情况、情报的差异，即消息、信号、情况、

情报只是携带着信息，是信息的载体，并不是信息本身，信息则是这个载体所携带的内容。

另一方面，香农信息定义指明了信息是可以度量的，即消息、信号、情况、情报所携带的信
息量的大小与接收者通过通信过程消除或减少对于该事物的不确定程度有关。只要原有的
不确定性程度有所减少，接收者便由此次通信得到了一定的信息。

香农信息定义揭示了信息的含义，为信息、通信系统的定量分析打下了良好的基础。
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但是，该定义只是从信息的功能上对信息加以描述，只是说出了信息能够做什么，有什么
用，并没有正面回答信息是什么。
关于信息的定义，学术界有多种描述，但是尚无一种适用范围广、得到普遍公认的定

义形式。这说明人们对于信息的研究还没有达到完全揭示本质的程度。但是人们在这一领
域所从事的研究、所提出的各种定义仍然在一定程度或从一定的侧面触及到了信息的某些
实质问题。例如，控制论的创始人维纳（Ｎ．Ｗｉｅｎｅｒ）１９４８年在《控制论———动物和机器中的
通信与控制问题》一书中指出：“信息就是信息，不是物质，也不是能量”。１９５０年，他又在
《人有人的用处》中提出：“信息就是人和外界互相作用的过程中相互交换的内容和名称”。
维纳的定义表明，人与客观世界除了物质、能量的交换之外，还有信息的交换。人类通过
语言、文字、图像等各种手段交换信息，学习有关彼此的知识，使人类社会成为一个有机
的整体。由此可知，信息及其信息的交换确实也是一种客观存在。同时也应当注意到，信
息的交换不仅发生在人与外界相互作用的过程中，在没有人参与的许多相互作用的过程中
同样包含信息的交换。
从更一般的意义上可以认为，信息反映了一切事物的存在和运动方式的描述。此时信

息的定义表述为：事物运动（包括客观世界和主观世界以及人脑的思维活动）所表现出来的
各种状态和方式。
在这种定义下，维纳所说的“人与外界……相互交换的内容”不是别的，正是“事物运

动的状态和方式”，即人从外界得到的信息是外界事物的运动状态和方式，而人给外界的
信息则是人的思维运动的状态和方式，是人的意志和命令。对于香农定义中的所谓不确定
性，则正是对于事物运动的状态和方式所具有的不确定性，即不知道事物处于什么运动状
态中，不知道事物正在以什么方式运动。要消除这种不确定性，就需要知道事物运动的状
态和方式，需要得到信息。因此，信息———事物运动的状态和方式，就是用来消除不确定
性的东西。可见，这一定义不仅统一了多种定义的概念，而且从更一般的意义上较好地揭
示了信息的本质。
近十几年来，以计算机、信息处理、网络、通信和微电子技术的发展、应用和普及为标

志的信息技术得到了迅猛发展。人类已经进入信息时代，我们对于信息及其在人类的生活
和社会活动中的作用有了更加明确、深刻的认识，“信息”已经成为人类在“数字化生存”中
的一项基本要素，决定了人在现代社会中的生存方式和生存质量。
由上面的分析我们可以归纳出以下三点：
（１）信息不是物质或能量，它是自然世界和人类社会中的另一种基本要素；
（２）信息具有客观存在的属性，是客观事物运动状态和方式的表征，不完全取决于人

的主观认识；
（３）信息又与主观认识有关，是客观事物在人脑中的反映。
在信息处理学科中，信息常表示为对数据含义的一种解释，而数据则是那些可以记录

下来、反映事物运动状态和方式的符号，包括数值、曲线、图像、语音等。在信息的处理过
程中，输入的是数据，处理后的输出结果仍然是数据，而信息则隐含于这些数据中，针对
某种特定的目的，可由数据解释其含义。例如卫星获得的地物遥感影像数据，经数字图像
处理、识别与分析后，输出仍是数据。对于同一幅遥感影像数据，通过不同方法处理可以
得到不同的地物目标分类，农业、矿业、军事等不同的应用部门由输出数据或影像可解译
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出不同的结果，获取不同的信息，如农作物面积、矿藏分布或军事设施。在我们的专业学
习中，通常遇到的是这种狭义的信息概念。

１．１．２　信息的性质

信息作为客观世界的第三要素，与物质、能量相比具有一些特殊的性质。
（１）信息是无形的。
信息不同于物质和能量，它是客观世界中的一种看不见、摸不着、没有重量的基本要

素。新闻、报纸、信号、密码等只不过是信息的载体。
（２）信息是可以共享的。
在客观世界中，物质和能量所遵循的基本规律之一是守恒定律，即物质和能量不能创

造也不能消灭，只能转换。然而，信息不受守恒定律的制约，没有重量，易于复制，能以极
快的速度传播，是一种可以共享的重要的社会资源。信息的交流不但不会使信息的持有者
失去原有信息，而且可以获得新的信息。
在现代社会中，飞速发展的通信手段和信息处理技术为信息资源的充分共享提供了优

越的条件，同时国家之间的军事对抗、商业活动中的市场争夺、多媒体数字产品的版权归
属等，也对信息的安全和保密提出了更高的要求。

（３）信息是无限的。
客观世界的运动是永恒的。作为描述客观事物的运动状态和运动方式的信息，与客观

事物及它们的运动一样，也是永恒的。
在组成客观世界的三大要素中，人类可以使用的物质和能量资源只能供有限的人使

用，总有一天会出现短缺危机，而信息则永远在产生、更新和演变，可以多人共享使用，并
且使用的人越多，其价值越高。信息已经成为人类社会中的一个取之不尽、用之不竭的知
识源泉。
信息的这一无限性在时空上表现为可扩展性。例如，失去了现实应用时效的历史资料

可以反映社会发展变化的统计规律，先进地区的科学技术可以带动落后地区的经济发展。
（４）信息是可开发的。
信息的开发是指信息的表示、存储、传输、处理和利用。显然，信息的开发和利用历来

是客观世界发展、人类文明史进化的一个基本条件。在信息社会的今天，信息技术产业已
成为推动社会进步，拉动经济、科技、教育等各个领域发展的重要部分。

（５）信息是可度量的。
信息反映事物的运动状态和方式。通过研究客观世界所遵循的自然规律，人类将不断

地认识和掌握事物变化、发展的客观规律，并且找出适当的方法描述事物的运动状态和方
式，于是反映客观事物的运动状态和方式的信息也可以按某种方式加以度量。
例如，在香农的信息定义中，信息量与事件发生的不确定程度及信源发出符号的随机

性有关，信息是关于事件随机性的一种描述。因此，我们可以用概率统计的方法来度量
信息。
设发信者发出的符号ａｉ出现的概率为Ｐ（ａｉ）。Ｐ（ａｉ）愈小，则ａｉ的随机性即不确定性

愈大，ａｉ含有的信息量也就愈大。由此可知，ａｉ具有的信息量应当与ａｉ发生的概率成反
比，即
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Ｉ（ａｉ）＝ｌｏｇ １
Ｐ（ａｉ）＝－

ｌｏｇＰ（ａｉ） （１．１）

　　在通信的过程中，信道中不可避免地存在着随机性的干扰。于是，在接收端收到符号

ｂｊ 时，发信者发出符号为ａｉ的可能性可以用条件概率Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）来表示，那么在接收到符号

ｂｊ 后对发信者发出的符号是否是ａｉ仍然存在的不确定性便成为

ｌｏｇ １
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）

＝－ｌｏｇＰ（ａｉ｜ｂｊ）

　　于是，通过信息的传递，接收者对于事件ａｉ的不确定性改变了，表明通过这样的信息
传输系统我们由ｂｊ得到了关于ａｉ的信息。显然，由这一通信过程所获得的信息量的大小
应当与关于事件ａｉ的不确定性的改变量有关。于是，通过信息传输，接收者由ｂｊ得到的关
于ａｉ的信息量可以表示为

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝ｌｏｇ
１

Ｐ（ａｉ）
－ｌｏｇ １

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
＝ｌｏｇ

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）

　　可见，香农给出的信息度量确实是一种对通信过程中所消除的不确定性的度量。

１．２　信息论的主要研究内容

由上面的讨论我们知道，信息论的研究对象是传输消息（符号）的系统。由于这些消息
载荷着信息，因此这种消息传输系统即为信息传输系统，通常简称为通信系统。信息论的
创始人香农以狭义的通信系统为物理模型，研究信息的定量描述方法和编码理论，分析通
信系统中的有效性和可靠性问题，奠定了信息论的理论体系。随着科学技术的发展，信息
论的研究范围、应用领域和指导意义已远远超出了原来的范围，成为研究广义信息系统中
一般规律的工程学科，它的主要目的是提高信息系统的可靠性和有效性，实现系统的最
优化。
客观世界中存在着各种各样的信息传输、存储和处理系统，如电报、电话、雷达、遥

感、计算机系统等工程意义上的各类狭义的通信系统，以及人类社会的管理系统、生物有
机体的神经系统、生物遗传系统等。这些系统的形式、用途各不相同，但从信息传输的角
度分析，在本质上它们有许多共同之处，即在这些系统中都有信息的发送者和接收者，都
存在着信息的传递、交换和处理。对于这些互不相同的信息系统，我们可抽象为一个广义
的通信系统来描述，并概括为图１ ２所示的模型。

图１ ２　通信系统模型

广义的通信系统模型主要由信源、编码器、信道、译码器和信宿五个部分组成。利用
这样的模型我们可以分析、探讨通信系统在传输消息的过程中的一般规律。

（１）信源：发出信息的客观事物，可以是人，也可以是某种设备或物体。
由于消息是信息的载体，因此信源的输出是消息或消息序列，如电信号、文字、图像、
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语音等。消息或消息序列可以是连续的，也可以是离散的。由前面的讨论我们已经知道，
信息的基本属性之一是随机性，因此信源输出的消息、消息序列需要用随机过程加以
描述。
信源研究的主要问题是其统计模型（统计特性描述）及信源所具有的信息量的定量

表示。
（２）信道：传输信号的物理媒介或通道。
在狭义的通信系统中，实际信道有明线、电缆、波导、光纤、无线电传播空间等。广义

的通信系统的信道多种多样。除了传输信号，信道还具有存储信号的作用，如书信在邮递
过程中不仅执行信息的传递任务，同时也起到了信号的存储作用。再如，计算机中的硬盘、
移动存储设备不仅可以保存数据或文件，存储的数据、文件也可以与其他计算机进行交
流，实现信息的传递和共享。
信道研究的主要问题是它能传输、存储多少信息，即它的信道容量有多大。
（３）编码器：将信源输出的消息或消息序列转换成适合通信系统要求的信号的设备。
不同的通信系统中允许的消息或消息序列的表示形式可能不同。例如，面对面的交谈

需将要表达的内容通过发声器官转换成听觉器官能够接收的声波，并在允许声波传播的空
间中传输；使用邮政通信需将要传递的消息转换成文字并构成规范化的书信；电报通信则
需将文字转换成由点、画构成的莫尔斯码；语音、图像、视频等数字媒体文件需使用二进
制符号表示并按照一定的格式进行处理与存储。因此，对于任何通信系统而言，信源输出
的信息都必须通过编码实现从消息到信号、数据的转换，才能够通过某种信道进行传输、
存储和处理。由消息到信号、数据的转换一般要经过信源编码器和信道编码器。对于狭义
通信系统，编码器还包括调制等各种处理。
编码器研究的主要问题是如何进行信源编码，使信源的消息被充分利用并可靠地

通信。
（４）译码器：编码器的逆过程，它将信号转变为消息。
与编码器相对应，译码器分为信道译码器和信源译码器。对于狭义的通信系统，还包

括信号的接收与解调。
（５）信宿：消息的接收者，即接收消息的人或设备。
（６）噪声源：信号在信道传播的过程中常常会受到噪声的干扰。噪声可分为系统内噪

声和系统外噪声，如雷电、宇宙辐射、设备自身的电子噪声和人为电子干扰等。在广义通
信系统模型中，这些干扰和噪声都等效地折合为信道干扰，可看做是由一个噪声源产生并
作用于在信道中传输的信号。在通信系统中，噪声是影响可靠通信的主要原因之一，可通
过各种信道编码技术提高系统的抗干扰能力。
通过对广义通信系统模型的分析可以看出，通信的基本目的是在接收端（信宿）准确地

或近似地再现从另一端（信源）选择出来的消息，因而通信系统的基本问题是信源、信道及
编码问题，信息论的基本任务则是为设计有效而且可靠的信息系统提供理论依据。
本教材主要涉及狭义的通信系统，即讨论香农的信息理论，在深入分析香农信息论的

基本概念和编码定理的基础上，研究提高信息系统有效性的理论与工程手段，即讨论信源
编码原理和数据压缩的一般方法。
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１．３　信道编码的研究内容与发展简史

信道编码是２０世纪４０年代末提出、６０年代发展起来的一门提高数据传输可靠性的理
论与技术，至今已有６０余年的历史。随着数字通信的发展，特别是２０世纪７０年代以来，
卫星通信和高速数据网的飞速发展，对数据传输的可靠性提出了越来越高的要求，因此，
如何提高数据传输的可靠性一直是通信发展过程中研究的重点之一。
自从１９４８年Ｓｈａｎｎｏｎ发表了《Ａ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＴｈｅｏｒｙｏｆＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ》这篇论文

后，就开创了两个现代研究领域———信息论和编码理论。他最杰出的贡献就是引入了概率
论来分析和研究通信系统。在信道编码领域，他给出了“信息”的一个非常有用的定义，以
及几个“信道编码定理”，描述了给定通信系统可靠传输的精确上界（称为信道容量）。
在这篇论文中，最令人感兴趣的结果是“ｎｏｉｓｙｃｈａｎｎｅｌｃｏｄｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｃｈａｎｎｅｌｓｗｉｔｈａｖｅｒａｇｅｐｏｗｅｒｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ”，这个定理采用带限加性高斯白噪声信道模型，
这个信道模型可以近似描述许多实际的数字通信和存储系统。定理的证明表明，对于任何
小于等于信道容量的传输速率，存在一个编码方案，可以达到任意小的错误概率；相反地，
如果传输速率大于信道容量，则不存在任何编码方案可以达到可靠的性能。然而，这是一
个存在性定理，对于如何寻找合适的编码方案，实现起来多么复杂，该定理并没有给出任
何指导。
从１９５０年Ｈａｍｍｉｎｇ的工作开始，许多通信工程师和编码理论家已经开发了很多种不

同的复杂度合理的方法，试图接近Ｓｈａｎｎｏｎ所预期的性能。在这里，我们将沿着过去６０余
年编码在通信和存储系统中的应用历程来看一下在缩小实际系统和信道容量之间的距离上

已经取得的巨大进步。
在Ｓｈａｎｎｏｎ定义了可靠通信的理论极限的同时，Ｈａｍｍｉｎｇ和Ｇｏｌａｙ正在着手开发第

一个可实现的差错控制方案，他们的工作开辟了一个欣欣向荣的应用数学的分支———编码
理论。通常认为ＲｉｃｈａｒｄＨａｍｍｉｎｇ是发现第一个差错控制码的人。在１９４６年，Ｈａｍｍｉｎｇ
在Ｂｅｌｌ实验室工作，从事弹性理论的研究，然而，他最终在计算机上花费了大量的精力。
那时候，计算机的运行非常不稳定，虽然具备了检错能力，但是当发现错误的时候，程序
只能中断执行。那时 Ｈａｍｍｉｎｇ的程序很少不中断地从头到尾执行，他尝试了很多方法对
输入进行编码，最终使得计算机能够纠正单个错误进而能连续运行。他的编码方法是在每

４比特信息位后面插入３比特校验位，校验位是由信息比特线性组合得到的，被后人称做

Ｈａｍｍｉｎｇ码（汉明码）。
虽然 Ｈａｍｍｉｎｇ码取得了很大的进步，但也存在很多缺点：一是传输效率不高，二是

在每个数据块中只能纠正一个错误。ＭａｒｃｅｌＧｏｌａｙ指出了这些问题并将 Ｈａｍｍｉｎｇ的工作
进行了推广，这就是著名的Ｇｏｌａｙ码。Ｇｏｌａｙ码将数据中每１２个比特组成一个数据块，然
后插入１１个比特的校验位，组成长度为２３比特的码字，可以纠正３个比特错误。这类码
字的一个共同特点是在每ｋ个信息比特之后插入ｒ个校验比特组成ｎ个比特的码字，这就
是众所周知的分组码。在引入信道编码的这６０余年当中，已经找到了很多性能优良的分组
码，并得到了大量的应用，比如Ｇｏｌａｙ码就曾被应用到木星探测中。当然，现在它早已经
被很多性能更好的编码方式代替了。
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１９５７年Ｐｒａｎｇｅ提出了循环码的概念。这种码字可以用多项式来描述，有很严谨的数
学结构。它有一个很大的优点是每个码字循环移位后仍然是一个码字，可以利用这种循环
移位特性来降低编码器和译码器的复杂度，尤其是译码，采用一种 Ｍｅｇｇｉｔｔ译码器的结构
可以非常有效地对纠错能力较小的循环码进行译码，但是译码复杂度随着纠错能力的提高
指数增加。
循环 码 的 一 个 很 重 要 的 子 类 是 １９５９ 年 Ｈｏｃｑｕｅｎｇｈｅｍ 以 及 １９６０ 年 Ｂｏｓｅ 和

ＲａｙＣｈａｕｄｈｕｒｉ组成的研究小组发现的，这就是著名的ＢＣＨ码。Ｒｅｅｄ和Ｓｏｌｏｍｏｎ还在多
进制上构造出ＢＣＨ码，后人称之为ＲＳ码。ＲＳ码的出现是编码历史上一个很重要的进步，
因为它可以纠正突发错误。但是直到１９６７年Ｂｅｒｌｅｋａｍｐ才提出了一个有效的译码算法，

ＲＳ码才逐步得到广泛应用，如ＣＤ、ＤＶＤ。
虽然分组码得到了成功的应用，但是在使用过程中它也有几个缺点：第一，由于分组

码是分帧的，因此在译码之前必须要接收到整个码字才可以进行，这会对系统引入一个不
可接收的延迟，尤其是对于码长较长的分组码；第二，分组码需要精确的帧同步；第三，大
部分基于代数的译码器输入的是硬判决比特，而不是解调器输出的没有量化的“软”值。如
果分组码使用硬判决比特，则信道被假定为二进制信道；如果是软判决比特，则信道的输
出是连续取值的。然而，为了达到Ｓｈａｎｎｏｎ预测的性能限，需要采用连续取值的信道输出。
因此，虽然在相对较好的信道上分组码可以取得卓越的性能，但是当信噪比较低时，它具
有相当差的性能。
注意，在低信噪比的情况下，分组码较差的性能并不是码本身的特性，而是由于硬判

决译码具有次最优特性，因此分组码也可以用软判决来译码。但在不久以前，人们还认为
软判决译码太复杂，目前这种想法正在发生改变，主要是因为最近几年的一些研究工作，
如ＲＳ码的纠错纠删译码算法和１９９８年Ｓ．Ｌｉｎ等人提出的基于网格软判决译码算法。

１９５５年，Ｅｌｉａｓ提出了卷积码的概念。卷积码可以克服分组码的缺点，卷积编码器采用
移位寄存器对连续的比特流增加冗余。第一个有价值的译码算法是１９６１年 Ｗｏｚｅｎｃｒａｆｔ和

Ｒｅｉｆｆｅｎ提出的序列译码算法。之后，１９６３年Ｆａｎｏ和１９６９年Ｊｅｌｉｎｅｋ分别对其做了改进。
虽然Ｆａｎｏ和Ｊｅｌｉｎｅｋ的工作对译码算法进行了改进，但是直到１９６７年引入了Ｖｉｔｅｒｂｉ算法
以后，最佳的译码方案（在最大似然的意义上）才可实际操作。
卷积码最致命的弱点是对突发错误非常敏感。
卷积码抗突发错误能力较差的问题可以通过交织器来减轻。通过打乱发送端的比特的

顺序，并在接收端恢复比特的顺序，突发错误可以被展开，对译码器来说，就可以看成随
机错误。
这种串行级联的形式是ＤａｖｉｄＦｏｒｎｅｙ于１９６６年首先提出来的，并用于ＮＡＳＡ和ＥＳＡ

在１９８７年制定的深空网络标准中。在这个标准中（ｑ＝８，ｎ＝２５５，ｋ＝２２３，ｔ＝１６）ＲＳ码同

Ｏｄｅｎｗａｌｄｅｒ卷积码级联使用。

１９９３年７月在 ＧｅｎｅｖａＳｗｉｔｚｅｒｌａｎｄ召开的ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
（ＩＣＣ）会议上，实际编码系统与Ｓｈａｎｎｏｎ理论极限之间的距离更加接近了。在这次会议上，
有两篇论文讨论了一种新的编码方式和相关的译码技术，作者 Ｂｅｒｒｏｕ、Ｇｌａｖｉｅｕｘ和

Ｔｈｉｔｉｍａｊｓｈｉｍａ造了个新词“ＴｕｒｂｏＣｏｄｅｓ”来描述这类新的码字，他们的这个发现产生了很
大的影响，并获得了很高赞誉。
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低密度奇偶校验码（ＬｏｗＤｅｎｓｉｔｙＰａｒｉｔｙＣｈｅｃｋＣｏｄｅｓ，ＬＤＰＣ码）是一种可以用非常稀
疏的校验矩阵来定义的线性分组纠错码。Ｇａｌｌａｇｅｒ于１９６０年在其博士论文中首次提出

ＬＤＰＣ码，并证明了它的距离特性。ＬＤＰＣ码具有性能接近香农极限，误码率极小，抗干扰
能力强等特点。但是ＬＤＰＣ码的运算复杂度较大，在接下来的时间里就逐渐被人们淡
忘了。

Ｄ．Ｊ．Ｃ．ＭａｃＫａｙ、Ｍ．Ｎｅａｌ和Ｎ．Ｗｉｂｅｒｇ等人对Ｇａｌｌａｇｅｒ早在２０世纪６０年代初就提出
的ＬＤＰＣ码重新进行了研究，发现ＬＤＰＣ码同样具有逼近香农极限的性能，而且复杂度更
低。于是越来越多的学者开始关注并研究ＬＤＰＣ码。

ＬＤＰＣ码的优异性能及其在信息可靠传输中的良好应用前景（如第４代移动通信系统、
高速与甚高速数字用户线、磁记录系统等），已引起各国学术界和ＩＴ界的广泛关注。ＬＤＰＣ
码将取代Ｔｕｒｂｏ码的趋势已很明显，研究ＬＤＰＣ码将具有很大的学术价值及工程应用与商
业价值。

１．４　信源编码的研究内容与发展简史

将信源输出的消息或消息序列转换成电子信息系统和通信系统要求的码字的过程称为

信源编码。为了提高系统的有效性，信源编码的主要目的是选出一组适当的码字，使表示
信源输出消息和消息序列的码率最低。这种以压缩数码率、提高系统有效性为目的的技术
手段亦称做数据压缩。

１．４．１　数据压缩的必要性

随着大规模集成电路（微电子技术）与计算机技术的飞速发展和广泛应用，将各类模拟
的连续信号转换为数字信号并实现数字信号的存储、传输和处理日益显示出其巨大的优越
性。将模拟信号转换成为数字信号并构成数字信息系统，其突出优点是抗干扰能力强，宜
于再生与存储，宜于误码保护与加密，宜于多路复用、分组与组合，并可应用现代计算技
术与手段进行信息的提取、滤波、分类、识别等信息处理。在当今的信息时代，各种信源信
息的存储与传输业务与日俱增。文件和图形的传真、电视电话、会议电视、数字电视、高清
电视、视听图文数据库系统等静止图像、语音数据存储与传输的研究和应用已有突飞猛进
的发展。以图像、图形、语音信息的存储、传输为代表的数字信息系统的发展和应用必将
给人们的日常生活乃至人类社会的进步带来巨大的变革，在政治、军事、经济、教育等各
个领域中发挥重要作用。
然而，数字的信息系统也有其明显的缺点，即模拟信号转换成数字信号后，数据量大，

占用频带宽。例如，数字电话系统的通频带宽通常为模拟电话带宽的８倍，常规电视图像
数据的传输速率达１６５Ｍｂ／ｓ。各类数字信息系统的应用（特别是图像信息的通信与存储）
将使其数据量大的缺点更为突出。虽然卫星通信、光纤通信等现代通信手段使得通信频带
成倍拓宽，激光存储设备为海量数据存储提供了更加充分的硬件环境，但是，人类社会对
于各种媒体信息的存储、传输和利用的需求仍然超过、甚至远远超过存储设备的容量和通
信系统的传输能力。因此，通过信源编码在无失真或满足某种失真要求的条件下，降低数
码率的数据压缩处理已成为现代通信系统和数字信息系统的关键技术课题之一。
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１．４．２　数据压缩的可能性和基本方法

作为信息传输系统中一般规律的基础理论学科，香农信息论在提高系统有效性方面进
行了深入的理论分析，除了应用数理统计方法对各类信源进行描述、分类及定量地计算输
出信息量之外，针对信源输出中含有不包含信息的多余成分的现象，从信源符号的概率分
布和信源符号序列中各分量的相关性出发，研究信源输出信息的能力并定义了信源的信息
冗余度，深入分析了信息系统中信息传输率和失真的关系并构成了信息率失真理论。在这
些理论的基础上，香农第一编码定理和香农第三编码定理分别指出了无失真信源编码和限
失真信源编码的最优码的存在性以及最小信息传输率的理论极限。香农信息论中的这些讨
论为信源编码原理和应用技术的研究奠定了重要的理论基础。
依据香农信息论中的这些理论，去除信源输出中的冗余数据即可实现无失真的数据压

缩。若进一步根据人的生理特性和心理特性，在信息系统中引入一定限度内的失真，即丢
弃包含信息量少的次要成分，保留信息量丰富的主要成分，则可实现限失真条件下的高效
信源数据压缩，大大提高信息系统的有效性。
由此可知，信源编码原理包括无失真信源编码和限失真信源编码两种类型，相应地数

据压缩应用技术也可以分为无失真数据压缩（如传真通信系统）和限失真数据压缩（如图像、
语音系统）。对于多数信息系统，由于人的心理特性和生理特性的影响，一定限度内的失真
对于接收者而言或者并无觉察，或者认为是可以接受的，而这种少量的失真却可以换取明
显的数据压缩效果。因此数据压缩研究的重点是在信息率失真理论指导下的限失真编码
方法。

１．４．３　信源编码研究的发展简史与现状

从工程意义上讲，通过信源编码进行数据压缩并不是新的课题。自从电信系统出现
后，以提高系统有效性为目的的编码技术就开始了研究与应用。例如，作为早期数据压缩
技术应用的成功范例，１８３２年电报系统中的莫尔斯（Ｍｏｒｓｅ）码提高了电报通信的速度。２０
世纪２０年代，将图像编码用于伦敦和纽约之间的海底电缆传输系统，使横跨大西洋传递一
幅新闻图片所需的时间由一个多星期减少到小于三个小时。１９３９年达德利（Ｈ．Ｄｕｄｌｅｙ）发
明声码器，使数字语音能在频带非常窄的电话信道内传输。这些早期数据压缩技术的研究
和应用不仅提高了通信系统的有效性，而且为信息理论的诞生与发展提供了实践依据和理
论研究基础。
自２０世纪４０年代末开始，以香农信息论为理论指导、以计算机为主要处理工具的信

源编码理论与技术得到了系统的研究和广泛的应用。２０世纪６０年代到７０年代，预测编码
和正交变换编码理论迅速形成并快速发展，在数字语音和数字图像信号的频带压缩传输方
面做了大量模拟试验。１９６９年，Ｍｉｌｌｉａｒｄ等人首先研制带宽约１ＭＨｚ的电视电话ＤＰＣＭ
编译码机，并进行了数百公里的传输实验（６．３０１２Ｍｂ／ｓ），同年Ｍｏｕｎｔｓ进行了电视电话帧
间编码的计算机模拟。２０世纪７０年代末，利用动态估值进行运动补偿的活动图像编码研
究非常活跃，随后方块截尾编码和矢量量化等方法取得了一定发展。在这一阶段的应用技
术开发除了语音和静止图像外，还包括电视电话、会议电视和常规电视。近３０年来，随着
大规模集成电路和现代通信技术、互联网技术的进步，信源编码的研究与应用又有了突飞
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猛进的发展。集信源编码四五十年的研究精华，国际标准化组织制定了一系列编码标准建
议。１９８３年提出了３２ｋｂ／ｓ长途电话质量的语音ＤＰＣＭ 标准的编码系统；１９８８年基本确
定了电视电话／会议电视ＣＣＩＴＴＨ．２６１建议和静止图像压缩的ＪＰＥＧ建议，稍后又提出了
活动图像压缩的 ＭＰＥＧ ２、ＭＰＥＧ ４标准。在专用芯片的研制方面，１９８３年设计出

ＡＤＭ语言压缩器和ＬＰＣ语言压缩器，并且运用于轻便电话和移动通信系统。目前已有多
种可实现图像、视频数据压缩的专用芯片以及压缩视频和音频信号的多媒体处理器。
在经典编码方法成功应用于各编码系统的国际标准的同时，新的方法、新的理论也不

断涌现。子带编码、塔形编码及小波变换编码利用一维或二维数字滤波进行分解与合成，
实现了语音和图像的多分辨率编码。作为现代编码技术的模型，分形法和神经网络编码成
为图像编码的研究热点，它们的显著特点是突破了经典信源编码的理论框架，在压缩比、
图像、语音的主观质量上带来了显著的改进。
信源编码研究的历史和现状表明，高效、高保真数据压缩的信源编码是当代信息科学

和工程领域中十分活跃的一个分支，在这一领域中有大量的理论课题和实用装备需要研究
和开发。信源编码这一“不十分起眼”的“小学科”对当今“信息化社会”的进步将发挥重要的
作用，做出其应有的贡献。
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第２章　离散无记忆信源与信息熵

信息理论的研究对象是以各类信息的获取、表示、传输和处理为目的的信息系统。图

２ １给出了一个典型的通信系统物理模型。在这样的通信系统中，一个贯穿始终的、最基
本的问题便是信息，即信源输出的是信息，在系统中传输的是信息，接收者获得的也是信
息。可见，在信息理论的学习和研究中，首先需要对信息给出一个明确的、可以度量的工
程概念。
本章我们从离散无记忆信源的统计特性入手，给出信息理论中的基本概念———信息

熵，讨论信源信息熵的基本性质。

图２ １　通信系统物理模型

２．１　离散无记忆信源

１．信源的概念

信源是信息的来源，以输出符号（消息）的形式输出信息（见图２ ２）。由于我们关心的
是信源输出的信息，因此信源研究的主要对象是载荷信息的消息，而对信源内部的结构和
输出消息的机理一般不需要作深入了解。此处我们从最简单的信源入手，讨论信源的描述
和主要类型，建立离散无记忆信源的数学模型。

图２ ２　信源模型

由于信源输出的消息载荷着信息，因此这种消息所具有的一个基本的属性便是随机
性。正如绪论中所述，通信过程中收信者在收到消息之前，对信源发出的消息是不确定的。
例如，掷一个均匀的骰子。虽然我们知道骰子上的数字只能有１、２、３、４、５、６，即投掷骰
子所得到的消息的集合中只有这六种消息，但是骰子稳定之前我们并不知道骰子将呈现出
哪一种消息。因此，对于信源输出的这种随机出现的消息，需要用随机变量加以表示。如
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果我们已知信源的消息集合（即样本空间或值域）和消息发生的概率分布，那么便可以使用
由样本空间和它的概率分布所构成的概率空间来描述信源。

设信源输出的消息Ｘ为随机变量，其样本空间（值域）为Ｒ。若在此值域上随机变量Ｘ
的概率分布为Ｐ，则此信源可以表示为［Ｒ，Ｐ］或［Ｘ，Ｐ］，并将这种表示称为信源的概率
空间。

因此，信源可以用概率空间作为其数学模型。

２．离散无记忆信源的概念

在本课程的教学中我们主要涉及数字信息系统中的信息传递。在这种数字信息系统

中，信源输出消息是一个离散随机变量或由离散随机变量构成的随机变量序列。本教材中
我们主要以离散信源作为研究对象，讨论离散信源的信息概念与度量，以及离散信息系统
中信息传递的特点与定量关系。这种考虑与目前以计算机和信息处理技术为手段的电子信
息系统和通信系统的应用是相一致的。

为了便于学习和理解信息理论中的基本概念和基本关系，我们首先从最简单的离散信
源，即离散无记忆信源入手展开讨论。

离散无记忆信源是最简单的离散信源，其主要特点是离散和无记忆。

离散：信源可能输出的消息的种类是有限的或者是可数的。消息的样本空间Ｒ是一个
离散集合。由于信源的每一次输出都是按照消息发生的概率输出Ｒ中的一种消息，因此信
源输出的消息可以用离散随机变量Ｘ表示。
无记忆：不同的信源输出消息之间相互独立。

对于离散无记忆信源，如果已知信源输出消息的取值集合：

Ｒ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎ］

和每一消息发生的概率：

Ｐ（ａ１）＝ｐ１，Ｐ（ａ２）＝ｐ２，…，Ｐ（ａｎ）＝ｐｎ
则该离散无记忆信源的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

（２．１）

其中，每一消息发生的概率满足：

ｐｉ≥０　　ｉ＝１，２，…，ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝

烅
烄

烆 １
（２．２）

　　在上面给出的投掷骰子输出消息的随机试验中，每次试验的结果必然是１、２、３、４、

５、６六种不同消息中的一个，并且每一次试验中出现哪一种消息是随机的，但是必定出现
其中某一种消息，并且两次不同投掷所出现的消息之间没有关联。如果这颗骰子是均匀
的，则由大量的试验可以知道，这个信源的六种消息发生的概率均等，即分别为１／６。因
此，这样的信源是一个离散无记忆信源，其概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
１
６

１
６

…

熿

燀

燄

燅
１
６
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２．２　 自 信 息 和 熵

在狭义的通信系统的讨论中，我们把信源看做一个输出消息和消息序列的设备。２．１
节我们根据信源输出消息所具有的随机性关系，从信源的外部特性给出了信源的描述方
法，即信源的概率空间。然而，信源的基本功能和作用是输出信息，从本质上讲，信源是一
个产生并输出信息的设备，消息仅仅是信源所输出的信息的载体。因此，对于信源我们更
感兴趣的是它输出的消息中含有多少信息，它输出信息的能力有多大。因此，只有透过信
源的外部表现———消息及消息的概率空间，研究信源的信息特性，我们才能掌握信源的本
质，并在信息的输出、传输和接收过程中对信息给出定量的理论分析。
下面我们将从信息的基本属性出发，分析和度量信源的信息特性。
首先，我们以离散无记忆信源为对象，引出自信息和熵的定义与度量，并对信息理论

中最重要的基本概念———熵的物理含义和数学性质进行深入分析。

２．２．１　自信息

观察一个由ｎ种符号构成的离散无记忆信源：

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

　　由于信源按照符号发生的概率随机地输出消息，因此在信源输出消息之前，我们不能
够确定信源将要输出的是哪一个消息，即收信者对信源的输出具有不确定性。只有当信源
输出某一消息且这个消息在无干扰通信系统中传输并被收信者收到后，收信者才能消除这
种不确定性。由香农关于信息的定义可知，这种能够消除不确定性的东西就是信息。由此
还可进一步看出，如果某一消息发生的不确定性大，则一旦它发生并被接收到，收信者消
除的不确定性就大，从该消息获得的信息量也就多。因此，信源输出消息所载荷的信息量
的大小与该消息发生的不确定性的大小相联系。由于信源输出的消息ａｉ依据概率Ｐ（ａｉ）发
生，因此ａｉ是否发生的不确定性便与其发生的概率Ｐ（ａｉ）有关。
可以看出，消息ａｉ发生所含有的信息量Ｉ（ａｉ）应当是ａｉ发生的先验概率Ｐ（ａｉ）＝ｐｉ的

函数，即

Ｉ（ａｉ）＝ｆ［Ｐ（ａｉ）］＝ｆ［ｐｉ］ （２．３）

　　由于这种函数关系反映的是信源输出某种消息时该消息所载荷的信息量，因此称

Ｉ（ａｉ）为信源输出消息ａｉ时，消息ａｉ所载荷的自信息。
显然，函数ｆ［Ｐ（ａｉ）］应当满足下面四个条件。
（１）ｆ［Ｐ（ａｉ）］是Ｐ（ａｉ）的单调函数。
消息发生的信息量是消息发生不确定性的度量。如果消息发生的概率小，则我们对该

消息是否会发生的不确定性就大（难以猜测），该消息一旦发生，它所含有的信息量也就
大；反之，若消息发生的概率大，则猜测它发生的可能性就大而不确定性小。因此，作为度
量消息不确定性的函数，Ｉ（ａｉ）应当是Ｐ（ａｉ）的单调减函数。
这一要求与日常生活中的情况也是相符合的。例如新闻发布两种消息，Ａ：某地区下

了暴雨；Ｂ：某地区下了百年不遇的特大暴雨。显然，人们对Ａ、Ｂ两种消息的关注或震惊
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程度有很大差异。由于消息Ｂ发生的可能性很小，因此它的发生使人们得到的信息量要比
消息Ａ的信息量大得多。

（２）当Ｐ（ａｉ）＝１时，ｆ［Ｐ（ａｉ）］＝０。
对于发生概率为１的必然事件，在其发生前已可确知，不存在不确定性。因此，发生

概率为１的必然事件所含有的信息量也就为０。
（３）当Ｐ（ａｉ）→０时，ｆ［Ｐ（ａｉ）］→∞。
对于几乎不可能发生的事件，一旦它意外地发生了，就会带来极大的信息量。
（４）信息的度量应当具有可加性。
在收到信源发出的数个相互独立的消息时，收信者所获得的信息量应为各消息所含有

的信息量之和。
依据信息度量的函数关系和应当满足的四个条件，我们可以很容易地确定这一函数关

系能够取对数形式。
下面我们给出信源消息所含自信息的定义。
设离散信源Ｘ为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

　　如果消息ａｉ已发生，则该消息发生所含有的自信息定义为

Ｉ（ａｉ）＝ｌｏｇ １
Ｐ（ａｉ）

＝ｌｏｇ１ｐｉ
（２．４）

　　可以很容易地证明，自信息的定义满足上面提出的四个要求。
说明：
（１）此自信息的定义是根据消息发生的概率建立的一个工程定义，而不是根据这个消

息对人的实际意义而建立的定义。这一纯粹技术性的定义仅仅抓住了“信息”一词在通常概
念中所包含的丰富内容的一小部分。

（２）自信息Ｉ（ａｉ）有两种含义：
在消息ａｉ发生之前，自信息Ｉ（ａｉ）表示ａｉ发生的不确定性；
在消息ａｉ发生以后，自信息Ｉ（ａｉ）表示ａｉ所含有的（或提供的）信息量。
（３）在式（２．４）中关于对数的底未作明确规定。这是因为对数的底仅仅影响到度量的

单位，实际中可根据具体情况和习惯来确定。
如果取对数的底为２，则所得信息量的单位为比特（ｂｉｔ，ｂｉｎａｒｙｕｎｉｔ），此时ｌｏｇｘ用ｌｂｘ

表示。
如果取对数的底为ｅ，则所得信息量的单位为奈特（ｎａｔ，ｎａｔｕｒｅｕｎｉｔ），此时ｌｏｇｅｘ用

ｌｎｘ表示。
如果取对数的底为１０，则所得信息量的单位为哈特（Ｈａｒｔ，Ｈａｒｔｌｅｙ），此时ｌｏｇ１０ｘ用

ｌｇｘ表示。
本书一般采用底为２的对数表示，并简写为ｌｏｇ，此类情况全书不再说明（仅在强调或

部分定理证明和公式推理中有特别注明时采用其他对数底）。
根据对数的换底公式：

ｌｏｇａＸ ＝
ｌｏｇｂＸ
ｌｏｇｂａ
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可以得到不同底数时信息量的换算关系：

１奈特 ＝１．４４３比特

１哈特 ＝３．３２２｛ 比特
（２．５）

　　（４）在上面的讨论中，消息ａｉ 是随机变量Ｘ 的一个样值，因而消息ａｉ 的自信息

Ｉ（ａｉ）＝Ｉ（Ｘ＝ａｉ）是随机变量Ｘ的函数，因此Ｉ（ａｉ）也是一个随机变量。

Ｉ（ａｉ）是一个随机变量并不难理解。因为ａｉ发生可以使收信者获得大小为Ｉ（ａｉ）的自信
息，然而在信源未发出消息之前，收信者不仅对ａｉ是否发生具有不确定性，而且对于能够
获得多少自信息也是不确定的。因此，伴随着Ｘ＝ａｉ的随机发生而发生的自信息Ｉ（ａｉ）是
一个随机变量，并且与随机变量Ｘ具有相同的概率分布，即自信息Ｉ（ａｉ）是一个发生概率
为Ｐ（Ｘ＝ａｉ）的随机变量。

【例２．１】　有一个输出两种消息的离散无记忆信源，其概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２
０．９９ ０．［ ］０１

　　如果在信源输出消息之前我们猜测ａ１ 或ａ２ 发生，显然这两种猜测的困难程度不同。
由于ａ１ 发生的概率接近于１，即ａ１ 发生的可能性很大，因此我们对ａ１是否发生的不确定
性将比较小。同理，因为ａ２发生的可能性小，所以对ａ２是否会发生的不确定性就比较大。
由定义式（２．４）计算消息ａ１、ａ２的自信息，可以得到：

Ｉ（ａ１）＝ｌｏｇ １
０．９９＝－ｌｏｇ０．９９＝０．０１４

比特

Ｉ（ａ２）＝ｌｏｇ １
０．０１＝－ｌｏｇ０．０１＝６．６４４

比特

可见，自信息Ｉ（ａ１）、Ｉ（ａ２）确实是关于ａ１、ａ２发生的不确定性的度量。
如果已知信源输出消息ａ１，则由“ａ１ 已发生”可使我们消除大小为Ｉ（ａ１）的不确定性，

故ａ１ 发生了载荷大小为０．０１４比特的信息量。同理，如果ａ２发生，则它所包含的信息量为

６．６４４比特。
通过这个例子我们可进一步明确自信息的两种含义，即在信源输出消息ａｉ之前，自信

息Ｉ（ａｉ）是关于ａｉ发生的不确定性的度量，而在信源输出消息ａｉ之后，自信息Ｉ（ａｉ）表示ａｉ
所含有的信息量。
例２．１中的信源只有两种不同的消息，我们称这类信源为二进制离散信源。二进制离

散信源所具有的两种消息可以分别使用二进制数０和１表示。
【例２．２】　在一个抛硬币的随机试验中，正反两面出现的概率相等。如果将正、反两

面分别看做０和１两种不同的消息，则这一随机试验可表示为一个等概率输出０或１的二
进制离散无记忆信源。此二进制离散无记忆信源的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
１
２

熿

燀

燄

燅
１
２

　　在这一随机实验中，可以求出消息０、１发生所包含的自信息为

Ｉ（Ｘ＝０）＝Ｉ（Ｘ＝１）＝ｌｏｇ １１／２＝ｌｏｇ２＝１
比特

　　由于消息０和１发生的概率相同，因此在信源输出消息之前，我们关于信源输出０或
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１的不确定性是相同的，而在信源输出０或１之后，它们所携带的信息量也相同。因此，消
息０和消息１的自信息相同（均为１比特）。
应当注意：信息单位的“比特”与计算机术语中的“比特”的意义是不同的。在计算机技

术中，比特表示二进制数码中的“位”，为ｂｉｎａｒｙｄｉｇｉｔ的缩写，而信息理论中的比特是使用
以２为底的对数关系进行信息度量时的信息单位。
在例２．２中，由于信源是等概率的二进制信源，因此在用以２为底的对数关系对其输

出信息量进行度量时，它所输出的每一位二进制码所含有的自信息量恰为一个比特。

２．２．２　信源的信息熵

式（２．４）定义的自信息给出了信源输出的某一个消息所含有的信息量。自信息从信源
输出的每一个消息所含有的信息量描述了信源的信息特性。然而，自信息是一个伴随着信
源随机地输出某一消息而产生的随机变量。由于不同消息的自信息不同，因此自信息只是
从局部依消息发生的概率对个别信源消息的信息特性给出的一种描述。在实际信息系统分
析中，人们往往关心的并不是信源输出的个别消息，而是由整个消息集合所构成的信源的
信息特性。因此我们需要给出一个确定的量，能够从信源总体上来度量信源输出信息的大
小，描述信源总体输出信息的能力。
为此，我们定义信源Ｘ中每一消息所包含自信息的数学期望为信源Ｘ 的平均信息量，

也称为信源的信息熵（简称熵），记做Ｈ（Ｘ），即
对于概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

的离散无记忆信源Ｘ，其平均信息量（即信源的信息熵）为

Ｈ（Ｘ）＝Ｅ［Ｉ（ａｉ）］＝Ｅｌｏｇ
１
ｐ［ ］
ｉ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ１ｐｉ

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ （２．６）

　　在下面的讨论中，有时将熵的定义式写做：

Ｈ（Ｘ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ）
（２．７）

　　这时，Ｘ也表示信源Ｘ 的消息所构成的集合；ｘ为集合中的某一消息，即Ｘ的某一取

值；∑
Ｘ
表示对Ｘ 的全空间进行求和运算。

说明：
（１）在定义式（２．６）中，关于对数的底我们并未作明确规定。
应用中可根据实际情况和习惯确定对数的底，如以２、ｅ、１０等为底数。由于熵是信源

的平均信息量，因此相应于底２、ｅ或１０，熵的单位分别为比特／符号、奈特／符号或
哈特／符号。

（２）对于一般的信源Ｘ，其消息集合中可能包含不可能发生的消息（即该消息发生的
概率为０）。
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　　根据

ｌｉｍ
ｚ→０
ｚｌｏｇｚ＝ｌｉｍ

ｚ→０

ｌｏｇｚ
１
ｚ

＝ｌｉｍ
ｚ→０

１
ｚ

－１ｚ２
ｌｏｇｅ＝０

　　若消息ａｋ 发生的概率为０，在定义式（２．７）表示的熵的计算中，规定

Ｐ（ａｋ）ｌｏｇ １
Ｐ（ａｋ）

＝０

　　【例２．３】　某班下午的工作安排有三种情况：ａ自习，ｂ上课，ｃ文体活动。假设每天下
午独立地、随机地发出一个工作安排的通知，且这三种安排发生的概率分别是１／２、３／８和

１／８。若某同学得到了工作安排为ａ、ｂ或ｃ的一个通知，则此通知中含有多少信息量？如
果每天发出一个通知，则一个通知中含有的平均信息量为多少？
解：此信源的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ ｂ ｃ
１
２

３
８

熿

燀

燄

燅
１
８

可以求出这三种安排的通知含有的自信息分别为

Ｉ（ａ）＝ｌｏｇ２＝１　 比特

Ｉ（ｂ）＝ｌｏｇ８３ ＝１．４１５　
比特

Ｉ（ｃ）＝ｌｏｇ８＝３　 比特

　　一个通知中含有的平均信息量即为此信源的熵：

Ｈ（Ｘ）＝ １２Ｉ
（ａ）＋３８Ｉ

（ｂ）＋１８Ｉ
（ｃ）

＝ １２ｌｏｇ２＋
３
８ｌｏｇ

８
３＋

１
８ｌｏｇ８≈１．４０６　

比特／通知

　　根据自信息的定义，自信息量的大小与消息发生的概率成反比，此处便有：

Ｉ（ａ）＜Ｉ（ｂ）＜Ｉ（ｃ）

　　然而，考察每一通知的自信息对信源信息熵的贡献：

１
２Ｉ
（ａ）＝０．５，３８Ｉ

（ｂ）＝０．５３１，１８Ｉ
（ｃ）＝０．３７５

可以看出，虽然某消息ａｉ的自信息随着该消息出现概率的减小而增大，但是由于消息ａｉ
出现的概率（频次）较小，因此对信源总体输出的平均信息量Ｈ（Ｘ）的贡献并不是很大。由
信息熵的定义可以看出，消息ａｉ对信源Ｘ 输出平均信息量的贡献为

－Ｐ（ａｉ）ｌｏｇＰ（ａｉ）
在这一函数关系中，由于Ｐ（ａｉ）减小的速度比－ｌｏｇＰ（ａｉ）增加的速度更快，因此平均来讲
它对信源总体的贡献还是减小了，其极限情况为

ｌｉｍ
Ｐ（ａｉ）→０

（－Ｐ（ａｉ）ｌｏｇＰ（ａｉ））＝０

　　由此可以使我们进一步明确：
自信息Ｉ（ａｉ）是对消息ａｉ是否发生的不确定性和消息ａｉ所含有信息量的度量，而熵

Ｈ（Ｘ）是自信息的统计平均值，是对信源总体信息特性的度量。
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作为从统计平均意义上表征信源总体特性的物理量，信源的信息熵具有下面两种物理
含义：

（１）信息熵Ｈ（Ｘ）表示了信源输出后每个消息所提供的平均信息量。
（２）信息熵Ｈ（Ｘ）表示了信源输出前关于信源的平均不确定性。
例如有两个信源：

［Ｘ，Ｐ１］＝
ａ１ ａ２
０．９９ ０．［ ］０１ 　　［Ｙ，Ｐ２］＝

ｂ１ ｂ２
０．５ ０．［ ］５

　　在信源Ｘ、Ｙ 未输出消息之前，直观分析可看出，信源Ｘ 输出消息ａ１ 的可能性是

９９％，因此我们对Ｘ的平均不确定性较小；对信源Ｙ，它输出ｂ１、ｂ２的可能性均为０．５，因
此我们对于信源Ｙ 输出哪一个消息的平均不确定性较大。利用信源信息熵的定义式（２．６）
可以对信源Ｘ、Ｙ 输出消息前的这种不确定性加以度量，则有：

Ｈ（Ｘ）＝０．０８　 比特／符号，　Ｈ（Ｙ）＝１　 比特／符号

　　可见，信源的信息熵确实反映出了信源输出消息的平均不确定程度的大小。
说明：信源的信息熵Ｈ（Ｘ）并不表示接收者所获得的平均信息量，接收者所获得的平

均信息量一般也不一定等于信源的信息熵Ｈ（Ｘ）。只有在传输信源输出消息的信道无噪，
接收者正确无误地接收到信源发出的消息，消除了大小为Ｈ（Ｘ）的平均不确定性时，接收
者才由通信系统获得大小为Ｈ（Ｘ）的平均信息量。

２．３　熵函数的性质

由上面的讨论我们知道，式（２．６）定义的熵从总体上描述了信源的平均不确定性和平
均信息量。作为统计平均意义上表征信源总体特性的物理量，熵是表征信源输出随机变量

Ｘ的一个数字特征，只与信源消息的概率分布有关。无论信源是否输出了消息，只要这些
消息的发生具有一定的概率分布，则该信源的信息熵就存在，根据信源的这组概率分布便
可求出信源的信息熵。

【例２．４】　设有一个离散无记忆的二进制信源，其概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
０ １

ｐ １－［ ］ｐ 　　０≤ｐ≤１

　　可以知道，此信源的信息熵为

Ｈ（Ｘ）＝－ｐｌｏｇｐ－（１－ｐ）ｌｏｇ（１－ｐ） （２．８）

　　由此可以看出，Ｈ（Ｘ）是概率分布ｐ、１－ｐ的函数，常记做Ｈ２（ｐ）或Ｈ２（ｐ，１－ｐ），
下标２表示信源是二进制的或称二元信源。
由式（２．８）可知，Ｈ２（ｐ）是ｐ的函数，可以做出Ｈ２（ｐ）的函数曲线，如图２ ３所示。
例２．２为二进制信源在０、１等概率分布时的一个特例，即当信源符号０、１等概率分

布时，消息的自信息为

Ｉ（Ｘ＝０）＝Ｉ（Ｘ＝１）＝１　 比特

　　由熵函数式可知，对于此等概率分布的二进制信源，信息熵：

Ｈ（Ｘ）＝－１２ｌｏｇ
１
２－

１
２ｌｏｇ

１
２ ＝１　

比特／符号
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图２ ３　Ｈ２（ｐ）的函数曲线

　　虽然信源消息的自信息与信源的信息熵在数值上相等，但是它们的含义是不同的。自
信息Ｉ（Ｘ）＝０、Ｉ（Ｘ）＝１反映的是信源符号０、１含有的信息量为１比特，发生概率分别为

１
２
的随机变量；Ｈ（Ｘ）则表明信源每输出一个符号平均含有１比特的信息量，信息熵

Ｈ（Ｘ）是取决于信源概率分布的一个确定量。
作为概率分布Ｐ的函数，由图２ ３可以看出熵函数所具有的一些基本性质。如果二

元信源的输出是确定的（ｐ＝０或ｐ＝１），则该信源不能提供任何信息。当信源符号０、１等
概率发生时，二元信源的熵达到其最大值，且为１比特／符号。
下面我们从信源的信息熵与概率分布的函数关系，讨论熵函数的性质。
若信源Ｘ的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

它的熵与信源符号的个数ｎ及其概率分布Ｐ 有关。信息熵Ｈ（Ｘ）是ｐ１、ｐ２、…、ｐｎ的ｎ元

函数 （∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１，其中有ｎ－１个独立变量），因此也称为熵函数，记做：

Ｈ（Ｐ）＝Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ （２．９）

其中，Ｐ为概率矢量，它的ｎ个分量为ｐ１、ｐ２、…、ｐｎ，并且依概率分布的条件有：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１　　（ｐｉ≥０，ｉ＝１，２，…，ｎ）

　　信源的熵函数Ｈ（Ｐ）具有下面一些基本性质。

１．对称性

当变量ｐ１、ｐ２、…、ｐｎ 的位置任意互换时，熵函数的值不变，即

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）＝Ｈ（ｐ２，ｐ１，…，ｐｎ）＝Ｈ（ｐｎ，ｐ１，…，ｐｎ－１） （２．１０）

　　对称性进一步表明，熵是信源总体特性的描述，它只与随机变量的总体统计结构有
关。由概率分布律可知，ｎ个符号的概率矢量由数１分割成ｎ个正实数取值的组合所构成，
而熵函数只与这ｎ个实数的组合有关，与这ｎ个实数和信源的ｎ个符号采取何种对应关系
无关。
例如，下面三个信源：

０２ 信息论与编码



［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ ａ３
１
２

３
８

熿

燀

燄

燅
１
８
，［Ｙ，Ｐ］＝

ａ１ ａ２ ａ３
１
２

１
８

熿

燀

燄

燅
３
８
，［Ｚ，Ｐ］＝

ｂ１ ｂ２ ｂ３
１
２

３
８

熿

燀

燄

燅
１
８

　　我们可以用ａ１、ａ２、ａ３分别表示自习、上课和文体活动三个具体消息，而ｂ１、ｂ２、ｂ３分
别表示晴、雾、雨三个消息。在这三个信源中，Ｘ 与Ｚ 所包含的具体消息（符号）的含义不
同，而Ｘ与Ｙ 两信源中某一消息的概率不同。但是由于它们的符号个数及其概率组合相
同，因此它们的信息熵是相同的，即从信源的总体统计特性看它们是相同的。
由此可以看出，这种熵的定义有其局限性，未能反映出信源输出的消息本身所含有的

主观意义。

　　２．非负性

Ｈ（Ｘ）≥０ （２．１１）

　　根据概率分布律，随机变量Ｘ的所有取值的概率ｐｉ均在０和１之间，当取对数的底
大于１时，有

ｐｉｌｏｇ１ｐｉ ≥
０　　ｉ＝１，２，…，ｎ

故有

Ｈ（Ｘ）＝Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ１ｐｉ ≥

０

　　这种非负性对于离散信源的熵是合适的。对于连续信源，这种非负性并不存在。

　　３．确定性

Ｈ（１，０）＝Ｈ（１，０，０）＝ … ＝Ｈ（１，０，０，…，０）＝０ （２．１２）

　　对于信源的一组概率分布Ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ），若某信源符号发生的概率ｐｋ＝１，则
依概率分布满足的条件可知，其他信源符号发生的概率必定全部为０。因此信源输出的随
机变量成为一个确定量，即几乎处处输出发生概率为１的那个符号，对于这种信源的不确
定性为０。由于熵是不确定性的度量，因此确知的信源的熵为０。

　　４．扩展性

ｌｉｍ
ε→０
Ｈｎ＋１（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ－ε，ε）＝Ｈｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ） （２．１３）

此性质的证明也较简明。根据熵的定义式（２．６），写出式（２．１３）左端的熵函数，应用极限
关系

ｌｉｍ
ε→０
εｌｏｇε＝０

即可得出此性质成立的结论。
此性质说明，当信源的消息个数增多时，若增加的消息发生的概率极小（接近于０），

而原有消息的概率在信源总体上几乎没有改变，则信源的熵不变。从某一消息的自信息考
虑，虽然这些概率很小的新事件发生后会给予接收者较多的信息，但对于信源总体而言，
这种概率很小的消息几乎不会出现，它在熵的计算中占的比重很小。
可见，熵的扩展性也是其总体统计平均性的一种体现。

５．可加性

统计独立的信源Ｘ和Ｙ 的联合信源的熵等于分别熵之和，即：
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Ｈ（ＸＹ）＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）

　　在对信息概念的讨论中，为了使先后收到的信息可简单地相加，规定信息的度量方式
必须满足可加性。下面我们以相互统计独立的情况为例，证明熵函数具有这种性质。
证明：设有两个随机变量Ｘ和Ｙ，其中Ｘ有ｎ种取值，概率分布为ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ，Ｙ

有ｍ 种取值，概率分布为ｒ１，ｒ２，…，ｒｍ。
由熵函数的定义式可知Ｘ和Ｙ 的熵分别为

Ｈ（Ｘ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇｑｉ

Ｈ（Ｙ）＝－∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｊｌｏｇｒｊ

　　现在考察由相互独立的Ｘ、Ｙ 构成的联合信源ＸＹ。联合信源ＸＹ有ｎｍ 种取值可能，
它的概率分布为Ｘ、Ｙ 的联合概率分布，即

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ，Ｙ ＝ｙｊ）＝Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）＝ｐｉｊ　　ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ
　　联合信源的熵为

Ｈ（ＸＹ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｐｉｊｌｏｇｐｉｊ

　　由于Ｘ与Ｙ 相互独立，有ｐｉｊ＝ｑｉ·ｒｊ，因此：

Ｈ（ＸＹ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｉ·ｒｊｌｏｇｑｉ·ｒｊ　　　　　　　　　　　

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｉ·ｒｊｌｏｇｑｉ－∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｉ·ｒｊｌｏｇｒｊ

＝－ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇｑ（ ）ｉ ∑

ｍ

ｊ＝１
ｒ（ ）ｊ － ∑

ｍ

ｊ＝１
ｒｊｌｏｇｒ（ ）ｊ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｑ（ ）ｉ

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇｑｉ－∑

ｍ

ｊ＝１
ｒｊｌｏｇｒｊ

＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）

　　对于Ｘ 和Ｙ 非相互独立的一般情况也有类似的结论，只是性质的表达和证明过程要
复杂一些。

　　６．极值性（最大熵定理）

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）≤Ｈ
１
ｎ
，１
ｎ
，…，１（ ）ｎ ＝ｌｏｇｎ （２．１４）

即当信源符号等概率分布时，熵达到其最大值。
为了证明式（２．１４），首先证明下面两个引理。
引理２．１

ｌｎｘ≤ｘ－１　　ｘ＞０ （２．１５）

　　证明：构造辅助函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－（ｘ－１），计算其极大值。

ｆ′（ｘ）＝ １ｘ－１

令上式为０，可以求出ｆ（ｘ）在ｘ＝１处取得极值。

由ｆ″（ｘ）＝－１ｘ２＜０
可知，当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）是上凸函数。
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因此，在ｘ＝１处函数ｆ（ｘ）有极大值，ｆ（ｘ）的极大值为

ｆ（ｘ＝１）＝０
因此

ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－（ｘ－１）≤０　　ｘ＞０
即 ｌｎｘ＜ｘ－１
证毕。
引理２．２

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）≤－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｒｉ （２．１６）

式中，∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ ＝１，∑

ｎ

ｉ＝１
ｒｉ＝１。

证明：考察

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｒｉ＝－∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｒｉ　　　

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ

ｒｉ
ｐｉ
＝－ １ｌｎ２∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｎ

ｒｉ
ｐｉ

易知ｒｉ／ｐｉ＞０，由式（２．１５）可知

－ １ｌｎ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｎ

ｒｉ
ｐｉ ≤

１
ｌｎ２∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ
ｒｉ
ｐｉ
－（ ）１ ＝ １

ｌｎ２ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｉ－∑

ｎ

ｉ＝１
ｐ［ ］ｉ ＝０

因此

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）≤－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｒｉ

证毕。

在式（２．１６）中，若令ｒｉ＝
１
ｎ
，则式（２．１６）成为：

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）≤ｌｏｇｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝ｌｏｇｎ （２．１７）

此即式（２．１４）表示的最大熵定理。
最大熵定理表明，对于一个输出ｎ种消息的信源，在其可能的概率分布中，当信源输

出的消息为等概率分布时，信源的信息熵最大，且该最大的信息熵为ｌｏｇｎ。
对于二进制信源，例２．４已经表明，当ｐ（０）＝ｐ（１）＝１／２时信源的信息熵最大，即二

进制信源的最大熵为

Ｈ １
２
，（ ）１２ ＝ｌｏｇ２＝１　 比特／符号

７．上凸性

熵函数Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）是概率矢量Ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）的上凸函数，即对于概率

矢量Ｐ、Ｑ和α（０＜α＜１），有：

Ｈ（αＰ＋（１－α）Ｑ）≥αＨ（Ｐ）＋（１－α）Ｈ（Ｑ） （２．１８）

　　证明：设Ｋ 为ｎ维随机变量的概率分布构成的集合。
在Ｋ 中任意找出两组不同的概率分布：
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Ｐ＝ （ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）

Ｑ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ）

　　显然，这两组概率分布满足概率分布律，即

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉ＝１　　０≤ｐｉ，ｑｉ≤１；ｉ＝１，２，…，ｎ

在这两组概率分布下，分别有熵函数Ｈ（Ｐ）和Ｈ（Ｑ）。
取０＜α＜１，由概率矢量Ｐ、Ｑ的线性组合可构成一组新的概率分布Ｒ：

Ｒ＝αＰ＋（１－α）Ｑ
＝ （αｐ１＋（１－α）ｑ１，αｐ２＋（１－α）ｑ２，…，αｐｎ＋（１－α）ｑｎ）

因为

０≤αｐｉ＋（１－α）ｑｉ≤α＋（１－α）＝１　　ｉ＝１，２，…，ｎ

且 ∑
ｎ

ｉ＝１

（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）＝α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＋（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉ＝α＋（１－α）＝１

这组新的概率分布Ｒ满足概率分布律，故有：

Ｒ＝αＰ＋（１－α）Ｑ∈Ｋ
　　在由Ｐ、Ｑ的线性组合得到的新的概率分布Ｒ 下，熵函数为

Ｈ（Ｒ）＝Ｈ（αＰ＋（１－α）Ｑ）

＝－∑
ｎ

ｉ＝１

（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）ｌｏｇ（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

＝－α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ［（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）］－（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ［（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）］

＝－α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

ｐｉ
ｐ［ ］
ｉ
－（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

ｑｉ
ｑ［ ］
ｉ

＝－α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ－α∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｐ［ ］
ｉ

　－（１－α）∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇｑｉ－（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｑ［ ］
ｉ

＝αＨ（Ｐ）＋（１－α）Ｈ（Ｑ）－α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｐ［ ］
ｉ

　－（１－α）∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｑ［ ］
ｉ

（２．１９）

　　由于对数函数是上凸函数，因此式（２．１９）的第三项中：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｐ［ ］
ｉ
≤ｌｏｇ∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）１ｐ（ ）

ｉ

＝ｌｏｇ∑
ｎ

ｉ＝１

（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ（ ））

＝ｌｏｇα∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＋（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑ（ ）ｉ

＝ｌｏｇ（α＋（１－α））＝ｌｏｇ１＝０
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同理，式（２．１９）的第四项中

∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｑ［ ］
ｉ
≤０

因此式（２．１９）中的后两项：

－α∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｐ［ ］
ｉ
－（１－α）∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉｌｏｇ （αｐｉ＋（１－α）ｑｉ）

１
ｑ［ ］
ｉ
≥０

故有：

Ｈ（αＰ＋（１－α）Ｑ）≥αＨ（Ｐ）＋（１－α）Ｈ（Ｑ）
即式（２．１８）表示的上凸函数关系成立，熵函数是上凸函数。
证毕。
利用熵函数的上凸性，我们也可以找出信源的最大熵和达到最大熵时信源消息的概率

分布。
【例２．５】　已知信源Ｘ输出ｎ种符号，试用求导法计算此信源的最大熵，以及达到最

大熵时ｎ个信源符号的概率分布。
解：因为熵函数是上凸函数，所以若它的极值存在，则必为极大值，且该极大值即为

给定信源的最大熵。

设Ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）为信源Ｘ的一组概率矢量，其熵函数：

Ｈ（Ｐ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ

满足条件： ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１

题中所求为熵函数Ｈ（Ｐ）在此条件下的条件极值。
首先以λ为待定常数作辅助函数：

Φ（Ｐ）＝－∑
ｎ

ｊ＝１
ｐｊｌｏｇｐｊ＋λ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐｊ－（ ）１

　　对于ｉ＝１，２，…，ｎ，计算辅助函数Φ（Ｐ）关于ｐｉ的偏导：

Φ
ｐｉ

＝
 －∑

ｎ

ｊ＝１
ｐｊ
ｌｎｐｊ
ｌｎ２＋λ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐｊ－（ ）［ ］１

ｐｉ

＝－ｐｉ １
ｐｉｌｎ２

－ｌｏｇｐｉ＋λ＝－ １ｌｎ２－ｌｏｇｐｉ＋λ

令

Φ
ｐｉ

＝０

得到：

－ １ｌｎ２－ｌｏｇｐｉ＋λ＝０　　ｉ＝１
，２，…，ｎ

　　注意，此为一个由ｎ个方程构成的方程组。解此方程组得到熵函数Ｈ（Ｐ）取得极值的
概率分布，即得到：

ｌｏｇｐｉ＝λ－
１
ｌｎ２
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ｐｉ ＝２λ－
１
ｌｎ２ ＝ 常数 　　ｉ＝１，２，…，ｎ

　　由于ｐｉ是与ｉ无关的常数，且必须满足概率分布的条件，可知熵函数Ｈ（Ｐ）的极值点
概率分布必为

ｐｉ＝ １ｎ　　　ｉ＝１
，２，…，ｎ

因此熵函数Ｈ（Ｐ）的最大值为

Ｈｍａｘ（Ｐ）＝Ｈ
１
ｎ
，１
ｎ
，…，１（ ）ｎ ＝ｎ·１ｎｌｏｇｎ＝ｌｏｇｎ

　　因此对于具有ｎ种输出符号的信源Ｘ，当信源符号等概率分布时，信源的信息熵

Ｈ（Ｘ）达到其最大值ｌｏｇｎ。
此结论与关于熵的极值性的讨论结果是相同的。

２．４　联合事件的熵及其关系

２．３节我们从信源输出随机变量Ｘ的概率空间出发，对信源符号的不确定性进行了分
析并引出了信源符号的自信息和信源的熵。然而，在对一个通信系统进行分析时，我们遇
到的往往并不是单个的随机变量，而是由若干随机变量构成的联合事件。因此需要对由若
干随机变量组成的联合事件所具有的不确定性加以讨论。此处，我们以两个随机变量为
例，在２．３节讨论的熵的概念与定义的基础上，讨论联合事件的熵及其关系。

２．４．１　联合事件的概率空间与概率关系

设有两个离散随机变量Ｘ、Ｙ，其中：

Ｘ∈ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ｝，　Ｙ ∈ ｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝ （２．２０）

Ｘ和Ｙ 构成的联合事件用二维随机变量（Ｘ，Ｙ）表示。
二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的性质不仅与Ｘ 和Ｙ 有关，而且依赖于两者之间的关系。因此

对于由Ｘ和Ｙ 组成的联合事件，仅仅单独研究Ｘ或Ｙ 是不够的，还需要将（Ｘ，Ｙ）作为一
个整体来研究。

１．联合概率分布

已知二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的取值为（ｘｉ，ｙｊ），其发生的概率为联合概率Ｐ（ｘｉ，ｙｊ），它

们满足：

０≤Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）≤１

∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）＝

烅
烄

烆 １
　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （２．２１）

因此，联合事件（Ｘ，Ｙ）的概率空间为
［ＸＹ，Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）］ （２．２２）

２．边缘概率分布

对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ），Ｘ和Ｙ 也是随机变量，将随机变量Ｘ 和Ｙ 各自的概率分
布分别称为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和Ｙ 的边缘概率分布，并且边缘概率分布由联合
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概率分布决定。

依据二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布Ｐ（ｘｉ，ｙｊ），可以求出某一随机变量的边缘
概率分布，即

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝Ｐ（ｘｉ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ （２．２３）

Ｐ（Ｙ ＝ｙｊ）＝Ｐ（ｙｊ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）　　ｊ＝１，２，…，ｓ （２．２４）

它们满足：

０≤Ｐ（ｘｉ），Ｐ（ｙｊ）≤１　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝∑

ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）＝１

３．条件概率分布

对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ），如果已知其联合概率分布Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）和某一事件Ｘ或Ｙ 的

边缘概率分布Ｐ（ｘｉ）和Ｐ（ｙｊ），则可以求出在某事件已发生的条件下另一事件发生的概率，
并将此概率称为条件概率。

已知Ｘ＝ｘｉ已发生的条件下Ｙ＝ｙｊ发生的条件概率分布为

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

（２．２５）

同理，已知Ｙ＝ｙｊ已发生的条件下Ｘ＝ｘｉ发生的条件概率分布为

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）
Ｐ（ｙｊ）

（２．２６）

其中，设

Ｐ（ｘｉ）＞０，Ｐ（ｙｊ）＞０　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
条件概率分布满足：

０≤Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）≤１

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝１，∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝

烅
烄

烆 １
　　ｉ＝１，２，…ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （２．２７）

２．４．２　联合熵、无条件熵和条件熵

对于由Ｘ、Ｙ 组成的联合事件，由于（Ｘ，Ｙ）是一个随机矢量，因此我们对联合事件
（Ｘ，Ｙ）的某一样值是否发生具有不确定性。联合事件（Ｘ，Ｙ）的平均不确定性大小可以用
联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合熵进行度量。
若已知联合事件（Ｘ，Ｙ）的概率空间为［ＸＹ，Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）］，则联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合

熵为

Ｈ（ＸＹ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

＝－∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｘｉ，ｙｊ）

（２．２８）

　　若已知某一随机变量的边缘概率分布，则根据熵的定义式（２．６）可以写出联合事件
（Ｘ，Ｙ）中关于某一随机变量的熵，即
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Ｈ（Ｘ）＝－∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｘｉ）＝－∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｘｉ） （２．２９）

Ｈ（Ｙ）＝－∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｙｊ）＝－∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｙｊ） （２．３０）

　　Ｈ［Ｘ］和Ｈ［Ｙ］分别表示联合事件（Ｘ，Ｙ）中关于随机变量Ｘ和Ｙ 的平均不确定性，它
们被称为无条件熵或边缘熵。
对于由多个随机变量组成的联合事件，我们不仅要了解它们的联合不确定性和某一分

量的不确定性，还需要了解在某些随机变量已出现的条件下，关于另一随机变量的不确定
性。这种平均不确定性即为条件熵。
设已知联合事件（Ｘ，Ｙ）中ｘｉ已发生时ｙｊ发生的概率为条件概率Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），则定义已

知Ｘ时关于Ｙ 的条件熵为

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

（２．３１）

它表示在随机变量Ｘ已知时，我们对于随机变量Ｙ 仍存在的平均不确定性。
同理，已知Ｙ 时关于Ｘ 的条件熵为

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

（２．３２）

２．４．３　各种熵之间的关系

１．条件熵

条件熵满足如下性质：

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）≤Ｈ（Ｙ） （２．３３）
当且仅当Ｘ与Ｙ 统计独立时等式成立。
证明：

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）－Ｈ（Ｙ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

－∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

·Ｐ
（ｘｉ）
Ｐ（ｘｉ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘｉ）·Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

（２．３４）

　　由于对数函数是上凸函数，因此应用颜森不等式：

∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘｉ）·Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

≤ｌｏｇ∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

Ｐ（ｘｉ）·Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ［ ］）

＝ｌｏｇ∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）∑

ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ［ ］）＝ｌｏｇ１＝０

　　当Ｘ、Ｙ 统计独立时：

Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）＝Ｐ（ｘｉ）·Ｐ（ｙｊ）
由式（２．３４）第三步可看出等式成立。
同理，存在：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ）
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　　此性质表明，在联合事件中某一随机变量的条件熵是有界的，它小于等于该随机变量
的无条件熵。

　　２．联合熵、无条件熵和条件熵的关系

Ｈ（ＸＹ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）·Ｐ（ｘｉ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

＋∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｘｉ）

　　（２．３５）

所以

Ｈ（ＸＹ）＝Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＋Ｈ（Ｘ） （２．３６）

　　可见，关于联合事件（Ｘ，Ｙ）的不确定性等于关于Ｘ 的不确定性与一旦观测到Ｘ 之后
仍然保留的关于Ｙ 的不确定性之和。
同理，可得到：

Ｈ（ＸＹ）＝Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＋Ｈ（Ｙ） （２．３７）

　　若联合事件（Ｘ，Ｙ）中各分量相互独立，又由于Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝Ｐ（ｙｊ），则

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

　　

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ）

＝Ｈ（Ｙ） （２．３８）

　　同理，依据Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝Ｐ（ｘｉ）有：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝Ｈ（Ｘ） （２．３９）
因此，若联合事件（Ｘ，Ｙ）中各分量相互独立，则它们的联合熵为

Ｈ（ＸＹ）＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ） （２．４０）

　　【例２．６】　已知随机变量Ｘ 和Ｙ 组成联合事件（Ｘ，Ｙ）。二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合
概率分布如表２ １所示。

表２ １　Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

Ｙ

　Ｘ
ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１
１
８ ０ １

８

ｘ２
１
１６

１
１６ ０

ｘ３
１
８

１
８

１
８

ｘ４
３
１６

１
１６ ０

（１）计算联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合熵Ｈ（ＸＹ）；
（２）计算随机变量Ｘ和Ｙ 的边缘熵Ｈ（Ｘ）和Ｈ（Ｙ）；
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（３）计算条件熵Ｈ（Ｙ｜Ｘ）和Ｈ（Ｘ｜Ｙ）；
（４）验证联合熵与边缘熵、条件熵之间的关系。
解：（１）依据联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布计算（Ｘ，Ｙ）的联合熵Ｈ（ＸＹ）为

Ｈ（ＸＹ）＝∑
４

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）

＝ ５８ｌｏｇ８＋
３
１６ｌｏｇ１６＋

３
１６ｌｏｇ

１６
３ ＝

５
８ｌｏｇ８＋

６
１６ｌｏｇ１６－

３
１６ｌｏｇ３

＝ ５８×３＋
６
１６×４－

３
１６ｌｏｇ３≈３．０７８　

比特／符号

　　（２）依据边缘概率的计算关系，首先求出随机变量Ｘ的边缘概率为

Ｐ（ｘ１）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘ１，ｙｊ）＝

１
８＋０＋

１
８ ＝

１
４

Ｐ（ｘ２）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘ２，ｙｊ）＝

１
１６＋０＋

１
１６＝

１
８

Ｐ（ｘ３）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘ３，ｙｊ）＝

１
８＋

１
８＋

１
８ ＝

３
８

Ｐ（ｘ４）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘ４，ｙｊ）＝

３
１６＋

１
１６＝

１
４

因此随机变量Ｘ的边缘熵Ｈ（Ｘ）为

Ｈ（Ｘ）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｉ）
＝ １４ｌｏｇ４＋

１
８ｌｏｇ８＋

３
８ｌｏｇ

８
３＋

１
４ｌｏｇ４

＝ ５２－
３
８ｌｏｇ３≈１．９０６　

比特／符号

　　同理，可以求出随机变量Ｙ 的边缘概率和边缘熵Ｈ（Ｙ）：

Ｐ（ｙ１）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙ１）＝ １８＋

１
１６＋

１
８＋

３
１６＝

１
２

Ｐ（ｙ２）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙ２）＝０＋１１６＋

１
８＋

１
１６＝

１
４

Ｐ（ｙ３）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙ３）＝ １８＋０＋

１
８＋０＝

１
４

计算得到随机变量Ｙ 的边缘熵为

Ｈ（Ｙ）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ）

＝ １２ｌｏｇ２＋
１
４ｌｏｇ４＋

１
４ｌｏｇ４＝１．５　

比特／符号

　　（３）已知联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合概率Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）和随机变量Ｘ 的边缘概率Ｐ（ｘｉ）。依

据条件概率的计算关系Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

，可以求出在已知Ｘ＝ｘｉ发生的条件下关于

Ｙ＝ｙｊ发生的条件概率分布Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），其中ｉ＝１，２，３，４，ｊ＝１，２，３，如表２ ２所示。
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表２ ２　Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

　　Ｙ

Ｘ　　
ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ １
４ ０ １

２

ｘ２ １
８

１
４ ０

ｘ３ １
４

１
２

１
２

ｘ４ ３
８

１
４ ０

可以求出已知Ｘ时关于Ｙ 的条件熵为

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
４

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝ １８ｌｏｇ２＋
１
８ｌｏｇ２＋

１
１６ｌｏｇ２＋

１
１６ｌｏｇ２＋

１
８ｌｏｇ３

　＋１８ｌｏｇ３＋
１
８ｌｏｇ３＋

３
１６ｌｏｇ

４
３＋

１
１６ｌｏｇ４

＝ ７８＋
３
１６ｌｏｇ３≈１．１７２　

比特／符号

　　同理，依据Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）
Ｐ（ｙｊ）

可以得到已知Ｙ＝ｙｊ发生的条件下，关于Ｘ＝ｘｉ发

生的条件概率分布Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）（如表２ ３所示）。

表２ ３　Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

　　Ｙ

Ｘ　　
ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ １
２ ０ １

２

ｘ２ １
２

１
２ ０

ｘ３ １
３

１
３

１
３

ｘ４ ３
４

１
４ ０

可以求出已知Ｘ时关于Ｙ 的条件熵为
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Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
４

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

＝ １８ｌｏｇ４＋
１
８ｌｏｇ２＋

１
１６ｌｏｇ８＋

１
１６ｌｏｇ４＋

１
８ｌｏｇ４

　＋１８ｌｏｇ２＋
１
８ｌｏｇ２＋

３
１６ｌｏｇ

８
３＋

１
１６ｌｏｇ４

＝１５８－
３
１６ｌｏｇ３≈１．５７８　

比特／符号

　　（４）由上述计算结果可以验证联合熵、边缘熵和条件熵之间满足的关系。
下面验证某一随机变量的无条件熵与条件熵的关系。
由计算结果可以看出，在联合事件（Ｘ，Ｙ）中，关于随机变量Ｘ的边缘熵为

Ｈ（Ｘ）＝－∑
４

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｘｉ）＝１．９０６　 比特／符号

　　当已知随机变量Ｙ 时，关于随机变量Ｘ的条件熵为

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
４

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

＝１．５７８　 比特／符号

显然，随机变量Ｘ的条件熵与其无条件熵的关系满足：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＜Ｈ（Ｘ）

　　同理，随机变量Ｙ 的条件熵与其无条件熵的关系也满足：

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＜Ｈ（Ｙ）

　　由此可以看出，对于联合事件（Ｘ，Ｙ），某一随机变量的条件熵小于等于该随机变量的
无条件熵。
下面由计算结果验证边缘熵、条件熵和联合熵之间的关系。
由此例计算得到的联合事件（Ｘ，Ｙ）的边缘熵：

Ｈ（Ｘ）＝１．９０６　 比特／符号，Ｈ（Ｙ）＝１．５　 比特／符号

　　条件熵：

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝１．１７２　 比特／符号，Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝１．５７８　 比特／符号

　　联合熵：

Ｈ（ＸＹ）＝３．０７８　 比特／符号

　　可以看出，它们之间满足：

Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝１．９０６＋１．１７２＝３．０７８＝Ｈ（ＸＹ）
和

Ｈ（Ｙ）＋Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝１．５＋１．５７８＝３．０７８＝Ｈ（ＸＹ）
即联合事件（Ｘ，Ｙ）的不确定性（联合事件的联合熵Ｈ（ＸＹ））等于关于某一随机变量的不确
定性与一旦观测到该随机变量后仍然保留的关于另一随机变量的不确定性之和。

２．５　连续信源的信息测度

至此，我们所研究的都是取值为有限或可数的离散信源，它们输出的消息属于时间离
散、取值有限或可数的随机序列，其统计特性可以用联合概率分布来描述，而某些实际信
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源的输出是时间和取值都是连续的消息。例如语音信号Ｘ（ｔ）、电视信号Ｘ（ｘ０，ｙ０，ｔ）等都
是时间的连续波形。当固定某一时刻ｔ＝ｔ０时，它们的可能取值也是连续的。这样的信源称
为随机波形信源。随机波形信源输出的消息是随机的，因此，可以用随机过程｛ｘ（ｔ）｝来
描述。

２．５．１　连续信源的差熵

基本连续信源的输出是取值连续的单个随机变量，可用变量的概率密度、变量间的条
件概率密度和联合概率密度来描述。变量的一维概率密度函数为

ｐＸ（ｘ）＝ｄＦ
（ｘ）
ｄｘ

ｐＹ（ｙ）＝ｄＦ
（ｙ）
ｄｙ

　　一维概率分布函数为

Ｆ（ｘ１）＝Ｐ［Ｘ≤ｘ１］＝∫
ｘ１

－∞
ｐＸ（ｘ）ｄｘ

　　条件概率密度函数为

ｐＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ），ｐＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）

　　联合概率密度函数为

ｐＸＹ（ｘ１ｙ１）＝
２Ｆ（ｘ１，ｙ１）
ｘ１ｙ１

　　它们之间的关系为

ｐＸＹ（ｘｙ）＝ｐＸ（ｘ）ｐＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ） （２．４１）

ｐＸＹ（ｘｙ）＝ｐＹ（ｙ）ｐＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ） （２．４２）

　　这些边缘概率密度函数满足：

ｐＸ（ｘ）＝∫
Ｒ

ｐＸＹ（ｘｙ）ｄｙ （２．４３）

ｐＹ（ｙ）＝∫
Ｒ

ｐＸＹ（ｘｙ）ｄｘ （２．４４）

其中，Ｘ和Ｙ 的取值域为全实数集Ｒ。
若概率密度在有限区域内分布，则可认为在该区间之外所有概率密度函数为零。上述

密度函数中的脚标表示所牵涉的变量的总体，而自变量（如ｘ，ｙ，…）则是具体取值。因为
概率密度函数是不同的函数，所以用脚标来加以区分，以免混淆。为了简化书写，往往省
去脚标，但在使用时要注意上述问题。
基本连续信源的数学模型为

Ｘ＝
Ｒ

ｐ（ｘ［ ］）
并满足：

∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

其中，Ｒ是全实数集，是连续变量Ｘ的取值范围。根据前述的离散化原则，连续变量Ｘ 可
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量化分层后用离散变量描述。量化单位越小，则所得的离散变量和连续变量越接近。因此，
连续变量的信息测度可以用离散变量的信息测度来逼近。
假定连续信源Ｘ的概率密度函数ｐ（ｘ）如图２ ４所示。

图２ ４　概率密度分布

我们把取值区间［ａ，ｂ］分割成ｎ个小区间，各小区间设有等宽Δ＝ ｂ－ａ（ ）ｎ
。那么，Ｘ

处于第ｉ区间的概率Ｐｉ是

Ｐｉ＝Ｐ｛ａ＋（ｉ－１）Δ≤ｘ≤ａ＋ｉΔ｝

＝∫
ａ＋ｉΔ

ａ＋（ｉ－１）Δ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝ｐ（ｘｉ）Δ　　ｉ＝１，２，…，ｎ （２．４５）

其中，ｘｉ是ａ＋（ｉ－１）Δ到ａ＋ｉΔ之间的某一值。当ｐ（ｘ）是ｘ的连续函数时，由积分中值
定理可知，必存在一个ｘｉ值使式（２．４５）成立。这样，连续变量Ｘ 就可用取值为ｘｉ（ｉ＝１，

２，…，ｎ）的离散变量Ｘｎ 来近似，连续信源Ｘ就被量化成离散信源：

Ｘｎ［ ］Ｐ ＝
ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

ｐ（ｘ１）Δ ｐ（ｘ２）Δ … ｐ（ｘｎ）
［ ］Δ

且 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ）Δ＝∑

ｎ

ｉ＝１∫
ａ＋ｉΔ

ａ＋（ｉ－１）Δ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

　　这时离散信源Ｘｎ 的熵是

Ｈ（Ｘｎ）＝－∑
ｉ
ＰｉｌｏｇＰｉ＝－∑

ｉ
ｐ（ｘｉ）Δｌｏｇ［ｐ（ｘｉ）Δ］

＝－∑
ｉ
ｐ（ｘｉ）Δｌｏｇｐ（ｘｉ）－∑

ｉ
ｐ（ｘｉ）ΔｌｏｇΔ

　　当ｎ→∞，Δ→０时，离散随机变量Ｘｎ 趋于连续随机变量Ｘ，而离散信源Ｘｎ 的熵

Ｈ（Ｘｎ）的极限值就是连续信源的信息熵，即

Ｈ（Ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｈ（Ｘｎ）

＝ｌｉｍ
Δ→０
－∑

ｉ
ｐ（ｘｉ）Δｌｏｇｐ（ｘｉ）－ｌｉｍ

Δ→０
（ｌｏｇΔ）∑

ｉ
ｐ（ｘｉ）Δ

＝－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘ－ｌｉｍ

Δ→０
ｌｏｇΔ （２．４６）

　　一般情况下，式（２．４６）的第一项是定值。当Δ→０时，第二项是趋于无限大的常数。所
以避开第二项，定义连续信源的熵为
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ｈ（Ｘ）＝－∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘ （２．４７）

　　由式（２．４７）可知，所定义的连续信源的熵并不是实际信源输出的绝对熵，而连续信源
的绝对熵应该还要加上一项无限大的常数项。这一点是可以理解的，因为连续信源的可能
取值数是无限多个，若设取值是等概率分布，那么信源的不确定性为无限大。当确知输出
为某值后，所获得的信息量也将为无限大。可见，ｈ（Ｘ）已不能代表信源的平均不确定性大
小，也不能代表连续信源输出的信息量。既然如此，为什么要定义连续信源的熵为式
（２．４７）呢？一方面，因为这样定义可与离散信源的熵在形式上统一起来，另一方面，因为
在实际问题中常常讨论的是熵之间的差值问题，如平均互信息。在讨论熵差时，无限大常
数项将有两项，一项为正，一项为负，只要两者离散逼近时所取的间隔Δ一致，这两个无
限大项就将互相抵消掉。因此在任何包含有熵差的问题中，式（２．４７）定义的连续信源的熵
具有信息的特性。由此可见，连续信源的熵称为差熵，以区别于原来的绝对熵。

同理，我们可以定义两个连续变量Ｘ、Ｙ 的联合熵和条件熵，即

ｈ（ＸＹ）＝－
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ（ｘｙ）ｄｘｄｙ （２．４８）

ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝－
Ｒ

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇｐ（ｙ｜ｘ）ｄｘｄｙ （２．４９）

ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝－
Ｒ

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ｜ｙ）ｄｘｄｙ （２．５０）

　　这样定义的熵虽然在形式上和离散信源的熵相似，但在概念上不能把它作为信息熵来
理解。连续信源的差熵只具有熵的部分含义和性质，而丧失了某些重要的特性。

２．５．２　差熵的基本性质

差熵仍然具有可加性、凸状性和极值性，但却不存在非负性和变换不变性等。因此，

连续信源的差熵具有如下性质。
（１）可加性。

ｈ（ＸＹ）＝ｈ（Ｘ）＋ｈ（Ｙ｜Ｘ） （２．５１）

ｈ（ＸＹ）＝ｈ（Ｙ）＋ｈ（Ｘ｜Ｙ） （２．５２）

并且类似于离散情况，可以证得：

ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤ｈ（Ｘ）　 或 　ｈ（Ｙ｜Ｘ）≤ｈ（Ｙ） （２．５３）

当且仅当Ｘ与Ｙ 统计独立时，式（２．５２）和式（２．５３）成立。
进而可得：

ｈ（ＸＹ）≤ｈ（Ｘ）＋ｈ（Ｙ） （２．５４）

当且仅当Ｘ与Ｙ 统计独立时，等式成立。
（２）凸状性和极值性。

差熵ｈ（Ｘ）是输入概率密度函数ｐ（ｘ）的上凸函数。因此，对于某一概率密度函数，可
以得到差熵的最大值。

（３）差熵可为负值。

在某些情况下，差熵可以为负值。
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例如，若概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
ａ≤ｘ≤ｂ

０ ｘ＞ｂ，ｘ＜
烅
烄

烆 ａ
则

ｈ（Ｘ）＝－∫
ｂ

ａ

１
ｂ－ａ

ｌｏｇ １
ｂ－ａ

ｄｘ＝ｌｏｇ（ｂ－ａ） （２．５５）

　　若ｂ－ａ＜１，则熵ｈ（Ｘ）＜０。
下面介绍高斯信源的熵值。
基本高斯信源是指信源输出的一维随机变量Ｘ的概率密度分布是正态分布，即

ｐ（ｘ）＝ １
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－ｍ）２

２σ（ ）２ （２．５６）

其中，ｍ是Ｘ 的均值，σ２是Ｘ的方差。这个连续信源的熵为

ｈ（Ｘ）＝－∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘ

＝－∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｌｏｇ

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－ｍ）２

２σ（ ）［ ］２ ｄｘ

＝－∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）（－ｌｏｇ ２πσ槡 ２）ｄｘ＋∫

＋∞

－∞
ｐ（ｘ）

（ｘ－ｍ）２

２σ［ ］２ ｄｘ·ｌｏｇｅ

＝ｌｏｇ ２πσ槡 ２ ＋１２ｌｏｇｅ＝
１
２ｌｏｇ２πｅσ

２ （２．５７）

其中，因为

∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

和

∫
＋∞

－∞
（ｘ－ｍ）２ｐ（ｘ）ｄｘ＝σ２

　　可见，正态分布的连续信源的熵与数学期望 Ｐ槡∧ 无关，只与其方差σ２ 有关。当均值
ｍ＝０时，Ｘ的方差σ２就等于信源输出的平均功率Ｐ。由式（２．５７）得

ｈ（Ｘ）＝ １２ｌｏｇ２πｅＰ
（２．５８

欄欄欄欄欄欄欄欄欄欄

欄欄欄欄欄欄欄欄欄
欄

氌

氌氌

氌

）

习　题　２

２．１　若以５作为信息量对数的底，试求该信息量单位与比特（ｂｉｔ）和奈特（ｎａｔ）的换算
关系。

２．２　一信源发出ｍ１、ｍ２、ｍ３、ｍ４ 四个消息，其概率分别为１／２、１／４、１／８、１／８，计
算每一消息的自信息量和信源的平均信息量。

２．３　国际间通用的莫尔斯（Ｍｏｒｓｅ）电码用点和画表示英文字母，设画发生的概率是点
的１／３，计算一个点、画各自的信息量，计算点画码的平均信息量。

２．４　英文字母表中各字母出现的概率如表２ ４所示。试问：
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（１）哪个字母携带的信息量最大？
（２）哪个字母携带的信息量最小？
（３）如果用单词告诉你一件事情，单词第一个字母是Ｔ或Ｘ，那么哪个字母对你更有

帮助？

表２ ４　英文字母表中各字母出现的概率

Ａ ０．０８１ Ｈ ０．０５１ Ｏ ０．０７９ Ｖ ０．００９

Ｂ ０．０１６ Ｉ ０．０７２ Ｐ ０．０２３ Ｗ ０．０２０

Ｃ ０．０３２ Ｊ ０．００１ Ｑ ０．００２ Ｘ ０．００２

Ｄ ０．０３７ Ｋ ０．００５ Ｒ ０．０６０ Ｙ ０．０１９

Ｅ ０．１２４ Ｌ ０．０４０ Ｓ ０．０６６ Ｚ ０．００１

Ｆ ０．０２３ Ｍ ０．０２２ Ｔ ０．０９６

Ｇ ０．０１６ Ｎ ０．０７２ Ｕ ０．０３１

２．５　某信源输出符号的概率空间为［Ｘ，Ｐ］＝
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６
１
３

１
４

１
６

１
９

１
１２

１
熿

燀

燄

燅１８
，求信源

的熵。

２．６　同时掷一对均匀的骰子，各面出现的概率为１／６。
（１）当得知两骰子“面朝上点数之和为２”、“面朝上点数之和为８”或“面朝上点数分别

是３和４”时，这三种情况分别获得多少信息量？
（２）求两个点数之和的熵。

２．７　试证明，若∑
Ｌ

ｉ＝１
ｐｉ＝１，∑

ｍ

ｉ＝１
ｑｉ＝ｐＬ，则

Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＬ－１，ｑ１，ｑ２，…，ｑｍ）＝Ｈ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＬ）＋ｐＬＨ
ｑ１
ｐＬ
，ｑ２
ｐＬ
，…，ｑｍ

ｐ（ ）
Ｌ

并说明等式的物理意义。

２．８　一信源有４种输出数符：ｘｉ＝ｉ，ｉ＝０，１，２，３，且Ｐｉ＝１／４。设信源向信宿发出

ｘ３，但由于传输中的干扰，接收者收到ｘ３后，认为其可信度为０．９。然后信源再次向信宿
发送该字符，信宿无误收到。问信源在两次发送中发出的信息量各是多少？信宿在两次接
收中得到的信息量又各是多少？（提示：先计算第二次传输中收、发的信息量。）

２．９　两个信源Ｓ１和Ｓ２均有两种输出：Ｘ＝０，１和Ｙ＝０，１，概率分别为ＰＸ０＝ＰＸ１＝

１／２，ＰＹ０＝１／４，ＰＹ１＝３／４。试计算 Ｈ（Ｘ）和 Ｈ（Ｙ）。设Ｓ１ 发出序列０１０１，Ｓ２ 发出序列

０１１１，其传输过程无误，则第一个字符传送结束后，相应的两个信宿分别收到多少信息量？
当整个序列传送结束后，收到的总信息量及平均每次发送的信息量又各是多少？（设信源
先后发出的数字相互独立。）

２．１０　设离散无记忆信源Ｓ的符号集Ａ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｑ｝，其相应的概率分布为

Ｐ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｑ｝，另一离散无记忆信源Ｓ′的符号集元素为Ｓ 信源符号集的两倍，

Ａ′＝｛ａ′ｉ｜ｉ＝１，２，…，２ｑ｝，并且各符号的概率分布满足：
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ｐ′ｉ ＝ （１－ε）ｐｉ　　ｉ＝１，２，…，ｑ
ｐ′ｉ ＝εｐｉ－ｑ　　ｉ＝１＋ｑ，２＋ｑ，…，２ｑ

试写出信源Ｓ′信息熵与信源Ｓ信息熵的关系。

２．１１　设有一概率空间Ｘ，其概率分布为Ｐ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｑ｝，并有ｐ１＞ｐ２。若取

ｐ′１＝ｐ１－ε，ｐ′２＝ｐ２＋ε（０＜２ε＜ｐ１－ｐ２），其他概率不变。试证明由此所得新概率空间Ｘ′的
熵是增加的，并用熵的物理意义加以解释。

２．１２　Ｘ是一个概率密度函数为ｐＸ（ｘ）的随机变量，Ｙ＝ａＸ＋ｂ是Ｘ 的一个线性变
换，此处ａ和ｂ是两个常数。试根据ｈ（Ｘ）计算差熵ｈ（Ｙ）。

２．１３　计算下列情况下连续随机变量Ｘ的差熵。
（１）Ｘ是指数分布的随机变量，参数λ＞０，即

ｆＸ（ｘ）＝ λ－１ｅ
－ｘλ ｘ＞０
０

烅
烄

烆 其他

　　（２）Ｘ是拉普拉斯分布的随机变量，参数λ＞０，即

ｆＸ（ｘ）＝ １２λ
ｅ－

｜ｘ｜
λ

　　（３）Ｘ是三角分布的随机变量，参数λ＞０，即

ｆＸ（ｘ）＝

ｘ＋λ
λ２ －λ≤ｘ≤０

－ｘ＋λ
λ２

０＜ｘ≤λ

０

烅

烄

烆 其他

８３ 信息论与编码



书书书

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
檪
檪

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
檪
檪

殏

殏殏

殏

第３章　离散无记忆信道与互信息

３．１　单符号离散无记忆信道及其转移概率

前面我们已经从信源输出随机变量Ｘ的不确定性出发，讨论了信源的平均信息量，即
信源的信息熵。在实际的信息传递过程中，信源输出的信息总是需要通过信道的传输来完
成，即人们获取信源输出的信息是通过对信道的输出进行观测而实现的。因此在前面的讨
论中，事实上我们做了一个假定，即信道中没有随机性干扰，通过信道的传输，接收端收
到的符号与信源的输出完全一致。然而，在一般的通信系统（见图３ １）中，信道中是存在
随机性干扰的。由于信道干扰的影响，其输出随机变量Ｙ 与输入随机变量Ｘ（信源的输出）
并非总是一样。因此对于信息传输过程的考察，不仅需要了解关于信源Ｘ 的不确定性，而
且需要分析经过系统的信息传递，在接收端观测到Ｙ 之后对Ｘ 仍然存在的不确定性。

图３ １　一般的通信系统

为了便于讨论和建立相应的概念，此处首先建立一个最简单的信道模型———单符号离
散无记忆信道。

１．单符号离散无记忆信道

图３ ２给出了一个单符号离散无记忆信道，其输入和输出分别为离散随机变量Ｘ
和Ｙ。

图３ ２　单符号离散无记忆信道

单符号离散无记忆信道有如下两个基本特性。
（１）输入和输出随机变量的取值都是离散的，即

Ｘ∈ ｛ａ１，ａ２，…，ａｒ｝

Ｙ ∈ ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ｝

　　信道的输入、输出构成了一个离散的随机变量对（Ｘ，Ｙ），可以借助二维随机变量加以
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描述。
（２）某一时刻信道的输出Ｙ 仅取决于即时信道的输入Ｘ，与前面时刻信道的输入和输

出无关。

２．单符号离散无记忆信道的转移概率分布

由于信道中存在着随机性干扰，信道的输出Ｙ 统计依赖于信道的输入Ｘ。因此，当信
道的输入Ｘ＝ａｉ时，输出Ｙ＝ｂｊ发生的概率为条件概率，即

Ｐ（Ｙ ＝ｂｊ｜Ｘ ＝ａｉ）＝Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （３．１）

　　这组条件概率Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）反映了信道输入Ｘ 与输出Ｙ 之间的统计依赖关系，被称为信
道的转移概率。
信道转移概率满足：

０≤Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）≤１ ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）＝１ ｉ＝１，２，…，

烅
烄

烆
ｒ

（３．２）

　　对于有ｒ种输入和ｓ种输出的单符号离散无记忆信道，反映其输入Ｘ与输出Ｙ 之间的
统计依赖关系的条件概率共有ｒ×ｓ个。这样的ｒ×ｓ个条件概率可以排成一个ｒ行ｓ列的
矩阵

［Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）］＝

Ｐ（ｂ１｜ａ１） Ｐ（ｂ２｜ａ１） … Ｐ（ｂｓ｜ａ１）

Ｐ（ｂ１｜ａ２） Ｐ（ｂ２｜ａ２） … Ｐ（ｂｓ｜ａ２）

  

Ｐ（ｂ１｜ａｒ） Ｐ（ｂ２｜ａｒ） … Ｐ（ｂｓ｜ａｒ

熿

燀

燄

燅）

　　这个矩阵被称为信道的转移概率矩阵或简称为信道矩阵。

３．２　 信 道 疑 义 度

信道中存在随机性的干扰。信源输出的符号经信道传递，在这种随机性干扰的影响
下，输出Ｙ 成为输入Ｘ 的一个“干扰”变形。因此，在接收端观测信道的输出Ｙ 之后，收信
者仍然不能够确定信源输出的是哪一个符号，对于信源Ｘ，将仍然存在一定程度的不确定
性。由第２章的讨论可知，在不借助于对信道输出Ｙ 的观测的条件下，关于信源Ｘ的先验
不确定性由信息熵Ｈ（Ｘ）来度量。因此，信源的信息熵Ｈ（Ｘ）也称做先验熵。那么，在接收
端观测到信道的输出Ｙ 之后，仍然存在的关于输入Ｘ的不确定性应该怎样度量呢？
首先，假设在信道的输出端观测到Ｙ＝ｂｊ（ｊ固定）的情况。
由信道的转移概率分布可知，当Ｙ＝ｂｊ时，信源输出Ｘ＝ａｉ的概率为条件概率：

Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ
因此，在接收到Ｙ＝ｂｊ之后，我们关于Ｘ的后验不确定性为

Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝ｂｊ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）

　　ｊ＝１，２，…，ｓ （３．３）

　　Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ）表示了接收到Ｙ＝ｂｊ时关于Ｘ 的不确定性，称为接收到Ｙ＝ｂｊ时关于信
源Ｘ 的后验熵。
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由于ｊ＝１，２，…，ｓ，Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ）是一个伴随着随机变量Ｙ＝ｂｊ的发生而发生，并且
与Ｙ＝ｂｊ 有相同概率分布Ｐ（ｂｊ）的随机变量，因此我们需要一个确定的量，能够从总体上
来度量在接收端观测到消息集合Ｙ 时关于信源Ｘ 的平均后验不确定性。
为此，定义Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ）的数学期望为条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝Ｅ［Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝ｂｊ）］＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｂｊ）Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝ｂｊ）

＝∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｂｊ）Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）

＝∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）

（３．４）

　　由于信道中存在随机性干扰，因此在对信道输出Ｙ 进行观测后，我们对信道的输入Ｘ
仍具有某种程度的不确定性。条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）反映了观测到Ｙ 之后对Ｘ 仍然保留的不确
定性。由于经过信息传递仍然存在的这种不确定性是信道中存在的随机性干扰，因此条件
熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）被称为信道疑义度。
如果信道中不存在随机性噪声，即Ｙ 与Ｘ有一一对应的确定关系，则在信道的输出

端接收到符号集Ｙ 之后，便可以完全消除关于符号集 Ｘ 的不确定性，故信道疑义度

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝０。
如果信道中存在随机性干扰，则在信道的输出端接收到符号集Ｙ 之后，不能够完全消

除关于信源Ｘ的不确定性，即仍然存在一定程度的剩余不确定性。但是，由第２章给出的
条件熵的基本性质：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ）
可以知道，观测信道的输出Ｙ 之后，信道疑义度必小于等于信源的信息熵。因此，在统计
平均意义下，对信道输出Ｙ 的观测对于减小关于信源Ｘ 的不确定性总会有所帮助。
由下面例子，我们可以更加明确地了解信道疑义度Ｈ（Ｘ｜Ｙ）满足的关系。
【例３．１】　图３ ３为一个二进制可抹信道。

图３ ３　二进制可抹信道

已知输入随机变量Ｘ的概率空间为［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
２
３

熿

燀

燄

燅
１
３
，输出随机变量Ｙ∈｛０，？，１｝。

计算：Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝０）、Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝？）、Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝１）和Ｈ（Ｘ｜Ｙ）。
解：给定二进制可抹信道的转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）可以列表表示（见表３ １）。
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表３ １　Ｐ（ｙ｜ｘ）

０ ？ １

０ ３
４

１
４ ０

１ ０ １
２

１
２

信源的先验熵为

Ｈ（Ｘ）＝Ｈ ２
３
，（ ）１３ ＝０．９１８３　 比特／符号

　　依概率关系：

Ｐ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｙ｜ｘ）Ｐ（ｘ）

Ｐ（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ，ｙ）

Ｐ（ｘ｜ｙ）＝Ｐ
（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｙ）

可以求出随机变量对（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布Ｐ（ｘ，ｙ）和反向信道参数Ｐ（ｘ｜ｙ）（见表３ ２
和表３ ３）。

表３ ２　Ｐ（ｘ，ｙ）

０ ？ １

０ １
２

１
６ ０

１ ０ １
６

１
６

Ｐ（ｙ） １
２

１
３

１
６

表３ ３　Ｐ（ｘ｜ｙ）

０ ？ １

０ １ １
２ ０

１ ０ １
２ １

于是有：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝０）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝０）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝０）＝
Ｈ（１，０）＝０　 比特／符号

Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝１）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝１）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝１）＝
Ｈ（０，１）＝０　 比特／符号

Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝？）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝？）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜Ｙ ＝？）＝
Ｈ １
２
，（ ）１２ ＝１　 比特／符号

　　计算结果表明，通过观测信道的输出了解信源的输出时，如果得到Ｙ＝０或Ｙ＝１，则对
于信源Ｘ将不再具有不确定性；当观测到Ｙ＝？时，对于Ｘ的后验不确定性Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝？）比
其先验不确定性Ｈ（Ｘ）更大，即由先验不确定性０．９１８３比特／符号增大为１比特／符号。
由此可知，在接收到某一具体符号Ｙ＝ｂｊ时，可能对于消除关于信源Ｘ的不确定性有

帮助，也可能不仅无帮助，反而会使这种不确定性进一步增大。但是应当明确，条件熵
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Ｈ（Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ）伴随着Ｙ＝ｂｊ的发生而发生，是一个与Ｙ＝ｂｊ同分布的随机变量。
对于一个通信系统，其传输信息的能力需要从总体上进行考察和度量。条件熵小于等

于其无条件熵，即Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ）的基本关系表明，在统计平均意义下，对信道输出Ｙ
进行观测对于减小或消除关于信源Ｘ 的平均不确定性总会有所帮助。
在此例中，信道疑义度（后验熵）为

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）Ｈ（Ｘ｜Ｙ ＝ｙｊ）＝ １３ ≈０．３３３　

比特／符号

而关于信源Ｘ的先验平均不确定（先验熵）为

Ｈ（Ｘ）＝０．９１８３　 比特／符号

　　可见，观测信道的输出Ｙ 之后，仍然存在的关于信源Ｘ的平均不确定性减小了。

３．３　 范 诺 不 等 式

信道疑义度Ｈ（Ｘ｜Ｙ）度量了观测信道输出Ｙ 之后对信源Ｘ 仍然保留的平均不确定性。
范诺（Ｆａｎｏ）不等式描述了信道疑义度与信息系统的错误概率之间的关系，是反映通信过程
中信道疑义度的产生原因和取值大小的一个重要性质。
为了推出范诺不等式，先给出下面的引理。

引理３．１　设Ｘ、Ｙ、Ｚ为随机变量，对Ｚ的每一取值ｚ，定义

Ａ（ｚ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｙ）Ｐ（ｚ｜ｘ，ｙ） （３．５）

则有：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｚ）＋Ｅ［ｌｏｇＡ（ｚ）］ （３．６）

　　证明：由Ａ（ｚ）的定义可知，Ａ（ｚ）、ｌｏｇＡ（ｚ）都只与随机变量Ｚ 有关，故 Ａ（ｚ）、

ｌｏｇＡ（ｚ）与Ｚ有相同的概率分布，即概率分布均为Ｐ（ｚ）。
考察观测信道的输出Ｙ 之后，关于信源Ｘ的平均不确定性即条件熵为

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜ｙ）

　　对于三维随机变量（Ｘ，Ｙ，Ｚ），（Ｘ，Ｙ）发生的边缘概率分布可以由三维随机变量
（Ｘ，Ｙ，Ｚ）的联合概率分布Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）得到，即

Ｐ（ｘ，ｙ）＝∑
Ｚ
Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ） （３．７）

因此

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜ｙ）　　　　

＝∑
ＸＹ
∑
Ｚ
Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜ｙ）

＝∑
Ｚ
Ｐ（ｚ）∑

ＸＹ

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｚ） ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜ｙ）
（３．８）

　　已知对数函数是上凸函数，并且Ｐ
（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｚ） ＝Ｐ（ｘ，ｙ｜ｚ）是一组概率分布，对内和式

应用Ｊｅｎｓｅｎ不等式，便有：
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∑
ＸＹ

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｚ） ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ｜ｙ）≤
ｌｏｇ∑

ＸＹ

１
Ｐ（ｚ）

·Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）

＝ｌｏｇ １
Ｐ（ｚ）∑ＸＹ ·

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）

＝ｌｏｇ １
Ｐ（ｚ）∑ＸＹ ·

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｘ，ｙ）

Ｐ（ｙ［ ］） （３．９）

因此

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤∑
Ｚ
Ｐ（ｚ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｚ）∑ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｘ，ｙ）

·Ｐ（ｙ［ ］）　　　　　
＝∑

Ｚ
Ｐ（ｚ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｚ）＋∑Ｚ Ｐ（ｚ）ｌｏｇ∑ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）
Ｐ（ｘ，ｙ）

·Ｐ（ｙ）

＝Ｈ（Ｚ）＋∑
Ｚ
Ｐ（ｚ）ｌｏｇＡ（ｚ）

＝Ｈ（Ｚ）＋Ｅ［ｌｏｇＡ（ｚ）］ （３．１０）

　　定理３．１（范诺不等式）　设Ｘ 和Ｙ 是随机变量，Ｘ 和Ｙ 均取值于离散集合｛ａ１，ａ２，
…，ａｒ｝。令ｐｅ＝ｐ（Ｘ≠Ｙ）为错误概率，那么

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ２（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１） （３．１１）

　　证明：在Ｘ和Ｙ 有同样符号取值集合的通信系统中，我们感兴趣的是在接收端接收到
的符号是否与信源输出的符号一致。为此，在接收到Ｙ 之后，我们定义随机变量Ｚ：

Ｚ＝
０　　Ｘ＝Ｙ
１　　Ｘ≠｛ Ｙ

（３．１２）

　　由定理中给出的条件得到随机变量Ｚ的概率分布为

Ｐ（ｚ＝０）＝１－ｐｅ
Ｐ（ｚ＝１）＝ｐ
烅
烄

烆 ｅ

（３．１３）

　　根据前面的引理，对于随机变量Ｚ的每一取值ｚ，定义随机变量Ｚ的函数：

Ａ（ｚ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｙ）Ｐ（ｚ｜ｘ，ｙ）

并依据定理中的条件计算随机变量的函数Ａ（ｚ）和ｌｏｇＡ（ｚ）的取值。
当Ｚ＝０时：

Ａ（０）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｙ）Ｐ（ｚ＝０｜ｘ，ｙ）＝∑

Ｙ
Ｐ（ｙ）∑

Ｘ
Ｐ（ｚ＝０｜ｘ，ｙ） （３．１４）

以ｙ作为参变量，遍取ｘ时：

Ｐ（ｚ＝０｜ｘ＝ｙ）＝１
Ｐ（ｚ＝０｜ｘ≠ｙ）＝｛ ０

（３．１５）

式（３．１４）中的内和式：

∑
Ｘ
Ｐ（ｚ＝０｜ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｚ＝０｜ｘ＝ｙ）＝１ （３．１６）

故有：

Ａ（０）＝∑
Ｙ
Ｐ（ｙ）∑

Ｘ
Ｐ（ｚ＝０｜ｘ，ｙ）＝∑

Ｙ
Ｐ（ｙ）＝１ （３．１７）

和

ｌｏｇＡ（０）＝ｌｏｇ１＝０
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　　当Ｚ＝１时：

Ａ（１）＝∑
Ｙ
Ｐ（ｙ）∑

Ｘ
Ｐ（ｚ＝１｜ｘ，ｙ） （３．１８）

以ｙ作为参变量，遍取ｘ时：

Ｐ（ｚ＝０｜ｘ＝ｙ）＝０
Ｐ（ｚ＝０｜ｘ≠ｙ）＝｛ １

（３．１９）

在固定ｙ，改变ｘ时，满足ｘ≠ｙ的Ｘ 的取值有ｒ－１个，有：

∑
Ｘ
Ｐ（ｚ＝１｜ｘ，ｙ）＝ （ｒ－１）Ｐ（ｚ＝０｜ｘ≠ｙ）＝ｒ－１ （３．２０）

故有：

Ａ（１）＝∑
Ｙ
Ｐ（ｙ）·（ｒ－１）＝ｒ－１ （３．２１）

和

ｌｏｇＡ（１）＝ｌｏｇ（ｒ－１）

　　由于Ａ（ｚ）、ｌｏｇＡ（ｚ）是与Ｚ同分布的随机变量，因此可以写出它们的概率空间为

［Ｚ，Ｐ］＝
０ １

１－ｐｅ ｐ［ ］
ｅ

［Ａ（ｚ），Ｐ］＝
Ａ（０） Ａ（１）

１－ｐｅ ｐ［ ］
ｅ
＝

１ ｒ－１
１－ｐｅ ｐ［ ］

ｅ

［ｌｏｇＡ（ｚ），Ｐ］＝
ｌｏｇ１ ｌｏｇ（ｒ－１）

１－ｐｅ ｐ［ ］
ｅ

＝
０ ｌｏｇ（ｒ－１）

１－ｐｅ ｐ［ ］
ｅ

因而可以求出：

Ｈ（Ｚ）＝ （１－ｐｅ）ｌｏｇ １
１－ｐｅ

＋ｐｅｌｏｇ１ｐｅ
＝Ｈ２（ｐｅ） （３．２２）

Ｅ［ｌｏｇＡ（ｚ）］＝ （１－ｐｅ）ｌｏｇＡ（０）＋ｐｅｌｏｇＡ（１）　　　　　
＝ （１－ｐｅ）ｌｏｇ１＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）

＝ｐｅｌｏｇ（ｒ－１） （３．２３）

将式（３．２２）和式（３．２３）的结果代入引理的结论中，便有：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｚ）＋Ｅ［ｌｏｇＡ（ｚ）］＝Ｈ２（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）

　　范诺不等式是反映信道疑义度Ｈ（Ｘ｜Ｙ）取值大小关系的一个重要定理，在信息系统分
析中有明确意义和作用。

此时信道的输入和输出有相同的符号集合，即Ｘ，Ｙ∈（ａ１，ａ２，…，ａｒ），而系统中的
错误概率为：ｐｅ＝Ｐ（Ｘ≠Ｙ）。范诺不等式所指出的关系表明，在观测信道的输出Ｙ 之后，
关于随机变量Ｘ仍然存在的不确定性由两部分组成。

（１）首先，需要判断Ｘ是否与Ｙ 相同。
在范诺不等式的证明中，定义了随机变量：

Ｚ＝
０　　Ｘ＝Ｙ
１　　Ｘ≠｛ Ｙ

因此，判断Ｘ是否与Ｙ 相同等效于确定随机变量Ｚ为０还是为１，即信息传输过程中是否
发生了错误。
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由于已知信道中发生传输错误的概率为ｐｅ，因此由输出“对”或“错”所构成的信源的熵
为 Ｈ（Ｚ）＝Ｈ２（ｐｅ），即关于判断“Ｘ是否与Ｙ 相同”的平均不确定性为Ｈ２（ｐｅ）。
若可判断得出Ｘ＝Ｙ，则由Ｙ 可知Ｘ，消除了关于Ｘ的不确定性。
（２）若已知Ｘ与Ｙ 不相同，则需要确定Ｘ究竟取何种符号。
如果由第一步判断已得知Ｘ≠Ｙ，则由于Ｘ仍有ｒ－１种可能的取值，因此，接收者对

于信源Ｘ究竟输出了哪一种符号仍然具有不确定性。但是，由熵的极值性可以知道，在已
知Ｘ≠Ｙ 的条件下，关于Ｘ究竟取哪一种符号的不确定性不会超过ｌｏｇ（ｒ－１）。同时，由于

Ｘ≠Ｙ 发生的概率为ｐｅ，因此“在Ｘ≠Ｙ 时，Ｘ 究竟取何种符号”的平均不确定性不会超过

ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）。
可见，范诺不等式的确指出了信息系统中信道疑义度Ｈ（Ｘ｜Ｙ）取值的上限，即满足：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ２（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）

３．４　互信息的定义

在一般的信息传输过程中，收信者获取信源Ｘ输出的信息，是通过信源输出的符号在
信道中传递，观测信道的输出来实现的（见图３ ４）。

图３ ４　一般的通信系统

由前面的讨论我们已经知道，在收到信源输出消息前对信源Ｘ 的输出具有不确定性。

Ｈ（Ｘ）表示关于信源Ｘ的先验不确定性，而Ｈ（Ｘ｜Ｙ）则表示对信道输出Ｙ 观测后关于Ｘ
的后验不确定性。因为Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ），所以通过信息的传递和对Ｙ 的观测，接收者对
Ｘ的不确定性由Ｈ（Ｘ）减小为Ｈ（Ｘ｜Ｙ），表明通过信息系统的信息传递，接收者由Ｙ 获得
了一些关于信源Ｘ 的信息。
在对各类信息系统进行分析和设计中，需要对信源Ｘ的表示、传输信息的能力等方面

进行定量的分析和计算。本节我们将从信息的传递使得关于Ｘ的不确定性减小入手，建立
对一般通信系统中信息传递现象定量描述的基础，引出互信息的定义并深入讨论互信息所
具有的性质。

３．４．１　符号间的互信息

设有离散无记忆信源：

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

经离散无记忆信道传输，信道输出符号集为

Ｙ ∈ ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ｝

　　首先考察接收到单个符号Ｙ＝ｂｊ时对了解信源符号Ｘ＝ａｉ的帮助，即分析信息系统中
单个符号之间的信息传递关系。
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如果信道无噪无损，则Ｘ与Ｙ 一一对应。由于Ｙ 与Ｘ 有确定的对应关系，因此如果
接收者收到Ｙ＝ｂｊ，则可以确定信源的输出符号为Ｘ＝ａｉ，即由Ｙ＝ｂｊ 获得了信源输出
Ｘ＝ａｉ的信息。
对于某一信源符号Ｘ＝ａｉ，我们具有先验不确定性，即单信源符号的自信息。
已知Ｘ＝ａｉ发生的概率Ｐ（ａｉ）对符号ａｉ的先验不确定性为符号ａｉ的自信息，即

Ｉ（ａｉ）＝ｌｏｇ １
Ｐ（ａｉ）

　　ｉ＝１，２，…，ｒ （３．２４）

　　然而，一般的信道中存在着随机性干扰。在随机干扰的作用下，信道的输出符号Ｙ＝ｂｊ
成为信源输出符号Ｘ＝ａｉ的一个干扰变型。因此，接收到Ｙ＝ｂｊ之后，对Ｘ＝ａｉ仍然存在
不确定性。
已知Ｙ＝ｂｊ时，Ｘ＝ａｉ发生的概率为后验概率Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）。接收到Ｙ＝ｂｊ后，接收者关于

Ｘ＝ａｉ的不确定性为Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）的函数，即

ｌｏｇ １

Ｐ ａｉｂ（ ）
ｊ

　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

　　可见，接收到Ｙ＝ｂｊ后，虽然对Ｘ＝ａｉ仍然具有不确定性，但是，通过对Ｙ 的观测，关
于Ｘ＝ａｉ的不确定性发生了变化。这种变化表明接收者从接收到Ｙ＝ｂｊ这一事件中得到了
关于Ｘ＝ａｉ的某些信息。
于是，我们给出符号间互信息的定义：

Ｘ＝ａｉ的先验不确定性与其后验不确定性之差为符号ａｉ、ｂｊ之间的互信息，记做Ｉ（ａｉ；ｂｊ）。

Ｉ（ｘｉ；ｙｊ）＝ｌｏｇ
１

Ｐ（ｘｉ）
－ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

＝ｌｏｇ
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （３．２５）

　　互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）代表了由接收到的符号Ｙ＝ｂｊ获得的关于Ｘ＝ａｉ的信息量。
符号间的互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）有下面的基本关系。

　　１．对称性

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝Ｉ（ｂｊ；ａｉ） （３．２６）

　　证明：

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝ｌｏｇ
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）

＝ｌｏｇ
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）Ｐ（ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）Ｐ（ｂｊ）

＝ｌｏｇ

Ｐ（ａｉ，ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）
Ｐ（ｂｊ）

＝ｌｏｇ
Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）
Ｐ（ｂｊ）

＝Ｉ（ｂｊ；ａｉ）

　　对称性表明，由Ｙ＝ｂｊ提供的关于Ｘ＝ａｉ的信息量等于由Ｘ＝ａｉ提供的关于Ｙ＝ｂｊ的
信息量。

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）与Ｉ（ｂｊ；ａｉ）的这种对称性也称为交互性，因此Ｉ（ａｉ；ｂｊ）被称为互信息量。

２．符号间的互信息量的取值关系

对于信源符号Ｘ＝ａｉ，其先验不确定性取决于先验（已知）概率分布Ｐ（ａｉ）。观测到Ｙ＝ｂｊ
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之后，关于Ｘ＝ａｉ的后验不确定性则取决于信道的统计特性，即后验概率Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）。由于

Ｘ＝ａｉ、Ｙ＝ｂｊ 之间的互信息是关于Ｘ＝ａｉ的先验不确定性和后验不确定性之差，因此实际
上此互信息量的取值也取决于信道的特性，即Ｘ＝ａｉ的后验概率。
在不同的信道中，因其统计特性即后验概率Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）不同，故Ｘ＝ａｉ与Ｙ＝ｂｊ之间的

互信息的取值将有不同的特点。
（１）对于无噪无损信道，Ｘ＝ａｉ与Ｙ＝ｂｊ之间为一一对应关系，即Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）＝１。此时

可由Ｙ＝ｂｊ 唯一地确定信源输出Ｘ＝ａｉ，获得ａｉ的自信息量Ｉ（ａｉ）。
（２）对于Ｘ＝ａｉ与Ｙ＝ｂｊ统计独立的信道，因为Ｐ（ａｉ，ｂｊ）＝Ｐ（ａｉ）Ｐ（ｂｊ），所以有

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝ｌｏｇ
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）

＝ｌｏｇ
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）Ｐ（ｂｊ）

＝ｌｏｇ１＝０ （３．２７）

　　可见，由信道的输出Ｙ＝ｂｊ不能够获得关于Ｘ＝ａｉ的任何信息，Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝０。
（３）对于一般的信道，后验概率Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）满足：

０≤Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）≤１　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
此时互信息的取值大小显然取决于Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）与Ｐ（ａｉ）的关系。
当Ｐ（ａｉ）≤Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）＜１时，通过对信道输出ｂｊ 的观测，接收者对Ｘ＝ａｉ的不确定性

减小了，即由ｂｊ中获得了关于ａｉ的一些信息，此时Ｉ（ａｉ；ｂｊ）≥０。
如果０＜Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）＜Ｐ（ａｉ），则表明观测到Ｙ＝ｂｊ后，对信源是否发出Ｘ＝ａｉ的不确定

性不仅没有减小，反而增大了，即观测系统的输出后，由Ｙ＝ｂｊ 消除的关于Ｘ＝ａｉ的不确
定性为一负值，有Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＜０。
因此，在已知某信源符号Ｘ＝ａｉ的概率关系（先验概率）时，通过观测Ｙ＝ｂｊ所获得的

互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）的取值可正可负。

３．任何两个事件之间的互信息量不大于其中任一事件的自信息量

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）≤Ｉ（ａｉ）

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）≤Ｉ（ｂｊ
烅
烄

烆 ）　　
ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （３．２８）

　　证明：
由于

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）≤１　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
因此

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝ｌｏｇ
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ） ≤ｌｏｇ １

Ｐ（ａｉ）
＝Ｉ（ａｉ）

　　同理由

Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）≤１　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
得出

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）＝ｌｏｇ
Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）
Ｐ（ｂｊ）

≤ｌｏｇ １
Ｐ（ｂｊ）

＝Ｉ（ｂｊ）

证毕。
【例３．２】　图３ ５所示为二进制可抹信道。计算符号之间的互信息Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝０）

和Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝？）。
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图３ ５　二进制可抹信道

　　解：由例３．１已知Ｐ（ｘ＝０）＝２３
，Ｐ（ｘ＝１）＝１３

，已求出给定二进制可抹信道的信道

疑义度。
根据符号间的互信息的定义，可以求得：

Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝０）＝ｌｏｇＰ
（ｘ＝０｜ｙ＝０）
Ｐ（ｘ＝０） 　　　　　　　　

＝ｌｏｇ

　烄

烆

烌

烎

１
２
３

＝ｌｏｇ（ ）３２ ≈０．５８５　 比特

　　因为ｙ＝０与ｘ＝０具有确定的概率转移关系，所以接收到ｙ＝０后便可以消除信源发
出ｘ＝０的不确定性。因此，由ｙ＝０所获得ｘ＝０的信息量为ｘ＝０的自信息Ｉ（ｘ＝０），而

Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝？）＝ｌｏｇＰ
（ｘ＝０｜ｙ＝？）
Ｐ（ｘ＝０） 　　　　　　

＝ｌｏｇ
烄

烆

烌

烎

１
２
２
３

＝ｌｏｇ３４ ≈－０．４１５　
比特

　　可见，由于信道中存在干扰，因此在接收到ｙ＝？时关于ｘ＝０的不确定性更大，即由

ｙ＝？所获得的关于ｘ＝０的信息量为负值。
由二进制可抹信道的后验概率可知，Ｐ（ｘ＝０｜ｙ＝１）＝０，如果观测到ｙ＝１，则信源不

可能发出０。因此无需考虑ｙ＝１与ｘ＝０之间的互信息。

３．４．２　平均互信息

符号间的互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）描述了在对通信系统的输出进行观测时，由Ｙ＝ｂｊ得到的关

于Ｘ＝ａｉ的信息量。这一符号间的互信息以单个符号的不确定性的变化（改变量）给出了一
种信息的度量方法。但是由于Ｘ＝ａｉ和Ｙ＝ｂｊ均为随机变量，因此由Ｙ＝ｂｊ所获得的关于

Ｘ＝ａｉ的互信息

Ｉ（ａｉ；ｂｊ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

是一个伴随着Ｘ＝ａｉ与Ｙ＝ｂｊ同时发生而发生的随机量，且发生的概率为Ｘ＝ａｉ和Ｙ＝ｂｊ
构成的联合事件发生的联合概率：

Ｐ（ａｉ，ｂｊ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

　　显然，使用这样的按照一定概率而发生的随机变量来度量一个信息系统传输信息的能
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力具有明显的局限性。
对于通信系统总体而言，其传输信息的特性和能力应当从系统的总体上加以度量，即

关于信息量的描述和度量不应当是一个随机变量，而应当是能够从信息系统总体进行描述
的一个确定的量。因此，关于信息的描述与度量只能在统计平均的意义下进行测度。

定义３．１　在联合集Ｘ，Ｙ 上，Ｘ＝ａｉ 与Ｙ＝ｂｊ 之间的互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）在联合概率
空间：

Ｐ（ａｉ，ｂｊ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
中的统计平均值（期望值）称为平均互信息，记做Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｅ［Ｉ（ａｉ；ｂｊ）］＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）Ｉ（ａｉ；ｂｊ）　　　　　

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）ｌｏｇ

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ａｉ）

－∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）

即

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｘ｜Ｙ）

　　此式表明，“Ｙ 已知”这一事件使我们关于Ｘ的不确定性减少了Ｉ（Ｘ；Ｙ），即通过通信
系统的传输，接收到符号集Ｙ 后平均每个符号获得关于Ｘ 的信息量为Ｉ（Ｘ；Ｙ）。
因此，Ｉ（Ｘ；Ｙ）称为Ｘ与Ｙ 之间的平均互信息，简称为互信息。
在下面的讨论中，有时将平均互信息表示为

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

此时，ｘ和ｙ分别表示随机变量Ｘ 和Ｙ 的一个取值符号，而∑
ＸＹ
表示对随机变量Ｘ 和Ｙ 的

全空间求和。
【例３．３】　接续例３．１计算所给信源和二进制可抹信道构成的系统中，由Ｙ 所得到的

关于Ｘ 的平均互信息。
解：前面已求出各种概率的关系，如表３ ４和表３ ５所示。
表３ ４　Ｐ（ｘ，ｙ），Ｐ（ｘ）

　　Ｙ

Ｘ　　
０ ？ １ Ｐ（ｘ）

０ １
２

１
６ ０ ２

３

１ ０ １
６

１
６

１
３

Ｐ（ｙ） １
２

１
３

１
６

表３ ５　Ｐ（ｘ｜ｙ）

　　Ｙ

Ｘ　　
０ ？ １

０ １ １
２ ０

１ ０ １
２ １

Ｈ（Ｘ）＝０．９１３８　比特／符号

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝１３＝０．３３３３　
比特／符号
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Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
２

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
Ｐ（ａｉ，ｂｊ）ｌｏｇ

Ｐ（ａｉ｜ｂｊ）
Ｐ（ａｉ）

　　　　　　　　

＝ １２ｌｏｇ

　烄

烆

烌

烎

１
２
３

＋１６ｌｏｇ
烄

烆

烌

烎

１
２
２
３

＋１６ｌｏｇ
烄

烆

烌

烎

１
２
１
３

＋１６ｌｏｇ

　烄

烆

烌

烎

１
１
３

＝ １２ｌｏｇ（ ）３２ ＋１６ｌｏｇ（ ）３４ ＋１６ｌｏｇ（ ）３２ ＋１６ｌｏｇ３

＝ １
２＋（ ）３６ ｌｏｇ３－１２－

２
６－

１
６

＝ｌｏｇ３－１≈０．５８５　 比特／符号
亦可：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｘ｜Ｙ）　　　　　　　　　
＝０．９１８３－０．３３３３≈０．５８５　 比特／符号

　　由前面的计算结果知道，如果在接收端观测到ｙ＝？，则由ｙ＝？获得的关于ｘ＝１的
互信息为负值。此处的计算表明，对于整个系统而言，所得的平均互信息是大于０的，即
对符号集Ｙ 的观测总会使我们对Ｘ 的了解有所帮助。

３．５　平均互信息的基本性质

平均互信息具有下面一些基本性质。

　　１．对称性

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ（Ｙ；Ｘ） （３．２９）

　　证明：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｙ）

＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ Ｐ

（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）

＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｙ） ＝Ｉ（Ｙ；Ｘ）

因为具有对称性，所以在下面的讨论中我们主要考虑Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

　　２．非负性

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≥０ （３．３０）

当且仅当Ｘ、Ｙ 统计独立时等式成立。
证明：由定义式：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｙ）＝∑ＸＹＰ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）

　　当Ｘ、Ｙ 统计独立时：

Ｐ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）
故有：
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Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ１＝０（等式成立条件）

　　当Ｘ、Ｙ 非统计独立时，有

－Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ）Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｘ，ｙ）

　　因为对数函数是上凸函数，所以应用颜森不等式，有

－Ｉ（Ｘ；Ｙ）≤ｌｏｇ∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）Ｐ

（ｘ）Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｘ，ｙ［ ］）

＝ｌｏｇ∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）∑

Ｙ
Ｐ（ｙ［ ］）＝ｌｏｇ１＝０

所以，Ｉ（Ｘ；Ｙ）≥０当且仅当Ｘ、Ｙ 统计独立时等式成立。
证毕。
由关于符号间的互信息Ｉ（ａｉ；ｂｊ）的讨论我们知道，Ｉ（ａｉ；ｂｊ）的取值可正可负，即由于

信道中干扰的影响，由某一符号Ｙ＝ｂｊ获得的关于Ｘ＝ａｉ的信息有可能是负数。然而，在
对全空间（Ｘ，Ｙ）作统计平均后，由一个通信系统的输出Ｙ 获得的关于Ｘ 的平均互信息不
会为负值。这就是说，从统计平均的意义上讲，观测信道的输出Ｙ 总会对消除关于信源Ｘ
的不确定性有帮助，即由Ｙ 总会获得一些关于Ｘ 的信息，而不会损失信息。只有当信道的
输入Ｘ和输出Ｙ 是统计独立时，由信道的输出Ｙ 才不能得到关于信源Ｘ 的任何信息。

　　３．极值性

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≤Ｈ（Ｘ） （３．３１）
因为Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≥０，所以有Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ）。
只有在无损信道中，即Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝０时，Ｉ（Ｘ；Ｙ）才能达到其最大值Ｈ（Ｘ）（等式成立

条件）。

４．平均互信息和各类熵的关系

平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）和条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）、Ｈ（Ｙ｜Ｘ）、联合熵Ｈ（Ｘ，Ｙ）有如下关系：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｘ｜Ｙ）

＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）

＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｘ，Ｙ）

　　这些关系的证明可直接由Ｉ（Ｘ；Ｙ）的定义式得到。例如：

　Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｙ）＝∑ＸＹＰ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）　　　

＝－∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｘ）－∑

ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｙ）＋∑

ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｘ，ｙ）

＝－∑
Ｙ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｘ）－∑

Ｘ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｙ）＋∑

ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ（ｘ，ｙ）

＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｘ，Ｙ）

　　平均互信息和各类熵之间的关系可以由图３ ６所示的文氏图表示出来。
在图３ ６中，以Ｘ为中心的圆的面积表示关于Ｘ 的不确定性即熵Ｈ（Ｘ）；以Ｙ 为中

心的圆的面积表示关于Ｙ 的不确定性即熵Ｈ（Ｙ）；两圆所包围的关于联合事件Ｘ、Ｙ 的不
确定性即Ｘ、Ｙ 的联合熵Ｈ（Ｘ，Ｙ）；两圆未重叠的部分分别表示在已知某一随机变量时的
不确定性，即条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）和Ｈ（Ｙ｜Ｘ）；这两个圆相互重叠的阴影区则表示出了由一个
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图３ ６　文氏图

随机变量所获得的关于另一个随机变量的信息，即互信息。
文氏图不仅从几何关系上形象地表示出了熵、条件熵、联合熵和互信息之间的关系，

也有助于我们对这些概念及它们之间的关系的物理意义的理解。

３．６　平均互信息的凸性

由前面的讨论可知，通过信息传递，我们由信道的输出Ｙ 获得的关于信源输出Ｘ 的信
息为平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）。在图３ ７所示的通信系统中，如果改变信源（即改变Ｐ（ｘ）），
则由Ｙ 所得到的关于Ｘ 的互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）也将随之改变。同理，如果改变信道（改变

Ｐ（ｙ｜ｘ）），那么由Ｙ 所得到的关于Ｘ 的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）也将随之改变。

图３ ７　简单的通信系统

由平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的定义式可以明显地看到这一结论。由于

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｙ）

其中，Ｐ（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ），因此当信源的概率分布Ｐ（ｘ）改变时，或者是信道的转移

概率改变时，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）将随之改变，即平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布
Ｐ（ｘ）和信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的函数。这种函数关系可以记做：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ［Ｐ（ｘ）；Ｐ（ｙ｜ｘ）］ （３．３２）

　　由于信源和信道是构成通信系统的主要部分，因此在研究通信系统中的信息传递现象
时，深入分析平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信源概率分布Ｐ（ｘ）和信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的依
赖关系是十分有意义的。
为此，我们给出平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信源概率分布Ｐ（ｘ）和信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）

之间的函数关系所具有的两个重要性质。
定理３．２　平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数。
证明：此处我们考察的是互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随信源概率分布Ｐ（ｘ）改变时的函数特性。
为了使分析较简明，我们假设给定一个信道（即信道的转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）固定不变），

而信源的概率分布Ｐ（ｘ）是可变的。此时相当于将一个可变信源发出的符号通过一个固定
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信道进行传输（如图３ ８所示的物理模型）。

图３ ８　信源可变、信道固定的通信系统

此时，平均互信息仅与信源概率分布Ｐ（ｘ）呈函数关系：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ［Ｐ（ｘ）］ （３．３３）

　　为了证明此时平均互信息函数与信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸性关系，我们首先假设已
给定两种不同的信源概率分布Ｐ１（ｘ）和Ｐ２（ｘ），并使用给定信道分别传输两种不同信源的
输出符号。
在这两种不同的信源概率分布下，可以分别得到联合事件Ｘ、Ｙ 的联合概率分布和信

道输出Ｙ 的边缘概率分布：

Ｐ１（ｘ，ｙ）＝Ｐ１（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）　　Ｐ１（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ１（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）

Ｐ２（ｘ，ｙ）＝Ｐ２（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）　　Ｐ２（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ２（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）

它们均满足概率分布率的条件，即

０≤Ｐ１（ｘ，ｙ），Ｐ２（ｘ，ｙ），Ｐ１（ｙ），Ｐ２（ｙ）≤１

∑
Ｘ，Ｙ
Ｐ１（ｘ，ｙ）＝∑

Ｘ，Ｙ
Ｐ２（ｘ，ｙ）＝∑

Ｙ
Ｐ１（ｙ）＝∑

Ｙ
Ｐ２（ｙ）＝１

　　对应于两种信源概率分布Ｐ１（ｘ）和Ｐ２（ｘ），可以计算得到相应的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ），即

Ｉ［Ｐ１（ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ１（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ１（ｙ）

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ１（ｙ）

Ｉ［Ｐ２（ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ２（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ２（ｙ）

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ２（ｙ）

　　为了分析平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与Ｐ（ｘ）的凸性关系，由两种已知的信源概率Ｐ１（ｘ）和

Ｐ２（ｘ），通过线性组合构造第三种信源概率分布Ｐ（ｘ）。
令０≤α，β≤１，α＋β＝１，组合得到：

Ｐ（ｘ）＝αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ）

　　已知Ｐ１（ｘ）、Ｐ２（ｘ）是概率分布，它们满足概率分布率：

０≤Ｐ１（ｘ），Ｐ２（ｘ）≤１

∑
Ｘ
Ｐ１（ｘ）＝∑

Ｘ
Ｐ２（ｘ）＝

烅
烄

烆 １

则有：

０≤αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ）≤１
和

∑
Ｘ

（αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ））＝α∑
Ｘ
Ｐ１（ｘ）＋β∑

Ｘ
Ｐ２（ｘ）＝α＋β＝１

可知，对于由Ｐ１（ｘ）和Ｐ２（ｘ）的线性组合构造的第三种信源Ｐ（ｘ）确为一组概率分布。
使用给定信道传输第三种信源（组合信源）输出的符号，可以求出此时联合事件Ｘ、Ｙ

的联合概率分布：
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Ｐ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）　　　　　　　　
＝αＰ１（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）

＝αＰ１（ｘ，ｙ）＋βＰ２（ｘ，ｙ）
和随机变量Ｙ 的边缘概率分布：

Ｐ（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）

　　显然，Ｐ（ｘ，ｙ）和Ｐ（ｙ）满足：

０≤Ｐ（ｘ，ｙ），Ｐ（ｙ）≤１

∑
ＸＹ
Ｐ（ｘ，ｙ）＝∑

ＸＹ
αＰ１（ｘ，ｙ）＋∑

ＸＹ
βＰ２（ｘ，ｙ）

＝α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）＋β∑

ＸＹ
Ｐ２（ｘ，ｙ）＝α＋β＝１

∑
Ｙ
Ｐ（ｙ）＝∑

Ｙ
∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）＝∑

Ｘ
Ｐ（ｘ）∑

Ｙ
Ｐ（ｙ｜ｘ）＝１

　　因此，使用给定信道（Ｐ（ｙ｜ｘ）固定）传输第三种信源（概率分布Ｐ（ｘ））输出的符号时，
系统中的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）为

Ι［Ｐ（ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｙ） ＝∑

Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｙ）

　　如果可以证明上述平均互信息之间满足：

αＩ［Ｐ１（ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｘ）］≤Ｉ［αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ）］＝Ｉ［Ｐ（ｘ）］ （３．３４）

便可知平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数。
因为

αＩ［Ｐ１（ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｘ）］－Ｉ［Ｐ（ｘ）］

＝∑
ＸＹ
αＰ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ１（ｙ）

＋∑
ＸＹ
βＰ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｐ２（ｙ）

　－∑
ＸＹ

（αＰ１（ｘ，ｙ）＋βＰ２（ｘ，ｙ））ｌｏｇ
Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｙ）

＝α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ｜ｘ）
Ｐ１（ｙ）

Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｙ｜ｘ）＋β∑ＸＹＰ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｐ２（ｙ）

Ｐ（ｙ）
Ｐ（ｙ｜ｘ）

＝α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ）
Ｐ１（ｙ）

＋β∑
ＸＹ
Ｐ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ）
Ｐ２（ｙ）

已知对数函数是上凸函数，应用颜森不等式，则

　α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ）
Ｐ１（ｙ）

＋β∑
ＸＹ
Ｐ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｙ）
Ｐ２（ｙ）

≤αｌｏｇ∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）Ｐ

（ｙ）
Ｐ１（ｙ（ ））＋βｌｏｇ∑ＸＹＰ２（ｘ，ｙ）Ｐ（ｙ）Ｐ２（ｙ（ ））

＝αｌｏｇ∑
Ｙ

Ｐ（ｙ）
Ｐ１（ｙ）∑Ｘ Ｐ１（ｘ，ｙ（ ））＋βｌｏｇ∑

Ｙ

Ｐ（ｙ）
Ｐ２（ｙ）∑Ｘ Ｐ２（ｘ，ｙ（ ））

＝αｌｏｇ∑
Ｙ

Ｐ（ｙ）
Ｐ１（ｙ）

Ｐ１（ｙ（ ））＋βｌｏｇ∑
Ｙ

Ｐ（ｙ）
Ｐ２（ｙ）

Ｐ２（ｙ（ ））
＝αｌｏｇ１＋βｌｏｇ１＝０

因此式（３．３４）所表示的互信息之间的关系成立，即对于
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０≤α，β≤１，α＋β＝１
满足

αＩ［Ｐ１（ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｘ）］≤Ｉ［αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ）］

　　所以，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数。
证毕。
由平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的定义知道，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的函

数。当使用某一固定信道（给定信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ））传输不同信源（信源概率分布

Ｐ（ｘ）不同）输出的符号时，在系统的输出端获得的平均信息量是不同的。定理３．２指出平
均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信源概率分布Ｐ（ｘ）之间的函数呈上凸性关系。这一反映平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信源概率分布Ｐ（ｘ）之间关系的重要性质表明，对于每一个给定的信道，一定存
在一种信源，使得在信道的输出端获得的关于信源的信息量Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到其最大值。
定理３．３　平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数。
证明：此处考察的是平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）改变时的函数

特性。为此，假设给定一个信源（即信源的概率分布Ｐ（ｘ）固定不变）和一个转移概率分布

Ｐ（ｙ｜ｘ）可变的实验信道。将给定信源（Ｐ（ｘ）固定）的输出符号通过Ｐ（ｙ｜ｘ）可变的实验信
道传输。图３ ９给出了此时的信息系统模型。

图３ ９　信源固定、信道可变的通信系统

由于Ｐ（ｘ）是固定不变的，因此此时系统中的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）仅与信道转移概率
分布Ｐ（ｙ｜ｘ）呈函数关系，即可简单记做：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ［Ｐ（ｙ｜ｘ）］ （３．３５）
设给定概率分布为Ｐ（ｘ）的信源Ｘ。
首先给定转移概率分布分别为Ｐ１（ｙ｜ｘ）和Ｐ２（ｙ｜ｘ）的两种已知信道。它们的信道参数

分别满足概率分布率的条件，即

０≤Ｐ１（ｙ｜ｘ），Ｐ２（ｙ｜ｘ）≤１

∑
Ｙ
Ｐ１（ｙ｜ｘ）＝∑

Ｙ
Ｐ２（ｙ｜ｘ）＝１

　　将给定信源Ｘ输出的符号经这两种不同的信道构成信息传输系统。对应于两种不同
的信息传输系统，输入、输出随机变量Ｘ、Ｙ 所构成的联合事件（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布分
别为

Ｐ１（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ）Ｐ１（ｙ｜ｘ）

Ｐ２（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ）Ｐ２（ｙ｜ｘ）
相应的边缘概率分布为

Ｐ１（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ１（ｙ｜ｘ）

Ｐ２（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ２（ｙ｜ｘ）

条件概率分布为
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Ｐ１（ｘ｜ｙ）＝
Ｐ（ｘ）Ｐ１（ｙ｜ｘ）

Ｐ（ｘ）

Ｐ２（ｘ｜ｙ）＝
Ｐ（ｘ）Ｐ２（ｙ｜ｘ）

Ｐ（ｘ）

　　对应于两种不同的信道Ｐ１（ｙ｜ｘ）和Ｐ２（ｙ｜ｘ），可以计算得到相应的平均互信息

Ｉ［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］和Ｉ［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］，即

Ｉ［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ）Ｐ１（ｙ｜ｘ）ｌｏｇ

Ｐ１（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ１（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

Ｉ［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ）Ｐ２（ｙ｜ｘ）ｌｏｇ

Ｐ２（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ２（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

　　为了分析平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信道转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）的凸性关系，由两种已知信道

Ｐ１（ｙ｜ｘ）和Ｐ２（ｙ｜ｘ）通过线性组合构造第三种信道。
设０≤α，β≤１，α＋β＝１，第三种信道的转移概率分布为

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝αＰ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｙ｜ｘ）

　　因为Ｐ１（ｙ｜ｘ）和Ｐ２（ｙ｜ｘ）满足概率分布率的条件，所以可推知Ｐ（ｙ｜ｘ）满足：

０≤αＰ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｙ｜ｘ）≤１
和

∑
Ｙ

（αＰ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｙ｜ｘ））＝α∑
Ｙ
Ｐ１（ｙ｜ｘ）＋β∑

Ｙ
Ｐ２（ｙ｜ｘ）＝α＋β＝１

显然，线性组合得到的第三种信道的转移概率分布率Ｐ（ｙ｜ｘ）是一组概率分布。
将给定信源Ｘ输出的符号经组合信道传输构成信息传输系统时，输入、输出随机变量

Ｘ、Ｙ 的联合概率分布为

Ｐ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）＝αＰ（ｘ）Ｐ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ（ｘ）Ｐ２（ｙ｜ｘ）

＝αＰ１（ｘ，ｙ）＋βＰ２（ｘ，ｙ）

　　进一步可以求出此时的边缘概率分布为

Ｐ（ｙ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）

条件概率分布为

Ｐ（ｘ｜ｙ）＝Ｐ
（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｐ（ｘ）

进而得到经组合信道传输给定信源的输出符号时的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）为

Ｉ［Ｐ（ｙ｜ｘ）］＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ） 　　　　　

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇＰ

（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

＝∑
Ｘ
∑
Ｙ

（αＰ１（ｘ，ｙ）＋βＰ２（ｘ，ｙ））ｌｏｇ
Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ）

考察互信息之间的关系：
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　Ｉ［Ｐ（ｙ｜ｘ）］－αＩ［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］－βＩ［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］　　　　　

＝∑
ＸＹ

（αＰ１（ｘ，ｙ）＋βＰ２（ｘ，ｙ））ｌｏｇ
Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ（ ））

　－α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ１（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ（ ）） －β∑

ＸＹ
Ｐ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ２（ｘ｜ｙ）
Ｐ（ｘ（ ））

＝α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｐ１（ｘ｜ｙ（ ））＋β∑ＸＹＰ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ Ｐ（ｘ｜ｙ）Ｐ２（ｘ｜ｙ（ ））

　　因为对数函数是上凸函数，所以应用颜森不等式得：

　α∑
ＸＹ
Ｐ１（ｘ，ｙ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｐ１（ｘ｜ｙ（ ））＋β∑ＸＹＰ２（ｘ，ｙ）ｌｏｇ Ｐ（ｘ｜ｙ）Ｐ２（ｘ｜ｙ（ ））　　　

≤αｌｏｇ∑
ＸＹ

Ｐ１（ｘ，ｙ）
Ｐ１（ｘ｜ｙ）

Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）＋βｌｏｇ∑
ＸＹ

Ｐ２（ｘ，ｙ）
Ｐ２（ｘ｜ｙ）

Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）
＝αｌｏｇ∑

Ｙ
Ｐ１（ｙ）∑

Ｘ
Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）＋βｌｏｇ∑

Ｙ
Ｐ２（ｙ）∑

Ｘ
Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］）

＝αｌｏｇ∑
Ｙ
Ｐ１（ｙ）＋βｌｏｇ∑

Ｙ
Ｐ２（ｙ）＝０

　　因此，对于０≤α，β≤１，α＋β＝１，满足：

Ｉ［αＰ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｙ｜ｘ）］≤αＩ［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］
所以，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数。
证毕。
由平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的定义知道，Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的函数。如

果使用不同的信道（信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）可变）传输给定信源（信源概率分布Ｐ（ｘ）固
定）输出的符号，则在系统的输出端获得的平均信息量是不同的。定理３．３指出平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）与信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）之间的函数关系呈下凸性关系。这一平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）的重要性质表明，对于每一个给定的信源（Ｐ（ｘ）固定），一定存在一种信道（转移
概率分布为Ｐ（ｙ｜ｘ）），使得传输该信源符号时的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到其最小值。

３．７　信息系统的可靠性和有效性问题

对于一个广义的通信系统模型，信息传输的基本目的是在接收端准确地或近似地再现
从信源输出的信息，如何有效地表示信源输出的信息，如何充分利用信道的信息传输能力
实现信息的可靠传输，是信息系统的设计所追求的基本目标。因此，信息系统的有效性和
可靠性是系统最优化技术研究中的基本问题。

图３ １０　简单通信系统

在图３ １０所示的简单通信系统的信息传输
过程中，信源Ｘ发出的符号经信道传递，收信者
通过观测信道的输出Ｙ 获得信源信息。平均而言，
由每一个信道输出Ｙ 所得到的信源Ｘ 的信息量被
称为系统的信息传输率 Ｒ。由于平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）即为在信道的输出端接收到符号集Ｙ 后，

平均由每一个输出符号中获得的关于信源Ｘ的信息量，因此，信息传输系统的信息传输率
即为平均互信息，即
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Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）　 比特／符号

　　由于平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）和信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的函
数，即

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ［Ｐ（ｘ）；Ｐ（ｙ｜ｘ）］
因此对于一个信息传输系统，如果信源不同（Ｐ（ｘ）不同）或者信道不同（Ｐ（ｙ｜ｘ）不同），则
该系统的信息传输率Ｒ不同。
由此可知，作为描述信息系统传输信息的特性和能力的一个基本物理量，平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）的凸性对于研究信息传输与处理系统的可靠性和有效性问题，有重要的理论指导
意义和实用价值。
下面我们分别讨论平均互信息的凸性所具有的物理意义以及针对信息系统最优化中所

反映的基本问题，分析平均互信息的凸性所具有的理论指导意义。

１．互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布的上凸函数的物理意义

由于信道中存在的随机性干扰可能使得信息传输发生错误，因此为了提高信息传输的
可靠性，需要通过信道编码实现无差错的信息传输。对于一个给定信道，在充分利用其信
息传输能力的条件下的无差错信息传输成为各类信道编码方法研究的目标。因此，给定有
噪信道所具有的最大信息传输率Ｒ是信息系统可靠性研究中的一个基本的理论问题。
由于平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是Ｐ（ｘ）的上凸函数，因此对于每一种给定的信道（Ｐ（ｙ｜ｘ）

固定），存在一个平均互信息（信息传输率）的最大值，即

αＩ［Ｐ１（ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｘ）］≤Ｉ［αＰ１（ｘ）＋βＰ２（ｘ）］

　　平均互信息是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数表明，使用给定信道传输不同信源输出
的信息时，系统的信息传输率不同。对于每一种给定信道（Ｐ（ｙ｜ｘ）固定），一定存在一种信
源概率分布Ｐ（ｘ），能够使得系统的平均互信息达到其最大值。此最大平均互信息本质上
依赖于给定信道的转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ），它由给定信道本身的特性所决定，反映的是给
定信道传输信息的能力，即给定信道的最大信息传输率。
平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的上凸性所指出的信息传输率的上界表明，对于一种给定的信

道，一定存在一个最大的信息传输率Ｒ。如果系统的信息传输率不超过此上界值，则总可
以找到一种编码方法，实现信息的可靠传输。在信息系统工程应用中，平均互信息的上凸
性所反映的最大的信息传输率指出了实现信息可靠传输的理论极限，对于信息系统的可靠
性分析和信道编码原理研究具有重要的理论意义，在有噪信道的无差错编码技术研究中有
明显的指导意义。

２．Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数的物理意义

对于一个信息系统，通过信源编码可以以较少的数据表示信源输出的信息（实际应用
中常要求满足一定失真限度），构成一个具有较高有效性的信息系统。因此，对于一个给定
的信源，传输其输出信息时必须有的最小信息率Ｒ是信息系统有效性研究中的一个基本的
理论问题。
平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数，即

Ｉ［αＰ１（ｙ｜ｘ）＋βＰ２（ｙ｜ｘ）］≤αＩ［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］＋βＩ［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］

　　互信息的下凸性表明：
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使用不同信道传输给定信源输出的信息时，系统的信息传输率不同。对于每一种给定
信源，一定存在一种信道，使得信宿获得的关于此信源的平均信息率为最小。此最小值取
决于给定信源的概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ），反映的是给定信源输出信息的特性。下凸性所指出的
平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的取值下界给出了传输该信源输出信息时，系统必须有的最小信息传
输率Ｒ。同时，平均互信息的下凸性也表明，如果系统的信息传输率Ｒ小于Ｉ（Ｘ；Ｙ）下界
所指出的最小信息率，则该信源输出的信息将产生失真。
如果将不同信道看做不同的信源编码方法，那么对于一种给定的信源，在满足失真要

求的条件下，若某种信源编码方法能够以接近Ｉ（Ｘ；Ｙ）下界所指出的最小信息率表示该源
输出的信息，则该编码方法的有效性较高。
因此，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的取值下界指出了在满足一定失真度的要求下，传输该信

源输出信息时信息系统必须有的最小信息传输率Ｒ。可见，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的下凸性
对于信息系统的有效性分析和高效信源编码原理具有重要理论意义，在图像、视频、音频、
文本等各类信源编码和数据压缩的应用技术领域有明显的指导意义。

图３ １１　二进制对称信道

【例３．４】　设离散无记忆信源：

［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
ε １－［ ］ε 　　０≤ε≤１

通过图３ １１所示的二进制对称信道传输。计算此时
的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ），讨论平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随
信源、信道的变化关系。
解：已知信源概率分布Ｐ（ｘ）和信道转移概率分

布Ｐ（ｙ｜ｘ），可以求出此输入随机变量Ｘ 和输出随机
变量Ｙ 的联合概率分布，以及随机变量Ｙ 的边缘概率分布Ｐ（ｙ）。
此通信系统中的各种概率关系如表３ ６和表３ ７所示。

表３ ６　Ｐ（ｘ，ｙ），Ｐ（ｙ）

０ １ Ｐ（ｘ）

０ １－ｐ ｐ ε

１ ｐ １－ｐ １－ε

表３ ７　Ｐ（ｘ，ｙ），Ｐ（ｙ）

０ １

０ ε（１－ｐ） εｐ

１ （１－ε）ｐ （１－ｐ）（１－ε）

Ｐ（ｘ） ε（１－２ｐ）＋ｐ １－ε（１－２ｐ）－ｐ

可以求出：

Ｈ（Ｙ）＝Ｈ（ε（１－２ｐ）＋ｐ，１－ε（１－２ｐ）－ｐ）　　　

＝Ｈ（ε＋ｐ（１－２ε），１－ε－ｐ（１－２ε））

＝－［ε（１－２ｐ）＋ｐ］ｌｏｇ［ε（１－２ｐ）＋ｐ］

　－［１－ε（１－２ｐ）－ｐ］ｌｏｇ［１－ε（１－２ｐ）－ｐ］

＝－［ε＋ｐ（１－２ε）］ｌｏｇ［ε＋ｐ（１－２ε）］

　－［１－ε－ｐ（１－２ε）］ｌｏｇ［１－ε－ｐ（１－２ε）］
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Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｙ｜ｘ）　　　　

＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）∑

Ｙ
Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｙ｜ｘ［ ］）
＝∑

Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｈ（ｐ（１－ｐ））＝Ｈ（ｐ，１－ｐ）

＝－ｐｌｏｇｐ－（１－ｐ）ｌｏｇ（１－ｐ）
于是得到：

Ｉ（Ｘ｜Ｙ）＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）

＝Ｈ（ε（１－２ｐ）＋ｐ，１－ε（１－２ｐ）－ｐ）－Ｈ（ｐ，１－ｐ） （３．３６）

　　当固定信道参数ｐ和信源参数ε时，分别考察Ｉ（Ｘ；Ｙ）的函数变化关系。
（１）如果信道给定（信道的参数ｐ固定），而信源可变（信源概率分布可变，即ε为变

量），则平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随着ε的改变而改变。
当ε＝０和ε＝１时：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（ｐ，１－ｐ）－Ｈ（ｐ，１－ｐ）＝０ （３．３７）

　　Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布的上凸函数。随着ε在［０，１］范围内改变，Ｉ（Ｘ；Ｙ）在其极值
点处取得最大值。
于是，对平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）求偏导，得到Ｉ（Ｘ；Ｙ）随ε改变的极值点概率分布和平

均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的最大值。

Ｉ（Ｘ；Ｙ）
ε ＝Ｈ

（Ｙ）
ε －Ｈ

（Ｙ｜Ｘ）
ε ＝Ｈ

（Ｙ）
ε

＝ （１－２ｐ）ｌｏｇ１－ε
（１－２ｐ）－ｐ

ε（１－２ｐ）＋ｐ
令上式为０，有

１－ε（１－２ｐ）－ｐ
ε（１－２ｐ）＋ｐ ＝１　　ε＝ １２

由此可知，ε＝１２
为使得平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）取得极大值的信源概率分布。

可以进一步求出此时信道的输出Ｙ 的边缘概率分布为

Ｐ（ｙ＝０）＝Ｐ（ｙ＝１）＝ １２

Ｈ（Ｙ）＝Ｈ １
２
，（ ）１２ ＝１　 比特／符号

即当信源概率分布时，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）取得最大值，且此最大值为

ｍａｘＩ（Ｘ；Ｙ）＝ｍａｘ｛Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）｝

＝１－Ｈ（ｐ，１－ｐ）　 比特／符号

　　由此可以做出互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随机信源概率分布Ｐ（ｘ）改变时的函数曲线（如图３ １２
所示）。

函数曲线表明，对于给定信道，在信源概率分布不同时，由信道的每一输出符号平均
获得的信源输出的信息量不同。当信源概率为等概分布时，由此信道输出端获得的平均互
信息最大。这个最大的平均互信息为

１６第３章　离散无记忆信道与互信息



ｍａｘＩ（Ｘ；Ｙ）＝１－Ｈ（ｐ，１－ｐ）
取决于信道参数ｐ，反映了给定信道传输信息的能力。

图３ １２　互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）随机信源概率分布ｐ（ｘ）改变时的函数曲线

（２）如果使用不同的信道（ｐ为变量）传输给定信源（ε固定）输出的符号，则在接收端
获得的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）将随着ｐ的改变而改变。
当ｐ＝０或ｐ＝１时：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（ε，１－ε）－Ｈ（０，１）

＝Ｈ（ε，１－ε）＝Ｈ（Ｘ）　 比特／符号

　　Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率分布的下凸函数。随着ｐ在［０，１］的范围内变化，平均互信
息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的函数关系是下凸的，在其极值点处Ｉ（Ｘ；Ｙ）取得最小值。

可以求出，当ｐ＝１２
时信道中的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到最小值。

由式（３．３６）可知，此最小的平均互信息为

ｍｉｎＩ（Ｘ；Ｙ）＝ ［Ｈ（ε（１－２ｐ）＋ｐ，１－ε（１－２ｐ）－ｐ）－Ｈ（ｐ，１－ｐ）］ｐ＝１２

＝Ｈ １
２
，（ ）１２ －Ｈ １

２
，（ ）１２

＝０　 比特／符号

　　这个最小值表明，在图３ １１所示的二进制对称信道中，当信道参数ｐ＝１２
（信源参数

ε为０～１之间的一个定值）时，信道中的干扰非常严重，以至于由信道的输出Ｙ 无法得到
关于信源Ｘ 输出的信息，Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０。
由关于平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）凸性的讨论和例题分析可以看出，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的

凸性是反映信息系统最优化的一个具有对偶性的基本问题。

Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数，指出了给定信道的最大信息传输率。由于
这一最大的信息传输率度量了给定信道传输信息的能力，因此Ｉ（Ｘ；Ｙ）的上凸性函数关系
反映了信息系统的可靠性问题，指出了信道编码研究中的基本关系和追求目标。

Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数，指出了传输给定信源必须有的最小信
息传输率。由于这一最小的信息传输率度量了给定信源输出信息的特性，因此Ｉ（Ｘ；Ｙ）的
下凸性函数关系反映了信息系统的有效性问题，指出了信源编码方法研究中需要满足的基
本关系和追求目标。
作为信息理论中的两个最基本的概念，信源的信息熵Ｈ（Ｘ）和平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）在

信息理论的学习和信息系统设计中有重要的意义和作用。
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３．８　连续信道的平均互信息

本节将首先讨论单符号连续信道的平均互信息，然后得到波形信道的信息传输率，而
后给出连续信道平均互信息的一些基本性质。

３．８．１　单符号连续信道的平均互信息

单符号连续信道的数学模型为［Ｘ，ｐ（ｙ｜ｘ），Ｙ］，如图３ １３所示。

图３ １３　基本连续信道

其输入信源Ｘ为
Ｘ
ｐ（ｘ［ ］）＝ Ｒ

ｐ（ｘ［ ］）　　∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

　　输入信源Ｙ 为
Ｘ
ｐ（ｙ［ ］）＝ Ｒ

ｐ（ｙ［ ］）　　∫
Ｒ

ｐ（ｙ）ｄｙ＝１

而信道的传递概率密度函数为ｐ（ｙ｜ｘ）。

其中，∫
Ｒ

ｐ（ｙ｜ｘ）ｄｙ＝１。

与２．５节讨论的连续信源信息熵的问题一样，我们也可以对连续信道输入和输出随机
变量的取值进行量化，将其转换成离散信道，求得此离散信道的平均互信息，然后将量化
间隔Δ趋于零，就成为连续信道的平均互信息。
因此，单符号连续信道输入Ｘ和输出Ｙ 之间的平均互信息为

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘｎ）－Ｈ（Ｘｎ｜Ｙｎ）

＝－∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘ－ｌｉｍ
Δ→０
ｌｏｇΔ

＝－ －
Ｒ

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ｜ｙ）ｄｘｄｙ－ｌｉｍ
Δ→０
ｌｏｇ［ ］Δ

＝
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ
（ｘ｜ｙ）
ｐ（ｘ）

ｄｘｄｙ＝ｈ（Ｘ）－ｈ（Ｘ｜Ｙ） （３．３８）

＝
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ
（ｙ｜ｘ）
ｐ（ｙ）

ｄｘｄｙ＝ｈ（Ｙ）－ｈ（Ｙ｜Ｘ） （３．３９）

＝
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇ ｐ（ｘｙ）
ｐ（ｘ）ｐ（ｙ）

ｄｘｄｙ＝ｈ（Ｘ）＋ｈ（Ｙ）－ｈ（ＸＹ） （３．４０）

　　对于连续信道的平均互信息来说，不但这些关系式和离散信道下平均互信息的关系式
完全类似，而且它保留了离散信道的平均互信息的所有含义和性质，只是表达式中用连续
信源的差熵替代了离散信源的熵。
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由此可看出，将差熵定义为连续信源的熵是有重要的实际意义的。
单符号连续信道的信息传输率为

Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）比特／自由度 （３．４１）

３．８．２　连续信道平均互信息的性质

两连续型随机变量之间的平均互信息的表达式与两离散随机变量之间的平均互信息的

表达式不但类似，而且具有相同的性质。
下面我们给出两连续型随机变量之间的平均互信息的特性。

　　１．非负性

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≥０ （３．４２）

　　证明：

ｈ（Ｘ）－ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝－∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘ＋
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ（ｘ｜ｙ）ｄｘｄｙ　　　　

＝－
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ（ｘ）ｄｘｄｙ＋
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇｐ（ｘ｜ｙ）ｄｘｄｙ

＝－
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｌｏｇ ｐ（ｘ）
ｐ（ｘ｜ｙ）

ｄｘｄｙ

其中：

∫
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｄｙ＝ｐ（ｘ）

　　因为－ｌｏｇＸ是下凸函数，根据颜森不等式得：

ｈ（Ｘ）－ｈ（Ｘ｜Ｙ）≥－ｌｏｇ
Ｒ

ｐ（ｘｙ） ｐ
（ｘ）

ｐ（ｘ｜ｙ）
ｄｘｄｙ

＝－ｌｏｇ
Ｒ

ｐ（ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ＝ｌｏｇ１＝０

　　上式运用∫
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｄｘ＝１和∫
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｄｙ＝１求得。

从证明过程中可知，等式成立的条件是ｐ（ｘ）＝ｐ（ｘ｜ｙ），即连续随机变量Ｘ 和Ｙ 统计
独立。
证毕。
上述证明方法与离散变量的证明方法是一致的，只是在公式中把求和号换成积分号，

把概率分布换成概率密度函数。因此，在离散变量中所得的有关结论均可推广到连续变
量中。

２．对称性（交互性）

因为ｐ（ｘｙ）＝ｐ（ｙｘ），所以

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝
Ｒ

ｐ（ｘｙ） ｐ
（ｘｙ）

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ）
ｄｘｄｙ

＝
Ｒ

ｐ（ｙｘ） ｐ
（ｙｘ）

ｐ（ｙ）ｐ（ｘ）
ｄｘｄｙ＝Ｉ（Ｙ；Ｘ）
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　　当Ｘ和Ｙ 统计独立时：

ｐ（ｘ｜ｙ）＝ｐ（ｘ）

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ（Ｙ；Ｘ）＝０
此时不可能从一个随机变量获得关于另一个随机变量的信息。

３．凸状性

连续变量之间的平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是输入连续变量Ｘ的概率密度函数ｐ（ｘ）的上凸
函数，Ｉ（Ｘ；Ｙ）又是连续信道传递概率密度函数ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数。
凸状性的证明方法类似于离散情况中的证明，此处从略。

４．信息不增性

设连续信道输入变量为Ｘ，输出变量为Ｙ。
若对连续随机变量Ｙ 再进行处理而成为另一连续随机变量Ｚ，一般总会丢失信息，最

多保持原获得的信息不变，而所获得的信息不会增加。
这也就是数据处理定理，即

Ｉ（Ｘ；Ｚ）≤Ｉ（Ｘ；Ｙ） （３．４３）
其中，ｚ＝ｆ（ｙ），当且仅当该函数是一一对应时式（３．４３）中的等式成立。
证明：设Ｘ、Ｙ、Ｚ三连续随机变量之间形成两个连续信道的串接，如图３ １４所示。

图３ １４　两串接连续信道

因为

Ｉ（ＸＹ；Ｚ）＝
Ｒ

ｐ（ｘｙｚ）ｌｏｇｐ
（ｚ｜ｘｙ）
ｐ（ｚ）

ｄｘｄｙｄｚ

而

Ｉ（Ｙ；Ｚ）＝
Ｒ

ｐ（ｙｚ）ｌｏｇｐ
（ｚ｜ｙ）
ｐ（ｚ）

ｄｙｄｚ

＝
Ｒ

ｐ（ｘｙｚ）ｌｏｇｐ
（ｚ｜ｙ）
ｐ（ｚ）

ｄｘｄｙｄｚ

其中，因为

∫
Ｒ

ｐ（ｘｙｚ）＝ｐ（ｙｚ）

所以得到：

Ｉ（Ｙ；Ｚ）－Ｉ（ＸＹ；Ｚ）＝Ｅｌｏｇｐ
（ｚ｜ｙ）
ｐ（ｚ［ ］） －Ｅｌｏｇｐ

（ｚ｜ｘｙ）
ｐ（ｚ［ ］）

＝Ｅｌｏｇｐ
（ｚ｜ｙ）

ｐ（ｚ｜ｘｙ［ ］）
其中，Ｅ［·］为对Ｘ、Ｙ、Ｚ三个连续概率空间求平均。
运用颜森不等式，可得
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Ｉ（Ｙ；Ｚ）－Ｉ（ＸＹ；Ｚ）≤ｌｏｇＥ ｐ（ｚ｜ｙ）
ｐ（ｚ｜ｘｙ［ ］）　　　　　　　　

＝ｌｏｇ
Ｒ

ｐ（ｘｙｚ）ｌｏｇｐ
（ｚ｜ｙ）

ｐ（ｚ｜ｘｙ）
ｄｘｄｙｄｚ

＝ｌｏｇ
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｐ（ｚ｜ｙ）ｄｘｄｙｄｚ

＝ｌｏｇ
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｄｘｄｙ∫
Ｒ

ｐ（ｚ｜ｙ）ｄｚ

＝ｌｏｇ１＝０

其中，因为∫
Ｒ

ｐ（ｚ｜ｘｙ）ｄｚ＝１，∫
Ｒ

ｐ（ｙ｜ｘ）ｄｙ＝１，
Ｒ

ｐ（ｘｙ）ｄｘｄｙ＝１，所以

∫
Ｒ

ｐ（ｚ｜ｙ）ｄｚ＝１

由此证得：

Ｉ（ＸＹ；Ｚ）≥Ｉ（Ｙ；Ｚ） （３．４４）
当且仅当对所有ｘ、ｙ、ｚ都有ｐ（ｚ｜ｘｙ）＝ｐ（ｚ｜ｙ），即Ｘ、Ｙ、Ｚ是马氏链时，式（３．４４）中的
等式成立。
同理可证得：

Ｉ（ＸＹ；Ｚ）≥Ｉ（Ｘ；Ｚ） （３．４５）
当且仅当对所有ｘ、ｙ、ｚ都有ｐ（ｚ｜ｘｙ）＝ｐ（ｚ｜ｘ）时等式成立。
一般情况下，两串接连续信道的输入、输出随机变量Ｘ、Ｙ、Ｚ形成马氏链，即Ｚ只通

过Ｙ 与Ｘ 发生联系，与Ｘ没有直接联系，就有

ｐ（ｚ｜ｘｙ）＝ｐ（ｚ｜ｙ）　（对所有ｘ、ｙ、ｚ）
所以

Ｉ（ＸＹ；Ｚ）＝Ｉ（Ｙ；Ｚ）

Ｉ（Ｙ；Ｚ）≥Ｉ（Ｘ；Ｚ） （３．４６）
当且仅当对所有ｘ、ｙ、ｚ有ｐ（ｚ｜ｘｙ）＝ｐ（ｚ｜ｘ）时等式成立。
因为Ｘ、Ｙ、Ｚ是马氏链，Ｚ、Ｙ、Ｘ也是马氏链，所以同式（３．４４）和式（３．４５）一样可证

明得：

Ｉ（ＺＹ；Ｘ）≥Ｉ（Ｙ；Ｘ） （３．４７）

≥Ｉ（Ｚ；Ｘ） （３．４８）
当且仅当对所有ｘ、ｙ、ｚ有ｐ（ｘ｜ｙｚ）＝ｐ（ｘ｜ｙ）时式（３．４７）中的等式成立，当且仅当对所有

ｘ、ｙ、ｚ有ｐ（ｘ｜ｙｚ）＝ｐ（ｘ｜ｚ）时式（３．４８）中的等式成立。
因为Ｚ、Ｙ、Ｘ是马氏链，所以有ｐ（ｘ｜ｙｚ）＝ｐ（ｘ｜ｙ），对所有ｘ、ｙ、ｚ，式（３．４７）中的

等式成立，由此可得：

Ｉ（Ｚ；Ｘ）≤Ｉ（Ｙ；Ｘ）
即证得：

Ｉ（Ｘ；Ｚ）≤Ｉ（Ｘ；Ｙ）

　　当且仅当ｐ（ｘ｜ｙｚ）＝ｐ（ｘ｜ｚ）时对所有ｘ、ｙ、ｚ，上式的等号才成立。
证毕。
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此证明过程与离散串接信道的证明类似。
由此性质也可以得出，如果连续随机变量Ｚ和Ｙ 只是坐标发生一一对应的变换，则其

平均互信息应该不变。

５．Ｉ（Ｘ；Ｙ）与Ｉ（Ｘｉ；Ｙｉ）的关系

若平稳连续信源是无记忆的，即Ｘ中各分量Ｘｉ相互统计独立，则存在：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≥∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｉ（Ｘｉ；Ｙｉ） （３．４９）

　　若多维连续信道是无记忆的，则存在：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≤∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｉ（Ｘｉ；Ｙｉ） （３．５０）

　　若平稳连续信源是无记忆的，多维连续信道也是无记忆的，则

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｉ（Ｘｉ；Ｙｉ） （３．５１）

　　以上结论的证明与离散情况相同，请读者自行证明

欄欄欄欄欄欄欄欄欄欄

欄欄欄欄欄欄欄欄欄
欄

氌

氌氌

氌

。

习　题　３

３．１　信道的输入和输出分别为Ｘ和Ｙ，已知Ｘ的符号集为｛ｘ１，ｘ２，ｘ３｝，Ｙ 的符号集

为｛ｙ１，ｙ２｝，Ｘ、Ｙ 的联合概率Ｐ（ｘｉ，ｙｊ）如表３ ８所示。求出信道的转移概率Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），
写出信道矩阵并用图形表示此信道。

表３ ８　题３．１表

Ｐ（ｘｉ，ｙｊ） ｙ１ ｙ２

ｘ１ ０．１ ０．２

ｘ２ ０．２ ０．１

ｘ３ ０．３ ０．１

３．２　设某信道中干扰很强，使得信道的输入、输出随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立。此时

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）、Ｉ（Ｘ；Ｙ）是多少？能否从Ｙ 中得到关于Ｘ 的信息？为什么？

３．３　设有一理想无干扰信道，信道的输出Ｙ 与Ｘ 有一一对应关系。在对Ｙ 进行观测
后，对信源Ｘ是否存在不确定性？此时获得的信息量是多少？能否获得更多的关于Ｘ 的
信息？为什么？

３．４　若发送符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４｝，接收符号集为Ｙ＝｛ｙ１，ｙ２｝，信道如图

３ １５所示，且已知Ｐ（ｘ１）＝０．３，Ｐ（ｘ２）＝０．３，Ｐ（ｘ３）＝０．２５，Ｐ（ｘ４）＝０．１５。
（１）计算无条件熵Ｈ（Ｘ）和条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）、Ｈ（Ｙ｜Ｘ）。
（２）计算Ｉ（ｘ１；ｙ１）、Ｉ（ｘ１；ｙ２）、Ｉ（ｘ２；ｙ１）、Ｉ（ｘ２；ｙ２），并求出系统的平均信息量

Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

３．５　设离散无记忆信源［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
０．２ ０．［ ］８ 的输出经过图３ １６所示的二元信道传
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输，试计算Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝１）、Ｉ（ｘ＝１；Ｙ）和Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

图３ １５　题３．４图
图３ １６　题３．５图

　　３．６　一个电报系统传输两种信号：传号 Ｍ和空号Ｓ。假设在发送端发送 Ｍ 和Ｓ的概
率相等，由于信道上有干扰，因此有１／６的传号 Ｍ 被错传成空号Ｓ，同时有半数的空号Ｓ
被错传成传号 Ｍ。典型的收发符号序列如下：
发送：Ｍ Ｍ Ｍ　 Ｍ Ｍ Ｍ　ＳＳＳ　ＳＳＳ
接收：Ｍ Ｍ Ｍ　 Ｍ ＭＳ　ＳＳＳ　 Ｍ Ｍ Ｍ

试求每个符号传输的平均信息量。

３．７　设信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］＝
ｘ１ ｘ２
０．６ ０．［ ］４ 通过一个干扰信道，接收符号集为Ｙ＝

｛ｙ１，ｙ２｝。信道转移概率如表３ ９。试求：
（１）信源Ｘ中事件ｘ１、ｘ２分别有的自信息；
（２）收到消息ｙｊ后获得的关于ｘｉ的信息量（ｉ，ｊ＝１，２）；
（３）Ｘ和Ｙ 的无条件熵；
（４）条件熵Ｈ（Ｘ｜Ｙ）和Ｈ（Ｙ｜Ｘ）；
（５）接收到Ｙ 后获得的平均信息量Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

表３ ９　题３．７表

ｙ１ ｙ２

ｘ１ ５
６

１
６

ｘ２ ３
４

１
４

３．８　设有离散无记忆信道，输入 Ｘ：
ａ１ ａ２ … ａＫ
Ｐ（ａ１） Ｐ（ａ２） … Ｐ（ａＫ
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，输出Ｙ：

ｂ１ ｂ２ … ｂＪ
Ｐ（ｂ１） Ｐ（ｂ２） … Ｐ（ｂＪ
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，当输入、输出ｘ和ｙ的互信息Ｉ（ｘ；ｙ）也为一随机变量时，

试证：当Ｖａｒ｛Ｉ（ｘ；ｙ）｝＝０时，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到信道容量Ｃ。
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第４章　信道与信道容量

由前面的讨论我们已经知道，在一般的信息传递过程中，信宿对信源的了解（即获取
信源发出的信息）是通过对信道的输出Ｙ 进行观测而实现的。因此，信道是信息传输系统
的重要部分。在一般的信息传输、处理系统的研究中，对于信道所具有的功能和所包括范
围的理解应当注意下面两点。

（１）信道承担了信息的传输、存储和处理等任务。
通常我们认为信道是传输信息的物理媒介。但是对于一般信息系统，在发出信息的信

源与接收信息的信宿之间所进行的各种变换与处理，都可以看做此信息系统中信道所具有
的功能。
例如，地球资源卫星遥感信息获取与处理系统，放置在资源卫星上的多光谱扫描设备

采集地球表面地物的反射、辐射电磁波信号，得到遥感影像数据并以无线通信方式传送，
地面接收站接收遥感影像数据并记录在存储介质中，根据应用要求进行滤波、增强、分类、
识别，提取各类目标信息。如果将反射、辐射电磁波的地球（信息源）与研究人员（信宿）之
间看做信道，则此信道中不仅进行着信息的传递，还包含着对信息的存储和处理。
因此，在一般的信息系统中，信道除了具有在某种物理媒介中传递信号的功能之外，

还应当包括对信息的采集、编码表示、存储、重建、提取、识别等多种信息处理功能。
（２）信道所包括的范围可以根据研究对象和应用条件的不同而确定。
在对信息传输系统进行分析和研究时，针对系统中不同的处理要求和处理方法，往往

在分析研究的具体对象、信号特征等方面有较大差异。为了使分析更加简明，更有针对性，
常将信道在信息系统中所包括的范围加以适当的限定。
例如，对于一个多媒体数据光盘的刻录、播放系统，信道的范围可包括：视频和音频

数据的采集、压缩编码，激光盘片刻录，读盘、解压缩恢复视频和音频数据，显示还原图
像、声音信息的全过程。如果仅考虑播放过程，则信源指数字媒体作品光盘，信宿为观看
者。因此信道的范围为：数据读取、解压缩并按照一定格式重建视频、音频信号等处理
过程。
显然，根据不同的应用要求和研究对象明确信道所包括的范围，这是我们明确信息系

统设计的任务，从而可有针对性地开展研究与分析工作。
在信息理论基础研究中，信道的主要任务是以符号的形式传输信息和存储信息，对于

信道进行研究的主要问题是信道中能够传送或存储的最大信息量，即信道容量问题。
这一章我们将从信道的统计特性分析入手，给出信道容量的定义并对常见信道讨论其

信道容量的计算方法。
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４．１　信道的描述和分类

信道是传输载荷信息的消息（信号）的物理媒介或通道。信道的输入（即信源输出的消
息）是随机变量，加之通信系统中存在着随机性的噪声或干扰，因此信道的输出也是一个
随机变量。更一般地讲，信源的输出是广义的时间连续的随机信号或随机变量序列，常用
随机过程来描述，因而信道的输出也是连续的随机信号或随机变量序列，也要用随机过程
加以描述。
因此，信道的描述和分类都需要从统计的观点出发，用统计的方法加以分析和表述。

４．１．１　信道的描述

在前面的讨论中，我们已经给出了最简单的信道，即单符号的离散信道的数学模型。

如果信道的输入是有ｒ种取值可能的随机变量Ｘ，输出是有ｓ种取值可能的随机变量Ｙ，则
信道输入、输出之间的统计关系可以由转移概率：

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）　　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （４．１）
表示。

然而，在实际的信息传输系统中，信源的输出为一个随机变量序列Ｘ＝（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ），

在信道的输出端相应地为输出随机变量序列Ｙ＝（Ｙ１Ｙ２…ＹＮ）。如果Ｘｉ有ｒ种取值，则Ｘ
的样矢量有ｒＮ 种；如果Ｙｉ有ｓ种取值，则Ｙ的样矢量有ｓＮ 种。因此信道的数学模型应当
由输入随机矢量Ｘ和输出随机矢量Ｙ的转移概率关系Ｐ（ｙ｜ｘ）来描述。这组ｒＮ×ｓＮ 个条件
概率反映出了输入随机变量与输出随机变量每一对样值之间的统计依赖关系，反映出了一
般信道所具有的最基本的统计特性。

４．１．２　信道的分类

根据信道的输入、输出随机变量或随机矢量的取值类型、它们的相互关系以及在某些
方面的特点，信道可以划分为不同的类型。

１．按随机变量的取值类型划分

（１）离散信道：信道的输入、输出随机变量的取值均为离散事件的集合。离散信道有
时也称做数字信道。

（２）连续信道：信道的输入、输出随机变量Ｘ和Ｙ 都是连续事件。这类信道也常称为
模拟信道。

（３）半离散半连续信道：信道的输入和输出随机变量空间一个是离散集，另一个是连
续集。
例如，模／数转换系统的输入是连续的随机变量，输出是离散随机变量，称为输入连

续、输出离散的信道。反之，数／模转换系统是输入离散、输出连续的信道。

２．按信道的输入、输出的个数划分

（１）单用户信道：只有一个输入信号和一个输出信号构成的信道。
（２）多用户信道：信道的输入或输出中至少有一个或两个以上事件构成的集合。
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３．按输入随机变量和输出随机变量的统计关系的特点划分

条件概率Ｐ（ｙ｜ｘ）具有不同的特点时，信道的输入、输出具有不同的概率转移关系，信
息的传递也具有不同的特性。对于离散信道，根据条件概率的特点，可分为以下三种情况。

１）无干扰信道
无干扰信道中没有随机性的干扰，输出矢量Ｙ与输入矢量Ｘ 之间有确定的对应关系。

这种确定关系可以是下面三种形式的某一种。
（１）无噪无损信道。此时Ｙ是Ｘ 的一一对应的函数，如图４ １所示，有ｙ＝ｆ（ｘ），即

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝
１ ｙ＝ｆ（ｘ）

０ ｙ≠ｆ（ｘ｛ ）
（４．２）

　　信道转移概率呈０、１分布，Ｘ、Ｙ之间的互信息为

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）＝Ｈ（Ｙ） （４．３）

　　由于这样的信道中无随机性干扰，因此由Ｙ 所得到的关于Ｘ 的信息与Ｘ 或Ｙ 的熵相
同，即在这样的信道中不会损失信息。

图４ １　无噪无损信道示例

（２）有噪无损信道。此类信道的Ｙ也是Ｘ 的确定函数，但是对于某一个输入随机矢量

Ｘ可能会有多个输出随机矢量，而相应的输出随机矢量只有确定的一个Ｘ与之对应，如图

４ ２所示（图中α＋β＋γ＝１）。

图４ ２　有噪无损信道示例

在有噪无损信道中，由某一个输入随机矢量ｘｉ并不能唯一地确定信道的输出，表明信
道中存在着干扰。但是由于ｙｊ 与ｘｉ 有唯一的确定关系，ｘｉ载荷的信息可以由ｙｊ 全部表
示，因此信道中仍然没有产生信息的损失，即

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）≤Ｈ（Ｙ） （４．４）

ｍａｘＩ（Ｘ；Ｙ）→ｍａｘＨ（Ｘ） （４．５）

　　（３）无噪有损信道。此时Ｙ是Ｘ 的确定函数，但是不同的输入Ｘ可能会有同样的输出

Ｙ，如图４ ３所示。
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图４ ３　无噪有损信道示例

对于无噪有损信道，由于每一种信道输入ｘｉ只有唯一的一种输出，因此信道中无随机
性干扰。但是由于多个信道输入ｘｉ对应于同一种输出随机矢量ｙｊ，因此系统传输的信息将
会产生损失，即

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｙ）≤Ｈ（Ｘ） （４．６）

２）有干扰无记忆信道
通常，实际信道的输入随机矢量Ｘ与输出随机矢量Ｙ之间并没有确定的对应关系，而

是某种概率转移关系。因此，实际信道中常存在着随机性的干扰。
如果信道在某一时刻输出的随机变量仅统计依赖于即时的输入随机变量Ｘ，与前面时

刻信道的输入、输出随机变量无关，则称这样的信道为有干扰无记忆信道。满足离散无记
忆信道的充要条件为

Ｐ（Ｙ｜Ｘ）＝Ｐ（ｙ１ｙ２…ｙＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ）

＝∏
Ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｙｉ｜ｘｉ） （４．７）

　　因此有干扰无记忆信道的特性可以由转移概率矩阵［Ｐ（ｙ｜ｘ）］给出。

３）有干扰有记忆信道
有干扰有记忆信道是最一般的信道，信道在某时刻的输出随机变量不仅与信道即时的

输入随机变量有关，而且可能与前面时刻信道的输入、输出随机变量有关，即表现为信道
的输出是有记忆的。这时信道的条件概率不再满足式（４．７）。
处理这类有记忆信道时，最直观的方法是把记忆较强的Ｎ 个符号当作一个矢量符号

来处理，而各矢量符号之间认为是无记忆的，这样就转化成无记忆信道的问题。当然，这
样处理一般会引入误差，因为实际上第一个矢量的最后几个符号与第二个矢量的最前面几
个符号是有关联的。Ｎ 取得越大，误差将越小。
另一种处理方法是把Ｐ（ｙ｜ｘ）看成 Ｍａｒｋｏｖ链的形式，这是有限记忆信道的问题。把信

道某时刻的输入和输出序列看成为信道的状态，那么，信道的统计特性可用在已知当前时
刻的输入符号和前一时刻信道所处状态的条件下，信道的输出符号和所处状态的联合条件
概率来描述，即用Ｐ（ｙｎ，Ｓｎ｜ｘｎ，Ｓｎ－１）来描述。
在本课程的讨论中，我们仅仅考虑简单的单符号离散无记忆信道以及高斯白噪声波形

信道。

４．１．３　离散无记忆信道

设离散信道的输入随机变量为Ｘ，取值空间为｛ａ１，ａ２，…，ａｒ｝，输出随机变量为Ｙ，
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取值空间为｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ｝，信道的转移概率为一组条件概率，即

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝Ｐ（ｙ＝ｂｊ｜ｘ＝ａｉ）＝Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
（４．８）

其中，

Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）≥０ 　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）＝１ 　ｉ＝１，２，…，

烅
烄

烆
ｒ

（４．９）

　　由于信道中存在随机性干扰，因此有可能使传输产生错误。这种信道干扰对传输的影
响可以用转移概率Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）来描述。于是，信道矩阵Ｐ实
际上是一个转移概率矩阵，也称为信道转移概率矩阵。即

Ｐ＝ ｛Ｐ（ｂｊ｜ａｉ）＝ｐｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ｝ （４．１０）
或

Ｐ＝

ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１ｓ
ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２ｓ
  

ｐｒ１ ｐｒ２ … ｐ

熿

燀

燄

燅ｒｓ

（４．１１）

并且满足ｐｉｊ≥０，∑
ｓ

ｊ＝１
ｐｉｊ ＝１，ｉ＝１，２，…，ｒ。

【例４．１】　二进制对称信道（ＢｉｎａｒｙＳｙｍｍｅｔｒｉｃａｌＣｈａｎｎｅｌ，ＢＳＣ）如图４ ４所示。

图４ ４　二进制对称信道

在图４ ４中，输入、输出随机变量Ｘ，Ｙ＝｛０，１｝。因为ｒ＝ｓ＝２，所以我们将此类信
道称为二进制对称信道。
由前面的讨论可知，二进制对称信道的转移概率为

Ｐ（ｂ１｜ａ１）＝Ｐ（０｜０）＝１－ｐ＝珚ｐ
Ｐ（ｂ２｜ａ２）＝Ｐ（１｜１）＝１－ｐ＝珚ｐ
Ｐ（ｂ１｜ａ２）＝Ｐ（０｜１）＝ｐ
Ｐ（ｂ２｜ａ１）＝Ｐ（１｜０）＝

烅

烄

烆 ｐ

（４．１２）

　　可以看出，珚ｐ表示单个符号无错误传输的概率，而ｐ表示单个符号在传输中发生错误
的概率。
如果用信道矩阵写出各转移概率，则有：

Ｐ＝
珚ｐ ｐ
ｐ 珚［ ］ｐ （４．１３）

　　此矩阵为一对称矩阵，因此这种信道被称为二进制对称信道。
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４．１．４　高斯白噪声加性波形信道

信道中的噪声是高斯白噪声。具有高斯分布的白噪声称为高斯白噪声。高斯噪声和白
噪声是从不同的角度来定义的。高斯噪声是指它的Ｎ 维概率密度函数服从高斯分布，并不
涉及其功率谱密度的形状；白噪声则是就其功率谱密度是均匀分布而言的，而不论它服从
什么样的概率分布。

一般情况下，把既服从高斯分布而功率谱密度又是均匀分布的噪声称为高斯白噪声。

电阻内的热噪声就是高斯白噪声的一个典型实例。因此，通信系统中的波形信道常假设为
高斯白噪声信道。

低频限带高斯白噪声有一个很重要的性质，即低频限带高斯白噪声｛ｎ′（ｔ）｝（均值为零，

功率谱密度为Ｎ０／２）是通过一个理想低通滤波器后所得到的。如果理想低通滤波器的带宽
为ＦＨｚ，那么它的传递函数的频率响应为

Ｋ（ω）＝
１　　－２πＦ≤ω≤２πＦ
０　　
烅
烄
烆 其他

（考虑双边谱密度）因此低频限带高斯白噪声的功率谱密度为

Ｐｎ′（ω）＝Ｐｎ（ω）Ｋ（ω）＝
Ｎ０
２ －２πＦ≤ε≤２πＦ

０
烅
烄

烆 其他

其自相关函数为

Ｒｎ′（τ）＝ １２π∫
∞

－∞
Ｐｎ′（ω）ｅｊωτｄω＝Ｎ０Ｆｓｉｎ

（２πＦτ）
２πＦτ

其中，Ｎ０Ｆ＝Ｐｎ′为噪声平均功率。因为其均值为零，所以｛ｎ′（ｔ）｝的平均功率为

Ｐｎ′ ＝Ｅ［ｎ′２］＝σ２ｎ′ ＝Ｒ（０）＝Ｎ０Ｆ
则

Ｒｎ′（τ）＝
Ｎ０Ｆ τ＝０

０ τ＝ ｎ２Ｆ
（ｎ＝±１，±２

烅
烄

烆
，…）

这表示，在时间间隔Δ＝１２Ｆ
的两个样本点之间的相关函数等于零，即

Ｒｎ′（Δ）＝Ｒｎ′
１
２（ ）Ｆ ＝０

所以各样本点之间不相关。也就是说，频率受限（频率限制在－Ｆ～Ｆ之间或限制在０～Ｆ
之间）的高斯白噪声｛ｎ′（ｔ）｝，其在有限Ｔ时间内取样后分解成Ｎ＝２ＦＴ个连续型随机变量

ｎ１、ｎ２、…、ｎＮ 时，这些随机变量相邻的时间间隔为Δ＝
１
２Ｆ
，所以它们的相关函数等于零，

它们之间是不相关的。又因为各随机变量是高斯概率密度分布，所以随机变量之间统计独

立。每个随机变量ｎｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）都是均值为零，方差为
Ｎ０ＦＴ
２ＦＴ ＝

Ｎ０
２
的高斯变量。
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４．２　信道容量的定义

４．２．１　信息传输率

在信息传输系统中，信道每传递一个符号所能够传递（载荷）的平均信息量称为信道的
信息传输率，记做Ｒ。
在图４ ５所示的系统中，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）即为在信道的输出端接收到符号集Ｙ

后，由每一个输出符号中获得的关于信源Ｘ的信息量。因此信道的信息传输率就是这样的
信息系统中的平均互信息，即

Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）　 比特／符号 （４．１４）

图４ ５　信息传输系统模型

　　有时我们关心的是信道在单位时间内能够传递多少信息量，或者是在传输一个符号的
时间内信道中平均传递的信息量。此时，若平均传输一个符号需要ｔ秒，而每一符号传送
的信息量为Ｉ（Ｘ；Ｙ），则信道每秒传输的信息量便为

Ｒｔ＝ １ｔＩ
（Ｘ；Ｙ）　 比特／秒 （４．１５）

通常将Ｒｔ称为信息传输速率。

４．２．２　信道容量

由第３章的讨论可知，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）不但与信道的转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）有关，而且
与信源的概率分布Ｐ（ｘ）有关。因此Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）只表示出了传输信源符号时信道所传送的
信息率。在研究一个通信系统时我们希望能够找到这样的量，它能够反映出给定信道所具
有的传输信息的能力，即该信道传输信息的最大能力。
在对互信息的讨论中，我们已经知道，对于

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ（Ｐ（ｘ），Ｐ（ｙ｜ｘ）） （４．１６）
当给定信道转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）之后，Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数。
因此，对于一个信道转移概率为Ｐ（ｙ｜ｘ）的给定信道，总存在着一种信源（其概率分布

为Ｐ（ｘ）），使传输每一个符号平均获得的信息量最大。这说明对于每一个给定的信道，都
具有一个最大的信息传输率，这个最大的信息传输率反映出了该信道传输信息的极限
能力。
定义这个最大的信息传输率为该信道的信道容量Ｃ，即

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
｛Ｉ（Ｘ；Ｙ）｝　 比特／符号 （４．１７）

　　如果平均传输一个符号需要ｔ秒钟，则给定信道在单位时间内平均传输的最大信息量
（即信息容量）为

Ｃｔ＝
１
ｔ ｍａｘＰ（ｘ）

｛Ｉ（Ｘ；Ｙ）｝　 比特／秒 （４．１８）
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　　由上述分析和定义可以看出，信道容量Ｃ与信源的概率分布Ｐ（ｘ）并无函数关系，它
只是信道转移概率的函数，只与信道的统计特性Ｐ（ｙ｜ｘ）有关。所以，Ｃ是描述信道传输信
息能力的一个参数。信道容量的计算可以通过找出适当的Ｐ（ｘ），使Ｉ（Ｘ；Ｙ；Ｐ（ｘ））为极
大值来完成。

【例４．２】　对于例４．１给出的二进制对称信道，设输入信源的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
ｗ １－［ ］ｗ

　　在这样的通信系统中，可以求出平均互信息为

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）　　　　　　　　　　　　　　　　

＝Ｈ（Ｙ）－∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）∑

Ｙ
Ｐ（ｙ｜ｘ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｙ｜ｘ）

＝Ｈ（Ｙ）－∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）ｐｌｏｇ１ｐ＋

（１－ｐ）ｌｏｇ １
１－［ ］ｐ

＝Ｈ（Ｙ）－ ｐｌｏｇ１ｐ＋
（１－ｐ）ｌｏｇ １

１－［ ］ｐ ＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ２（ｐ）

　　根据联合概率分布可求出输出符号Ｙ 的边缘概率为

Ｐ（ｙｊ）＝∑
Ｘ
Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙｊ｜ｘ）

即

Ｐ（ｙ＝０）＝ｗ（１－ｐ）＋（１－ｗ）ｐ
Ｐ（ｙ＝１）＝ｗｐ＋（１－ｗ）（１－ｐ）

因此

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝ （ｗ（１－ｐ）＋（１－ｗ）ｐ）ｌｏｇ １
ｗ（１－ｐ）＋（１－ｗ）ｐ　　　　

　＋（ｗｐ＋（１－ｗ）（１－ｐ））ｌｏｇ １
ｗｐ＋（１－ｗ）（１－ｐ）－

Ｈ２（ｐ）

＝Ｈ（ｗ（１－ｐ）＋（１－ｗ）ｐ）－Ｈ２（ｐ）

　　对于给定的信道，即固定参数ｐ时，互信息Ｈ（Ｘ；Ｙ）是ｗ的上凸函数，函数曲线如图

４ ６所示。

图４ ６　二进制对称信道的互信息

由图４ ６可以看出，对于给定的二进制对称信道，当信源Ｘ的概率分布不同时，在接
收端平均由每个符号获得的信息量不同。当输入符号集Ｘ是等概率分布，即

Ｐ（ｘ＝０）＝Ｐ（ｘ＝１）＝ １２
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时，信道输出端平均每个符号才能获得最大信息量，并且这个最大的互信息（即此信道的
信道容量）为

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
｛Ｉ（Ｘ；Ｙ）｝＝１－Ｈ２（ｐ）

　　对于一般的信道，其信道容量的计算就是对互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）求最大值的问题。由于一
般信道的信道容量的计算比较复杂，因此本课程主要针对几类特殊类型的信道，讨论其信
道容量的计算方法。

４．３　离散信道的信道容量

４．３．１　对称信道的信道容量

由前面的讨论我们知道，离散信道可以由其转移概率排成的信道矩阵加以描述。因
此，若信道矩阵具有不同的特性，那么信道将有不同的特点。
首先我们给出信道的可排列性：
若矩阵的每一行都由同一符号集｛ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ｝中诸元素的不同排列组成，并且每

一列也是由同一符号集｛ｑ′１，ｑ′２，…，ｑ′ｒ｝中诸元素的不同排列组成，则称这样的矩阵具有可
排列性。
对于离散无记忆信道，输入随机变量 Ｘ∈｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ｝，输出随机变量Ｙ∈

｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝，若其ｒ×ｓ的信道矩阵［Ｐ（ｙ｜ｘ）］具有可排列性，则将这类信道称为对称
信道。

【例４．３】　已知有两个信道，其信道矩阵分别为

［Ｐ１（ｙ｜ｘ）］＝

１
３

１
３

１
６

１
６

１
６

１
６

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３

，［Ｐ２（ｙ｜ｘ）］＝

１
２

１
３

１
６

１
６

１
２

１
３

１
３

１
６

熿

燀

燄

燅
１
２

　　由于这两个矩阵都具有可排列性，因此它们所表示的信道是对称信道。但是矩阵：

［Ｐ３（ｙ｜ｘ）］＝

１
３

１
３

１
６

１
６

１
６

１
３

１
６

熿

燀

燄

燅
１
３

，［Ｐ４（ｙ｜ｘ）］＝
０．６ ０．３ ０．１
０．３ ０．１ ０．［ ］６

不具有可排列性，所以它们所表示的信道不是对称信道。
若输入符号和输出符号个数相同，都等于ｒ，且信道转移矩阵为

Ｐ＝

珚ｐ ｐ
ｒ－１

… ｐ
ｒ－１

ｐ
ｒ－１

珚ｐ … ｐ
ｒ－１

  

ｐ
ｒ－１

ｐ
ｒ－１

… 珚

熿

燀

燄

燅ｐ

（４．１９）
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其中，ｐ＋珚ｐ＝１，则称此信道为强对称信道或均匀信道。这类信道总的错误概率为ｐ，对称
地分配给ｒ－１个输出符号，它是离散对称信道的一个特例，其信道矩阵中各列之和也等于

１。二元对称信道就是ｒ＝２的强对称信道。
下面我们讨论离散对称信道的信道容量。
设信道的转移概率矩阵［Ｐ（ｙ｜ｘ）］［ｘ］具有对称性，在考虑信道的输入Ｘ与输出Ｙ之间的

互信息时，设有一个对称信道，其输入Ｘ∈｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ｝，输出Ｙ∈｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝，ｒ
行、ｓ列的信道矩阵［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］具有对称性。
我们先分析一下此时条件熵的特点。

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｈ（Ｙ｜ｘｉ）（４．２０）

其中：

Ｈ（Ｙ｜ｘｉ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

　ｉ＝１，２，…，ｒ （４．２１）

是由［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］中第ｉ行元素构成的熵函数。
因为［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］中的每一行都由ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ 的不同排列所构成，所以若以ｉ为参

变量，则由对称性可知：

Ｈ（Ｙ｜ｘｉ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

　　　　　　

＝Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ）　ｉ＝１，２，…，ｒ
是与ｉ无关的常量。因此

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｈ（Ｙ｜ｘｉ）＝Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ） （４．２２）

条件熵Ｈ（Ｙ｜Ｘ）与信源Ｘ的分布Ｐ（ｘｉ）无关。
此时

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ）

　　根据信道容量的定义，应当有

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
［Ｈ（Ｙ）－Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ）］ （４．２３）

　　此时，当信源概率分布Ｐ（ｘ）改变时只有随机变量Ｙ 的熵Ｈ（Ｙ）随之改变，互信息
Ｉ（Ｘ；Ｙ）最大值的计算便转化为求Ｈ（Ｙ）的最大值问题。
因为Ｙ∈｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝，所以由最大熵定理有：

Ｈ（Ｙ）≤ｌｏｇｓ

当且仅当Ｐ（ｙｊ）＝
１
ｓ
时等式成立。

因此，应当找出使Ｐ（ｙｊ）＝
１
ｓ
时信源的概率分布。

由对称信道的特点可知，［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］的每一列都是由ｑ′１，ｑ′２，…，ｑ′ｒ 的不同排列构成
的，即有：

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝ 常量 　ｊ＝１，２，…，ｓ

　　若信源Ｘ为等概率分布，即
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Ｐ（ｘｉ）＝ １ｒ　ｉ＝１
，２，…，ｒ

则

Ｐ（ｙｊ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝∑

ｒ

ｉ＝１

１
ｒＰ
（ｙｊ｜ｘｉ）　　

＝ １ｒ∑
ｒ

ｉ＝０
ｑ′ｉ ＝ 常数 　ｊ＝１，２，…，ｓ

　　由概率分布律可知，此时Ｐ（ｙｊ）＝
１
ｓ
，ｊ＝１，２，…，ｓ，所以当信源Ｘ 为等概率分布

时，对称信道具有最大的信息传输率。因此，对称信道的信道容量为

Ｃ＝ｌｏｇｓ－Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ）　 比特／符号 （４．２４）

　　【例４．４】　设某信道为强对称信道，其转移概率矩阵为式（４．１９）。根据其信道矩阵的
特点，可知其信道容量为

Ｃ＝ｌｏｇｒ－Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ）

＝ｌｏｇｒ－Ｈ 珚ｐ， ｐ
ｒ－１

， ｐ
ｒ－１

，…， ｐ
ｒ－（ ）１

＝ｌｏｇｒ＋珚ｐｌｏｇ珚ｐ＋ ｐ
ｒ－１

ｌｏｇ ｐ
ｒ－１＋

ｐ
ｒ－１

ｌｏｇ ｐ
ｒ－１＋

…＋ ｐ
ｒ－１

ｌｏｇ ｐ
ｒ－１

＝ｌｏｇｒ＋珚ｐｌｏｇ珚ｐ＋（ｒ－１） ｐｒ－１
ｌｏｇ ｐ
ｒ－１

＝ｌｏｇｒ－ｐｌｏｇ（ｒ－１）＋珚ｐｌｏｇ珚ｐ＋ｐｌｏｇｐ
＝ｌｏｇｒ－ｐｌｏｇ（ｒ－１）－Ｈ（ｐ） （４．２５）

　　对于强对称信道，ｐ表示总的错误传输概率，而珚ｐ表示正确传输概率。显然，强对称
信道在其输入为等概率分布时达到其信道容量Ｃ。由式（４．２４）可知，对于ｒ＝２的二进制对
称信道，其信道容量为

Ｃ＝１－Ｈ（ｐ）＝１＋ｐｌｏｇｐ＋（１－ｐ）ｌｏｇ（１－ｐ）　 比特／符号

４．３．２　准对称信道的信道容量

设信道的输入、输出随机变量取值为：Ｘ∈｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ｝，Ｙ∈｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝，已

知ｒ×ｓ的信道概率转移矩阵Ｐ＝［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］不具有可排列性。
但是，如果［ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］的ｓ列可以划分为ｍ 个不相交的子集（ｍ＜ｓ），各子集分别有

ｓ１，ｓ２，…，ｓｍ 个元（其中ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ＝ｓ），由ｓｋ列组成的子矩阵Ｐｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）都
具有可排列性，则称

Ｐ＝ ［ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
所表示的信道是准对称信道。
由准对称信道的定义可以看出，具有可排列性的子矩阵Ｐｋ 是通过对Ｐ的划分而构

成的，因此Ｐ的每一行是具有可排列性的，即Ｐ中的每一行元素都是由同一符号集
｛ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ｝的不同排列而构成的。

【例４．５】　已知某信道的转移概率矩阵为
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Ｐ＝ ［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］＝

３
８

１
４ ０ １

８ ０ １
４

１
８ ０ ３

８
１
４

１
４ ０

０ １
４

１
４

３
８ ０ １

８
１
４ ０ １

８ ０ １
４

熿

燀

燄

燅
３
８

　　虽然Ｐ的每一行中的元素具有可排列性，但是列不满足其他列元素重排的要求。故矩
阵Ｐ不具有可排列性，此信道不是对称信道。
但是若将此矩阵的六列划分为两个不相交的子集，即

ｓ１：｛２，５｝

ｓ２：｛１，３，４，６｝
则由每一子集构成的子矩阵：

Ｐ１＝

１
４ ０

０ １
４

１
４ ０

０

熿

燀

燄

燅
１
４

，Ｐ２＝

３
８ ０ １

８
１
４

１
８

３
８

１
４ ０

０ １
４

３
８

１
８

１
４

１
８ ０

熿

燀

燄

燅
３
８

都具有可排列性。

因此虽然这个信道不是对称信道，但是满足准对称信道的要求，是一个准对称信道。

由于准对称信道的信道矩阵Ｐ具有行可排列性，因此可以写出：

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ） （４．２６）

　　准对称信道的信道容量应满足：

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
［Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）］　　

＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
Ｈ（Ｙ）－Ｈ（ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓ） （４．２７）

　　因为Ｐ中各列不满足可排列性，所以对于任意一种信源概率分布Ｐ（ｘ），都不可能使
信道输出Ｙ 呈现为等概率分布，ｍａｘ

Ｐ（ｘ）
Ｈ（Ｙ）对应的信源概率分布Ｐ（ｘ）需要进一步分析才能

得到。已知：

Ｈ（Ｙ）＝－∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｙｊ）

根据前面矩阵划分的关系，我们也将求和式划分为ｍ项，即

Ｈ（Ｙ）＝－∑
ｍ

ｋ＝１
∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｏｇＰｋ（ｙｊ） （４．２８）

其中，ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ＝ｓ。

对于式（４．２８）中的第ｋ项，集合ｓｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）内的符号ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｓｋ）发生
概率的平均值为

０８ 信息论与编码



Ｐｋ（ｙ）＝
∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）

ｓｋ
显然有

Ｐｋ（ｙ）
Ｐｋ（ｙｊ）＞

０

　　根据ｌｎｘ≤ｘ－１（ｘ＞０），有：

∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｎ

Ｐｋ（ｙ）
Ｐｋ（ｙｊ）

≤∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）

Ｐｋ（ｙ）
Ｐｋ（ｙｊ）

－［ ］１ 　　
＝∑

ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙ）－∑

ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）

＝ｓｋＰｋ（ｙ）－ｓｋＰｋ（ｙ）＝０
即

∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｎＰｋ（ｙ）－∑

ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｎＰｋ（ｙｊ）≤０

－∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｎＰｋ（ｙｊ）≤－∑

ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｎＰｋ（ｙ）

＝－ｓｋＰｋ（ｙ）ｌｎＰｋ（ｙ）

　　如果每一个子集的信道输出符号发生的概率相同，则－∑
ｓｋ

ｊ＝１
Ｐｋ（ｙｊ）ｌｏｇＰｋ（ｙｊ）可达到其

最大值－ｓｋＰｋ（ｙ）ｌｎＰｋ（ｙ）。
因为子矩阵Ｐｋ 是可排列的，即每一行元素均由｛ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｓｋ｝的不同排列构成，而

且每一列元素也是由同一集合｛ｑ′１，ｑ′２，…，ｑ′ｒ｝的不同排列构成的，所以当信源符号Ｘ为等
概率分布，即

Ｐ（ｘ１）＝Ｐ（ｘ２）＝ … ＝Ｐ（ｘｒ）＝ １ｒ
时，一定能将使子集合ｓｋ 中的输出符号ｙｊ 具有相同的概率分布，即式（４．２８）中的每一内
和式均达到其最大值。
于是我们得到了准对称信道的信道容量：

Ｃ＝ ［Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）］Ｐ（ｘ）＝１ｒ （４．２９）

即准对称信道的信道容量等于等概率输入的互信息。
【例４．６】　已知某信道的转移概率如表４ １所示，计算此信道的信道容量。

表４ １　Ｐ（ｙ｜ｘ）

　　Ｙ
Ｘ　　

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４

ｘ１
１
２ ０ １

６
１
３

ｘ２
１
６

１
３

１
２ ０

１８第４章　信道与信道容量



解：此信道的信道矩阵为

Ｐ＝ ［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］＝

１
２ ０ １

６
１
３

１
６

１
３

１
２

熿

燀

燄

燅
０

Ｐ不满足可排列性，故此信道不是对称信道。
但是若将矩阵的四个列分为两个不相交的子集：

ｓ１：｛１，３｝

ｓ２：｛２，４｝
则由每一子集构成的子矩阵：

Ｐ１＝

１
２

１
６

１
６

熿

燀

燄

燅
１
２

，　Ｐ２＝
０ １

３
１
３

熿

燀

燄

燅
０

都是可排列的。由此可知，此信道是准对称信道。
根据准对称信道的信号的信道容量计算关系，取输入随机变量Ｘ 为等概率分布，即

Ｐ（ｘ１）＝Ｐ（ｘ２）＝
１
２
，此时（ｘ，ｙ）的联合概率分布及Ｙ 的边缘概率分布如表４ ２所示。

表４ ２　Ｐ（ｘ，ｙ）

　　Ｙ

Ｘ　　
ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４

ｘ１ １
４ ０ １

１２
１
６

ｘ２ １
１２

１
６

１
４ ０

Ｐ（ｙｊ）
１
３

１
６

１
３

１
６

由Ｙ 的边缘概率分布可看出，在输入Ｘ 等概率分布时，虽然准对称信道的输出Ｙ 不
是等概率分布，但是对于每个子集ｓ１ 和ｓ２，子集中的符号是等概率的。由前面的分析可
知，每个子集符号的概率均相等，保证了准对称信道输出随机变量Ｙ 的熵Ｈ（Ｙ）达到其最
大量。此时为

Ｈ（Ｙ）＝Ｈ １
３
，１
６
，１
３
，（ ）１６ ＝ ２３ｌｏｇ３＋

２
６ｌｏｇ６＝

１
３＋ｌｏｇ３

又可求出

Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）∑

４

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝∑
４

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）

＝Ｈ １
２
，１
６
，（ ）１３ ×１

＝ ２３＋
１
２ｌｏｇ３

２８ 信息论与编码



因此，此准对称信道的信道容量为

Ｃ＝ ［Ｈ（Ｙ）＋Ｈ（Ｙ｜Ｘ）］Ｐ（Ｘ）＝１２　　　　

＝ １３＋ｌｏｇ３－
２
３－

１
２ｌｏｇ３

＝－１３＋
１
２ｌｏｇ３≈０．４５９　

比特／符号

４．３．３　可逆矩阵信道的信道容量

如果信道的输入和输出有相同的符号个数，即

Ｘ∈ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝

Ｙ ∈ ｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ｝

且信道的矩阵［Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）］＝Ｐ的逆矩阵Ｐ－１存在，则此信道称为可逆矩阵信道。

对于给定的信道，输入概率分布Ｐ（ｘｉ）改变时平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）也将随之改变。由
于Ｉ（Ｘ；Ｙ）是输入概率分布的上凸函数，因此一定存在一个极值点，使Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到其最
大值。根据信道容量的定义，这个极大值就是给定信道的信道容量。

对于可逆矩阵信道，可以在给定的条件下运用拉格朗日乘子法计算互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的
条件极值求出其信道容量。

设给定一个可逆矩阵信道，ｎ×ｎ的信道矩阵为

Ｐ＝ Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ［ ］）　　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ

为求出Ｉ（Ｘ；Ｙ）在∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１条件下的极值，构造一个辅助函数φ：

φ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ，Ｐ（ｘｋ））＋λ１－∑
ｎ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ（ ））

＝Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＋λ１－∑
ｎ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ（ ））

＝－∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｙｊ）

　＋∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｋ）＋λ１－∑

ｎ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ（ ））

因为Ｐ（ｙｊ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ），ｊ＝１，２，…，ｎ，所以Ｐ（ｙｊ）也是输入概率分布Ｐ（ｘｉ）

的函数，并且有偏微分：

Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

＝Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）


Ｐ（ｘｉ）

ｌｏｇＰ（ｙｊ）＝
１

ｌｎ２·Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

＝ Ｐ
（ｙｊ｜ｘｉ）

ｌｎ２·Ｐ（ｙｊ）
　ｉ＝１，２，…，ｎ

　　为了计算互信息的条件极值，将辅助函数对输入概率分布Ｐ（ｘｉ）求偏导，则有：
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φ
Ｐ（ｘｉ）

＝－∑
ｎ

ｊ＝１

Ｐ（ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

ｌｏｇＰ（ｙｊ）－∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ） 

Ｐ（ｘｉ）
ｌｏｇＰ（ｙｊ）

　＋∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）－λ

＝－∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ）－∑

ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ）

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
ｌｎ２·Ｐ（ｙｊ）

＋∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）－λ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

－ １ｌｎ２∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）－λ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

－ １ｌｎ２－λ　ｉ＝１
，２，…，ｎ

因为 ｌｎ２＝ｌｏｇ２２ｌｏｇ２ｅ
＝ １
ｌｏｇ２ｅ＝

１
ｌｏｇｅ

所以 φ
Ｐ（ｘｉ）

＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

－ｌｏｇｅ－λ

　　为了求出条件极值，令

φ
Ｐ（ｘｉ）

＝０

即

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ｌｏｇｅ＋λ　ｉ＝１，２，…，ｎ （４．３０）

　　显然，式（４．３０）为一个由ｎ个方程构成的方程组。求解此方程组可以得到Ｉ（Ｘ；Ｙ）的

条件极值点，即使Ｉ（Ｘ；Ｙ）在满足∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１的条件下达到其最大值的一组输入极值点

概率分布Ｐ（ｘ１），Ｐ（ｘ２），…，Ｐ（ｘｎ）。在这组极值点概率分布下，互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）即为给
定信道的信道容量。
下面我们计算在这组极值点输入概率分布下的互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）。
对于式（４．３０）表示的由ｎ个方程构成的方程组，将第ｉ个方程的两端同乘以极值点概

率分布Ｐ（ｘｉ），即

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ （ｌｏｇｅ＋λ）·Ｐ（ｘｉ）　ｉ＝１，２，…，ｎ （４．３１）

　　将个方程的左、右两端分别相加（相当于将式（４．３１）的左、右两端分别对ｉ＝１，２，…，ｎ
求和），即

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ （ｌｏｇｅ＋λ）∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）

＝ｌｏｇｅ＋λ （４．３２）

　　显然，式（４．３２）左端即为互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的表达式。由于此时的互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是在
使其达到最大值的极值点概率分布下得到的，即式（４．３２）的左端为

ｍａｘ
Ｐ（ｘｉ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ，ｐ）

因此，由信道容量的定义可知，所给信道的信道容量满足下面关系式：

Ｃ＝ｌｏｇｅ＋λ （４．３３）

４８ 信息论与编码



　　在这个信道容量关系式中，由于λ为待定常数，因此我们还不能由此得到信道容量的
值，需要利用给定信道的特性作进一步的分布和推导。
对于给定的信道，已知Ｘ、Ｙ 的离散集合有相同数目的元，信道转移概率构成的信道

矩阵为一个方阵。在下面的分析中，将信道矩阵简单记做：

Ｐ＝ Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ［ ］）＝ ［ｐｉｊ］

其中，Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）＝ｐｉｊ表示信道矩阵的第ｉ行、第ｊ列元素。
由于此信道是可逆矩阵信道，因此信道矩阵Ｐ的逆矩阵Ｐ－１存在。我们将该信道矩阵

的ｎ×ｎ逆矩阵表示为

Ｐ－１＝Ｒ＝ ［ｒｋｊ］　ｋ，ｊ＝１，２，…，ｎ

其中，ｒｋｊ为矩阵中的第ｋ行、第ｊ列元素。
已知Ｒ与Ｐ是互逆的，它们满足：

ｒ１１ ｒ１２ … ｒ１ｎ
ｒ２１ ｒ２２ … ｒ２ｎ
  

ｒｎ１ ｒｎ２ … ｒ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

·

ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１ｎ
ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２ｎ
  

ｐｎ１ ｐｎ２ … ｐ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

＝

１ ０ … ０
０ １ … ０
  

０ ０ …

熿

燀

燄

燅１

由此互逆关系可以看出，Ｒ的第ｋ行与Ｐ的第ｊ列对应元素的乘积并求和为

∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｋｉｐｉｊ ＝δｋｊ ＝

１　　ｋ＝ｊ
０　　ｋ≠｛ ｊ

依据概率分布律应有：

∑
ｎ

ｊ＝１
ｐｉｊ ＝１

因此 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｋｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ（ ）ｋｉ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐｉ（ ）ｊ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｋｉｐｉｊ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
δｋｊ ＝１

应用给定可逆矩阵信道的信道矩阵及其逆矩阵具有的这些关系，我们可做进一步分析。将
式（４．３０）的两端同乘以ｒｋｉ，即有：

ｒｋｉ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ （ｌｏｇｅ＋λ）ｒｋｉ　ｉ＝１，２，…，ｎ

上式左、右两端分别对ｉ＝１，２，…，ｎ求和：

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ （ｌｏｇｅ＋λ）·∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｋｉ ＝ｌｏｇｅ＋λ

根据式（４．３３）所给出的关系，可得到：

Ｃ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）－∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ） （４．３４）

　　在式（４．３４）中，只有第二项中的Ｐ（ｙｊ）是未知量。应用上述可逆矩阵信道的关系，该
式第二项为

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ）＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｋｉＰｉ（ ）ｊ ｌｏｇＰ（ｙｊ）　　　

＝∑
ｎ

ｊ＝１
δｋｊｌｏｇＰ（ｙｊ）＝ｌｏｇＰ（ｙｋ）
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则式（４．３４）为

ｌｏｇＰ（ｙｋ）＝－Ｃ＋∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）

此处我们取对数底为２，并对上式两端分别取以２为底的指数运算，便可得到输出Ｙ 的概
率分布，即

Ｐ（ｙｋ）＝２
－Ｃ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝２－Ｃ×２
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

（４．３５）
其中，ｋ＝１，２，…，ｎ。
式（４．３５）也是一个由ｎ个方程构成的方程组。若将这ｎ个方程的左、右两端分别对

ｋ＝１，２，…，ｎ求和：

∑
ｎ

ｋ＝１
Ｐ（ｙｋ）＝∑

ｎ

ｋ＝１
２－Ｃ×２

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

则得到：

１＝２－Ｃ×∑
ｎ

ｋ＝１
２
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

２Ｃ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
２
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

取以２为底的对数，得到：

Ｃ＝ｌｏｇ∑
ｎ

ｋ＝１
２
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

（４．３６）

此即为给定的可逆矩阵信道的信道容量，单位为比特／符号。
【例４．７】　计算图４ ７所示信道的信道容量。

图４ ７

解：由图４ ７中所示信道转移概率关系，可写出信道
的信道矩阵为

Ｐ＝
１ ０
ε １－［ ］ε

　　首先，我们判断此信道是否为可逆矩阵信道，因

｜Ｐ｜＝
１ ０
ε １－ε

＝１－ε

其伴随矩阵为

Ｐ ＝
１－ε ０
－ε［ ］１

于是得到信道矩阵Ｐ的逆阵为

Ｒ＝Ｐ－１＝ Ｐ
｜Ｐ｜＝

１ ０

－ ε
１－ε

１
１－

熿

燀

燄

燅ε
　　由于此信道矩阵存在，因此此信道是可逆矩阵信道。其信道容量可以由式（４．３６）给出
的计算关系得到：
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Ａ（ｋ＝１）＝∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
ｒ１ｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝ｒ１１ Ｐ（ｙ１｜ｘ１）ｌｏｇＰ（ｙ１｜ｘ１）＋Ｐ（ｙ２｜ｘ１）ｌｏｇＰ（ｙ２｜ｘ１［ ］）

　＋ｒ１２ Ｐ（ｙ１｜ｘ２）ｌｏｇＰ（ｙ１｜ｘ２）＋Ｐ（ｙ２｜ｘ２）ｌｏｇＰ（ｙ２｜ｘ２［ ］）

＝－１×Ｈ（１，０）－０×Ｈ（ε，１－ε）＝０

Ａ（ｋ＝２）＝∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
ｒ２ｉＰ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）

＝－ｒ２１·Ｈ（１，０）－ｒ２２Ｈ（ε，１－ε）

＝ ε
１－ε

·０＋ １
１－ε

［εｌｏｇε＋（１－ε）ｌｏｇ（１－ε）］

＝ｌｏｇε
ε
１－ε（１－ε［ ］）

因此

Ｃ＝ｌｏｇ∑
２

ｋ＝１
２
∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ（ ）

）

＝ｌｏｇ（２Ａ
（ｋ＝１）＋２Ａ

（ｋ＝２））

＝ｌｏｇ（２０＋２ｌｏｇ ε
ε
１－ε（１－ε（ ）） ）

＝ｌｏｇ（１＋（１－ε）ε
ε
１－ε）

此即所给可逆矩阵信道的信道容量。

对于可逆矩阵信道，在使用式（４．３６）求出其信道容量Ｃ之后，由式（４．３５）可以求出输
出符号Ｙ 的概率分布，即

Ｐ（ｙｋ）＝２－Ｃ×２
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｋｉＰ

（ｙｊ｜ｘｉ
）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ

）

　ｋ＝１，２，…，ｎ

再利用Ｐ（ｙｊ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），ｊ＝１，２，…，ｎ的关系，可以求出在此时的信道容量Ｃ，

即互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）为最大值时所对应的输入随机变量Ｘ的概率分布Ｐ（ｘｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ。

如果求出的输入概率分布Ｐ（ｘｉ）满足概率分布率要求，即

０≤Ｐ（ｘｉ）≤１　 ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１（ ）的条件在辅助函数的构造中已经考虑

则表明上述计算是合理的，得出的信道容量Ｃ有效。
但是，在可逆信道的信道容量计算中，辅助函数φ的构造并未对０≤Ｐ（ｘｉ）≤１，ｉ＝１，

２，…，ｎ加以限制，计算信道容量Ｃ后得出的输入概率分布中可能会有某些输入符号的概

率小于零。这表明在∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１的条件下，Ｉ（Ｘ；Ｙ）极大值所对应的输入概率分布不满

足概率分布律的要求，所得到的Ｃ并不是给定信道的信道容量，采用这种信道容量的计算
方法失效。
上面我们对几种特殊的信道讨论了其信道容量的计算方法。对于更一般的情况，信道

矩阵不一定是可逆的，信道的输入与输出符号的数目也并不一定相同。因此这些信道容量
的计算方法所适用的范围有明显的限制。
对于一般的信道，信道容量的计算是非常复杂的。这种计算的复杂性由信道容量的
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定义：

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘｉ

）
Ｉ（Ｘ；Ｙ，Ｐ（ｘｉ））

即可看出。
这种最大值从互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）与输入概率分布的上凸关系来看一定存在，但对于一个

任意的信道，在Ｉ（Ｘ；Ｙ）与Ｐ（ｘ１），Ｐ（ｘ２），…，Ｐ（ｘｎ）所构成的多元关系中，根据给定信
道的特点求出这个最大的互信息显然是困难的，几乎不易得出正确的答案。

４．４　离散无记忆信道容量的迭代算法

对于一般的离散无记忆信道而言，信道容量的计算比较复杂，可以用迭代算法实现。
设离散无记忆信道的输入符号集和相应分布为

Ｘ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ｝　｛Ｐ（ｘｉ），ｉ＝１，２，…，ｒ｝

　　输出符号集和相应分布为

Ｙ ＝ ｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｓ｝　｛Ｐ（ｙｊ），ｊ＝１，２，…，ｓ｝

　　信道转移概率矩阵为

Ｐ＝ Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ），ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，｛ ｝ｓ
　　信道示意图如图４ ８所示。

图４ ８　信道模型

信道容量：

Ｃ＝ ｍａｘ
［Ｘ，Ｐ］
Ｉ（Ｘ；Ｙ）

其中：

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

（４．３７）

Ｐ（ｙｊ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）·Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ） （４．３８）

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

Ｐ（ｙｊ）
＝

Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

∑
ｒ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ）·Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）

（４．３９）

图４ ９　反向信道

其中，Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）称为反条件
概率，由［Ｘ，Ｐ］和信道转移概率矩阵确定，可以设想为原信
道的反向信道，如图４ ９所示。
该反向信道的转移概率矩阵为

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
且满足：

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）≥０　ｊ＝１，２，…，ｓ；ｊ＝１，２，…，ｒ
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∑
ｒ

ｉ＝１
Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）＝１　ｊ＝１，２，…，ｓ

　　引入反向信道的概念后，平均互信息量Ｉ（Ｘ；Ｙ）可以看做是输入概率分布Ｐ（ｘ）和反
向信道转移概率Ｐ（ｘ｜ｙ）的函数，可记为：Ｆ｛Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝。
当Ｐ（ｙ）给定时，Ｆ｛Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝达到最大的分布Ｐ（ｘ｜ｙ）由下述定理确定。
定理４．１　对任意Ｐ（ｘ｜ｙ），有

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≥Ｆ｛Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝ （４．４０）
当且仅当

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

Ｐ（ｙｊ）
　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

时等式成立。
证明：令

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）

Ｐ（ｙｊ）
Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

则

∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）ｌｏｇＰ（ｘｉ｜ｙｊ）≤∑

ｉ
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）ｌｏｇＱ（ｘｉ｜ｙｊ）　ｊ＝１，２，…，ｓ

当且仅当

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
时等式成立，而

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｙｊ）Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）ｌｏｇ

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

因此有

Ｆ｛Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝－Ｉ（Ｘ；Ｙ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

＝∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ）∑

ｉ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

－∑
ｉ
Ｑ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ｛ ｝） ≤０

证毕。
上述定理说明：在给定输入分布Ｐ（ｘ）的条件下，可求得使Ｆ｛Ｐ（ｙ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝达到最

大值的反向转移概率分布Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ），即

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝ ｍａｘ
Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｆ Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ｛ ｝）＝Ｆ Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ｛ ｝）

最佳分布为

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝Ｑ（ｘｉ｜ｙｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
因此

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）

ｍａｘ
Ｐ（ｘ｜ｙ）
Ｆ Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ［ ］｛ ｝） （４．４１）

　　固定转移概率Ｐ（ｘ｜ｙ）时，Ｆ｛Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ）｝可以对输入分布Ｐ（ｘ）求最大值。一般而
言，信道容量Ｃ是在

Ｐ（ｘｉ）≥０　ｉ＝１，２，…，ｒ

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１

条件下求Ｉ（Ｘ；Ｙ）的最大值，故可用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法。
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定义函数：

ｆ（Ｐ（ｘ））＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）－λ∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）

显然，ｆ（Ｐ（ｘ））和Ｉ（Ｘ；Ｙ）具有相同的极大值。


Ｐ（ｘｉ）ｆ

（Ｐ（ｘ））＝ 
Ｐ（ｘｉ）

Ｉ（Ｘ；Ｙ）－λ

＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ｜ｘｉ）

　－∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１


Ｐ（ｘｉ）

Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）－λ

又因为


Ｐ（ｘｉ）

ｌｏｇＰ（ｙｊ）＝


Ｐ（ｘｉ）
ｌｎＰ（ｙｊ｛ ｝）ｌｏｇｅ

＝ 
Ｐ（ｘｉ）

ｌｎ∑
ｒ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ｛ ｝）ｌｏｇｅ

＝Ｐ
（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

ｌｏｇｅ

所以

∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１


Ｐ（ｘｉ）

Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）　　　　　　　　　　　　　　　　　　

＝∑
ｓ

ｊ＝１


Ｐ（ｘｉ）

Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）＋∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ


Ｐ（ｘｉ）

Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）

＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）＋∑

ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ


Ｐ（ｘｉ）

Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）

＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）＋∑

ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ） 

Ｐ（ｘｉ）
ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）

　＋∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ） 

Ｐ（ｘｉ）
ｌｏｇＰ（ｙｊ［ ］）

原式 ＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

－∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

ｌｏｇｅ－λ

其中，ｉ＝１，２，…，ｒ。考虑∑
ｒ

ｋ＝１
Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）＝Ｐ（ｙｊ），令偏导数等于０得：

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ｌｏｇｅ＋λ　ｉ＝１，２，…，ｒ （４．４２）

设该方程组有一组解：Ｐ（ｘ１），Ｐ（ｘ２），…，Ｐ（ｘｒ），满足∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１，求得极值为

Ｃ＝λ＋ｌｏｇｅ （４．４３）

　　定理４．２　当且仅当Ｐ（Ｘ）满足


Ｐ（ｘｉ）

ｇ（Ｐ（ｘ））＝λ　　ｉ＝１，２，…，ｒ （４．４４）

时，ｇ（Ｐ（ｘ））＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到最大值（信道容量）。
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证明：


Ｐ（ｘｉ）ｇ

（Ｐ（ｘ））＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

－ｌｏｇｅ　ｉ＝１，２，…，ｒ （４．４５）

先证充分性。
由于


Ｐ（ｘｉ）ｇ

（Ｐ（ｘ））＝λ　　ｉ＝１，２，…，ｒ

即 ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ

（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ｌｏｇｅ＋λ　ｉ＝１，２，…，ｒ

　　满足式（４．４２），故Ｐ（ｘ）为极值点Ｐ（ｘ），得证。
再证必要性。
由于Ｐ（ｘ）为极值点，因此它为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法求偏导数的方程组中的一个解，式

（４．４２）成立，从而有

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）
Ｐ（ｙｊ）

＝ｌｏｇｅ＋λ　　ｉ＝１，２，…，ｒ

从而式（４．４４）成立。
同理可证，据式（４．３７），形式上固定Ｐ（ｘ｜ｙ），分布Ｐ（ｘ）使Ｆ（Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ））达到最

大值的充要条件为


Ｐ（ｘｉ）

Ｆ（Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ））＝λ　ｉ＝１，２，…，ｒ

而

λ＝ 
Ｐ（ｘｉ）

Ｆ（Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ））

＝ 
Ｐ（ｘｉ）∑ｊ ∑ｋ Ｐ（ｘｋ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｋ）ｌｏｇＰ（ｘｋ｜ｙｊ）－ｌｏｇＰ（ｘｋ［ ］｛ ｝）

＝∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｘｉ｜ｙｊ）－∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）［ｌｏｇＰ（ｘｉ）＋ｌｏｇｅ］

＝∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｏｇＰ（ｘｉ｜ｙｊ）－ｌｏｇＰ（ｘｉ）－ｌｏｇｅ

　　不妨取ｌｏｇ的底为ｅ，则

ｌｎＰ（ｘｉ）＝∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｘｉ｜ｙｊ）－λ－１

Ｐ（ｘｉ）＝ｅ－
（λ＋１）×ｅ∑ｊ

Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｘｉ｜ｙｊ
） （４．４６）

由于约束条件：

∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）＝１

因此

Ｐ（ｘｉ）＝
ｅｘｐ∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）

∑
ｉ
ｅｘｐ∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）

（４．４７）

这样，通过交替地固定 Ｐ（ｘ）和 Ｐ（ｘ｜ｙ），利用式（４．３９）和式（４．４７）就可以求得使

Ｆ（Ｐ（ｘ），Ｐ（ｘ｜ｙ））为最大的分布，从而有以下的迭代算法。
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设初始分布为Ｐ（０）（ｘ），一般可取等概率分布，即

Ｐ（０）（ｘｉ）＝ １ｒ　ｉ＝１
，２，…，ｒ （４．４８）

令ｋ＝０，１，２，…为迭代序号，则迭代公式为

Ｐ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ

（ｋ）（ｘｌ）
　ｊ＝１，２，…，ｓ；ｉ＝１，２，…，ｒ （４．４９）

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）＝
ｅｘｐ∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）

∑
ｉ
ｅｘｐ∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）　ｉ＝１

，２，…，ｒ （４．５０）

Ｃ（ｋ＋１）＝Ｆ（Ｐ（ｋ＋１）（ｘ），Ｐ（ｋ）（ｘ｜ｙ）） （４．５１）

　　迭代步骤如下：
（１）取初始分布Ｐ（０）（ｘ）。
（２）根据式（４．４９）计算Ｐ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）。
（３）根据式（４．５０）计算Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）（ｉ＝１，２，…，ｒ）。
（４）根据式（４．５１）计算Ｃ（ｋ＋１）。
（５）若｜Ｃ（ｋ＋１）－Ｃ（ｋ）｜＜δ，则转向步骤（７）。
（６）令ｋ＝ｋ＋１，转向步骤（２）。
（７）输出Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）和Ｃ

（ｋ＋１）。
该迭代算法的收敛性由下述定理给出。
定理４．３　对上述迭代算法有

ｌｉｍ
ｋ→∞
｜Ｃ－Ｃ（ｋ）｜＝０ （４．５２）

等价表示：

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｃ（ｋ）＝Ｃ （４．５３）

　　证明：不妨令

ｓ（ｋ＋１）ｉ ＝∑
ｉ
ｅｘｐ∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ｛ ｝）　ｋ＝０，１，… （４．５４）

则

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）＝
ｓ（ｋ＋１）ｉ

∑
ｌ
ｓ（ｋ＋１）ｌ

而

Ｃ（ｋ＋１）＝Ｆ Ｐ（ｋ＋１）（ｘ），Ｐ（ｋ）（ｘ｜ｙ（ ））

＝∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）

＝∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）
ｓ（ｋ＋１）ｉ

∑
ｌ
ｓ（ｋ＋１）ｌ

＝∑
ｉ
Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）－ｌｎｓ

（ｋ＋１）
ｉ ＋ｌｎ∑

ｌ
ｓ（ｋ＋１）（ ）［ ］｛ ｝ｌ

据式（４．５４）有
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Ｃ（ｋ＋１）＝ｌｎ∑
ｌ
ｓ（ｋ＋１）（ ）ｌ

　　设Ｐ（ｘ）是达到信道容量的最佳分布，即

Ｃ＝∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｘｉ）

其中：

Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）＝
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ（ｘｌ）

　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ

∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　

＝∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

ｓ（ｋ＋１）ｉ

∑
ｌ
ｓ（ｋ＋１）ｌ

× １
Ｐ（ｋ）（ｘｉ［ ］）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ １

Ｐ（ｋ）（ｘｉ）
＋∑

ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎｓ

（ｋ＋１）
ｉ

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ［ ］）Ｐ（ｘｉ）ｌｎ １

Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

　＋∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）∑

ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）ｌｎＰ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ［ ］）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ）（ｘｉ｜ｙｊ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

１
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

×
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ（ｋ）（ｘｌ［ ］）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

１
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

×
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ

（ｋ）（ｘｌ［ ］烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋Ｃ＋∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ｛ ）

　·ｌｎ
Ｐ（ｘｉ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

× １
Ｐ（ｘｉ｜ｙｊ）

×
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ

（ｋ）（ｘｌ［ ］烍烌
烎）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋Ｃ＋∑
ｊ
∑
ｉ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｉ）Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ（ｘｌ）

∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ（ｋ）（ｘｌ

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎）

（４．５５）
令

ｈ（ｋ）ｊ ＝∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ

（ｋ）（ｘｌ）　ｊ＝１，２，…，ｓ （４．５６）

ｈｊ ＝∑
ｌ
Ｐ（ｙｊ｜ｘｌ）Ｐ（ｘｌ）　ｊ＝１，２，…，ｓ （４．５７）

则式（４．５５）可写成
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∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

＝－Ｃ（ｋ＋１）＋Ｃ＋∑
ｊ
ｈ
ｊｌｎ
ｈｊ
ｈ（ｋ）
ｊ

（４．５８）

　　由式（４．５６）和式（４．５７）可知：ｈ和ｈ（ｋ）分别是对应最佳输入分布和ｋ步迭代时输入分
布值的输出符号分布函数，故有

∑
ｊ
ｈ
ｊｌｎ
ｈｊ
ｈ（ｋ）
ｊ
≥０

从而

Ｃ－Ｃ（ｋ＋１）≤∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

　ｋ＝０，１，２，…

　　又因为

Ｃ≥Ｃ
（ｋ＋１）　ｋ＝０，１，２，…

所以

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
｜Ｃ－Ｃ（ｋ＋１）｜≤∑

Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｋ＋１）（ｘｉ）
Ｐ（ｋ）（ｘｉ）

＝∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（Ｎ）（ｘｉ）
Ｐ（０）（ｘｉ）

≤∑
ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｘｉ）
Ｐ（０）（ｘｉ）

＜ ∞

　　不等式右侧与Ｎ 无关，所以级数｜Ｃ－Ｃ（ｋ）｜
∞

ｋ＝１是收敛级数，即

ｌｉｍ
ｋ→∞
｜Ｃ－Ｃ（ｋ）｜＝０

证毕。

该定理表明，迭代算法一定能得到任意接近信道容量的解，接近的程度取决于第５步
中的值δ；算法的收敛速度与初始分布的选择有关，初始分布越接近最佳分布，收敛速度越
快。当初始分布选为等概率分布时，有

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
｜Ｃ－Ｃ（ｋ＋１）｜≤∑

ｉ
Ｐ（ｘｉ）ｌｎ

Ｐ（ｘｉ）
Ｐ（０）（ｘｉ）

＝ｌｎｒ－Ｈｅ（Ｐ（ｘ））

ｍｉｎ
ｋ
｜Ｃ－Ｃ（ｋ）｜≤

ｌｎｒ－Ｈｅ（Ｐ（ｘ））
Ｎ

上式表明，在ｋ足够大后，Ｃ（ｋ）以１／Ｎ 的速度逼近信道容量Ｃ。

４．５　连续信道的信道容量

和离散信道一样，对固定的连续信道有一个最大的信息传输速率，称之为信道容量，

它也是信道可靠传输的最大信息传输速率。一般连续信道的信道容量为

Ｃ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝ｍａｘ

ｐ（ｘ）
［ｈ（Ｙ）－ｈ（Ｙ｜Ｘ）］　 比特／Ｎ 个自由度 （４．５９）

其中，ｐ（ｘ）为输入矢量Ｘ的概率密度函数。

一般波形信道的信道容量为
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Ｃｔ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
ＴＩ
（Ｘ；Ｙ［ ］）　　　　　　　　　　　　　

＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔｈ
（Ｙ）－ｈ（Ｙ｜Ｘ［ ］｛ ｝） 　 比特／秒 （４．６０）

其中，ｐ（ｘ）为输入矢量Ｘ的概率密度函数。
若研究的是加性信道，则已知在加性信道中的信道传输概率密度函数就是噪声的概率

密度函数。条件熵ｈ（Ｙ｜Ｘ）（即噪声熵）就是噪声源的熵ｈ（ｎ）。因此，一般多维加性连续信
道的信道容量为

Ｃ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）
［Ｈ（Ｙ）－ｈ（ｎ）］　 比特／Ｎ 个自由度 （４．６１）

　　又由式（４．６０）得一般加性波形信道的信道容量为

Ｃ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ ｈ

（Ｙ）－ｈ（ｎ［ ］｛ ｝）
＝ｌｉｍ

Ｔ→∞

１
Ｔ ｍａｘ

ｐ（ｘ）
ｈ（Ｙ）－ｈ（ｎ［ ］｛ ｝） 　 比特／秒 （４．６２）

　　式（４．６１）和式（４．６２）中ｈ（ｎ）与输入矢量Ｘ的概率密度函数ｐ（ｘ）无关（因输入矢量Ｘ
与噪声矢量ｎ统计独立）。所以，求加性信道的信道容量就是求某种发送信号的概率密度
函数使接收信号的熵ｈ（Ｙ）最大。
由于在不同限制条件下，连续随机变量有不同的最大连续差熵值，因此，由式（４．６１）

和式（４．６２）可知，加性信道的信道容量Ｃ取决于噪声的统计特性和输入随机矢量Ｘ 所受
的限制条件。一般实际信道中，无论输入信号还是噪声，它们的平均功率或能量总是有限
的。所以本节只讨论在平均功率受限的条件下，各种连续信道和波形信道的信道容量。

４．５．１　单符号高斯加性信道

单符号高斯加性信道是指信道的输入和输出都是取值连续的一维随机变量，而加入信
道的噪声是加性高斯噪声。
设信道叠加的噪声ｎ是均值为０，方差为σ２的一维高斯噪声，求得噪声信源的熵为

ｈ（ｎ）＝ｌｏｇ ２πｅσ槡 ２ （４．６３）

　　高斯加性信道的信道容量为

Ｃ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）
［ｈ（Ｙ）－ｌｏｇ ２πｅσ槡 ２］ （４．６４）

　　式（４．６４）中，只有ｈ（Ｙ）与输入信号的概率密度函数ｐ（ｘ）有关。当信道输出信号Ｙ 的
平均功率限制在Ｐ０ 以下时，由前已知，Ｙ 是均值为零的高斯变量，其熵ｈ（Ｙ）为最大，而输
出信号Ｙ 是输入信号Ｘ 和噪声的线性叠加。又已知噪声是均值为０、方差为σ２ 的高斯变
量，并与输入信号Ｘ彼此统计独立。那么，要使Ｙ 是均值为０、方差为Ｐ０的高斯变量必须
要求输入信号也是均值为０、方差为Ｐｓ＝Ｐ０－σ２ 的高斯变量（因为由概率理论知，统计独
立的正态分布的随机变量之和仍是正态分布的变量，并且和变量的方差等于各变量的方差
之和）。因此可得，平均功率受限于高斯信道的信道容量（每个自由度）：

Ｃ＝ｌｏｇ ２πｅＰ槡 ０ －ｌｏｇ ２πｅσ槡 ２ ＝ １２ｌｏｇ
Ｐ０
σ２

＝ １２ｌｏｇ１＋
Ｐｓ
σ（ ）２ ＝ １２ｌｏｇ１＋ＰｓＰ（ ）

ｎ

（４．６５）
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其中，Ｐｓ是输入信号Ｘ的平均功率；Ｐｎ＝σ２ 是高斯噪声的平均功率。只有当信道的输入
信号是均值为０、平均功率为Ｐｓ 高斯分布的随机变量时，信息传输率才能达到这个最
大值。

式（４．６５）中，Ｐｓ／Ｐｎ为信道的信噪功率比。可见，单符号高斯加性信道的信道容量Ｃ
只取决于信道的信噪功率比。

４．５．２　高斯白噪声加性信道的信道容量

高斯白噪声加性波形信道是经常假设的一种波形信道。此信道的输入和输出信号是随
机过程｛ｘ（ｔ）｝和｛ｙ（ｔ）｝，而加入信道的噪声是加性高斯白噪声｛ｎ（ｔ）｝（其均值为０，功率谱
密度为Ｎ０／２），所以输出信号满足：

｛ｙ（ｔ）｝＝ ｛ｘ（ｔ）｝＋｛ｎ（ｔ）｝
此信道又称为可加波形信道。
一段信道的频带宽度总是有限的，设其频带为Ｗ（即｜ｆ｜≤Ｗ），这样信道的输入、输出

信号和噪声都是频带受限的随机过程。根据取样定理，可把一个时间连续的信道变换成时
间离散的随机序列信道来处理。由于是加性信道，因此随机序列信道也满足：

Ｙ＝Ｘ＋ｎ
　　因为信道的频带是受限的，所以加入信道的噪声成为限带的高斯白噪声。而由前已
知，低频限带高斯白噪声的各样本值彼此统计独立，所以限频的高斯白噪声过程可分解成

Ｎ 维统计独立的随机序列（其中，每个分量ｎｉ的均值为０，方差σ２ｎ＝Ｐｎ＝
Ｎ０ＷＴ
２ＷＴ ＝

Ｎ０
２
），则

Ｎ 维的联合概率密度为

ｐ（ｎ）＝ｐ（ｎ１ｎ２…ｎＮ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
ｎｉ＝∏

Ｎ

ｉ＝１

１
２πσ２

ｅ－ｎ
２
ｉ
／２σ２

　　对于加性信道来说，若上式成立，则有

ｐ（ｙ｜ｘ）＝ｐ（ｎ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｎｉ）＝∏

Ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｙｉ｜ｘｉ）

所以信道是无记忆的。那么，随机序列信道就可等效成Ｎ 个独立的并联信道。其中每个独
立信道的信道容量由式（４．６５）给出，结合无记忆多维连续信道互信息关系，有

Ｉ（Ｘ；Ｙ）≤∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｉ（Ｘｉ；Ｙｉ）

≤ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ１＋

Ｐｓｉ
Ｐｎ

（ ）
ｉ

（４．６６）

而信道容量：

Ｃ＝ｍａｘ
ｐ（ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）

＝ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ１＋

Ｐｓｉ
Ｐｎ

（ ）
ｉ

　 比特／Ｎ 个自由度 （４．６７）

　　现在，高斯白噪声的每个样本值的方差σ２ｎ＝Ｐｎ＝Ｎ０／２。信号的平均功率受限为Ｐｓ，Ｔ

时间内总平均功率为ＰｓＴ，每个信号样本值的平均功率为
ＰｓＴ
２ＷＴ＝

Ｐｓ
２Ｗ
。所以，在［０，Ｔ］时
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刻内，信道的信道容量为

Ｃ＝ Ｎ２ｌｏｇ
１＋

Ｐｓ
２Ｗ
Ｎ０

烄

烆

烌

烎２

＝ Ｎ２ｌｏｇ１＋
Ｐｓ
Ｎ０（ ）Ｗ ＝ＷＴｌｏｇ１＋

Ｐｓ
Ｎ０（ ）Ｗ （４．６８）

　　高斯白噪声加性信道单位时间内的信道容量为

Ｃｔ＝ｌｉｍ
Ｔ→∞

Ｃ
Ｔ ＝Ｗｌｏｇ１＋

Ｐｓ
Ｎ０（ ）Ｗ 　 比特／秒 （４．６９）

其中，Ｐｓ是信号的平均功率；Ｎ０Ｗ 为高斯白噪声在带宽Ｗ 内的平均功率（功率谱密度为

Ｎ０）。可见，信道容量与信噪功率比和带宽有关。这就是著名的Ｓｈａｎｎｏｎ公式

欄欄欄欄欄欄欄欄欄欄

欄欄欄欄欄欄欄欄欄
欄

氌
氌氌

氌

。

习　题　４

４．１　设二进制对称信道的信道矩阵为［Ｐ（ｙ｜ｘ）］＝

２
３

１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
２
３

，求出其信道容量和达到

信道容量时的输入概率分布。

４．２　某信道矩阵为［Ｐ（ｙ｜ｘ）］＝

２
３ ０ １

６
１
６

１
６

１
６

２
３

熿

燀

燄

燅０
，此信道有何特点？试计算此信道

的信道容量。

４．３　求出下列两信道的信道容量，已知ｐ＋珚ｐ＝１。
珚ｐ－ε ｐ－ε ２ε
ｐ－ε 珚ｐ－ε ２［ ］ε 　　

珚ｐ－ε ｐ－ε ２ε ０

ｐ－ε 珚ｐ－ε ０ ２［ ］ε
　　４．４　图４ １０为一个二进制对称信道，设该信道以１５００个二进制符号／秒的速率传输
输入信号。现有一相互独立的消息序列，共有１４００个二进制符号，设在该消息中Ｐ（０）＝
Ｐ（１）＝１／２。问从信息传输的角度考虑，１０秒钟内能否将该消息序列无失真地传完。

图４ １０　题４．４图

４．５　设有输入为Ｘ，输出为Ｙ＝［Ｙ１Ｙ２］的高斯信道，其中Ｙ１＝Ｘ＋Ｚ１，Ｙ２＝Ｘ＋Ｚ２，

Ｘ的最大功率为Ｐ，（Ｚ１Ｚ２）～Ｎ２（０，Ｋ），其中Ｋ＝
σ２ ρσ

２

ρσ
２ σ

烄
烆

烌
烎２
，试求：

（１）Ｉ（Ｘ；Ｙ１Ｙ２）＝Ｉ（Ｘ；Ｙ１）＋Ｉ（Ｘ；Ｙ２）－Ｉ（Ｙ１；Ｙ２）＋Ｉ（Ｙ１；Ｙ２｜Ｘ）；
（２）Ｐ＝１时的信道容量。
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第５章　有噪信道编码

在无噪无损信道上，只要对信源的输出进行恰当的编码，总能以最大的信息传输率Ｃ
（信道容量）无差错地传输信息。但一般信道中总存在噪声或干扰，信息通过传输后会造成
损失，那么在有噪信道中怎样才能使信息通过传输后发生的错误最少？在有噪信道中可达
的最高信息传输速率是多少？这就是本章研究的内容，即研究通信的可靠性问题，其核心
就是Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理，也称为有噪信道编码定理。

５．１　最简单的编码方法

本节从最简单的编码方法入手，了解噪声通信中传输的基本原理和方法。由于噪声的
存在，当发送方发送信息比特０时，接收方收到的不一定是０。一个最简单的想法是，当发
送比特ｍｉ时，重复发送ｎ遍，接收方根据接收序列中０和１的个数多少来判定发送方发送
的比特，这种编码方式称做重复码。

【例５．１】　 重复码是信息长度ｋ＝１的（ｎ，１）码，其中，ｎ是重复发送的长度，称为码
长。经过编码后，码字集合中只有两个长度为ｎ的码字（０００…０）和（１１１…１）。设它们通过
二进制对称信道传输，信道的转移概率为Ｐ＝１０－１，码长ｎ可能取不同的值，进一步简化
情况，只考虑ｎ＝３、５、７、…，下面分别讨论。

（１）ｎ＝３，（３，１）重复码，两个码字是（０００）和（１１１），可能接收到的向量为｛０００，００１，

０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝。当发送０００时：
没有出现错误，接收到０００，判定为０；
出现１比特错误，即可能接收到００１、０１０、１００时，仍可以判定为０，可以纠正１比特

错误；
出现２比特错误，即接收到１１０、１０１、０１１时，判定为１，此时就判错了；
出现３比特错误，即接收到１１１时，只能判定为１，此时也判错了；
也就是说，它只能纠正１比特的错误，如果出现２比特的错误，如０００变成了１１０，那

么就译错了。此时译码错误概率为

Ｐｅ＝１－Ｐ（０）－Ｐ（１）＝１－（１－ｐ）３－３ｐ（１－ｐ）２＝２．８×１０－２

　　（２）ｎ＝５，（５，１）重复码，两个码字是（０００００）和（１１１１１），可以纠正２个错，译码错误
概率为

Ｐ＝Ｃ３５ｐ３（１－ｐ）２＋Ｃ４５ｐ４（１－ｐ）＋ｐ５＝８．１×１０－３

　　（３）ｎ＝７，（７，１）重复码，两个码字是（０００００００）和（１１１１１１１），可以纠正３个错，译码
错误概率为

Ｐ＝Ｃ４７ｐ４（１－ｐ）３＋Ｃ５７ｐ５（１－ｐ）２＋Ｃ６７ｐ６（１－ｐ）＋ｐ７＝２．６×１０－３
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　　对于信源［Ｘ，Ｐ］，每个符号的平均信息量为Ｈ（Ｘ），则每个码符号的平均信息量为

Ｈ′＝Ｈ
（Ｘ）
ｎ

（５．１）

其单位为信息单位／码符号。例如，当信息单位为比特时，每个码符号的平均信息量的单位
为比特／码符号。由例５．１可知，每个信源符号所需要的码元越多，传输效率越低。我们把
编码后的信息传输率定义为

Ｒ＝ｌｏｇＭｎ 　 比特／码符号 （５．２）

其中，Ｍ 为使用的码字的个数，信源符号的个数不会超过Ｍ。由于在信源输出和信道之间
增加了信道编码器，导致信源符号和信道输入符号集不一致，因此码元符号集和信道输入
符号集必须保持一致，以保证码元符号在信道中能顺利传输。
在例５．１中，取ｎ＝３的重复码，相当于在集合｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝

中取出了两个串０００和１１１作为与信源符号０和１对应的码字，故Ｍ＝２。
一般地，信道输入符号集有ｒ个符号，编码长度为ｎ时，可以组成的可用码字个数为

ｒｎ 个。从中选取Ｍ（Ｍ＜ｒｎ）个作为与信源符号对应的码字，则选择种类为ＣＭｒｎ。
同样的个数Ｍ，选择不同的码字集合，对应的最小错误概率可能就不一样。若信源符

号集的符号个数为ｍ，则应有ｍ≤Ｍ。例５．１中，ｍ＝２，信源符号集为｛０，１｝。若取该信源
符号集的离散无记忆二次扩展信源：

Ｘ２＝ ｛００，０１，１０，１１｝

ｍ＝４，仍在｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝中选取Ｍ＝ｍ＝４个码字，则可以有
Ｃ４８＝７０种选择方法。例如｛０００，００１，０１０，１００｝、｛０００，０１１，１００，１１０｝和｛０００，０１０，１００，１１０｝，
每一种选择均可计算出相应的最小错误概率。在信道输入符号集分布未知的情况下，我
们假设等概率分布是合理的。对应码字集合｛０００，００１，０１０，１００｝的最小错误概率约为

２．２８×１０－２，对应码字集合｛０００，０１１，１００，１１０｝的最小错误概率约为２×１０－２。
若传输每个码元的平均时间为ｔ秒，则编码后每秒钟传输的信息量为

Ｒ＝ｌｏｇＭｎｔ 　 比特／秒 （５．３）

　　在简单重复编码方法中，有以下结论（设ｔ＝１）：

ｎ＝１：

Ｒ＝１　 比特／码符号
Ｒｔ＝１　 比特／秒

　　ｎ＝３：

Ｒ＝ １３　
比特／码符号

Ｒｔ＝ １３　
比特／秒

　　ｎ＝５：

Ｒ＝ １５　
比特／码符号

Ｒｔ＝
１
５　
比特／秒
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　　ｎ＝７：

Ｒ＝ １７　
比特／码符号

Ｒｔ＝ １７　
比特／秒

　　可见，对于重复扩展编码方法而言，Ｐｅ下降时，编码信息传输率Ｒ也随之下降。在实
际的通信系统中，我们并不希望Ｒ下降太多，而是希望在保证Ｒ为一定值的前提下，使错
误概率下降。显然，重复编码并不是最好的编码方法。

【例５．２】　信源符号集为｛０，１｝，离散无记忆二次扩展信源为｛００，０１，１０，１１｝，信道
为前述的二进制离散无记忆对称信道，Ｐ（０｜１）＝Ｐ（１｜０）＝ｐ＜１／２。取码长为５，且与输入
符号集有以下对应关系。

输入信源符号：

ａｂ　ａ，ｂ∈ ｛０，１｝

　　对应码字：

ａｂｃｄｅ
ｃ＝ａｂ
ｄ＝ａ

ｅ＝ａｂ
故使用码字｛０００００，０１１０１，１０１１１，１１０１０｝分别与｛００，０１，１０，１１｝对应。

信道输出端可以有３２种可能输出结果，译码规则为

０００００，００００１，０００１０，００１００，０１０００，１００００，１０００１，０００１１　　译码成　０００００
０１１０１，０１１００，０１１１１，０１００１，００１０１，１１１０１，１１１００，０１１１０　　译码成　０１１０１
１０１１１，１０１１０，１０１０１，１００１１，１１１１１，００１１１，００１１０，１０１００　　译码成　１０１１１
１１０１０，１１０１１，１１０００，１１１１０，１００１０，０１０１０，０１０１１，１１００１　　译码成　１１０１０
此译码规则具有很强的规律性和对称性（实际上，这个表称之为陪集译码表）：１个全

正确的码字，５个错一个码元的码字，１个第一和第五码元错误的码字，１个第四和第五码
元错误的码字。信道看成是离散无记忆的５次扩展信道，故正确译码概率为

ＰＤ ＝ （１－ｐ）５＋５ｐ（１－ｐ）４＋２ｐ２（１－ｐ）３

　　错误概率为

Ｐｅ＝１－ＰＤ ＝１－｛（１－ｐ）５＋５ｐ（１－ｐ）４＋２ｐ２（１－ｐ）３｝

　　当ｐ＝０．０１时，Ｐｅ≈７．８×１０－４，Ｒ＝
２
５
比特／码符号。

此码的编码信息传输率与 Ｍ＝４，ｎ＝３的编码相差不大，错误概率却低得多；与

Ｍ＝２，ｎ＝３的编码相比，错误概率相当，但编码信息传输率要高。
从前面的论述中可以看出，在有噪信道中消息传输的错误概率与所采用的编译码方法

有关，那么在有噪信道中，有没有存在一种最佳的编码方法使得错误概率尽可能小呢？在
使平均错误概率尽可能小的情况下，可达的最大的信息传输速率是多少呢？Ｓｈａｎｎｏｎ在

１９４８年的论文中首先给出了肯定的回答，并指出这个可达的最大的信息传输速率是有噪
信道的信道容量，这就是著名的Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理，也称为有噪信道编码定理。
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５．２　联合ε典型序列

Ｓｈａｎｎｏｎ在有噪信道编码定理的证明中，采用的是基于联合ε典型序列的思想。到目
前为止，它是一种较为简洁的证明。
我们分析的信道是ｎ次无记忆扩展信道，如图５ １所示。

图５ １　离散信道的ｎ次无记忆扩展

图中：

ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）　ｘｉ∈Ｘ
ｙ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ）　ｙｉ∈Ｙ

　　Ｐ（ｘｉ）、Ｐ（ｙｉ）是单符号离散信道输入和输出的概率分布，其信道转移概率为Ｐ（ｙｉ｜ｘｉ），
而ｘ和ｙ都是ｎ次无记忆扩展信道的输入和输出的长为ｎ的随机序列，已知其满足

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｙｉ｜ｘｉ）

它们对应的信息熵和联合熵为Ｈ（Ｘ）、Ｈ（Ｙ）、Ｈ（ＸＹ）。
定义５．１　令Ｈ（Ｘ）是信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］的熵，ε是正数，集合

ＴＸ（Ｎ，ε）＝ ｛ｘ　：｜Ｈ（Ｘ）－Ｉｎ｜≤ε，ｘ∈Ｘｎ｝ （５．４）
称为信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］输出的长为ｎ的典型序列集。
其中：

Ｉｎ ＝Ｉ
（ｘ）
ｎ 　　ｘ∈Ｘｎ

Ｘｎ 为Ｘ 的ｎ次离散无记忆扩展信源。
上述定义又称ε弱典型序列集。其实质是由长为ｎ、平均信息熵和Ｈ（Ｘ）相差不超过ε

的所有矢量组成的集合。
定义５．２　令ｘ是信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］发出的长为ｎ的序列，ε是正数，集合：

ＴＸ（ｎ，ε）＝ ｘ　：
ｎｋ
ｎ －Ｐ

（ａｋ）≤ε，ｘ∈Ｘ｛ ｝ｎ （５．５）

称为信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］输出的长为ｎ的ε典型序列集。式（５．５）中，ｎｋ是在长为ｎ的输出序列
中符号ａｋ 出现的次数。
上述定义又称做强ε典型序列集。其实质是由长为ｎ、每个符号的出现频率和概率相

差不超过ε的所有矢量组成的集合。
定义５．３　ＴＸ（ｎ，ε）的补集珡ＴＸ（ｎ，ε）称为非典型序列集。
定理５．１（信源划分定理）　给定信源［Ｘ，Ｐ（ｘ）］，ε是正数，当ｎ→∞时，Ｐ｛ＴＸ（ｎ，ε）｝

→１，即对ε＞０，ｎ０使得当ｎ＞ｎ０时，有
Ｐ｛ｘ∈ＴＸ（ｎ，ε）｝≥１－ε （５．６）
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　　推论１（特定典型序列出现的概率）　若ｘ∈ＴＸ（ｎ，ε），则

２－ｎ［Ｈ（ｘ）＋ε］≤Ｐ（ｘ）≤２－
ｎ［Ｈ（ｘ）－ε］ （５．７）

　　证明：由定义式（５．４）有：

－［Ｈ（Ｘ）＋ε］≤ １ｎｌｏｇＰ
（ｘ）≤－［Ｈ（Ｘ）－ε］ （５．８）

　　不等式各项取指数即可得证。
该推论说明，所有典型序列出现的概率都在同一范围内，当ε足够小时，概率几乎为

一常量，且当ｎ增大时，该概率随ｎＨ（Ｘ）指数减少。
推论２（典型序列的数目）　当ｎ足够大时，对于给定的信源和ε＞０，典型序列的数目

满足：
（１－ε）２ｎ

［Ｈ（Ｘ）－ε］≤ ‖ＴＸ（ｎ，ε）‖ ≤２ｎ
［Ｈ（Ｘ）＋ε］ （５．９）

　　证明：

１＝∑
ｘ∈Ｘｎ
Ｐ（ｘ）≥ ∑

ｘ∈ＴＸ
（ｎ，ε）
Ｐ（ｘ）≥ ∑

ｘ∈ＴＸ
（ｎ，ε）
２－ｎ（Ｈ（Ｘ）＋ε）＝ ‖ＴＸ（ｎ，ε）‖２

－ｎ（Ｈ（Ｘ）＋ε）

故

‖ＴＸ（ｎ，ε）‖ ≤２ｎ
［Ｈ（Ｘ）＋ε］

　　据式（５．５）和式（５．６）有：

１－ε≤ ∑
ＴＸ
（ｎ，ε）
Ｐ（ｘ）≤ ∑

ＴＸ
（ｎ，ε）
２－ｎ（Ｈ（Ｘ）－ε）＝ ‖ＴＸ（ｎ，ε）‖２－ｎ

（Ｈ（Ｘ）－ε）

故

‖ＴＸ（ｎ，ε）‖ ≥ （１－ε）２ｎ
［Ｈ（Ｘ）－ε］

证毕。
由式（５．９）可知：

‖ＴＸ（ｎ，ε）‖ ≈２ｎＨ
（Ｘ） （５．１０）

　　信源划分定理及其推论说明，一个离散无记忆信源的输出符号序列可分成ＴＸ（ｎ，ε）和
珡ＴＸ（ｎ，ε）两组，有ＴＸ（ｎ，ε）∪珡ＴＸ（ｎ，ε）＝Ｘｎ。ＴＸ（ｎ，ε）中各序列出现的概率几乎相等，且
每个序列中一个信源符号的平均信息量接近于信源的熵Ｈ（Ｘ），所有典型序列的概率和趋
向于１。因此，典型序列集又可称为高概率集，非典型序列集称为低概率集，信源的这种划
分性质渐近等同于分割性。典型序列又称做渐近等概序列。
由于典型序列集在整个信源输出序列中占绝对优势，所以在信息论的研究中可以忽略

非典型序列集而只考察典型序列集。
尽管ＴＸ（ｎ，ε）中元素个数不少，约为２ｎＨ

（Ｘ）个，但与‖Ｘｎ‖相比，仍是非常少的一
部分。
事实上，若‖Ｘ‖＝ｒ，则Ｘｎ 中的元素个数为ｒｎ＝２ｎｌｏｇｒ个，有：

α＝ ‖
ＴＸ（ｎ，ε）‖
‖Ｘｎ‖ ≤２－ｎ

［ｌｏｇｒ－Ｈ（Ｘ）－ε］

　　若－ｎ［ｌｏｇｒ－Ｈ（Ｘ）－ε］＞０，即信源非等概分布，则有ｎ→∞时α→０。
若信源等概，Ｈ（Ｘ）＝ｌｏｇｒ，则由式（５．１０）得：‖ＴＸ（ｎ，ε）‖≈２ｎＨ

（Ｘ），即信源等概分
布时几乎所有序列都是典型序列。
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　　定义５．４　令Ｘ、Ｙ是两个概率空间，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）∈Ｘｎ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｙｎ。
若序列对ｘ和ｙ满足：

（１）ｘ是ε典型序列，即对任意小的正数ε，存在ｎ，使得：

－１ｎｌｏｇＰ
（ｘ）－Ｈ（Ｘ）≤ε （５．１１）

　　（２）ｙ是ε典型序列，即对任意小的正数ε，存在ｎ，使得：

－１ｎｌｏｇＰ
（ｙ）－Ｈ（Ｙ）≤ε （５．１２）

　　（３）（ｘ，ｙ）是ε典型序列，即对任意小的正数ε，存在ｎ，使得：

－１ｎｌｏｇＰ
（ｘｙ）－Ｈ（ＸＹ）≤ε （５．１３）

则称序列对（ｘ，ｙ）是联合ε典型序列，表示为ＴＸＹ（ｎ，ε）。
给定ｙ，称集合：

ＴＸ｜Ｙ（ｎ，ε）＝ ｛ｘ：ｘｙ∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝ （５．１４）
为条件ｙ下Ｘ 的ε典型序列。
定理５．２　当ｎ足够大时，有：

‖ＴＸ｜Ｙ（ｎ，ε）‖ ≤２
ｎ［Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＋２ε］ （５．１５）

　　证明：ｙＴＹ（ｎ，ε），｜ＴＸ｜Ｙ（ｎ，ε）｜＝０，引理显然成立。

ｙ∈ＴＹ（ｎ，ε），有：

１＝∑
Ｘｎ
Ｐ（ｘ｜ｙ）＝∑

Ｘｎ

Ｐ（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｙ） ≥ ∑

ｘ∈ＴＸ｜Ｙ
（ｎ，ε）

Ｐ（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｙ） ≥ ∑

ｘ∈ＴＸ｜Ｙ
（ｎ，ε）

２－ｎ［Ｈ（ＸＹ）＋ε］

Ｐ（ｙ）

≥ ∑
ｘ∈ＴＸ｜Ｙ

（ｎ，ε）

２－ｎ［Ｈ（ＸＹ）＋ε］

２－ｎ［Ｈ（Ｙ）－ε］
＝ ‖ＴＸ｜Ｙ（ｎ，ε）‖２－

ｎ［Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＋２ε］

‖ＴＸ｜Ｙ（ｎ，ε）‖ ≤２
Ｎ［Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＋２ε］

　　同理可证：

‖ＴＹ｜Ｘ（ｎ，ε）‖ ≤２
ｎ［Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＋２ε］ （５．１６）

证毕。
定理５．３　若对于ｘ∈Ｘｎ，ｙ∈Ｙｎ，ｘ、ｙ统计独立，（ｘ，ｙ）是联合ε典型序列，则当ｎ

足够大时，有：

（１－ε）２－ｎ
［Ｉ（Ｘ；Ｙ）＋３ε］≤∑

ｘ
∑
ｙ

（ｘ，ｙ）∈ＴＸＹ
（ｎ，ε）

Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）≤２－ｎ
［Ｉ（Ｘ；Ｙ）－３ε］ （５．１７）

　　证明：由于ｘ、ｙ均为典型序列，故有：

２－ｎ［Ｈ（Ｘ）＋ε］≤Ｐ（ｘ）≤２－ｎ
［Ｈ（Ｘ）－ε］ （５．１８）

２－ｎ［Ｈ（Ｙ）＋ε］≤Ｐ（ｙ）≤２－ｎ
［Ｈ（Ｙ）－ε］ （５．１９）

（１－ε）２ｎ［Ｈ（ＸＹ）－ε］≤ ‖ＴＸＹ（ｎ，ε）‖ ≤２ｎ
［Ｈ（ＸＹ）＋ε］ （５．２０）

　　将上述三个不等式相应项相乘，考虑到：

－Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（ＸＹ）－Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｙ） （５．２１）
证毕。
如前所述，联合ε典型序列要求（ｘ，ｙ）必须是ε典型序列，令：

Ｌε＝ ‖ＴＸ（ｎ，ε）‖·‖ＴＹ（ｎ，ε）‖ （５．２２）
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　　由信源划分定理推论２可得出Ｌε的上、下限为
（１－ε）２２ｎ

［Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）－２ε］≤Ｌε≤２
ｎ［Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）＋２ε］ （５．２３）

　　由式（５．２０）和式（５．２３）可得：

（１－ε）２－ｎ
［Ｉ（Ｘ；Ｙ）＋３ε］≤

ＴＸＹ（ｎ，ε）
Ｌε ≤ （１－ε）－

２２ｎ
［Ｉ（Ｘ；Ｙ）＋３ε］ （５．２４）

　　由于ε为任意小的正数，因此（１－ε）－２≈１，从而ＴＸＹ（ｎ，ε）／Ｌε 和式（５．１７）中的量

∑
ｘ
∑
ｙ

（ｘ，ｙ）∈ＴＸＹ
（ｎ，ε）

Ｐ（ｘ）Ｐ（ｙ）的上、下限保持一致。ＴＸＹ（ｎ，ε）／Ｌε为联合ε典型序列的由ε典

型序列ｘ、ｙ构成的空间中的平均密度。

５．３　有噪信道编码与Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理

在前面的讨论中已经提到，在通信系统中，信道是非常重要的组成部分，且由于信道
中随机噪声的存在，信道在传输符号时会产生畸变，从而使接收到的符号序列与发送端的
符号序列不一致。为此，需要寻找编码方法，在信道噪声存在的情况下能够检测进而纠正
发生错误的符号，以提高通信系统的可靠性。
从概率的角度研究噪声通信的问题就是要研究是否存在一种编码方法使得编码信息传

输率保持较大，这就是著名的Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理，也称为有噪信道编码定理。
任意给定希望达到的编码信息速率Ｒ和错误概率限度ε，只要Ｒ小于信道容量，就可

以找到一种编码方法，使得码长足够大时，错误概率达到小于ε的要求。
定义５．５　对给定离散无记忆信道和任意ε＞０，若有一种编码信息速率为Ｒ的码，在

码长ｎ足够大时，能使Ｐｅ＜ε，则称Ｒ是可达的。
定理５．４（Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理，有噪信道编码定理）　给定信道容量为Ｃ的离散无

记忆信道［Ｐ（ｙ｜ｘ）］，若编码信息传输率Ｒ＜Ｃ，则Ｒ是可达的。
等价描述：给定信道容量为Ｃ的离散无记忆信道［Ｐ（ｙ｜ｘ）］，若编码信息传输率Ｒ＜Ｃ，

则只要码长ｎ足够长，总可以在输入集合中找到Ｍ 个码字对应Ｍ 种可能的信源消息符号，
组成一个码集合，Ｍ≤２ｎ

（Ｃ－ε），ε为任意小的正数，在一定的译码规则下，可使信道输出的
错误概率任意小。
解释：设信道容量为Ｃ的离散无记忆信道有ｒ个输入符号（从而码符号也有ｒ个）、ｓ

个输出符号，则码长为Ｎ 时，可将信道看成是离散无记忆的ｎ次扩展信道，扩展信道的输
出符号集有ｓｎ 种选择，输入符号集有ｒｎ 种选择，从ｒｎ 种选择中选出Ｍ 种作为码字，对应

Ｍ 种可能的消息符号。为了正确译码，应有Ｍ≤ｓｎ。
下面我们来证明Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理。
设信道输入序列为ｘ，ｘ∈Ｘｎ，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），输出为ｙ∈Ｙｎ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），

转移概率为

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｙｉ｜ｘｉ）

　　若发送消息为ｘｍ，接收序列为ｙ，则在发送消息ｘｍ 的条件下的译码错误概率为

Ｐｅｍ ＝Ｐ（ｘｋ≠ｘｍ｜ｙ）

４０１ 信息论与编码



　　消息独立、等概时的平均错误率（针对每个ＸＮ）为

Ｐｅ＝ １Ｍ∑ｍ Ｐｅｍ （５．２５）

其中，Ｍ 为消息数目。
从Ｘｎ 中独立随机地选择Ｍ＝２ｎＲ个序列作为码字，这相当于每个码字出现的概率为

Ｐ（ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）

其中，Ｒ是要求的编码信息传输率；ｘ∈Ｘｎ，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），并设Ｘ中的所有元素独
立、等概地出现。这种编码方法称为随机编码。

取译码规则：对给定的接收序列ｙ，若存在唯一的ｋ∈［１，２ｎＲ］，使
（ｘｋ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）

则将ｙ译为ｘｋ，即

Ｆ（ｙ）＝ｘｋ
　　若实际发送的为ｘｍ，则当ｋ≠ｍ或两个以上（含两个）的ｋ与ｙ构成联合ε典型序列时
就认为出现译码错误。由于随机码具有对称性，因此译码错误概率与送出消息的标号无
关，即随机码集合的平均错误概率就是任一特定消息被错误译码的概率。不失一般性，设
发送的是第一个消息，令事件：

Ｅｍ ＝ ｛（ｘｍ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝　ｍ∈ ［１，２ｎＲ］
则发送消息ｘ１ 时，译码错误概率为

Ｐｅ＝Ｐｅ１ ＝Ｐ ｘｋ ≠ｘ１｜ｘ｛ ｝１ ＝Ｐ ∪
ｋ≠１
Ｅ（ ）ｋ ｜ｘ［ ］１ ＝∑

ｋ≠１
Ｐ（Ｅｋ｜ｘ１）

而

Ｐ（Ｅｋ｜ｘ１）＝∑
｜Ｙｎ｜

ｊ＝１
Ｐ｛（ｘｍ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝Ｐ（ｙｊ｜ｘ１）　ｋ≠１

又

Ｐ｛（ｘｍ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝＝Ｐ｛（ｘｋ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝
与ｊ无关，故

Ｐ（Ｅｋ｜ｘ１）＝Ｐ｛（ｘｍ，ｙ）∈ＴＸＹ（ｎ，ε）｝　ｋ≠１
　　由定理５．２得：

Ｐ（Ｅｋ）≤２－ｎ
［Ｉ（Ｘ；Ｙ）－３ε］ （５．２６）

所以

∑
ｋ≠１
Ｐ（Ｅｋ）≤２ｎＲ·２－ｎ

［Ｉ（Ｘ；Ｙ）－３ε］＝２ｎ
［Ｒ－Ｉ（Ｘ；Ｙ）＋３ε］

　　为了使Ｒ大，故使Ｉ（Ｘ；Ｙ）极大化，即取Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｃ。若Ｒ＜Ｃ－３ε，则ｎ→∞时，上
式趋向于０。由于错误概率非负，因此错误概率趋向于０。
由于当Ｒ＜Ｃ－３ε时，随机码集合的平均译码错误概率趋向于０，所以必然存在一种

码，当ｎ足够大时，其译码错误概率任意小。
证毕。

码的个数为２ｎＲ，由于ε为任意小的正数，因此η＝３ε仍为任意小的正数，故码字数目
满足Ｍ＝２ｎＲ≤２ｎ（Ｃ－η），η为任意小的正数，从而等价描述成立。
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借助于典型序列的概念，我们证明了离散无记忆信道编码定理，指出只要Ｒ＜Ｃ，必然
存在编码方法使译码错误概率任意小，却未给出具体的编码方法。那么当Ｒ＞Ｃ时情况如
何呢？信道编码逆定理给出了答案。
定理５．５（信道编码逆定理）　设离散无记忆信道的信道容量为Ｃ，当信息传输速率

Ｒ＞Ｃ（选用码字个数Ｍ＝２ｎ
（Ｃ＋ε））时，无论ｎ多大也不能找到一种编码，使译码错误概率任意小。

证明：假设选用Ｍ＝２ｎ（Ｃ＋ε）码字组成的一个码，每个码字的概率是１／Ｍ，则离散无记
忆信道的ｎ次扩展信道的平均互信息为

Ｈ（Ｘｎ）－Ｈ（Ｘｎ｜Ｙｎ）≤ｎＣ （５．２７）

则

ｌｏｇ２ｎ
（Ｃ＋ε）－Ｈ（Ｘｎ｜Ｙｎ）≤ｎＣ （５．２８）

即

ｎε≤Ｈ（Ｘｎ｜Ｙｎ）

　　由Ｆａｎｏ不等式有：

ｎε≤Ｈ（Ｘｎ｜Ｙｎ）≤Ｈ（Ｐｅ）＋Ｐｅｌｏｇ（Ｍ－１）≤１＋Ｐｅｌｏｇ（Ｍ－１）
所以

ｎε≤１＋Ｐｅｌｏｇ（Ｍ－１）＜１＋ＰｅｌｏｇＭ ＝１＋Ｐｅ（ｎＣ＋ｎε）
求得：

Ｐｅ＞ ｎε－１ｎＣ＋ｎε

　　当ｎ→∞时，ｎε－１ｎＣ＋ｎε→
ε
Ｃ＋ε＞０

，从而Ｐｅ为非零值。

证毕。
以上只是在离散无记忆信道的情况下对定理做了证明，事实上，Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定

理和逆定理对连续信道、有记忆信道同样成立。现已证明离散无记忆信道中译码错误概率

Ｐｅ趋于零的速度与ｎ（码长）成指数关系，即当Ｒ→Ｃ时，译码错误概率为

Ｐｅ≤ｅ－ｎＥｒ
（Ｒ） （５．２９）

式中，Ｅｒ（Ｒ）为随机编码指数，又称做可靠性函数，其表达式为

Ｅｒ（Ｒ）＝ ｍａｘ
０≤ρ≤１

ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
｛Ｅ０［ρ，Ｐ（ｘ）］－ρＲ｝ （５．３０）

其中，ρ为人为定义的修正系数，０≤ρ≤１。可见，可靠性函数又与输入概率分布有关。一般

Ｅｒ（Ｒ）与Ｒ的关系曲线如图５ ２所示，是一条下凸函数。从图５ ２中可以看出，Ｒ＜Ｃ时，

Ｅｒ（Ｒ）＞０，所以式（５．２９）表明Ｐｅ随着ｎ的增大以指数趋于零。

图５ ２　Ｅｒ（Ｒ）与Ｒ的关系曲线
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Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理只是一个存在性定理，它说明错误概率趋于零的好码是存在
的，但是并没有给出怎么构造，尽管如此，它对信道编码的发展仍具有重大的指导意义。

５．４　Ｓｈａｎｎｏｎ理论对信道编码的指导意义

信息传输的可靠性是所有通信系统努力追求的首要目标。要实现高可靠性的传输，可
采取诸如增大发射功率、增加信道带宽、提高天线增益等传统方法，但这些方法往往难度
比较大，有些场合甚至无法实现。Ｓｈａｎｎｏｎ信息论指出：对信息序列进行适当的编码后同
样可以提高信道的传输可靠性，这种编码即为信道编码。信道编码是在著名的信道编码定
理的指导下发展起来的，几十年来已取得了丰硕的成果。

５．４．１　二进制离散无记忆信道下的极限

二进制对称信道的信道容量为

Ｃ＝１＋ｐｌｏｇｐ＋（１－ｐ）ｌｏｇ（１－ｐ）　 比特／码元 （５．３１）

　　采用相干ＰＳＫ信号发送和接收码字比特，有

ｐ＝Ｑ Ｅｓ
Ｎ槡（ ）
０
＝Ｑ ２ＥｂＲｃ

Ｎ槡（ ）
０

（５．３２）

　　令式（５．３１）中的Ｃ＝Ｒｃ，求出满足式（５．３２）的Ｅｂ／Ｎ０值。假如采用码率Ｒｃ＝１／２的编
码方式，则为了获得硬判决译码时该码的容量，要求每比特最小信噪比约为１．６ｄＢ。
当码率渐近于零时，我们关心的是最小信噪比极限。在Ｒｃ较小时，概率ｐ近似为

ｐ≈ １２－
ＥｂＲｃ
Ｎ０槡 π

（５．３３）

把ｐ的表达式代入式（５．３１），并利用式：

ｌｏｇ（１＋ｘ）≈
ｘ－ｘ

２

２
ｌｎ２

可把信道容量公式简化为

Ｃ＝ ２
πｌｎ２

Ｅｂ
Ｎ０
Ｒｃ （５．３４）

再令Ｃ＝Ｒｃ，在Ｒｃ趋近于零的极限情况下，可得：

Ｅｂ
Ｎ０
＝ １２πｌｎ２　

（０．３７ｄＢ） （５．３５）

　　也就是说，在二进制离散信道下，只要传输每比特信息的信噪比不低于０．３７ｄＢ，就可
能实现完全无差错的传输。

５．４．２　ＡＷＧＮ信道下的理论极限

由信息论中对波形信道的分析可知，当信道中的噪声为加性高斯白噪声时，其信道容
量为

Ｃｔ＝Ｗｌｏｇ１＋
Ｐｓ
Ｎ０（ ）Ｗ （５．３６）
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其中，Ｐｓ是信号的平均功率，Ｗ 为信道带宽。
令Ｐｓ＝Ｒｔ·Ｅｂ，Ｒｔ为信息传输速率（比特／秒），Ｅｂ为传输每一比特信息所需的平均功

率，则式（５．３６）可化为

Ｃｔ＝Ｗｌｏｇ１＋
Ｒｔ
Ｗ
Ｅｂ

Ｎ（ ）
０

（５．３７）

式中，Ｅｂ／Ｎ０ 可理解为每赫兹带宽传输每比特信息所需的信噪功率比。式（５．３７）表明了通
信系统中带宽Ｗ、信道容量Ｃｔ、信噪比Ｅｂ／Ｎ０之间的定量关系。显然，增加带宽和提高信
噪比都能使信道容量得到增加，从而使一定的信息传输率Ｒｔ下的错误概率减小。

在信道带宽不受限的情况下，信道容量仅取决于信噪比，进而此时传输可靠性主要由
信噪比决定。由式（５．３７）可得：

Ｅｂ
Ｎ０
＝２

Ｃｔ
Ｗ －１
Ｒｔ
Ｗ

（５．３８）

令式（５．３８）中Ｗ→∞，且Ｒｔ→Ｃ，则可得到可靠传输时所需的最小信噪比为

Ｅｂ
Ｎ（ ）
０ ｍｉｎ

＝ｌｉｍ
Ｗ→∞

２
Ｃｔ
Ｗ －１
Ｃ
Ｗ

＝ｌｎ２＝－１．６ｄＢ （５．３９）

式（５．３９）表示在带宽不受限的高斯白噪声信道中，只要传输每比特信息的信噪比不低于

－１．６ｄＢ，就可能实现完全无差错的传输。这是高斯信道中传送信息的极限能力，这一信
噪比的极限值称为Ｓｈａｎｎｏｎ限。

通过前面的分析可以知道，在二进制对称信道下，达到信道容量所需要的信噪比为

０．３７ｄＢ，所以在实际的译码过程中建议采用波形信道模型，可获得大约２ｄＢ的增益。

当信道带宽有限，且信道输入为二元输入时，需将式（５．３７）中的Ｃｔ和Ｒｔ按通带归一
化，令

Ｃｎ＝
Ｃｔ
２Ｗ
，Ｒ＝

Ｒｔ
２Ｗ

即得：

Ｃｎ＝ １２ｌｏｇ１＋２Ｒ
Ｅｂ

Ｎ（ ）
０

（５．４０）

或

Ｅｂ
Ｎ０
＝２

２Ｃｎ－１
２Ｒ

（５．４１）

令Ｒ→Ｃｎ，则可得带限信道中二元信息可靠传输时所需的信噪比为

Ｅｂ
Ｎ０
＝ １２Ｒ

［２２Ｒ－１］ （５．４２）

令码率Ｒ＝１２
，则得：

Ｅｂ
Ｎ０
＝１ （５．４３）

８０１ 信息论与编码



　　这是带限高斯信道以１／２的码率可靠传输每比特二元信息所需的最小信噪比，是

Ｓｈａｎｎｏｎ限的另一种表述。

实际上不采取任何编码措施的传输系统是不可能以这么低的信噪比实现可靠传输的。

采取信道编码后，在某一误码率指标下，经过仿真计算，所需信噪比可比不编码时有明显
减少。

编码的分析设计有两条基本途径。一是不涉及具体的编码，运用概率统计的方法，在
特定信道条件下对编码信号的性能作出统计分析，求出差错概率的上下边界，这就是本章
前半部分的内容。这种方法不能得知最优码是如何编出来的，却能得出最优码可以好到什
么程度，对指导编码技术具有特别重要的理论价值。另一条途径是数学解析途径，将代数、

集合、数论等理论运用到编译码中来设计某种码，比如分组码、卷积码、Ｔｕｒｂｏ码等。本章
后面几节将简单介绍这几种编码方式，主要目的是了解Ｓｈａｎｎｏｎ定理对编码的指导意义。

信道编码更深、更系统的知识请参照相关的专业书籍。

５．５　 线 性 分 组 码

本节讨论纠错码中最基本的一类码，即线性分组码。这类码有明显的数学结构，它虽
然简单，但却是各类码的基础，且许多已知的好码都属于线性分组码。

５．５．１　线性分组码的编码

为了引入线性分组码的概念，首先看下面的例子。
【例５．３】　任给一个由ｋ＝３位信息组成的信息组ｍ＝（ｍ２，ｍ１，ｍ０），由它生成的

（６，３）线性分组码的码字ｖ＝（ｖ５，ｖ４，ｖ３，ｖ２，ｖ１，ｖ０）由下列关系式确定：

ｖｉ＋３＝ｍｉ　ｉ＝０，１，２

ｖ２＝ｍ２＋ｍ１，ｖ１＝ｍ２＋ｍ０，ｖ０＝ｍ１＋ｍ０
　　由于每个信息组共有ｋ＝３位信息码元，信息组集合共由２３＝８个不同的信息组构成，

因此上述关系生成的（６，３）线性分组码共有８个码字。对于任意信息组ｍ＝（ｍ２，ｍ１，ｍ０），

生成的码字：

ｖ＝ （ｍ２，ｍ１，ｍ０，ｍ２＋ｍ１，ｍ２＋ｍ０，ｍ１＋ｍ０） （５．４４）

　　若用向量与矩阵的乘积表示式（５．４４），则可写成：

ｖ＝ （ｍ２，ｍ１，ｍ０）Ｇ
其中：

Ｇ＝

１ ０ ０ １ １ ０
０ １ ０ １ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ １ １
称为该（６，３）码的生成矩阵。有了生成矩阵Ｇ，不难将２３＝８个信息组变换成表５ １所示
的（６，３）码的８个码字。
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表５ １　（６，３）码的码字

信 息 组 码　　字

０００ ００００００

００１ ００１０１１

０１０ ０１０１０１

０１１ ０１１１１０

信 息 组 码　　字

１００ １００１１０

１０１ １０１１０１

１１０ １１００１１

１１１ １１１０００

从生成的码字可以看出，前ｋ＝３位是原信息组，而后ｎ－ｋ＝３位是由式（５．４４）确定的
监督元，因此我们称（６，３）码为系统码。

定义５．６　信息组以不变的形式，在码字的任意ｋ位中出现的码称为系统码，否则，称
为非系统码。

一般地，我们把信息组排在码的前ｋ位，分析（ｎ，ｋ）系统码的生成矩阵可以看出，它
的左边必然是一个ｋ×ｋ阶单位矩阵，因此矩阵Ｇ的秩为ｋ。若分别用Ｉｋ 和Ｐ 表示Ｇ 的两
个矩阵块，则生成矩阵Ｇ可表示成

Ｇ＝ ［Ｉｋ　Ｐ］ （５．４５）

通常把上式表示的生成矩阵Ｇ称为标准型生成矩阵，Ｇ的ｋ行是线性无关的。
事实上，Ｇ的每一行都是码集合中的一个码字，展开来写就是：

Ｇ＝

１ ０ … ０ ｖ１，ｒ－１ ｖ１，ｒ－２ … ｖ１，０
０ １ … ０ ｖ２，ｒ－１ ｖ２，ｒ－２ … ｖ２，０
     

０ ０ … １ ｖｋ，ｒ－１ ｖｋ，ｒ－２ … ｖｋ，

熿

燀

燄

燅０

　　因此可归纳出一般（ｎ，ｋ）系统线性分组码的结构形式如下：

ｋ位信息位 ｎ－ｋ位校验位

　　一般地，如果码元ｖｎ－１，ｖｎ－２，…，ｖｎ－ｋ也是ｍｋ－１，ｍｋ－２，…，ｍ０的线性组合，则可得
到非系统线性分组码，即

Ｃ＝ｍ·Ｇ＝ （ｍｋ　ｍｋ－１　…　ｍ０）

ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ－２ … ｇ１，０
ｇ２，ｎ－１ ｇ２，ｎ－２ … ｇ２，０
  

ｇｋ，ｎ－１ ｇｋ，ｎ－２ … ｇｋ，

熿

燀

燄

燅０
其中：

Ｇ＝

ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ－２ … ｇ１，０
ｇ２，ｎ－１ ｇ２，ｎ－２ … ｇ２，０
  

ｇｋ，ｎ－１ ｇｋ，ｎ－２ … ｇｋ，

熿

燀

燄

燅０
是一个秩为ｋ的ｋ×ｎ阶矩阵。
当Ｇ是式（５．４５）表示的标准型生成矩阵时，它才生成系统码，这时它生成的码字前ｋ
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位是原信息组，后ｒ＝ｎ－ｋ位是监督元。
对于一般情况，如果不给出信息组和码字的对应码表，而只给出一个码集合，如

００００００，００１０１１，０１０１０１，０１１１１０，１００１１０，１０１１０１，１１００１１，１１１０００
此时我们无法知道该码字对应哪个信息组。
实际上，ｋ个线性无关的码向量的一切线性组合共有２ｋ 个可能，它恰好是Ｖ 的２ｋ 个

码字，因此任意两个码字的和仍是码字，而全零ｎ 维向量０＝ （００…０）是由信息组
ｍ＝（００…０）生成的码字，对于任意ｌ∈Ｆ２，ｖ∈Ｖ，则ｌＶ仍是Ｖ 中的码字，即（ｎ，ｋ）线性分
组码Ｖ 是ｎ维线性空间Ｖｎ（２ｎ）的一个ｋ维子空间。既然（ｎ，ｋ）分组码的２ｋ 个码字组成了
一个ｋ维子空间，那么这２ｋ 个码字完全可由ｋ个独立向量所组成的基底而生成。设基底为

Ｃ１＝ （ｇ１，ｎ－１，ｇ１，ｎ－２，…，ｇ１，０）

Ｃ２＝ （ｇ２，ｎ－１，ｇ２，ｎ－２，…，ｇ２，０）

　

Ｃｋ ＝ （ｇｋ，ｎ－１，ｇｋ，ｎ－２，…，ｇｋ，０）
若把这组基底写成矩阵形式，则有

Ｇ＝

ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ－２ … ｇ１，０
ｇ２，ｎ－１ ｇ２，ｎ－２ … ｇ２，０
  

ｇｋ，ｎ－１ ｇｋ，ｎ－２ … ｇｋ，

熿

燀

燄

燅０

　　（ｎ，ｋ）码的任何码字都可由这组基底的线性组合而生成，即

Ｃ＝ｍ·Ｇ＝ （ｍｋ　ｍｋ－１　…　ｍ０）

ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ－２ … ｇ１，０
ｇ２，ｎ－１ ｇ２，ｎ－２ … ｇ２，０
  

ｇｋ，ｎ－１ ｇｋ，ｎ－２ … ｇｋ，

熿

燀

燄

燅０
　　若已知信息组ｍ，通过上式可求得相应的码字，称上式中的Ｇ为（ｎ，ｋ）码的生成矩阵。
例如表５ １中的（６，３）码，可从它的８个码字中任意挑选出ｋ＝３个线性无关的码字，

作为码的生成矩阵的行，则

Ｇ１＝
１ ０ ０ １ １ ０
０ １ ０ １ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ １ １
也可以是

Ｇ２＝
１ ０ １ １ ０ １
１ １ ０ ０ １ １
熿

燀

燄

燅１ １ １ ０ ０ ０
　　下面介绍一下描述分组码的几个参数。
定义５．７　码率Ｒ＝ｋ／ｎ表示（ｎ，ｋ）分组码中，信息位在码字中所占的比重。
定义５．８　汉明距离ｄ（ａ，ｂ）表示向量ａ与ｂ不相等的对应分量的个数，简称距离。
定义５．９　ｎ重向量ｖ中非零码元的个数称为汉明重量，用Ｗ（ｖ）来表示。
（ｎ，ｋ）分组码中，任两个码字之间距离的最小值称为该分组码的最小汉明距离ｄｍｉｎ，
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简称最小距离，即

ｄｍｉｎ＝ｍｉｎ｛ｄ（ｖｉ，ｖｊ）｜ｖｉ，ｖｊ∈ｖ，ｉ≠ｊ｝

　　Ｒ和ｄｍｉｎ是（ｎ，ｋ）分组码的两个重要的参数。纠错编码的基本任务之一就是构造出Ｒ
一定、ｄｍｉｎ尽可能大的码字，或ｄｍｉｎ一定、Ｒ尽可能高的码字。

５．５．２　最小距离译码

译码器接收到一个二进制序列，而译码器输出的是信息序列ｍ的估值序列ｍ^。译码器
的基本任务就是根据某种译码规则，由接收序列Ｒ给出与发送的信息序列ｍ 最接近（最好
是相同）的估值序列ｍ^。由于ｍ与码字ｖ之间存在一一对应的关系，所以这等价于译码器
根据Ｒ产生一个ｖ的估值序列^ｖ。显然，当且仅当ｖ^＝ｖ时，^ｍ＝ｍ，这时译码器正确译码。
当给定接收序列Ｒ时，译码器的条件译码错误概率定义为

Ｐ（Ｅ｜Ｒ）＝Ｐ（^ｖ≠ｖ｜Ｒ） （５．４６）

所以，译码器的错误译码概率：

Ｐ（Ｅ）＝∑
Ｒ
Ｐ（Ｅ｜Ｒ）Ｐ（Ｒ） （５．４７）

　　Ｐ（Ｒ）是接收Ｒ 的概率，与译码方法无关，所以译码错误概率最小的最佳译码规则
是使

ｍｉｎＰ（Ｅ）＝ｍｉｎ
Ｒ
Ｐ（Ｅ｜Ｒ）＝ｍｉｎ

Ｒ
Ｐ（ｖ≠ｖ｜Ｒ）

ｍｉｎＰ（^ｖ≠ｖ｜Ｒ）ｍａｘＰ（^ｖ＝ｖ｜Ｒ） （５．４８）

　　因此，如果译码器对输入的Ｒ，能在２ｋ 个码字中选择一个使

Ｐ（^ｖｉ ＝ｖ｜Ｒ）　ｉ＝１，２，…，２ｋ

最大的码字ｖｉ作为ｖ的估值序列^ｖ，则这种译码规则一定使译码器输出错误概率最小，称
这种译码规则为最大后验概率译码。
由贝叶斯公式得到：

Ｐ（ｖ｜Ｒ）＝Ｐ
（ｖ）Ｐ（Ｒ｜ｖ）
Ｐ（Ｒ）

　　若发端Ｖ 中每个码字等概率发送，即假设先验概率Ｐ（ｖ）相等，则Ｐ（ｖ）＝１／２ｋ，且由于

Ｐ（Ｒ）与译码方法无关，所以后验概率Ｐ（ｖ｜Ｒ）最大等价于条件概率Ｐ（Ｒ｜ｖ）最大，Ｐ（Ｒ｜ｖ）称为
似然函数，这种译码准则称为最大似然译码，记为 ＭＬＤ。显然，最大似然译码等价于最大
后验概率译码。
当ｒ与ｖｊ的距离最小时，认为发方发送ｖｊ、收到ｒ的概率最大，可以据此译码。其依

据是下面的定理。
定理５．６　如果ＢＳＣ信道的转移概率ｐ是一个很小的数，则当接收到的ｒ与Ｖ 中的码

字ｖｊ的距离最小，即

ｄ（ｒ，ｖｊ）＜ｄ（ｒ，ｖｉ）　ｉ＝１，２，…，ｑｋ；ｉ≠ｊ

时，发端发送ｖｊ、收到ｒ的条件概率最大，即

Ｐ（ｒ｜ｖｊ）＞Ｐ（ｒ｜ｖｉ）　ｉ＝１，２，…，ｑｋ；ｉ≠ｊ
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　　证明：设ｄ（ｒ，ｖｊ）＝ｄ，对于Ｖ 中任意一个码字ｖｉ≠ｖｊ，令ｄ（ｒ，ｖｉ）＝ｄ′，由定理条件
知ｄ＜ｄ′，于是发送ｖｊ、收到ｒ的条件概率为

Ｐ（ｒ｜ｖｊ）＝ｐｄ（１－ｐ）ｎ－ｄ ≈ｐｄ

发送ｖｉ、收到ｒ的条件概率为

Ｐ（ｒ｜ｖｉ）＝ｐｄ′（１－ｐ）ｎ－ｄ′ ≈ｐｄ′

由于ｄ＜ｄ′，且ｐ是一个很小的数，因此有

ｐｄ＞ｐｄ′，Ｐ（ｒ｜ｖｊ）＞Ｐ（ｒ｜ｖｉ）
由此可见，对于硬判决译码，在先验等概的情况下，最大似然译码等价于最小距离

译码。
【例５．４】　一个数字通信系统的误码率为Ｐ＝１０－４，因而收到一个７位码元的码字有

一位码元有错的概率为

Ｐ（１）＝Ｃ１７１０－４（１－１０－４）６≈７×１０－４

同理，有２～７位码元有错的概率分别为

Ｐ（２）＝Ｃ２７ｐ２（１－ｐ）５≈２．１×１０－７

Ｐ（３）＝Ｃ３７ｐ３（１－ｐ）４≈３．５×１０－１１

Ｐ（４）＝Ｃ４７ｐ４（１－ｐ）３≈３．５×１０－１５

Ｐ（５）＝Ｃ５７ｐ５（１－ｐ）２≈２．１×１０－１９

Ｐ（６）＝Ｃ６７ｐ６（１－ｐ）≈７×１０－２４

Ｐ（７）＝Ｃ７７ｐ７≈１０－２８

如果不发生错误的概率为Ｐ（０），则

Ｐ（０）＝ （１－ｐ）７≈０．９９９３

由以上结果可以看出：

Ｐ（０）Ｐ（１） … Ｐ（７）

即发生ｔ个错误的概率远远大于发生ｔ＋１个错误的概率。因此，当我们收到一个ｒ时，若
它不属于码集Ｖ，则可将ｒ与Ｖ 中所有码字作比较。当ｒ与ｖｊ的距离最小时，发送ｖｊ、收
到ｒ的条件概率最大，因而可将ｒ判决为ｖｊ。
实现最小距离译码有一种直观的方法，即计算接收到的码字与所有可能发送的码字之

间的距离，取距离最小的码字为译码结果，也就是将收到的码字与码集合当中所有可能的
码字进行比较，与哪个码字的距离最小，就判决输出。这种方法固然实现了最小距离译码
的思想，但事实上，当码长较长时，计算量相当大，无法实现。
下面介绍一种最简单的译码方法，称为陪集译码。
构造译码表的方法如下：
（１）表的第一行为２ｋ 个码字，全０码字放在最左边。
（２）将所有可能的ｎ维向量中重量最小的，且在前面行中没有出现过的向量放在此行

的第一列中，将此向量与码向量相加，放到此行相应的列上。
（３）重复第（２）步，直到２ｎ 个向量完全分到表中。
例如，例５．３中的（６，３）码的陪集译码表如表５ ２所示。
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表５ ２　例５．３中的（６，３）码的陪集译码表

码字
００００００
（陪集首）

００１０１１ ０１０１０１ ０１１１１０ １００１１０ １０１１０１ １１００１１ １１１０００

禁
　
用
　
码

１０００００

０１００００

００１０００

０００１００

００００１０

０００００１

１００００１

１０１０１１

０１１０１１

００００１１

００１１１１

００１００１

００１０１０

１０１０１０

１１０１０１

０００１０１

０１１１０１

０１０００１

０１０１１１

０１０１００

１１０１００

１１１１１０

００１１１０

０１０１１０

０１１０１０

０１１１００

０１１１１１

１１１１１１

０００１１０

１１０１１０

１０１１１０

１０００１０

１００１００

１００１１１

０００１１１

００１１０１

１１１１０１

１００１０１

１０１００１

１０１１１１

１０１１００

００１１００

０１００１１

１０００１１

１１１０１１

１１０１１１

１１０００１

１１００１０

０１００１０

０１１０００

１０１０００

１１００００

１１１１００

１１１０１０

１１１００１

０１１００１

表５ ２中第一列称为陪集首。通过译码表的构造过程可以知道，每个码字所在列上其
他向量都是距离正确码字距离最小的向量（陪集首的重量最小）。如果接收到向量出现了错
误，则将它译成所在列的码字（即第一行上的向量）。若接收到向量０１１１０１，则译成

０１０１０１。

５．５．３　伴随式译码

下面首先引入校验矩阵的概念。从例５．３中很容易得到：

ｖ５＋ｖ４＋ｖ２＝０

ｖ５＋ｖ３＋ｖ１＝０

ｖ４＋ｖ３＋ｖ０＝
烅

烄

烆 ０

（５．４９）

　　若Ｖ＝（ｖ５，ｖ４，…，ｖ０）是该（６，３）码的一个码字，则Ｖ 的６个码元一定满足式（５．４９）

的三个方程。反之，若有一个ｒ＝（ｒ５，ｒ４，…，ｒ０）不完全满足式（５．４９）中的三个方程，则它
一定不是该（６，３）码的码字，因此式（５．４９）中的三个方程对码字起监督作用，我们称这三
个方程为监督方程。若用矩阵表示，则有

１ １ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ １ ０ ０ １

ｖ５
ｖ４


ｖ

熿

燀

燄

燅０

＝０

若令

Ｈ＝
１ １ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ １ ０ ０ １
则Ｈ称为码的一致监督矩阵，简称监督矩阵。该码的任一个码字ｖ都应满足ＨｖＴ＝０。
事实上，监督方程也可以用更一般的形式表示，即监督方程可以写成如下形式：

ｈ１１ｖｎ－１＋ｈ２１ｖｎ－２＋…＋ｈｎ１ｖ０＝０
ｈ１２ｖｎ－１＋ｈ２２ｖｎ－２＋…＋ｈｎ２ｖ０＝０


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ｈ１ｒｖｎ－１＋ｈ２ｒｖｎ－２＋…＋ｈｎｒｖ０＝０
　　若用矩阵表示，即得：

ｈ１１ ｈ２１ … ｈｎ１
ｈ１２ ｈ２２ … ｈｎ２
  

ｈ１ｒ ｈ２ｒ … ｈ

熿

燀

燄

燅ｎｒ

ｖｎ－１
ｖｎ－２


ｖ

熿

燀

燄

燅０

＝０

或者ＨｖＴ＝０，这里

Ｈ ＝

ｈ１１ ｈ２１ … ｈｎ１
ｈ１２ ｈ２２ … ｈｎ２
  

ｈ１ｒ ｈ２ｒ … ｈ

熿

燀

燄

燅ｎｒ
仍旧称为该码的监督矩阵，它的ｒ行是线性无关的。
从监督矩阵的推导过程知道，它的每一行表示求一个监督元的监督方程，因为每个码

字共有ｒ＝ｎ－ｋ个监督元，所以任何一个（ｎ，ｋ）线性分组码的监督矩阵Ｈ 至少有ｒ＝ｎ－ｋ
行，且有ｒ行是线性无关的。
我们知道，线性分组码的纠错能力与它的最小距离ｄｍｉｎ有着密切的关系，ｄｍｉｎ越大，它

的纠错能力越强，因此讨论Ｈ 与ｄｍｉｎ的关系就是讨论Ｈ 与码的纠错能力的关系。
定理５．７　一个（ｎ，ｋ）线性分组码的最小距离为ｄｍｉｎ的充分必要条件是它的监督矩阵

Ｈ 的任意ｄｍｉｎ－１列线性无关，而有ｄｍｉｎ列线性相关。
证明：先证必要性。如果 （ｎ，ｋ）码的最小距离为ｄｍｉｎ，则由分组码的性质可知，最小码

重Ｗｍｉｎ＝ｄｍｉｎ，于是存在一个码字ｖ＝（ｖｎ－１，ｖｎ－２，…，ｖ０），它的重量为ｄｍｉｎ，即ｖ有
ｄ＝ｄｍｉｎ个码元不为０，不妨设ｖｎ－ｉ１、ｖｎ－ｉ２、…、ｖｎ－ｉｄ不为０，其余码元为０，设码的监督矩
阵为

Ｈ＝［αｎ－１αｎ－２…α０］
其中αｎ－ｉ表示Ｈ 矩阵的第ｉ个列向量，于是由ＨｖＴ＝０得到

ＨｖＴ ＝αｎ－ｉ１ｖｎ－ｉ１＋αｎ－ｉ２ｖｎ－ｉ２＋…＋αｎ－ｉｄｖｎ－ｉｄ ＝０

即Ｈ中有ｄ＝ｄｍｉｎ列线性相关。
如果Ｈ中有ｄｍｉｎ－１＝ｄ列也线性相关，不妨设

αｎ－ｐ１ｖｎ－ｐ１＋αｎ－ｐ２ｖｎ－ｐ２＋…＋αｎ－ｐｄｖｎ－ｐｄ ＝０

于是存在一个码字ｖ，它的码元ｖｎ－ｐ１、ｖｎ－ｐ２、…、ｖｎ－ｐｄ不为０，其余码元为０，使

Ｈｖ′Ｔ ＝αｎ－１ｖｎ－１＋αｎ－２ｖｎ－２＋…＋α０ｖ０＝０

即存在一个码字ｖ，Ｗ（ｖ）＝ｄ＝ｄｍｉｎ－１，这与Ｗｍｉｎ＝ｄｍｉｎ矛盾，因此Ｈ 中任意ｄｍｉｎ－１列都
线性无关。
下面证明充分性。设Ｈ中有ｄｍｉｎ列线性相关，不妨设ｖｎ－ｉ１、ｖｎ－ｉ２、…、ｖｎ－ｉｄｍｉｎ

不为０，使

αｎ－ｉ１ｖｎ－ｉ１＋αｎ－ｉ２ｖｎ－ｉ２＋…＋αｎ－ｉｄｍｉｎ
ｖｎ－ｉｄｍｉｎ ＝

０ （５．５０）

　　我们令ｖ＝（ｖｎ－１，ｖｎ－２，…，ｖ０），它的码元ｖｎ－ｉ１、ｖｎ－ｉ２、…、ｖｎ－ｉｄｍｉｎ
不为０，其余码元为

０。由式（５．５０）知ＨｖＴ＝０，即该（ｎ，ｋ）码有一个码字ｖ，重量Ｗ（ｖ）＝ｄｍｉｎ。
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　　最后证明码中没有重量小于等于ｄｍｉｎ－１的码字。为此设有一个码字ｖ，它的重量为

Ｗ（ｖ）＝ｄ＝ｄｍｉｎ－１，不妨设ｖｎ－ｐ１、ｖｎ－ｐ２、…、ｖｎ－ｐｄ不为０，其余码元为０，于是

Ｈｖ′Ｔ ＝αｎ－ｐ１ｖｎ－ｐ１＋αｎ－ｐ２ｖｎ－ｐ２＋…＋αｎ－ｐｄｖｎ－ｐｄ ＝０

　　这与Ｈ 中任意ｄｍｉｎ－１列线性无关矛盾。

推论３　当（ｎ，ｋ）码的最小距离ｄｍｉｎ≥２ｔ＋１时，它的Ｈ 矩阵任意ｔ列的线性组合与其
他任意ｔ列的线性组合均不相同。
设Ｖ 是（ｎ，ｋ）线性分组码，ｖ是Ｖ 中任一个码字，当发端发送ｖ时，收端收到一个ｒ，

错误图样为

ｅ＝ｒ－ｖ＝ （ｅｎ－１，ｅｎ－２，…，ｅ０）

于是定义

ｓＴ ＝ＨｒＴ ＝ＨｅＴ （５．５１）

　　从式（５．５１）可以看出，ｓＴ 仅与错误图样ｅ有关，而与发送的码字无关。我们称ｓ为ｒ
或ｅ的伴随式。ｓ完全由ｅ确定，它在一定程度上反映了信道的干扰情况。译码器的主要任
务就是如何从ｓ求得错误图样，从而译出发送的码字ｖ。

设一个最小距离ｄｍｉｎ＝３、纠错能力ｔ＝１的（ｎ，ｋ）码的监督矩阵为

Ｈ ＝

ｈ１１ ｈ２１ … ｈｉ１ … ｈｎ１
ｈ１２ ｈ２２ … ｈｉ２ … ｈｎ２
   

ｈ１ｒ ｈ２ｒ … ｈｉｒ … ｈ

熿

燀

燄

燅ｎｒ

　　当收到的ｒ无错，即ｒ＝ｖ时，ｅ＝０，一定有ｓＴ＝ＨｒＴ＝ＨｅＴ＝０。当接收的ｒ有１位错

时，设错误图样为ｅ＝（００…０ｅｉ０…００），则伴随式为

ｓＴ ＝

ｈ１１ ｈ２１ … ｈｉ１ … ｈｎ１
ｈ１２ ｈ２２ … ｈｉ２ … ｈｎ２
   

ｈ１ｒ ｈ２ｒ … ｈｉｒ … ｈ

熿

燀

燄

燅ｎｒ



０
ｅｉ
０

熿

燀

燄

燅

＝

ｈｉ１
ｈｉ２


ｈ

熿

燀

燄

燅ｉｒ

　　可见，伴随式正好是Ｈ矩阵的第ｉ列，它是ｒ维列向量。

又因为码的最小距离ｄｍｉｎ＝３，Ｈ矩阵任何两列都不相同，所以伴随式与单个错误的错
误图样一一对应。

如果发生了两个错误，设错误图样为ｅ＝（００…０ｅｉ０…０ｅｊ０…０），则伴随式为Ｈ 矩阵的
第ｉ列和第ｊ列之和。但是，此时的伴随式也可能是另外两列之和（请考虑Ｈ矩阵列相关性
和最小距离之间的关系），所以此时只能发现错误，但是不能纠正错误。

纠正单个错的伴随式译码方法如下：

（１）如果ｓＴ＝０，则判ｒ无错，此时ｖ＝ｒ；

（２）如果ｓＴ≠０，且ｓＴ 与Ｈ矩阵的第ｉ列相同，则判第ｉ位有错；

（３）如果ｓＴ≠０，但不是Ｈ的列，则只判ｒ有错，而不纠错。

纠正多个错误的伴随式译码的原理跟单个错误情况相同，这里不再赘述。
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５．５．４　分组码最小距离的边界

在离散二进制对称信道上，人们在研究分组码的误码率边界时得出了以下结论：

Ｐｅ≤ （Ｍ－１）［４ｐ（１－ｐ）］
ｄｍｉｎ

／２ （５．５２）

Ｐｅ≥ ∑
ｄｍｉｎ

ｍ＝［ｄｍｉｎ
／２］＋１

ｄｍｉｎ（ ）ｍ ｐｍ（１－ｐ）ｄｍｉｎ－ｍ （５．５３）

　　因此，ｄｍｉｎ的上、下边界在评价码的性能时十分重要。
由５．５．３节可知，分组码的校验矩阵Ｈ 中有ｄｍｉｎ列线性相关，而ｄｍｉｎ－１列是线性无关

的，由于Ｈ 的秩最多为ｎ－ｋ，则必有ｎ－ｋ≥ｄｍｉｎ－１，所以ｄｍｉｎ的上界是：

ｄｍｉｎ≤ｎ－ｋ＋１ （５．５４）

式（５．５４）是Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ给出的最简单的上边界，称为Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ限。
用分组长度ｎ可将此式归一化，即

ｄｍｉｎ
ｎ ≤ （１－Ｒｃ）＋１ｎ

式中，Ｒｃ是码率。当ｎ很大时，因子１／ｎ可以忽略。
如果某一编码具有最大的可能距离，即ｄｍｉｎ＝ｎ－ｋ＋１，则这种码叫做极大最小距离可

分码。除了普通重复型码外，不存在二进制的极大最小距离可分码。事实上，式（５．５４）规
定的上边界对二进制码来说是非常松散的。另一方面，具有ｄｍｉｎ＝ｎ－ｋ＋１的非二进制码
却是存在的。例如里德 索罗门（ＲｅｅｄＳｏｌｏｍｏｎ）码就是极大最小距离可分码，它属于ＢＣＨ
码的子类。
除了上述上边界之外，还有几个线性分组码的最小距离较紧的边界。下面我们将简述

４种重要的边界，其中三个是上边界，一个是下边界。这些边界的推导冗长，这里不进行详
述，有兴趣的读者请参阅彼得森和韦尔登（１９７２年）著作的第４章。
第一个最小距离的上边界为

１－Ｒｃ≥ １ｎｌｏｇ∑
ｔ

ｉ＝０

ｎ（）ｉ （５．５５）

　　由于码的纠错能力（用ｔ度量）与最小距离有关，所以上述关系式是最小距离的上边
界，叫做 Ｈａｍｍｉｎｇ上边界或 Ｈａｍｍｉｎｇ限。

令ｎ→∞，可得到式（５．５５）的渐近形式。对于任意ｎ，令ｔ０是使式（５．５５）成立的ｔ的最
大整数，可以证明，当ｎ→∞时，任何（ｎ，ｋ）分组码ｔ／ｎ决不会超过ｔ０／ｎ。这里，ｔ０／ｎ满足
等式：

１－Ｒｃ＝Ｈ
ｔ０（ ）ｎ （５．５６）

式中，Ｈ（ｘ）是的二进制熵函数Ｈ（ｘ）＝－ｐｌｏｇｐ－（１－ｐ）ｌｏｇ（１－ｐ），其中ｐ为０的概率。
将 Ｈａｍｍｉｎｇ界推广到非二进制码，即

１－Ｒｃ≥
１
ｎｌｏｇｑ ∑

ｔ

ｉ＝０

ｎ（）ｉ （ｑ－１）［ ］ｉ （５．５７）

　　另一个最小距离的上边界是普洛特金（Ｐｌｏｔｋｉｎ）１９６０年推出的，后人称之为Ｐｌｏｔｋｉｎ
限。说明如下：在一个（ｎ，ｋ）线性分组码中，为了达到最小距离ｄｍｉｎ，所需的校验位数目必
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须满足不等式：

ｎ－ｋ≥
ｑｄｍｉｎ－１
ｑ－１ －１－ｌｏｇｑｄｍｉｎ （５．５８）

其中，ｑ是字符集大小。对二进制编码来说，式（５．５８）可表示为

ｄｍｉｎ
ｎ
１－ １
２ｄｍｉｎ

ｌｏｇｄ（ ）ｍｉｎ ≤ １２
１－Ｒｃ＋２（ ）ｎ

　　在ｄｍｉｎ／ｎ≤１／２而ｎ→∞的极限情况下，式（５．５８）简化为

ｄｍｉｎ
ｎ ≤ １２

（１－Ｒｃ） （５．５９）

　　最后一个紧的最小距离上边界是埃利斯（Ｅｌｉａｓ，１９６８年）发现的，以渐近线形式表示为

ｄｍｉｎ
ｎ ≤２Ａ（１－Ａ） （５．６０）

式中，参数Ａ与码率有关，两者之间的关系式为

Ｒｃ＝１＋ＡｌｏｇＡ＋（１－Ａ）ｌｏｇ（１－Ａ）　　０≤Ａ≤
１
２

（５．６１）

　　（ｎ，ｋ）分组码最小距离的下边界同样存在，特别是具有归一化最小距离的二进制分组
码，它们渐近地满足不等式：

ｄｍｉｎ
ｎ ≥α （５．６２）

式中，α通过下列等式与码率建立联系：

Ｒｃ＝１－Ｈ（α）

＝１＋αｌｏｇα＋（１－α）ｌｏｇ（１－α）　　０≤α≤ １２
（５．６３）

这个下边界是吉尔伯特（Ｇｉｌｂｅｒｔ，１９５２年）和乌沙莫夫（Ｖａｒｓｈａｒｍｏｖ，１９５７年）提出的下边
界的一个特例，适用于非二进制和二进制分组码，简称Ｖ Ｇ限。

上述三个性能限中，前两个是必要条件，即想让ｄｍｉｎ达到某值，ｎ－ｋ必须大于某值，
或者说对于一定冗余度ｎ－ｋ，ｄｍｉｎ最大能达到多少，所以 Ｈａｍｍｉｎｇ限和Ｐｌｏｔｋｉｎ限给出的
是上边界。Ｖ Ｇ限是充分条件，它说明只要满足这个条件，就一定存在最小距离为ｄｍｉｎ的
码，所以Ｖ Ｇ限给出的是下边界。然而，Ｖ Ｇ限指出的“存在”并不一定能被找到。如图

５ ３所示，斜线区是可能实现的区域，双重斜线区是必能实现的区域。

图５ ３　几种码限的比较
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５．６　卷　积　码

卷积码（ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｃｏｄｅ）是１９５５年由Ｐ．Ｅｌｉａｓ提出的一种记忆码，在二十世纪六七
十年代开始广泛使用。它与分组码不一样，不仅是输入ｋ０位信息码元的函数，还是前面ｍ
个ｋ０ 位信息码元的函数。卷积码由ｎ０、ｋ０、ｍ描述，ｎ０为每组输出码元数，ｋ０为每组输入
码元数，ｋ０／ｎ０ 表示卷积码的编码效率，ｍ称为编码约束度，表示ｋ０ 组移位寄存器中最大
的级数。由于卷积码各组之间相互有关，因此在卷积码的分析过程中，未找到像分组码那
样有效的数学工具，性能分析比较困难，从分析上得到的成果不像分组码那样多，往往要
借助计算机的搜索来寻找好码。

【例５．５】　一个简单的卷积码如图５ ４所示。初始状态为００。

图５ ４　卷积码生成器

设输入ｍ＝１０１１００…，则输出与输入的关系为
输入： １ ０ １ １ ０ ０ ０
状态： ００ １０ ０１ １０ １１ ０１ ００
输出： １１ ０１ ００ １０ １０ １１ ００

　　卷积码的特点如下：
（１）当前码分组输出不仅与当前信息分组输入有关，还与前面ｍ个信息分组有关。
（２）尚没有完善的数学工具有效地分析其结构和性能，必须借助计算机搜索来寻找

好码。
（３）研究表明：卷积码是渐近好码，相同码率、相同译码复杂性条件下，卷积码的性能

要好于分组码。
（４）卷积码仍是线性码，满足线性叠加关系。

图５ ５　状态转移图

例５．５中的编码器一共有４个状态：００、１０、０１、

１１，分别记为：Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３，该编码器的状态转移图
如图５ ５所示。
卷积码的状态图只表示编码状态之间的转移关系，

无法表示状态转移与时间节拍的关系。为了表示状态转
移与时间节拍的关系，引入卷积码的格图 （Ｔｒｅｌｌｉｓ
Ｄｉａｇｒａｍ）表示。卷积码的格图也称为篱笆图。
从初始状态出发，格图上的每一条路径都对应着一

个输入信息序列所对应的编码序列。给定信息序列，可
在格图上找到一条路径，进而得到所对应的编码序列。
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反过来，给定编码序列，也可在格图上找到一条路径，进而得到所对应的信息序列。
例５．５中，（２，１，２）卷积码将状态转移图按时间节拍展开，如图５ ６所示。

图５ ６　（２，１，２）卷积码的网格图

Ｓｈａｎｎｏｎ在证明Ｓｈａｎｎｏｎ第二编码定理时引用了如下３个基本条件：
（１）采用随机性编译码。
（２）编码长度趋于无穷，即分组的码组长度无限。
（３）译码过程采用最佳的最大似然译码（ＭＬ）方案。
在信道编码的研究与发展过程中，基本上以后两个条件为主要方向，如卷积码使得码

长变得很长，并采用次最优的最大似然译码（ｖｉｔｅｒｂｉ算法）。对于条件（１），虽然随机选择编
码码字可以使获得好码的概率增大，但是最大似然译码器的复杂度随码字数目的增大而加
大，当编码长度很大时，译码几乎不可能实现。总体而言，目前各种单一的构造性很强的
编译码方法其性能都很有限，与信道容量之间的差距是很大的，这也就是为什么信息论发
展半个多世纪以来人们关心的容量仍不是信息论意义上的容量。因此，多年来随机编码理
论一直作为分析和证明编码定理的主要方法，而如何在构造码上发挥作用却并未引起人们
的足够重视。直到１９９３年，Ｔｕｒｂｏ码的发现才较好地解决了这一问题，为Ｓｈａｎｎｏｎ随机码
理论的应用研究奠定了基础。

５．７　Ｔｕｒｂｏ码

Ｔｕｒｂｏ码又称为并行级联卷积码（ＰＣＣＣ），它通过在编码器中引入随机交织器，使码
字具有近似随机的特性；通过分量码的并行级联，实现通过短码（分量码）构造长码（Ｔｕｒｂｏ
码）；在接收端虽然采用了次最优的迭代算法，但分量码采用的是最优的最大后验概率译
码算法，同时通过迭代过程可使译码接近最大似然译码。综合上述分析可见，Ｔｕｒｂｏ码充
分考虑了Ｓｈａｎｎｏｎ信道编码定理证明时所假设的条件，从而获得了接近Ｓｈａｎｎｏｎ理论极限
的性能。

Ｔｕｒｂｏ码的最大特点在于它通过在编译码器中使用交织器和解交织器，有效地实现了
随机性编译码的思想，通过短码的有效结合实现长码，从而达到了接近Ｓｈａｎｎｏｎ理论极限
的性能。

Ｔｕｒｂｏ码编码器是由两个递归系统卷积码（ＲＳＣ）编码器通过一个随机交织器并行连接
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而成的。编码后的校验位经过删余矩阵，从而产生不同码率的码字，见图５ ７。

图５ ７　Ｔｕｒｂｏ码编码器的结构框图

在Ｔｕｒｂｏ码编码过程中，信息序列ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕＮ）经过一个Ｎ 位交织器，形成
一个新序列ｕ１＝（ｕ′１，ｕ′２，…，ｕ′Ｎ）（长度与内容没变，但比特位置经过重新排列）。ｕ与ｕ１
分别送到两个分量编码器，同时ｕ作为系统输出Ｘｓ直接送至复接器。一般情况下，这两个
编码器结构相同，生成序列Ｘｐ１与Ｘｐ２。为了提高码率，序列Ｘｐ１与Ｘｐ２需要经过删余矩阵，
采用删余技术从这两个校验序列中周期地删除一些校验位，形成校验位序列Ｘｐ。Ｘｐ 与未
编码序列Ｘｓ经过复用调制后，生成Ｔｕｒｂｏ码序列Ｘ。
编码器中交织器的使用是实现Ｔｕｒｂｏ码近似随机编码的关键。交织器实际上是一个一

一映射函数，其作用是将输入信息序列中的比特位置进行重置，以减小分量编码器输出校
验序列的相关性和提高码重。
删余矩阵的作用是提高编码码率，其元素取自集合｛０，１｝。矩阵中每一行分别与两个

分量编码器相对应。其中，“０”表示相应位置上的校验比特被删除，而“１”则表示保留相应
位置的校验比特。
下面通过一个具体实例来说明Ｔｕｒｂｏ码的编码过程。
图５ ８是一个码率为１／３的Ｔｕｒｂｏ码编码器的组成框图。

图５ ８　一个码率为１／３的Ｔｕｒｂｏ码编码器的组成框图

这个编码器是基于（２，１，４）ＲＳＣ（递归系统卷积码）的Ｔｕｒｂｏ码编码器，分量码是码率
为 １／２、 寄 存 器 级 数 为 ４ 的 （２， １， ４）ＲＳＣ 码， 生 成 的 多 项 式 为
（１＋Ｄ＋Ｄ２＋Ｄ３＋Ｄ４，１＋Ｄ４）。
假设输入序列为

ｕｋ ＝ （１０１１００１） （５．６４）
则第一个分量码的输出序列为
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Ｘｋ ＝ （１０１１００１）

Ｙ１ｋ ＝ （１１１０００１
烅
烄

烆 ）
（５．６５）

假设经过交织器后信息序列变为

珘ｕｋ ＝ （１１０１０１０） （５．６６）
第二个分量码编码器所输出的校验位序列为

Ｙ２ｋ ＝ （１００００００） （５．６７）
则得到Ｔｕｒｂｏ码序列为

ｖ＝ （１１１，０１０，１１０，１００，０００，０００，１１０） （５．６８）

　　迄今为止，Ｔｕｒｂｏ码以及低密度奇偶校验码（ＬＤＰＣ）已经距Ｓｈａｎｎｏｎ限非常近。模拟
结果表明，如果采用大小为６５５３５的随机交织器，并进行１８次迭代，则在Ｅｂ／Ｎ０≥０．７ｄＢ
时，码率为１／２的 Ｔｕｒｂｏ码在 ＡＷＧＮ信道上的误码率（ＢＥＲ）≤１０－５，接近Ｓｈａｎｎｏｎ限
（１／２码率的Ｓｈａｎｎｏｎ限为０ｄＢ）。
编码理论经过了近６０年的发展，早已成长为信息论发展的一个庞大的自成体系的学

科。本书的重点内容是信息论基础，所以无法展开叙述。本章涉及到信道编码的内容只是
期望能起到抛砖引玉的作用，了解信息论的发展对信道编码的指导意义，有兴趣的读者可
以参考其他专业书籍，进一步学习信道编码的内容

欄欄欄欄欄欄欄欄欄欄

欄欄欄欄欄欄欄欄欄
欄

氌

氌氌

氌

。

习　题　５

５．１　设有码Ｃ，在用此码传输时能使Ｈ（Ｕ｜Ｙ）＝０（式中Ｕ表示码字矢量，Ｙ代表接收矢
量），试证此时的码率Ｒ必小于该信道的信道容量Ｃ。（提示：Ｈ（Ｕ）＝Ｈ（Ｕ｜Ｙ）＋Ｉ（Ｕ；Ｙ））

５．２　设有码表示如下：
信息 　　　 码字

００ 　　　０００００
０１ 　　　０１１０１
１０ 　　　１０１１１
１１ 　　　１１０１０

　　（１）找出生成矩阵Ｇ与监督矩阵Ｈ；
（２）在二进制对称信道（ＢＳＣ）下给出最大似然译码的译码表；
（３）求正确译码的概率。

５．３　试证：
（１）二元线性码中码字重必全为偶数或奇偶各半；
（２）（ｎ，ｋ）码的平均码字重不超过ｎ／２。

５．４　设Ｘ和Ｙ 为信道的输入和输出，两者均取值于集合Ａ＝｛ａ１，ａ２，…，ａＫ｝。已知

Ｐ（ｘ＝ａｋ）＝ｐｋ，Ｐ（ｙ＝ａｊ｜ｘ＝ａｋ）＝ｐｋｊ，其中ｋ＝１，２，…，Ｋ，定义Ｐｅ＝∑
ｋ
ｐｋ∑

ｊ≠ｋ
ｐｋｊ。

求证：

Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｐｅｌｏｇ（Ｋ－１）＋Ｈ（Ｐｅ）
其中，Ｈ（Ｐｅ）＝－ＰｅｌｏｇＰｅ－（１－Ｐｅ）ｌｏｇ（１－Ｐｅ）。
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第６章　离散信源及其信息冗余

６．１　信源的描述与分类

信源是发出信息的某种设备，可以是人、生物、机器或其他任何向外发出信息的事物。
信源的输出称做消息。在人类的社会活动中，发出信息的信息源多种多样，其输出可以是
离散的符号，如书信中的文字和字母，也可以是连续的信号，如人发出的语声。

图６ １　信源模型

在信息理论的研究中，人们感兴趣的仅仅是载荷着信息的信源
输出的符号或信号，而对于信源内部的结构和产生输出符号的控制
过程一般不需要作深入了解。例如，人用语言方式向外界发出信
息，便是由大脑指挥发声器官发出声音，以 “音”的排列构成符号
（消息）序列输出某种信息。研究这样的输出语音的信源（人）时，我们并不需要考虑人脑控
制发声器官发出声音并构成某种“音”的排列的复杂过程，而只需要分析它的输出，即载荷
着信息的符号（消息）。因此，在下面的讨论中，我们并不研究信源的内部结构和产生输出
符号的复杂关系，只是将信源看做一个发出某种符号（序列）的设备（见图６ １）。
由于信息的基本属性是随机性，因此信源输出的符号或符号序列具有随机性，信源输

出的符号需要使用随机变量、随机矢量或随机过程表示。所以，信源的描述与分类也仅仅
考虑信源的外部特性，即依据信源的输出———符号（序列）所具有的特点和统计关系加以描
述和分类。

６．１．１　信源的描述

由于信源输出的消息载荷着信息，这种消息所具有的一个基本属性便是随机性，因此
信源输出的符号或符号序列可以使用随机变量、随机矢量或随机过程表示。由第２章的讨
论我们知道，如果已知信源的消息集合（即样本空间或值域）和消息发生的概率分布，则可
以使用由样本空间和它的概率分布所构成的概率空间来描述信源。
设信源输出随机变量Ｘ的样本空间（值域）为Ｒ。若在此值域上随机变量Ｘ 的概率分

布为Ｐ，则此信源的概率空间为［Ｒ，Ｐ］或［Ｘ，Ｐ］。

６．１．２　信源的分类

信源的输出是随机变量，信源的描述是一个统计模型，那么对信源进行分类也应从信
源的统计特性出发，即依据信源输出的消息在取值范围、概率分布及统计关系等方面的不
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同特点和性质，将信源划分为不同的类型。

１．连续信源与离散信源

根据信源输出消息Ｘ的取值特点，可将信源划分为连续信源和离散信源。

１）离散信源
信源输出符号为离散随机变量的信源称为离散信源。
设离散信源输出随机变量Ｘ的值域Ｒ 为一离散集合Ｒ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，其中，ｎ可

以是有限正数，也可以是可数的无限大正数。若已知Ｒ上每一消息发生的概率分布为
Ｐ（ａ１），Ｐ（ａ２），…，Ｐ（ａｎ）

则离散信源Ｘ的概率空间为

［Ｒ，Ｐ］＝ ［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｎ
Ｐ（ａ１） Ｐ（ａ２） … Ｐ（ａｎ
［ ］） （６．１）

其中，信源输出消息的概率Ｐ（ａｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）满足：

Ｐ（ａｉ）≥０　ｉ＝１，２，…，ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ａｉ）＝

烅
烄

烆 １

２）连续信源
如果信源输出符号的种类是不可数的无限值，即信源输出随机变量Ｘ 的取值为一个

连续区间，那么这样的信源称为连续信源。
假设随机变量Ｘ 的取值是在一个连续区间（ａ，ｂ）内，即Ｘ∈Ｒ，而 Ｒ＝（ａ，ｂ）（当

ａ→－∞，ｂ→＋∞时，这个区间成为一个包含所有实数的集合）。如果Ｒ内Ｘ 的概率密度
分布为ｐ（ｘ），则连续信源的概率空间为

［Ｘ，Ｐ］＝
（ａ，ｂ）

ｐ（ｘ［ ］） ＝
Ｒ

ｐ（ｘ［ ］）
其中：

ｐ（ｘ）≥０　ｘ∈Ｒ
且

∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

或

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

３）混合信源
若信源的一些符号取值于一个连续区间，而另一些符号取值于离散集合，则这样的信

源称为混合信源。

２．有记忆信源与无记忆信源

实际信源的输出往往是由信源输出的一系列符号所组成的一个符号序列：
…Ｘ－１Ｘ０Ｘ１…ＸＮＸＮ＋１…

信源输出的符号序列为一个随机变量序列，可以用随机矢量来表示。例如，若将英文文字
信源的取值集合看做２６个英文字母和空格及标点符号，则使用一段英文文字表达具有某
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种含义的信息时，该信源的输出将是一个由不同字母、空格和标点符号构成的消息序列。
由于信源输出的符号序列是一个随机变量序列，因此可以用随机矢量来表示。设信源

输出为一个Ｎ 维随机矢量
Ｘ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ）

其中： Ｘｉ∈Ｒ　（ｉ＝１，２，…，Ｎ）。

　　Ｎ 维随机矢量Ｘ 的统计特性需要使用联合概率密度函数：

Ｐ（Ｘ１ ＝ｘ１，Ｘ２＝ｘ２，…，ＸＮ ＝ｘＮ）＝Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）＝Ｐ（ｘ）
来描述。这里随机变量的样值为

ｘｉ∈Ｒ　ｉ＝１，２，…，Ｎ
于是，根据信源输出的随机矢量中各分量之间是否存在相关性，可将信源划分为无记忆信
源和有记忆信源。

１）无记忆信源
如果信源输出的随机矢量中，各元素Ｘｉ相互独立，则信源是无记忆的。
对于输出Ｎ 维随机矢量的离散无记忆信源，如果各元素Ｘｉ具有相同的概率密度，则

其联合概率密度可表示为

Ｐ（ｘ）＝Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ） （６．２）

２）有记忆信源
若随机矢量Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ）中各分量之间存在某种关联，则信源是有记忆信

源。有记忆信源需要使用条件概率Ｐ（ｘＮ｜ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ－１）描述其统计关系。
显然，与无记忆信源相比，有记忆信源的描述要困难得多。当信源输出符号之间的记

忆长度较大时，有记忆信源的描述与分析将更加困难。

３．平稳信源与非平稳信源

对于更一般的信源，其输出实际上是时间ｔ的一个连续函数Ｘ（ｔ），或者是一个任意的
消息序列Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ…，即信源的输出是随机过程或随机序列。对这种信源的分析需要应
用随机过程理论。对于一个随机过程或随机序列，根据其统计特性是否随着时间的平移而
改变可将其划分为平稳随机过程和非平稳随机过程。相应地，信源也可划分为平稳信源或
非平稳信源。
如果信源输出的随机变量序列Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ…是平稳的随机序列，则该信源是平稳信源，

否则该信源是非平稳信源。

６．２　离散无记忆信源的扩展信源

实际信源的输出往往是一个相当长的符号序列。例如，电报系统中的二进制信源的输
出是一个由二进制符号０、１（点、画）构成的数据序列。灰度图像信源输出有２５６种取值可
能，图像信源输出的一幅灰度图像需要由若干行、若干列的像素组成，每一像素的取值可
能为０～２５５。显然，实际信源输出的任意长度符号序列的统计关系复杂，其输出信息特性
的分析非常困难。此处，我们首先从最简单的信源入手，针对离散无记忆信源所输出的离
散随机变量序列，分析其统计关系、信息度量及基本关系。
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设离散无记忆信源输出离散随机变量序列为…Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ…，为了便于分析此信源输
出信息的特性，将信源输出的随机变量分组（如取Ｎ 个随机变量为一组），并且将每组随机
变量表示为一个随机矢量。于是，输出随机变量序列的信源可以等效为一个输出Ｎ 维随机
矢量的新信源，并且将这样的新信源称做原信源的Ｎ 次扩展信源。
例如，将输出０、１符号的电报系统看做一个二进制离散无记忆信源Ｘ。若将该信源Ｘ

输出的数据序列…０１０００１１００００１０１０００…中的每两个二进制符号划分为一组，则可等效为
输出二维随机矢量的新信源。信源输出二维随机矢量Ｘ∈｛００，０１，１０，１１｝。这个输出二维
随机矢量Ｘ的新信源Ｘ２称为二进制离散无记忆信源Ｘ的二次扩展信源。
对于一般的离散无记忆信源Ｘ，定义其Ｎ 次扩展信源如下：
设有一离散无记忆信源：

［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｒ
Ｐ（ａ１） Ｐ（ａ２） … Ｐ（ａｒ
［ ］）

若将其输出的符号序列用一组长度为Ｎ 的矢量序列表示，则可等效为一个新信源。新信源
输出的符号是长度为Ｎ 的原符号序列，用Ｎ 维随机矢量表示Ｘ，其样矢量为

ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘＮ　　ｘｉ∈Ｘ；ｉ＝１，２，…，Ｎ
　　显然，离散无记忆信源Ｘ输出的长度为Ｎ 的符号序列（Ｎ 维随机矢量Ｘ）可以组成ｒＮ

种不同的样矢量，并且样矢量中的各符号相互独立。
定义输出Ｎ 维随机矢量Ｘ 的新信源为离散无记忆信源Ｘ 的Ｎ 次扩展信源ＸＮ。ＸＮ 的

概率空间为

［ＸＮ，Ｐ（ｘ）］＝
ｘ１ ｘ２ … ｘｒＮ

Ｐ（ｘ１） Ｐ（ｘ２） … Ｐ（ｘｒＮ
［ ］） （６．３）

其中：

０≤Ｐ（ｘｉ）≤１　　ｉ＝１，２，…，ｒＮ

∑
ｒＮ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝

烅
烄

烆 １

由于信源Ｘ是离散无记忆的，扩展信源ＸＮ 输出的样矢量ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘＮ 中各分量统计独
立，因此有：

Ｐ（ｘ）＝Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）＝Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２）…Ｐ（ｘＮ）＝∏
Ｎ

ｊ＝１
Ｐ（ｘｊ）

于是，Ｎ 次扩展信源ＸＮ 的熵为

Ｈ（ｘ）＝Ｈ（ＸＮ）＝－∑
ＸＮ
Ｐ（ｘ）ｌｏｇＰ（ｘ） （６．４）

　　性质　离散无记忆信源Ｘ的Ｎ 次扩展信源ＸＮ 的熵等于离散信源Ｘ 的熵的Ｎ 倍，即

Ｈ（ＸＮ）＝Ｎ·Ｈ（Ｘ） （６．５）

　　证明：

Ｈ（ＸＮ）＝∑
ＸＮ
Ｐ（ｘ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘ）

＝∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
ＸＮ
Ｐ（ｘ）·ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ［ ］）

６２１ 信息论与编码



其中，内和式为

∑
ＸＮ
Ｐ（ｘ）·ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）
＝∑

ＸＮ
Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２）…Ｐ（ｘＮ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）

＝∑
ｘ１∈Ｘ
∑
ｘ２∈Ｘ

…∑
ｘＮ∈Ｘ
Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２）…Ｐ（ｘＮ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）

＝∑
ｘ１∈Ｘ
Ｐ（ｘ１）∑

ｘ２∈Ｘ
Ｐ（ｘ２）… ∑

ｘｊ－１∈Ｘ
Ｐ（ｘｊ－１）∑

ｘｊ∈Ｘ
Ｐ（ｘｊ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）

　· ∑
ｘｊ＋１∈Ｘ

Ｐ（ｘｊ＋１）…∑
ｘＮ∈Ｘ
Ｐ（ｘＮ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）

由于ｌ≠ｊ时：

∑
ｘｌ∈Ｘ
Ｐ（ｘｌ）＝１

则

∑
ＸＮ
Ｐ（ｘ）·ｌｏｇ １

Ｐ（ｘｊ）
＝∑

ｘｊ∈Ｘ
Ｐ（ｘｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｘｊ）

　　

＝∑
ｒ

ｌ＝１
Ｐ（ａｌ）ｌｏｇ １

Ｐ（ａｌ）
＝Ｈ（Ｘ）

因此

Ｈ（ＸＮ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｈ（Ｘ）＝Ｎ·Ｈ（Ｘ）

证毕。

【例６．１】　有一离散无记忆信源［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２
３
４

熿

燀

燄

燅
１
４
，求出其三次扩展信源Ｘ３的概率

空间，计算Ｈ（Ｘ３）并与Ｈ（Ｘ）比较。

解：离散无记忆信源Ｘ的三次扩展信源Ｘ３共包含２３＝８种不同的样矢量。

因为信源Ｘ无记忆，所以有

Ｐ（ｘ）＝Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２）Ｐ（ｘ３）　ｘｌ∈Ｘ；ｌ＝１，２，３

　　三次扩展信源Ｘ３的样矢量和相应的概率分布为

Ｘ３： ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｘ８
符号取值： ａ１ａ１ａ１ ａ１ａ１ａ２ ａ１ａ２ａ１ ａ１ａ２ａ２ ａ２ａ１ａ１ ａ２ａ１ａ２ ａ２ａ２ａ１ ａ２ａ２ａ２

概率分布： ２７
６４

９
６４

９
６４

３
６４

９
６４

３
６４

３
６４

１
６４

由此可以写出三次扩展信源的概率空间为

［Ｘ３，Ｐ］＝
ａ１ａ１ａ１ ａ１ａ１ａ２ ａ１ａ２ａ１ ａ１ａ２ａ２ ａ２ａ１ａ１ ａ２ａ１ａ２ ａ２ａ２ａ１ ａ２ａ２ａ２
２７
６４

９
６４

９
６４

３
６４

９
６４

３
６４

３
６４

１
熿

燀

燄

燅６４

　　分别计算信源Ｘ及其三次扩展信源Ｘ３的熵为

Ｈ（Ｘ）＝Ｈ ３
４
，（ ）１４ ＝０．８１１２５　 比特／符号
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Ｈ（Ｘ３）＝Ｈ ２７
６４
，９
６４
，９
６４
，３
６４
，９
６４
，３
６４
，３
６４
，１（ ）６４

＝２．４３３７５　 比特／符号
因此

Ｈ（Ｘ３）＝３·Ｈ（Ｘ）

　　以上结论也可以用熵的可加性解释。由于矢量的各分量间统计独立同分布，因此可以
将扩展信源的熵看成是三个统计独立信源（信源熵均为Ｈ（Ｘ））的联合熵。由熵的可加性有：

Ｈ（Ｘ３）＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｘ）＝３Ｈ（Ｘ）

　　对于ＸＮ 而言，使用Ｎ－１次熵的可加性即有：

Ｈ（ＸＮ）＝Ｎ·Ｈ（Ｘ）

６．３　离散平稳信源

实际信源的输出往往是一个具有任意长度的随机变量序列。因此，对于实际信源输出
的信息量及其关系的讨论是非常困难的。此处，我们限定随机矢量的长度为Ｎ，通过分析

Ｎ 维随机矢量的统计关系，讨论信源输出信息的特性。
设信源连续输出的长度为Ｎ 的符号序列可以表示成Ｎ 维随机矢量：

ｘｊ ＝ （ｘｊ＋１，ｘｊ＋２，…，ｘｊ＋Ｎ）
其中：

ｘｊ＋ｉ∈Ｘ　Ｘ＝ ｛ａ１，ａ２，…，ａｒ｝；ｉ＝１，２，…，Ｎ（Ｎ 为任意正整数）
于是，Ｎ 维随机矢量的统计关系可以使用联合概率分布描述，即：

Ｐ（ｘｊ）＝Ｐ（ｘｊ＋１，ｘｊ＋２，…，ｘｊ＋Ｎ）

　　由前几章的讨论可知，信源输出信息量的大小依赖于符号的统计特性。在实际信源发
出的符号序列中，信源的统计特性不仅与符号序列以及符号之间的统计关系有关，而且一
般情况下这种统计关系也是时间或位置的函数，即有：

Ｐ（ｘｉ）≠Ｐ（ｘｊ）

Ｐ（ｘｉ｜ｘｉ－１ｘｉ－２…ｘｉ－Ｎ…）≠Ｐ（ｘｊ｜ｘｊ－１ｘｊ－２…ｘｊ－Ｎ…）　　ｉ≠ｊ
　　因此，一般信源输出的随机变量序列应当是一个统计关系与时间、位置有关的非平稳
的随机过程。显然，对于这种输出非平稳随机变量序列的非平稳信源，其信息特性的分析
是十分困难的。
如果信源符号序列的统计关系与其起点和位置的起点无关，则由随机过程理论可知，

该符号序列具有平稳性。输出随机变量序列满足平稳性的信源为离散平稳信源。
设有离散平稳信源，其输出为Ｎ 维随机矢量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ），由于Ｎ 维随机矢

量ｘ的联合概率分布Ｐ（ｘ）与时间和位置的起点无关，即

　Ｐ（ｘｉ）＝Ｐ（ｘｉ＋１，ｘｉ＋２，…，ｘｉ＋Ｎ）＝Ｐ（ｘｊ＋１，ｘｊ＋２，…，ｘｊ＋Ｎ）＝Ｐ（ｘｊ）　ｉ≠ｊ （６．６）
于是，Ｎ 维随机矢量ｘ的联合概率分布Ｐ（ｘ）可以表示为

Ｐ（ｘ）＝Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）

　　平稳信源输出的符号之间可能存在某种程度的关联，这种关联需要使用条件概率加以
表示。依据联合概率与条件概率的关系：
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Ｐ（ｘｊ）＝Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２｜ｘ１）Ｐ（ｘ３｜ｘ１ｘ２）…Ｐ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）
可知，平稳信源输出符号之间的条件概率也与时间、位置的起点无关，即满足：

Ｐ（ｘｉ）＝Ｐ（ｘｊ）＝Ｐ（ｘ）

Ｐ（ｘｉ＋１｜ｘｉ）＝Ｐ（ｘｊ＋１｜ｘｊ）＝Ｐ（ｘ２｜ｘ１）

Ｐ（ｘｉ＋２｜ｘｉｘｉ＋１）＝Ｐ（ｘｊ＋２｜ｘｊｘｊ＋１）＝Ｐ（ｘ３｜ｘ１ｘ２）



Ｐ（ｘｉ＋Ｎ－１｜ｘｉｘｉ＋１…ｘｉ＋Ｎ－２）＝Ｐ（ｘｊ＋Ｎ－１｜ｘｊｘｊ＋１…ｘｊ＋Ｎ－２）＝Ｐ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１

烅

烄

烆 ）

（６．７）

　　如果信源输出的某一符号只与该符号前面的Ｎ－１个符号有统计依赖关系，则认为该
信源符号序列的关联长度为Ｎ。
由于离散平稳信源的熵及其特性的讨论仍然比较复杂，因此此处我们仅给出反映离散

平稳信源信息特性的几个定义和重要结论。

设有离散平稳有记忆信源［Ｘ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ … ａｒ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｒ

，其中：

０≤ｐｉ≤１　ｉ＝１，２，…，ｒ

∑
ｒ

ｉ＝１
ｐｉ＝１

该信源发出符号序列…Ｘ１Ｘ２…ＸＮＸＮ＋１…，设符号间关联长度为Ｎ，则该平稳信源输出的
长度为Ｎ 的样矢量：

ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘＮ　　ｘｉ∈Ｘ；ｉ＝１，２，…，Ｎ
具有联合概率分布Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）。
下面首先给出度量平稳信源输出信息量的三个定义。
定义６．１　平稳信源输出的长度为Ｎ 的随机矢量的联合熵为

Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）＝－ ∑
Ｘ１Ｘ２

…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ１ｘ２…ｘＮ） （６．８）

　　定义６．２　关联长度为Ｎ 信源符号中平均每个符号所携带的信息量为平均符号熵，即

ＨＮ（Ｘ）＝ １ＮＨ
（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ） （６．９）

　　定义６．３　设信源符号序列之间的依赖关系长度为Ｎ，若已知前面Ｎ－１个符号，则
第Ｎ 个符号所携带的平均信息量为条件熵，即

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１…ＸＮ－２ＸＮ－１）＝－ ∑
Ｘ１…ＸＮ

Ｐ（ｘ１…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ１…ｘＮ－１） （６．１０）

　　对于离散平稳信源，当Ｈ１（Ｘ）＝Ｈ（Ｘ）＜∞时，具有以下性质：

性质１　条件熵Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２ＸＮ－１）随Ｎ 的增加是非递增的，即

Ｈ（Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ３｜Ｘ２Ｘ１）≥ …　　　　　　

≥Ｈ（ＸＮ－１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２）≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１） （６．１１）

　　证明：第２章中式（２．３３）所给出的条件熵的性质Ｈ（Ｘ｜Ｙ）≤Ｈ（Ｘ）表明，对于任意的

Ｘ和Ｙ，在已知Ｙ 的条件下关于Ｘ 的平均不确定性不会超过关于Ｘ 的先验不确定性，即
条件熵不大于无条件熵。因此，当Ｎ＝２，即平稳信源输出二维随机矢量（Ｘ１，Ｘ２）时，有
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Ｈ（Ｘ２）≥Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）

　　由于Ｘ１，Ｘ２∈Ｘ且具有相同的概率分布，则
Ｈ（Ｘ１）＝Ｈ（Ｘ２）＝Ｈ（Ｘ）

因此

Ｈ（Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）

　　当Ｎ≥３，即平稳信源输出Ｎ 维随机矢量（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ）时，考察：

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）－Ｈ（ＸＮ－１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２）　　　　　　

＝－ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－１ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－２ｘＮ－１）

＋ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－２ＸＮ－１

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－２ｘＮ－１）ｌｏｇＰ（ｘＮ－１｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－２）

　　由于离散平稳信源的联合概率分布和条件概率分布与时间或位置的起点无关，有：

∑
Ｘ１
…ＸＮ－２ＸＮ－１

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－２ｘＮ－１）ｌｏｇＰ（ｘＮ－１｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－２）

＝ ∑
Ｘ２
…ＸＮ－１ＸＮ

Ｐ（ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ２ｘ３…ｘＮ－１）

＝ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－１ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－２）

因此

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）－Ｈ（ＸＮ－１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２）　　　　　　　　　　　

＝ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－１ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）ｌｏｇ
Ｐ（ｘＮ｜ｘ２…ｘＮ－１）
Ｐ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）

·Ｐ
（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）
Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１［ ］）

＝ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）ｌｏｇ
Ｐ（ｘＮ｜ｘ２…ｘＮ－１）·Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）

　　已知对数函数是上凸函数，于是：

上式≤ｌｏｇ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ）
Ｐ（ｘＮ｜ｘ２…ｘＮ－１）·Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ（ ））

＝ｌｏｇ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘＮ｜ｘ２…ｘＮ－１）Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１（ ））

＝ｌｏｇ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－１

Ｐ ｘ１ｘ２…ｘＮ－（ ）１ ∑
ＸＮ

Ｐ（ｘＮ｜ｘ２…ｘＮ－１（ ））

＝ｌｏｇ ∑
Ｘ１
…ＸＮ－１

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）

＝ｌｏｇ１＝０
因此有：

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）≤Ｈ（ＸＮ－１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２）
证毕。
在观察平稳信源输出的符号序列时，如果已知Ｘ１、Ｘ２、…、ＸＮ－１已发生，则关于将要

发生的符号ＸＮ 的平均不确定性为条件熵Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）。性质１表明，当条件增加
时，关于信源输出符号ＸＮ 的平均不确定性不会增大。
性质２

ＨＮ（Ｘ）≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１） （６．１２）
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　　证明：
由平均符号熵的定义知：

ＮＨＮ（Ｘ）＝Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）　　　　　　

＝－ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ１…ｘＮ）

因为

Ｐ（ｘ１…ｘＮ）＝Ｐ（ｘ１）Ｐ（ｘ２｜ｘ１）Ｐ（ｘ３｜ｘ１ｘ２）…Ｐ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）
所以

ＮＨＮ（Ｘ）＝－ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ１）＋ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ２｜ｘ１）＋［ …

＋ ∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ ］）
其中：

∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ１）＝∑
Ｘ１
∑
Ｘ２
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ［ ］）ｌｏｇＰ（ｘ１）

＝∑
Ｘ１

Ｐ（ｘ１）ｌｏｇＰ（ｘ１）＝Ｈ（Ｘ１）

∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘ２｜ｘ１）＝∑
Ｘ１Ｘ２
∑
Ｘ３
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ［ ］）ｌｏｇＰ（ｘ２｜ｘ１）

＝∑
Ｘ１Ｘ２

Ｐ（ｘ１ｘ２）ｌｏｇＰ（ｘ２｜ｘ１）＝Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）

∑
Ｘ１
…ＸＮ

Ｐ（ｘ１ｘ２…ｘＮ）ｌｏｇＰ（ｘＮ｜ｘ１ｘ２…ｘＮ－１）＝Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

于是有

Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）＝Ｈ（Ｘ１）＋Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）＋…＋Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１） （６．１３）
性质１表明：

Ｈ（Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）≥ … ≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）
故必有

ＨＮ（Ｘ）＝ １ＮＨ
（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

即

ＨＮ（Ｘ）≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）
证毕。
由定义６．２、６．３可以看出，对于平稳信源输出Ｎ个信源符号Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１ＸＮ，平均符号

熵ＨＮ（Ｘ）以简单的算术平均表示每一符号所载荷的平均信息量，而条件熵Ｈ（ＸＮ｜ＸＮ－１…Ｘ１）描
述的是已知前面Ｎ－１个符号时关于符号ＸＮ 的信息量。可见，平均符号熵ＨＮ（Ｘ）和条件
熵Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）均为单个符号平均信息量的度量方法。由于当已知条件的数量Ｎ
增加时，符号ＸＮ 所携带的信息量将单调减小，因此，以Ｎ 个符号的算术平均度量单个符
号的信息量，一定不小于Ｎ－１个符号已发生的条件下，关于第Ｎ 个符号的信息量，即

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）≤ＨＮ（Ｘ）

　　性质３
ＨＮ（Ｘ）≤ＨＮ－１（Ｘ） （６．１４）
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　　证明：

ＮＨＮ（Ｘ）＝Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）

＝Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＋Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

＝Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＋（Ｎ－１）ＨＮ－１（Ｘ）

≤ＨＮ（Ｘ）＋（Ｎ－１）ＨＮ－１（Ｘ）
于是：

（Ｎ－１）ＨＮ（Ｘ）≤ （Ｎ－１）ＨＮ－１（Ｘ）

ＨＮ（Ｘ）≤ＨＮ－１（Ｘ）
证毕。

性质３表明，平均符号熵ＨＮ（Ｘ）也是随着Ｎ 的增加而非递增的。
进一步分析：

对于信息熵Ｈ（Ｘ）＜∞的平稳信源Ｘ，由于熵具有非负性，即ＨＮ（Ｘ）≥０，因此由性
质３可以看出，信源符号序列长度不同时，平稳信源输出的每一个符号所载荷的信息量，

即平均符号熵满足：

∞ ＞Ｈ（Ｘ）＝Ｈ１（Ｘ）≥Ｈ２（Ｘ）≥ … ≥ＨＮ－１（Ｘ）≥ＨＮ（Ｘ）≥０ （６．１５）

可见，随着信源符号序列长度Ｎ 的增加，ＨＮ（Ｘ）将单调非递增地收敛于某有限值。
对于平稳信源Ｘ，当其输出的符号序列足够长（Ｎ→∞）时，每一个信源符号所载荷的

信息有效地反映出了信源输出的实际信息量。

因此，定义Ｈ∞＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）为离散平稳信源Ｘ的极限信息量或极限熵。

性质４　Ｈ∞＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）存在，且

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）＝ｌｉｍ

Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１） （６．１６）

　　证明：对于一个任意的正整数ｋ，有

ＨＮ＋ｋ（Ｘ）＝
１
Ｎ＋ｋ

Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮＸＮ＋１…ＸＮ＋ｋ）

＝ １
Ｎ＋ｋ

［Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＋Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

　　　＋Ｈ（ＸＮ＋１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）＋…＋Ｈ（ＸＮ＋ｋ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ＋ｋ－１）］

≤ １
Ｎ＋ｋ

［Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＋（ｋ＋１）Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）］

＝ １
Ｎ＋ｋ

Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＋
ｋ＋１
Ｎ＋ｋ

Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

固定Ｎ，令ｋ→∞，得

ｌｉｍ
ｋ→∞
ＨＮ＋ｋ（Ｘ）≤０＋Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

　　已知Ｎ→∞时，ＨＮ（Ｘ）的极限存在且为Ｈ∞，故有

ｌｉｍ
ｋ→∞
ＨＮ＋ｋ（Ｘ）＝Ｈ∞

　　结合性质２指出的关系可知，条件熵Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）满足：

Ｈ∞（Ｘ）≤Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）≤ＨＮ（Ｘ）

令Ｎ→∞，因为ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）＝Ｈ∞，所以

２３１ 信息论与编码



ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）＝Ｈ∞

于是：

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）＝ｌｉｍ

Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）

证毕。

性质２、３、４说明：当平稳信源输出的符号序列长度达到无限大时，平均符号熵

ＨＮ（Ｘ）和条件熵Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）都非递增地一致收敛于平稳信源的信息极限熵。因
此，对于一个实际的平稳信源，当经过足够长的时间后，信源输出每一符号所载荷的信息
量，即信源的极限熵可以用平均符号熵或条件熵加以度量。

６．４　马尔可夫信源

实际信源往往是有记忆的，其输出符号序列中相邻符号间存在某种程度的相关性。

例如，若将英文文字信源的取值集合看做２６个英文字母、空格和标点符号，则英文信
源输出的一段语句不仅是一个由字母、空格和标点符号组成的随机变量序列，并且由于该
语句具有某种含义，英文文字信源输出的符号组合必须满足英文的词法、语法结构要求，

随机变量序列中的符号相互依赖。同样，由于模拟信号的变化相对于采样速率很慢，因此
离散图像信源和离散语音信源输出的数据序列中，数值的变化大多是缓慢的。在图像信源
输出的灰度点阵中，相邻像元点的灰度相似，即像元点的灰度取值与其邻近像素点的灰度
取值相近。语音信源输出的离散数据序列中，同一帧内相邻样点的幅度值差异小。

可见，有记忆信源输出的符号序列中，符号之间存在关联并且这种关联的程度与符号
之间的距离有关。因此，有记忆信源的统计模型需要由一组信源符号和一组条件概率

Ｐ（ｘｉ｜ｘｉ－１ｘｉ－２…ｘｉ－Ｌ－１ｘｉ－Ｌ…）来描述。显然，相对于无记忆信源，有记忆信源信息特性的
分析要复杂得多，特别是相关距离很大甚至是无限大时。

在实际信源输出的随机变量序列中，信源在某时刻的输出符号往往只与前面邻近的若
干个信源符号有较强的依赖关系，而相距较远时，随机变量之间的相关性将变得较弱，甚
至可以忽略不计。因此可以依实际信源的统计关系和应用要求，将有记忆信源的统计模型
适当地简化。于是，通常限定有记忆信源的记忆长度，认为某时刻信源符号Ｘｉ发生的概率
只与该时刻前面邻近的若干个信源输出符号相关联，而与更前面的符号是无关的。由于这
类信源的输出符号序列近似为一个马尔可夫（Ｍａｒｋｏｖ）过程，因此这类有记忆信源称为马
尔可夫信源。

马尔可夫信源是一类特殊的离散有记忆信源，其特殊性在于任何时刻信源符号发生的
概率只与前面已经发生的ｍ个符号有关，而与更前面发生的符号无关。
对符号序列：

…，ｘ－１，ｘ０，ｘ１，…，ｘｍ－１，ｘｍ，ｘｍ＋１，…

ｘｉ∈Ｘ，Ｘ＝ ｛ａ１，ａ２，…，ａｒ｝
有：

Ｐ（ｘｔ＋ｍ｜ｘｔ＋ｍ－１…ｘｔ＋１ｘｔｘｔ－１…）＝Ｐ（ｘｔ＋ｍ｜ｘｔ＋ｍ－１…ｘｔ＋１ｘｔ） （６．１７）

　　因为这种信源在任何时刻符号发生的概率只与前ｍ个符号有关，所以，可以把这前ｍ
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个符号看做信源在此时刻所处的状态，它对应于ｒｍ 个不同的长为ｍ 的符号序列。
定义状态集：

Ｅ＝ ｛Ｅ１，Ｅ２，…，ＥＪ｝　　Ｊ＝ｒｍ

若信源所处状态为ｓ∈Ｅ，在每一状态下可能输出的符号ｘ∈Ｘ，则当发出一个符号后，所
处的状态就变了，即从状态ｓ变到了另一状态，新状态由ｓ的后ｍ－１个符号和发出的一个
符号唯一确定。可见，状态的转移依赖于发出的信源符号，因此任何时刻信源处在什么状
态完全由前一时刻的状态和发出的符号决定，对应信源的符号输出序列：

…，ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ－１，ｘｌ
有唯一的状态序列：

…，ｓ１，ｓ２，…，ｓｌ－１，ｓｌ

图６ ２　状态转移图

　　对于ｍ阶有记忆离散信源，它在ｔ＝１时刻输出符号ｘ１的概
率只与ｔ＝１时刻前面ｍ 个符号所对应的状态ｓｌ－１有关。在输出
符号后，进入由最新的ｍ个符号组成的状态ｓｌ，如图６ ２所示。
其状态转移概率分布为

Ｐ（ｘｌ ＝ａｋ｜ｓｌ－１＝Ｅｉ）　　ｋ＝１，２，…，ｒ；ｉ＝１，２，…，ｒｍ

　　一般情况下，状态转移概率及已知状态下发出符号的概率均与时刻ｌ有关。若与ｌ无
关，即

Ｐ（ｘｌ ＝ａｋ｜ｓｌ ＝Ｅｉ）＝Ｐ（ａｋ｜Ｅｉ） （６．１８）

则记ｐｉｊ＝Ｐ（Ｅｊ｜Ｅｉ），称此状态序列是时齐的。

定义６．４　一个随机状态序列：ｓ１，ｓ２，…，ｓｌ，…，若满足以下条件：
（１）有限性：可能状态数目Ｊ＜∞；
（２）时齐性：状态转移概率ｐｉｊ＝Ｐ（ｓｌ＝Ｅｊ｜ｓｌ－１＝Ｅｉ）只由状态ｊ和状态ｉ确定；
（３）马氏性：进入某状态的概率只与前一时刻的状态有关，与更早的状态无关，即

Ｐ（ｓｌ｜ｓｌ－１，ｓｌ－２，…）＝Ｐ（ｓｌ｜ｓｌ－１）

则称此随机状态序列为有限状态齐次马尔可夫链。

定义６．５　若信源输出的符号序列与信源的状态满足下述条件：
（１）某一时刻信源的输出只与当前的信源状态有关，与以前的状态无关，即

Ｐ（ａｋ）＝Ｐ（ｘｌ＝ａｋ｜ｓｌ＝Ｅｊ，ｘｌ－１＝ａｈ，ｓｌ－１＝Ｅｉ，…）

＝Ｐ（ｘｌ＝ａｋ｜ｓｌ＝Ｅｊ）＝Ｐ（ａｋ｜Ｅｊ）

　　（２）信源状态只由当前输出符号和前一时刻信源状态唯一确定，即

Ｅｉ＝ （ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｍ）

Ｅｊ ＝ （ａｊ１，ａｊ２，…，ａｊｍ）

Ｐ（ｓｌ ＝Ｅｊ｜ｘｌ ＝ａｋ，ｓｌ－１＝Ｅｉ）＝
１　 当Ｅｊ ＝ （ａｉ２，…，ａｉｍ，ａｋ）时

０　 当Ｅｊ≠ （ａｉ２，…，ａｉｍ，ａｋ）
烅
烄

烆

烅

烄

烆 时

（６．１９）

则称此信源为ｍ阶马尔可夫信源。

ｍ阶马尔可夫信源的关联长度为ｍ＋１。当ｍ＝１，即符号发生的概率只与前面一个符
号有关时，称为一阶马尔可夫信源。

ｍ阶马尔可夫信源的数学模型由一组信源符号和一组条件概率确定：
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Ｘ（ ）Ｐ ＝
ａ１，ａ２，…，ａｒ

Ｐ（ａｋｍ＋１｜ａｋ１ａｋ２…ａｋｍ

烄

烆

烌

烎）
（６．２０）

其中：

Ｘ＝ ｛ａ１，ａ２，…，ａｒ｝

ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ＋１∈ ｛１，２，…，ｒ｝
满足：

∑
ｒ

ｋｍ＋１＝１
Ｐ（ａｋｍ＋１｜ａｋ１ａｋ２…ａｋｍ）＝１

ｋｉ＝１，２，…，ｒ；ｉ＝１，２，…，ｍ＋１
　　ｍ阶马尔可夫信源输出的随机变量序列Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ－ｍ＋１…Ｘｉ－２Ｘｉ－１ＸｉＸｉ＋１…为一个ｍ
阶马尔可夫过程。可以将ｍ 个相邻的随机变量划分为一组，将该ｍ 个随机变量的取值
组合：

ａｉ１ａｉ２…ａｉｍ　　ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ ＝１，２，…，ｒ （６．２１）

看做一种状态Ｅ。
已知信源Ｘ有ｒ种不同的输出符号，故信源Ｘ输出的长度为ｍ 的随机变量序列有ｒｍ

种不同的取值组合。于是，长度为ｍ的随机变量序列可以表示为ｒｍ 种不同的状态，并构成
状态集合Ｅ＝｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒｍ｝。此时，马尔可夫信源的数学模型又可表示为

Ｅ（ ）Ｐ ＝
Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒｍ
Ｐ（Ｅｊ｜Ｅｉ（ ））

　　如果ｍ阶马尔可夫信源Ｘ 在时刻ｉ的状态为ｓｉ＝ａｉ１ａｉ２…ａｉｍ∈Ｅ，则由于某时刻信源

的输出仅与该时刻前面的ｍ个符号有关，因此信源在时刻ｉ输出的符号与信源所处的状态

ｓｉ有关，即依条件概率Ｐ（ａｉｍ＋１｜ｓｉ）输出的符号ａｉｍ＋１∈Ｘ，长度为ｍ 的符号序列便变为

ａｉ２ａｉ３…ａｉｍａｉｍ＋１。由马尔可夫信源的统计关系可知，新的长度为ｍ 的符号序列由原状态ｓｉ
对应的符号序列ａｉ１ａｉ２…ａｉｍ中的后ｍ－１个信源符号与该时刻信源发出的新符号ａｉｍ＋１组成，

并构成了一个新的状态ｓｉ＋１＝ａｉ２ａｉ３…ａｉｍａｉｍ＋１∈Ｅ，即由状态ｓｉ转移为状态ｓｉ＋１（ｓｉ，ｓｉ＋１∈Ｅ），

并且依输出符号之间的条件概率关系可知，状态转移的概率为

Ｐ（ａｉｍ＋１｜ｓｉ＝ａｉ１ａｉ２…ａｉｍ）＝Ｐ（ｓｉ＋１｜ｓｉ）

因此，ｍ阶马尔可夫信源的输出符号序列Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ－ｍ＋１…Ｘｉ－２Ｘｉ－１ＸｉＸｉ＋１…可以转换为
一个状态序列ｓ１ｓ２…ｓｉｓｉ＋１…。
这样的状态序列可以用马尔可夫链的状态图描述（见图６ ３），也可以由状态转移矩阵

描述。

图６ ３　马尔可夫信源状态图

已知条件概率可变换成：

Ｐ（ａｋｍ＋１｜ａｋ１ａｋ２…ａｋｍ）＝Ｐ（ａｋｍ＋１｜Ｅｉ）＝Ｐ（ａｋ｜Ｅｉ）

其中：Ｅｉ为ｍ 阶马尔可夫信源可能有的状态，ｉ＝１，…，ｒｍ；Ｐ（ａｋ｜Ｅｉ）为任何时刻信源处在
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状态Ｅｉ时发出信源符号ａｋ 的概率，ａｋ 可任取ａ１，ａ２，…，ａｒ之一。若新状态为Ｅｊ，则状态

Ｅｉ到Ｅｊ 的一步转移概率为

Ｐ（Ｅｊ｜Ｅｉ）＝Ｐ（ａｋ｜Ｅｉ）
马尔可夫信源的状态转移图如图６ ４所示。

图６ ４　马尔可夫信源的状态转移图

此时，马尔可夫信源的数学模型又可表示为

Ｅ（ ）Ｐ ＝
Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒｍ

Ｐ（Ｅｊ｜Ｅｉ
烄

烆

烌

烎） 　ｉ＝１，２，…，ｒｍ （６．２２）

　　该数学模型表明，状态一步转移概率是描述ｍ 阶马尔可夫信源有依赖地发出消息（状
态）的统计特性的最本质参数。
一般地，马尔可夫信源输出的状态序列中，状态之间的转移关系与系统的初始状态有

关。但是，由于实际马尔可夫信源输出的状态种类ｒｍ 有限，并且近似满足时齐性和遍历性
条件，因此我们主要考虑有限、时齐、遍历马尔可夫信源的统计关系。
对于状态集合为Ｅ＝｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒｍ｝的时齐马尔可夫信源，由该信源的ｍ个符号组

成的状态Ｅｉ和Ｅｊ（ｉ≠ｊ），存在一个正整数ｎ０＞０，且经过ｎ０步，从状态Ｅｉ转移到状态Ｅｊ
的转移概率ｐ（ｎ）

ｉｊ ＞０，则在经过足够长的时间后，信源可以由一种状态转移到任意一种其他
状态，并且满足：

（１）新状态ｓｉ＋１的概率仅与前一时刻的状态有关，而与更前面的状态无关，即
Ｐ（ｓｉ＋１｜ｓｉｓｉ－１ｓｉ－２…）＝Ｐ（ｓｉ＋１｜ｓｉ）

　　（２）状态之间的转移概率Ｐ（Ｅｌ｜Ｅｋ）与状态发生转移的时间或位置无关。
（３）无论信源的初始状态Ｅｉ为何，各种状态发生的概率都稳定在某极限概率：

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｐ（ｎ）ｉｊ ＝Ｐ（Ｅｊ）＞０

即每一种由各态历经过程产生的符号序列具有同样的统计特性。
可见，在经过足够长的时间后，有限、时齐、遍历马尔可夫信源成为一种平稳信源，且

存在不依赖初始状态的状态极限概率（即平稳分布）。
需要强调的是，只有在转移一定步数后各状态之间均可相通的条件下，当转移步数足

够大，ｍ阶马尔可夫信源达到稳定时，各状态出现的概率才能稳定在某一极限值，存在极
限概率。
对于ｍ阶马尔可夫信源，状态一步转移概率可由状态一步转移矩阵表示，也可以用状

态一步转移图表示。对于各态遍历的马尔可夫信源，相应的状态一步转移图具有以下两个
特点：

（１）不可约性。在状态空间集合中，不存在一个各状态之间都能相互到达，而又与集
合以外的状态不相通的集合，即闭集中不能再分出闭集。

（２）非周期性。对于各态遍历的ｍ阶马尔可夫信源来说，存在一个正整数ｎ０＞０，经过
ｎ０ 步转移后，各态均能相通，各态均能回到出发状态。在回到出发状态的可能步数中，必
定包括ｎ０ 和ｎ０＋１或ｎ０－１。所以，在可能回到出发状态的步数中，不存在大于１的公因
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子，具有非周期性。
【例６．２】　有一个二进制二阶马尔可夫信源，Ｘ＝｛０，１｝，条件概率为

Ｐ（０｜００）＝Ｐ（１｜１１）＝０．８
Ｐ（１｜００）＝Ｐ（０｜１１）＝０．２

Ｐ（０｜０１）＝Ｐ（０｜１０）＝Ｐ（１｜０１）＝Ｐ（１｜１０）＝０．５
该信源的转移特性只与符号序列有关，有４个状态：

Ｅ１　　 对应序列００
Ｅ２　　 对应序列０１
Ｅ３　　 对应序列１０
Ｅ４　　 对应序列１１

由概率分布可知，状态一步转移概率为

Ｐ（Ｅ１｜Ｅ１）＝Ｐ（Ｅ４｜Ｅ４）＝０．８
Ｐ（Ｅ２｜Ｅ１）＝Ｐ（Ｅ３｜Ｅ４）＝０．２

Ｐ（Ｅ３｜Ｅ２）＝Ｐ（Ｅ２｜Ｅ３）＝Ｐ（Ｅ４｜Ｅ２）＝Ｐ（Ｅ１｜Ｅ３）＝０．５
其他状态转移概率等于０。
信源是有限、既约、齐次的马尔可夫链，且可以进一步判定是各态历经源，故有：

Ｐ（Ｅ１）＝０．８Ｐ（Ｅ１）＋０．５Ｐ（Ｅ３）

Ｐ（Ｅ２）＝０．２Ｐ（Ｅ１）＋０．５Ｐ（Ｅ３）

Ｐ（Ｅ３）＝０．５Ｐ（Ｅ２）＋０．２Ｐ（Ｅ４）

Ｐ（Ｅ４）＝０．８Ｐ（Ｅ４）＋０．５Ｐ（Ｅ２）

Ｐ（Ｅ１）＋Ｐ（Ｅ２）＋Ｐ（Ｅ３）＋Ｐ（Ｅ４）＝

烅

烄

烆 １
可求出：

Ｐ（Ｅ２）＝Ｐ（Ｅ３）＝ １７
，Ｐ（Ｅ１）＝Ｐ（Ｅ４）＝ ５１４

为马尔可夫信源的平稳分布，且等于初始分布。
由上述讨论可以看出，由于有记忆信源输出符号之间存在关联，因此其信息特性分析

的难度较大，特别是相关距离很大甚至是无限大时。工程应用中，图像、语音等实际信源
输出的符号序列中，相邻符号之间的相关性较大，而距离较远的符号之间的相关性很小，
往往可以忽略。因此，对于这类实际信源信息特性的分析，可以从两个方面作适当假设，
以在掌握此类信源本质特性的前提下简化分析过程。
首先，由于实际信源的相关性主要表现在相邻符号之间，因此可以对有记忆信源的记

忆长度加以限制。假设信源在某时刻输出的符号仅与该时刻前面输出的ｍ个符号存在依赖
关系，而与更前面的符号无关，则将信源的相关长度限定为ｍ，看做ｍ 阶的马尔可夫
信源。
其次，假设实际信源输出的随机变量序列满足时齐性和遍历性，那么，在经过足够长

的时间后，时齐、遍历的ｍ阶马尔可夫信源输出的符号序列为一平稳随机过程。
因此，可以将工程应用中的实际信源看做一个平稳的ｍ阶马尔可夫信源，依据平稳信

源和马尔可夫信源的信息测度所满足的基本关系和性质，分析实际信源的信息特性。
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　　假设时齐、遍历的ｍ阶马尔可夫信源的输出是一个具有任意长度的符号序列：

Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ－１Ｘｉ…

　　由６．３节的讨论可知，当其输出的符号序列足够长（Ｎ→∞）时，平均符号熵ＨＮ（Ｘ）的

极限值反映了信源输出的实际信息量。已知此信源的极限信息量或极限熵为

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）＝ｌｉｍ

Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１ＸＮ）

因为此处的Ｎ→∞表示信源输出的符号序列足够长，这表明信源的输出已经经历了足够长

的时间，所以信源符号序列可以看做一个平稳的随机过程，该信源成为一种平稳信源。对

于平稳信源，极限熵Ｈ∞也可以表示为序列长度Ｎ 足够长时的条件熵，即有：

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１） （６．２３）

　　由于此信源是一个ｍ阶的马尔可夫信源，输出符号ＸＮ 仅与该符号前面的ｍ 个符号

相关，而与更前面的符号无依赖关系，因此，式（６．２３）反映的无限长的条件依赖关系可以

转化为有限长的依赖关系，满足：

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜ＸＮ－ｍＸＮ－ｍ＋１…ＸＮ－２ＸＮ－１）

　　进一步地，考虑到信源已进入一个平稳状态，而平稳信源输出随机变量序列的统计特

性与时间或位置的起点无关，故有：

Ｈ∞ ＝Ｈ（Ｘｍ＋１｜Ｘ１Ｘ２…Ｘｍ）

于是，得到ｍ阶马尔可夫信源的极限信息量：

Ｈ∞ ＝Ｈ（Ｘｍ＋１｜Ｘ１Ｘ２…Ｘｍ）＝Ｈｍ＋１

　　可见，时齐、遍历的ｍ阶马尔可夫信源所提供的平均信息量为已知前ｍ 个信源符号的

条件下，对信源将要输出的符号的不确定性。因此，ｍ 阶马尔可夫信源的极限熵的计算可

以转化为条件熵的计算，即

Ｈ∞ ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１…ＸＮ－１）＝Ｈ（Ｘｍ＋１｜Ｘ１…Ｘｍ） （６．２４）

而

Ｈｍ＋１ ＝－∑
ｋｍ＋１

…∑
ｋ１

Ｐ（ａｋ１…ａｋｍ＋１）·ｌｏｇＰ（ａｋｍ＋１｜ａｋ１…ａｋｍ）

令

Ｅｉ＝ （ａｋ１ａｋ２…ａｋｍ）

其中：

ｉ＝１，２，…，ｒｍ；ｋｊ ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｍ
则

Ｐ（ａｋ１…ａｋｍ＋１）＝Ｐ（Ｅｉ）Ｐ（ａｋｍ＋１｜Ｅｉ）

因此

Ｈｍ＋１＝－∑
Ｅｉ∈Ｅ
∑
ｋ
Ｐ（Ｅｉ）Ｐ（ａｋ｜Ｅｉ）·ｌｏｇＰ（ａｋ｜Ｅｉ）

＝∑
Ｅ
Ｐ（Ｅｉ）Ｈ（Ｘ｜Ｅｉ） （６．２５）
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　　上例中：

Ｈ∞＝Ｈｍ＋１ ＝Ｈ３

＝∑
Ｅ
Ｐ（Ｅｉ）Ｈ（Ｘ｜Ｅｉ）

＝Ｐ（Ｅ１）Ｈ（Ｘ｜Ｅ１）＋Ｐ（Ｅ２）Ｈ（Ｘ｜Ｅ２）＋Ｐ（Ｅ３）Ｈ（Ｘ｜Ｅ３）＋Ｐ（Ｅ４）Ｈ（Ｘ｜Ｅ４）
则

Ｈ（Ｘ｜Ｅ１）＝Ｈ（０．８，０．２）＝０．７２１９比特／符号
Ｈ（Ｘ｜Ｅ４）＝Ｈ（０．８，０．２）＝０．７２１９比特／符号
Ｈ（Ｘ｜Ｅ２）＝Ｈ（０．５，０．５）＝１．０比特／符号
Ｈ（Ｘ｜Ｅ３）＝Ｈ（０．５，０．５）＝１．０比特／符号

Ｈ∞ ＝
５
７×０．７２１９＋

２
７×１．０≈０．８０

比特／符号

　　我们在６．３节讨论Ｎ 维离散平稳信源Ｘ＝Ｘ１Ｘ２…ＸＮ 时，把一个实际上关联长度为无
穷的信源近似地当做一个关联长度有限的信源来考虑，即每Ｎ 个符号组成的符号序列之
间看做统计独立，互不相关，只在由Ｎ 个符号组成的符号序列内考虑符号的统计依赖关
系，然后用Ｎ 维联合熵Ｈ（Ｘ）＝Ｈ（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）表示信源每个符号序列的平均信息量，用

平均符号熵ＨＮ＝
１
ＮＨ

（Ｘ１Ｘ２…ＸＮ）表示离散平稳信源有记忆信源中每一个符号提供的平

均信息量。然而，对于一般的有记忆信源，考虑到关联长度为无穷这一因素，计算Ｎ→∞
时的极限值Ｈ∞非常困难，实际上几乎不可操作。但是由于各态遍历的ｍ 阶马尔可夫信源
的记忆长度有限，再加上它具有独特的马氏特性，所以各态遍历的ｍ阶马尔可夫信源的极
限熵是可求的。因此，对于离散平稳有记忆信源的极限熵计算来说，各态遍历的ｍ 阶马尔
可夫信源的极限熵更加贴近实际，具有广泛的应用性。

６．５　信源的信息冗余

前面我们已经讨论了各类离散信源，包括离散无记忆信源及其Ｎ 次扩展信源、离散平
稳信源、马尔可夫信源。由于这些信源的统计特性各不相同，它们输出信息的能力也各不
相同。
对于有ｒ种输出符号的离散信源Ｘ，如果信源Ｘ 的输出符号之间无记忆且等概分布，

则由最大熵定理可知，其输出的平均信息量达到其最大值，即该信源的熵为

Ｈ０＝ｌｏｇｒ
　　如果信源Ｘ输出的符号之间无记忆，但是信源符号为非等概率分布，则信源Ｘ 输出
的平均信息量为

Ｈ１＝Ｈ（Ｘ）

　　如果信源Ｘ是有记忆的，其输出的符号之间存在某种程度的相关性，则其输出的信息
量将进一步减小。对于ｍ阶的马尔可夫信源：
当ｍ＝１时，信源的熵为

Ｈ２＝Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）

　　当ｍ＝２时，信源的熵为
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Ｈ３＝Ｈ（Ｘ３｜Ｘ１Ｘ２）

　　　　

　　为ｍ时，信源的熵为

Ｈｍ＋１＝Ｈ（Ｘｍ＋１｜Ｘ１Ｘ２…Ｘｍ－１Ｘｍ）

　　当信源满足平稳性要求，即为平稳信源时，输出的平均信息量为极限熵Ｈ∞。
条件熵的性质：

Ｈ（Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）≥Ｈ（Ｘ３｜Ｘ２Ｘ１）≥ …

≥Ｈ（ＸＮ－１｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－２）≥Ｈ（ＸＮ｜Ｘ１Ｘ２…ＸＮ－１）
表明，上述具有不同统计特性的信源输出的信息量满足：

ｌｏｇｒ＝Ｈ０（Ｘ）≥Ｈ１（Ｘ）≥Ｈ２（Ｘ）≥ … ≥Ｈｍ＋１（Ｘ）≥ … ≥Ｈ∞（Ｘ） （６．２６）

　　由此可以看出，对于一个有ｒ种不同输出符号的离散平稳信源Ｘ，按照最大熵定理该
信源输出信息的能力应当是ｌｏｇｒ。然而式（６．２６）表明，若信源Ｘ 输出符号为非等概率分
布，则信源输出的平均信息量将减少；若信源输出符号间有关联，则信源输出的平均信息
量将进一步减少，且符号间相关长度越长，信源输出的信息量就越小。因此，非等概率分
布的无记忆信源和有记忆信源所输出的信源符号中，每一位信源符号所载荷的平均信息量
并没有达到其应当具有的最大输出信息能力，这表明信源输出符号中含有一定程度的不含
有信息的多余部分。
为了衡量信源输出的符号和符号序列中不含有信息的多余部分的大小，引入了信源的

信息冗余度（亦称剩余度、多余度）。
定义６．６　信源输出的实际信息熵与具有同样符号集的最大熵之比称为相对熵η，即

η＝
Ｈ∞

Ｈ０
（６．２７）

　　定义６．７　信源的信息冗余度γ：

γ＝１－η （６．２８）

　　信源的信息冗余度γ度量了信源输出的符号不含有信息的多余部分的大小。对于有记
忆信源，由于这部分多余成分的大小取决于信源符号之间的相关性，因此，信源的信息冗
余度本质上是反映信源统计特性的一个物理量。若信源符号之间的依赖关系较强，即符号
间的相关距离长，则Ｈ∞较小，于是该信源的信息冗余度较大。反之，若信源输出符号的相
关性较弱，则该信源的信息冗余度较小。若信源符号相互独立且等概率分布，则信源输出
的平均信息量达到该类信源输出平均信息量的最大值 Ｈ０，信源输出的符号中不包含任何
多余成分，于是信息冗余度γ＝０。
在各类信息传输系统中，图像、语音、文字等信源输出的符号序列中的相邻符号之间

往往存在明显的关联。例如一幅图像中，由于同一物体具有相近的电磁波反射特性，因此
某像素点的灰度取值与其相邻像素点的灰度取值接近。

【例６．３】　考察英文信源输出的符号序列，计算其信息冗余度γ。
设英文信源的输出符号为２６个英文字母和空格，故此英文信源的输出符号集合中包

括了２７个符号。如果认为此英文信源是一个无记忆且等概率分布，则该信源的最大熵为

Ｈ０＝ｌｏｇ２７＝４．７６　 比特／符号

　　如果认为英文信源是无记忆的（即不考虑相邻字母、符号之间的相关性），则在实际的
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英文单词拼写和语句组成中，各符号并非等概率发生。经过对英文信源符号的统计计算，
可以得到空格和２６个英文字母出现的概率（如表６ １所示）。于是，若假定英文信源是一
个非等概率分布的无记忆信源，则可以求出信源的熵：

Ｈ１＝∑
２７

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇｐｉ＝４．０３　 比特／符号

表６ １　英文信源符号发生的概率

字　　母 概　　率

空格 ０．１８５９

Ａ ０．０６４２

Ｂ ０．０１２７

Ｃ ０．０２１８

Ｄ ０．０３１７

Ｅ ０．１０３１

Ｆ ０．０２０８

Ｇ ０．０１５２

Ｈ ０．０４６７

Ｉ ０．０５７５

Ｊ ０．０００８

Ｋ ０．００４９

Ｌ ０．０３２１

Ｍ ０．０１９８

字　　母 概　　率

Ｎ ０．０５７４

Ｏ ０．０６３２

Ｐ ０．０１５２

Ｑ ０．０００８

Ｒ ０．０４８４

Ｓ ０．０５１４

Ｔ ０．０７９６

Ｕ ０．０２２８

Ｖ ０．００８３

Ｗ ０．０１７５

Ｘ ０．００１３

Ｙ ０．０１６４

Ｚ ０．０００５

显然，在有意义的实际英文单词和语句中，英文信源输出的符号之间存在着明显的相
关性。因此，由２６个英文字母和空格组成的英文信源是一个有记忆信源，在英文信源输出
信息特性的分析中，我们可以将其近似为ｍ阶马尔可夫信源。考虑的相关距离ｍ不同，该
英文信源输出的平均信息量不同。

若取ｍ＝１，则Ｈ２＝３．３２比特／符号。

若取ｍ＝２，则Ｈ３＝３．１比特／符号。
……
一般认为，实际英文信源的熵为

Ｈ∞ ＝１．４　 比特／符号
于是，可以求出实际英文信源的相对熵为

η＝
Ｈ∞

Ｈ０
＝０．２９

信息剩余度为

γ＝１－０．２９＝０．７１
　　计算结果表明，由英文字母和空格组成的文章中，其中７１％的符号取值由英文的词
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法、句法和语言结构所决定，只有２９％的符号由写文字的人自由选择。显然，从信息传输
系统的有效性考虑，这些不包含信息的多余部分应当予以消除。因此，对于一本１００页的
英文图书，如果将大约７１％的信息冗余消除掉，则可以只存储或传输大约２９页篇幅的内
容，便可以在保持原图书载荷信息量的前提下，大大提高信息系统的有效性。可见，信源
的信息冗余度表示了有记忆信源可以压缩的程度。

由于文字、图像、语音等各类实际信源往往都存在较强的相关性，因此实际信源输出
的符号序列中存在较大的信息冗余。在信息传输系统设计中，需要通过某种信源数据的压
缩编码，减少或去除冗余，便可以在保持信源信息的前提下传输或存储较少的符号，大大
提高信息系统的有效性。因此，以提高系统有效性为目的的信源编码，成为当前信息技术
中的关键技术。

但是应当看到，信源的信息冗余度在信息的传输和存储中也有其有利的一面。从信息
传输和存储的可靠性来看，信源输出的数据之间所存在的相关性可以提高系统的抗干扰能
力。例如，由于存在信道干扰，可能会使得在接收端接收到的符号产生错误。利用信源输
出符号之间的相关性，可以将传输过程中产生的错误加以纠正，提高信息传输系统的可
靠性。
例如，将“信息工程学院”简称为“工院”，显然该表示方法简捷，文字传输效率高。但

是，当在传输过程中，字符“工”受到噪声的影响变得模糊不清、难以辨认时，由 “Ｘ院”难
以判断信源所输出的正确符号。然而，如果传输的是“信息工程学院”，当字符“工”受到噪
声的影响变得模糊不清，成为“信息Ｘ程学院”时，则可利用符号之间的关联，在接收端正
确恢复字符“工”，实现信源字符的可靠传输。
由此可知，信源符号序列的相关性愈强（信源信息冗余度愈大），则抗干扰的能力愈

强，信息系统的可靠性就愈高。但是，从信息传输有效性角度来看，减小信源符号之间的
相关性，可以消除或去除信息冗余，提高系统的有效性。针对有效性和可靠性两种不同的
技术目标，形成了两类不同的编码技术，即信源编码和信道编码。
信源编码以提高信息系统的有效性为目的，通过消除信源的信息冗余减小每一信源符

号的平均比特数，从而实现信源输出信息的有效表示和传输。信道编码则以提高信息传输
的可靠性为目的，在充分利用信道信息传输能力的条件下，通过加入特定形式的冗余数
据，使得编码序列具有发现和纠正传输误码的能力，从而实现信源信息的可靠传输。

因此，提高系统的抗干扰能力往往是以降低系统的信息传输效率为代价的；反之，提
高系统的传输效率又常常使抗干扰能力减弱。可见，在信息系统的研究和设计中，有效性
和可靠性是一对相互矛盾的技术指标。信息理论和编码技术的研究将从信源、信道的统计
关系出发，研究提高信息系统有效性和可靠性的基本理论和方法，使有效性和可靠性两者
达到辩证的统一，从而实现信息系统的最优化

欄欄欄欄欄欄欄欄欄欄

欄欄欄欄欄欄欄欄欄
欄

氌

氌氌

氌

。

习　题　６

６．１　已知离散无记忆信源［Ｘ，Ｐ］＝
０ １
３
４

熿

燀

燄

燅
１
４
。
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（１）试求Ｘ的二次扩展信源［Ｘ２，Ｐ］和Ｈ（Ｘ２）；
（２）试求Ｘ的三次扩展信源［Ｘ３，Ｐ］和Ｈ（Ｘ３）；
（３）验证Ｈ（Ｘ２）＝２Ｈ（Ｘ），Ｈ（Ｘ３）＝３Ｈ（Ｘ）。

６．２　已知离散无记忆信源的概率空间［Ｘ，Ｐ］＝
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４
０．７ ０．０５ ０．１ ０．［ ］１５ ，计算此信

源的相对熵和信源冗余度。

６．３　某平稳信源［Ｘ，Ｐ］＝
０ １ ２
１
４

１
２

熿

燀

燄

燅
１
４
，设它发出的符号只与前一个有关，已知联

合概率分布如表６ ２所示。
（１）若认为信源符号间无依赖性，计算Ｈ（Ｘ）。
（２）考虑题示符号间的相关性，计算Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）、Ｈ（Ｘ１Ｘ２）和平均符号熵Ｈ２（Ｘ）。
（３）验证 Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）＜Ｈ（Ｘ）、Ｈ（Ｘ１Ｘ２）＜２Ｈ（Ｘ）和 Ｈ２（Ｘ）＜Ｈ（Ｘ），并解释

Ｈ２（Ｘ）＜Ｈ（Ｘ）的物理含义。
表６ ２　题６．３表

Ｐ（ｘｉｘｊ） ０ １ ２

０ ３
１６

１
１６ ０

１ １
１６

３
８

１
１６

２ ０ １
１６

３
１６

６．４　已知平稳信源［Ｘ，Ｐ］＝
０ １ ２
１
４

１
２

熿

燀

燄

燅
１
４
。

（１）若认为信源是无记忆的，此信源的冗余度如何？
（２）若认为此信源实际的熵近似为Ｈ２（Ｘ），即Ｈｘ≈Ｈ２（Ｘ），且已知两个符号的联合

概率分布如表６ ２所示，计算此时的冗余度。
（３）由（１）和（２）的计算结果可得出什么结论？

６．５　证明平稳信源有Ｈ（Ｘ３｜Ｘ１Ｘ２）≤Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１），并说明等式成立的条件。

６．６　设有一个信源，它产生０，１序列的消息。它在任意时间而且不论以前发生过什
么符号，均按Ｐ（０）＝０．４，Ｐ（１）＝０．６的概率发出符号。

（１）试问这个信源是否平稳？
（２）试计算Ｈ（Ｘ２）、Ｈ（Ｘ３｜Ｘ１Ｘ２）及ｌｉｍ

Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）。

（３）试计算Ｈ（Ｘ４）并写出Ｘ４信源中可能有的所有符号。

６．７　有一信源，它在开始时以Ｐ（ａ）＝０．６，Ｐ（ｂ）＝０．３，Ｐ（ｃ）＝０．１的概率发出Ｘ１。
当Ｘ１ 为ａ时，Ｘ２ 为ａ、ｂ、ｃ的概率各为１／３；Ｘ１ 为ｂ时，Ｘ２ 为ａ、ｂ、ｃ的概率各为１／３；
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Ｘ１ 为ｃ时，Ｘ２ 为ａ、ｂ的概率各为１／２，为ｃ的概率为０。后面发出Ｘｉ的概率只与Ｘｉ－１有
关，Ｐ（Ｘｉ｜Ｘｉ－１）＝Ｐ（Ｘ２｜Ｘ１），ｉ≥３。利用马尔可夫信源的图示法画出状态转移图，并计算
信源熵Ｈ∞。

６．８　一阶马尔可夫信源的状态图如图６ ５所示，信源Ｘ的符号集为｛０，１，２｝，并定
义ｐ－＝１－ｐ。

（１）求信源平稳后的概率分布Ｐ（０）、Ｐ（１）和Ｐ（２）。
（２）求此信源的熵。
（３）近似认为此信源为无记忆时，符号的概率分布等于平稳分布。求近似信源的熵

Ｈ（Ｘ），并与Ｈ∞进行比较。
（４）对一阶马尔可夫信源，ｐ取何值时Ｈ ∞取最大值？当ｐ＝０和ｐ＝１时，结果如何？

６．９　一阶马尔可夫信源的状态图如图６ ６所示，信源Ｘ的符号集为｛０，１，２｝。
（１）求平稳后信源的概率分布。
（２）求信源的熵Ｈ∞。
（３）求当ｐ＝０和ｐ＝１时信源的熵，并说明其理由。

图６ ５　题６．８图 图６ ６　题６．９图

　　６．１０　黑白气象传真图的消息只有黑色和白色两种，即信源Ｘ＝｛黑，白｝，设黑色出
现的概率Ｐ（黑）＝０．３，白色出现的概率Ｐ（白）＝０．７。

（１）假设图上黑白消息出现前后没有关联，求熵Ｈ（Ｘ）。
（２）假设黑白消息前后有关联，其依赖关系为Ｐ（白｜白）＝０．９，Ｐ（黑｜白）＝０．１，

Ｐ（白｜黑）＝０．２，Ｐ（黑｜黑）＝０．８，求此一阶马尔可夫信源的熵Ｈ２。
（３）分别求出上述两种信源的剩余度，并比较Ｈ（Ｘ）和Ｈ２的大小，说明其物理意义。
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第７章　无失真信源编码

由第３章的讨论我们知道，信源输出的消息中可能存在不含有信息的多余成分。在各
类信息传输和存储系统的设计中，应当消除由这些多余成分所产生的信息冗余，提高系统
的有效性。因此，作为提高系统有效性的手段，高效的信源编码是各类信息传输和存储系
统开发研制中的一项关键技术。
这一章我们将针对离散无记忆信源的统计特性，从无失真信源编码的要求出发，讨论

无失真信源编码的原理、理论极限和基本方法。

７．１　信源编码的作用与构成

在一个信息传输系统中，信源以输出符号的形式输出信息。例如，离散无记忆信源的
符号集Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ｝输出的符号或消息可以表示字母、数字、文字等不同的内容。
然而，某些信息系统对于传输、存储和处理的信息载体的形式有特定的要求。例如，

电报通信系统传输的是电报码，计算机中可以运行的指令和可以被计算、处理的数据必须
是二进制符号。为了使这些载荷信源信息的各种符号、消息能够通过某种信息系统传输、
存储和处理，信源输出的符号、消息必须转换为信息系统所要求的信号或码字形式。
因此，从一般意义上讲，这种将各种信源输出的符号、消息转换成特定信息系统所要

求的、易于处理的表示形式的过程称为信源编码。
设信源符号集为

Ｕ ＝ ｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ｝

　　根据信息系统的要求，我们可以设计码符号集：

Ｘ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ｝
其中，ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）适合系统的要求，称为码符号或码元。
由若干位码元（如Ｋ 位）可以组成一个码符号序列：

Ｗｉ＝Ｘ１Ｘ２…ＸＫ

其中，Ｘｊ∈Ｘ（ｊ＝１，２，…，Ｋ）。这样的码符号序列Ｗｉ亦称做码字。由所有码字构成的集
合称为码本：

Ｃ＝ ｛Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ｝

　　信源编码实际上是信源符号与码字之间按照一定规则进行的一种变换处理，即将信源
符号集中的符号ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）变换成长度为Ｋ 的码符号序列（码字）：

Ｗｉ＝Ｘ１Ｘ２…ＸＫ

或者将信源输出的长为Ｌ的信源符号序列：

５４１第７章　无失真信源编码



ｕｉ ＝Ｕ１Ｕ２…ＵＬ　ｉ＝１，２，…，ｎＬ

Ｕｊ∈Ｕ　　ｊ＝１，２，…，Ｌ
与码本：

Ｃ＝ ｛Ｗ１，Ｗ２，…，ＷｎＬ｝
中的码字Ｗｉ构成某种对应关系。
经过这样的变换处理，信源符号ｕｉ、信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 所表示的信源信息就载

荷在码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 中了。
信源译码是信源编码的逆过程，即由码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 通过反变换处理恢复信源符号

ｕｉ、信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ。
无失真信源编码要求译码结果与信源的输出相比不产生歧义，信源符号或者信源符号

序列与码本中的码字之间必须构成一种一一对应的变换关系。这不但要求每一个信源符号

ｕｉ和信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 与码本中的码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 具有确定的变换关系，而且要求
由码符号序列到信源符号序列的反变换即译码的结果也是唯一的，即一串有限长的码符号
序列的译码结果只能是唯一的一串信源符号序列。
因此，在无失真信源编码中，信源符号ｕｉ、信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 与码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ

之间必须具有确定的一一对应的变换关系。
图７ １示出了无失真信源编码器中信源符号与码符号序列之间的变换关系。

图７ １　无失真信源编码器

在实际的通信系统和电子信息系统中，我们可以看到多种信源编码的应用实例。
电报通信系统中，信源符号集为Ｕ＝｛文字，符号｝，码符号集为Ｘ＝｛点，画，间隔｝，

码本则是由不同长度的点、画的组合所构成的码字的集合。电报通信系统的信源编码通过
文字、符号与码字的一一对应的变换处理来完成。
在计算机系统中，Ｃ语言编写的程序由英文字母和符号组成，即Ｕ＝｛Ａ，Ｂ，…，Ｚ，

＋，－，…｝，而计算机机器码的码符号集为Ｘ＝｛０，１｝，通过ＡＳＣＩＩ的映射关系将字母、
符号组成的计算机程序编译连接为二进制符号序列。
由上述讨论可知，信源编码将信源输出的符号、消息转换为能够在信息系统中传输、

存储和处理的信号，对于构成信息系统具有重要意义。信源编码器是各类通信系统和电子
信息系统研究、开发中的一项不可缺少的组成部分。

对于离散无记忆信源［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ［ ］

ｎ

，信源符号等概率分布时，信源输出

的信息量最大，即Ｈ０＝ｌｏｇｎ。然而一般信源是非等概分布的，其熵

Ｈ（Ｕ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）≤Ｈ０

因此，在信源输出的符号序列中存在一定的信息冗余，即
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γ＝１－Ｈ
（Ｕ）
Ｈ０

　　在信源编码处理中，信源符号ｕｉ和信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 与码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 可以

有多种对应关系，即可以有多种不同的编码方式。我们总可以在这些编码方式中选择一种
最有效的编码，在将信源符号转换为信息系统要求的信号形式的同时，减小甚至消除信源
的信息冗余。
由此可知，无失真信源编码的另一个重要作用就是选择适当的编码方法，在不产生信

号畸变和失真的条件下，减小或去除信源符号中的冗余成分，提高通信系统和电子信息系
统的有效性。

信源编码将信源符号ｕｉ或信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 变换成长度为Ｋ的码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ
（Ｘｊ∈Ｘ，ｊ＝１，２，…，Ｋ）。这样的编码在工程实现中可以分为两种形式。
第一种编码方法所使用的码字均由位数相同的码符号组合而成，即码本包含的码字

Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 中的Ｋ 是一个不变的常数。这类码称为等长码。
另一种编码方法的码本中码字的长度可以不同，即对应于不同的信源符号ｕｉ或信源

符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ，其编码的码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 的长度Ｋ 可能不同。这类编码称为变
长码。
我们首先讨论等长信源编码中的基本问题和编码定理。

７．２　等长信源编码的相关概念和编码定理

７．２．１　等长码和编码效率

设有离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］）

　　根据系统的特性和应用要求，已确定码符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝。如果码字长度
为Ｋ，则码符号集中最多可以包含ｍＫ 个不同的码字。下面我们首先考虑对信源符号

ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）进行无失真编码。
为了使信源符号与码字之间具有一一对应关系，显然必须满足：

ｍＫ ≥ｎ （７．１）

即

Ｋ ≥ｌｏｇｍｎ （７．２）

　　例如，设某信源Ｕ 中ｎ＝８。由于信源含有８种符号，因此若进行二进制等长编码
（ｍ＝２），则码字的长度Ｋ≥ｌｏｇ８＝３，即等长编码时码字的长度至少为３比特。
若离散无记忆信源Ｕ 输出一个信源符号所含有的平均信息量为Ｈ（Ｕ），编码后一个信

源符号使用Ｋ 位码符号表示，则平均来讲，每一个码符号所携带的平均信息量（即编码的
信息传输率，又称码率）为

Ｒ＝Ｈ
（Ｕ）
Ｋ

（７．３）
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　　码率体现了信息传输有效性的高低。Ｒ越大，表示每一个码元携带的平均信息量越多，
即有效性越高；Ｒ越小，表示每一个码元携带的平均信息量越少，即有效性越低。因为编
码器的码符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，所以编码器能够传输的最大信息率为ｌｏｇｍ。若
编码码率达到了这一最大信息率，即

Ｒ＝ｌｏｇｍ
则表明通过编码去除了信源符号中的冗余，编码效率达到了１００％。一般情况下，编码效
率可能达不到１００％，即Ｒ≤ｌｏｇｍ。
为了衡量编码方法去除信源信息冗余的能力，定义等长码编码器的编码效率为

η＝
Ｒ
ｌｏｇｍ ＝

Ｈ（Ｕ）
Ｋｌｏｇｍ

（７．４）

　　进一步可以求出编码后仍然存在的冗余度为

γｄ＝１－η＝
Ｋｌｏｇｍ－Ｈ（Ｕ）

Ｋｌｏｇｍ
（７．５）

　　如果对离散无记忆信源Ｕ 的Ｌ 次扩展信源ＵＬ 输出的样矢量ｕｉ＝Ｕ１Ｕ２…ＵＬ（ｉ＝１，２，
…，ｎＬ）进行无失真信源编码，则因为Ｌ次扩展信源ＵＬ 中包含的样矢量的个数为ｎＬ，所以
为了实现无失真编码，使扩展信源ＵＬ 中每一个样矢量与码字之间具有一一对应关系，必
须满足：

ｍＫ ≥ｎＬ （７．６）
即

Ｋ ≥Ｌｌｏｇｍｎ （７．７）

　　例如，仍设某信源Ｕ中ｎ＝８，若考虑其二次扩展信源（Ｌ＝２）的二进制等长编码（ｍ＝２），则
因为Ｕ２ 中的样矢量个数为ｎＬ＝８２＝６４，所以码符号集中码字的长度应当满足：

Ｋ ≥Ｌｌｏｇｍｎ＝２ｌｏｇ２８＝６
即码字的长度至少为６比特。
在考虑离散无记忆信源的Ｌ次扩展信源ＵＬ 的无失真编码时，我们将信源输出的样矢

量Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 变换成码符号序列Ｘ１Ｘ２…ＸＫ。在这样的处理中，我们不仅要求能够无失真
地由Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 恢复信源输出的样矢量Ｕ１Ｕ２…ＵＬ，同时希望传送Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 时需要的信

息率达到最小。
因为编码器的码符号集仍为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，即Ｘ有ｍ 种取值，所以对于等长

信源编码，码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 的可能组合形式有ｍＫ 种。于是传送一个码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 时，
编码器输出的最大信息量为

ｌｏｇｍＫ ＝Ｋｌｏｇｍ （７．８）

　　然而，传送一个码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 对应于传送扩展信源输出的一个样矢量Ｕ１Ｕ２…ＵＬ。
由于一个样矢量由Ｌ个信源符号组成，因此当信源输出一个符号时，编码器需要输出的平
均信息率为

Ｒ′＝ＫｌｏｇｍＬ ＝ＫＬｌｏｇｍ
（７．９）

　　为了提高编码效率，显然应当在满足无失真的条件下寻找使编码器输出的信息率即

Ｋ
Ｌｌｏｇｍ

最小的编码方式。
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然而，在无失真编、译码的要求下，信源编码处理所能够实现的最小信息率满足什么
样的关系？其理论极限为何？下面讨论的等长无失真信源编码定理将回答这些问题。

７．２．２　信源符号序列的划分

为了证明等长无失真信源编码定理，我们首先分析离散无记忆信源Ｕ 及其Ｌ 次扩展
信源ＵＬ 的统计特性和输出信源符号或样矢量所载荷的信息量所具有的统计关系，并依此
将信源符号和样矢量进行分类划分，建立几个不等式。
设有离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ［ ］）

其中，∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）＝１，０≤Ｐ（ｕｉ）≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ。

其Ｌ次扩展信源为

［ＵＬ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎＬ

Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎＬ
［ ］） （７．１０）

其中：

ｕｉ ＝ （ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉＬ）　ｉ＝１，２，…，ｎ
Ｌ；ｉ１，ｉ２，…，ｉＬ ＝１，２，…，ｎ （７．１１）

且

Ｐ（ｕｉ）＝∏
Ｌ

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌ）　　ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ （７．１２）

　　根据系统的要求，设已选定编码符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，于是，我们可以考虑
对信源Ｕ 和Ｌ 次扩展信源ＵＬ 进行码字长度为Ｋ 的等长无失真编码。
由７．２．１节的讨论我们知道，无失真信源编码要求信源符号或扩展信源的样矢量与其

编码的码字之间必须具有一一对应的变换关系。不同的信息源及其扩展信源中信源符号的
个数和样矢量的个数可能不同，然而由码符号集可以看出，能够组合使用的码字最多只有

ｍＫ 个，即编码器可以使用的码字个数受到了限制。因此，在无失真信源编码中，我们只能
够设法充分、有效地利用码本中的ｍＫ 个码字，使信源Ｕ 和扩展信源ＵＬ 输出的信息量中

贡献较大的信源符号和样矢量有确定的一一对应的码字，以保证包含信息量较多的这一部
分信源符号和样矢量不产生译码差错。对于输出信息量很少的信源符号和样矢量，由于有

ｍＫ 个可用码字的限制，因此不能够保证分配一一对应的码字。虽然这一部分信源符号和
样矢量在译码时可能会产生失真，但是由于它们对信源和扩展信源输出的信息量贡献很
小，因此仍可使信源编码系统的失真得到严格的控制。
下面我们将在编码器可用码字受到限制的实际情况下，按照这样的编码处理思想分析

信源符号和样矢量的信息特性及它们与信源熵的关系，找出使译码失真最小，满足无失真
信源编码要求的统计关系。
下面主要以信源符号编码为例进行讨论。由第２章的讨论我们知道，反映信源符号ｕｉ

（ｉ＝１，２，…，ｎ）基本特性的参数是其载荷的信息量，即信源符号的自信息Ｉ（ｕｉ）。
对于信源符号ｕｉ，其发生的概率为Ｐ（ｕｉ），当信源输出ｕｉ时，ｕｉ载荷的自信息为

Ｉ（ｕｉ）＝－ｌｏｇＰ（ｕｉ）　　ｉ＝１，２，…，ｎ
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　　信源输出大小为Ｉ（ｕｉ）的自信息是伴随着信源输出ｕｉ而发生的。我们知道，ｕｉ是一个
发生概率为Ｐ（ｕｉ）的随机变量，因此Ｉ（ｕｉ）也是一个随机变量，它与ｕｉ具有相同的概率分
布，即Ｐ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）。

可以求出Ｉ（ｕｉ）的均值和方差：

Ｅ［Ｉ（ｕｉ）］＝－∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）＝Ｈ（Ｕ） （７．１３）

Ｄ［Ｉ（ｕｉ）］＝σ２（Ｕ）＝Ｅ｛［Ｉ（ｕｉ）－Ｈ（Ｕ）］２｝

＝Ｅ［Ｉ（ｕｉ）］２－２Ｈ（Ｕ）Ｅ［Ｉ（ｕｉ）］＋［Ｈ（Ｕ）］２

＝Ｅ｛［Ｉ（ｕｉ）］２｝－［Ｈ（Ｕ）］２ （７．１４）

当ｎ为有限值时，σ２（Ｕ）＜＋∞是一个有限的定值。
信源符号的自信息的统计平均值即为信源的熵Ｈ（Ｕ），也就是信源Ｕ 所输出的平均信

息量。然而，式（７．１３）表明，不同的信源符号ｕｉ所携带的自信息量对信源输出的平均信息
量的贡献－Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）一般是不相同的。

结合式（７．１４）可以进一步看出，如果信源符号ｕｉ的自信息Ｉ（ｕｉ）与信源Ｕ 的熵Ｈ（Ｕ）

接近（偏差较小），则相应地－Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）在熵Ｈ（Ｕ）的计算中将发挥较大的作用。这表
明这一类信源符号ｕｉ所载荷的自信息量在信源Ｕ 输出的平均信息量中占有重要成分，对
信源Ｕ 输出信息的贡献较大。反之，如果Ｉ（ｕｉ）与信源Ｕ 的熵Ｈ（Ｕ）相差较远（偏差较大），

则相应地－Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）在熵Ｈ（Ｕ）的计算中作用很小，该信源符号ｕｉ对信源Ｕ 输出信
息的贡献也就很小。

于是，我们可以依据信源符号ｕｉ输出的自信息Ｉ（ｕｉ）与信源输出的平均信息量Ｈ（Ｕ）
的偏差大小，将信源符号划分为不同的类型。

根据契比雪夫（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ）不等式，对于任意的ε＞０，有

Ｐ｛｜Ｉ（ｕｉ）－Ｈ（Ｕ）｜≥ε｝≤σ
２（Ｕ）
ε２

（７．１５）

式（７．１５）反映出了信源符号的自信息与信源的熵的偏差（两者之差的绝对值）不小于ε的事
件发生的概率与给定的偏差范围ε、Ｉ（ｕｉ）的方差σ２（Ｕ）的关系。

下面我们考虑离散无记忆信源Ｕ 的Ｌ 次扩展信源ＵＬ（见式（７．１０）～式（７．１２））中的
关系。

Ｌ次扩展信源ＵＬ 输出的样矢量ｕｉ＝（ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉＬ）（ｉ＝１，２，…，ｎ
Ｌ）所载荷的自

信息为

Ｉ（ｕｉ）＝－ｌｏｇＰ（ｕｉ）＝－ｌｏｇ∏
Ｌ

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌ）

＝－∑
Ｌ

ｌ＝１
ｌｏｇＰ（ｕｉｌ）＝∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｉ（ｕｉｌ） （７．１６）

　　样矢量的自信息Ｉ（ｕｉ）是伴随着随机样矢量ｕｉ的发生而发生的随机变量，与样矢量ｕｉ
有相同的概率分布。于是，我们可以求出Ｉ（ｕｉ）的均值和方差：

Ｅ［Ｉ（ｕｉ）］＝∑
Ｌ

ｌ＝１
Ｅ［Ｉ（ｕｉｌ）］＝∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｈ（Ｕ）＝ＬＨ（Ｕ）＝Ｈ（ＵＬ） （７．１７）
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σ２［Ｉ（ｕｉ）］＝Ｄ［Ｉ（ｕｉ）］＝∑
Ｌ

ｌ＝１
Ｄ［Ｉ（ｕｉｌ）］＝∑

Ｌ

ｌ＝１
σ２（Ｕ）＝Ｌσ２（Ｕ） （７．１８）

　　显然，样矢量的自信息Ｉ（ｕｉ）的统计平均值即为Ｌ次扩展信源ＵＬ 所输出的平均信息

量，它是离散无记忆信源Ｕ 的熵的Ｌ 倍；方差σ２［Ｉ（ｕｉ）］反映出了样矢量的自信息与ＵＬ 的

熵之间的平均偏差。与式（７．１４）相比可以看出，样矢量自信息Ｉ（ｕｉ）的方差增大为了信源
符号自信息Ｉ（ｕｉ）的方差的Ｌ倍。
为了分析Ｌ次扩展信源ＵＬ 所输出的样矢量ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎＬ）对ＵＬ 输出信息的贡

献大小，以区分不同的样矢量对信源输出信息的重要程度，我们仍然从样矢量的自信息

Ｉ（ｕｉ）与其统计平均值的偏差入手。
设已给定一个Ｉ（ｕｉ）与Ｈ（ＵＬ）的偏差控制范围Ｌε＞０。根据契比雪夫不等式，某一样

矢量ｕｉ的自信息与ＬＨ（Ｕ）的偏差超过Ｌε（即事件｜Ｉ（ｕｉ）－ＬＨ（Ｕ）｜≥Ｌε发生）的概率
满足：

Ｐ｛｜Ｉ（ｕｉ）－ＬＨ（Ｕ）｜≥Ｌε｝＝Ｐ
Ｉ（ｕｉ）
Ｌ －Ｈ（Ｕ）≥｛ ｝ε

≤Ｌσ
２（Ｕ）
（Ｌε）２ ＝

σ２（Ｕ）
Ｌε２

（７．１９）

　　由式（７．１０）我们知道，Ｌ次扩展信源ＵＬ 中有ｎＬ 个不同的样矢量ｕｉ，这些样矢量所包
含的自信息在ＵＬ 输出的平均信息量中有不同的贡献。根据ｕｉ载荷的自信息与其统计平均

值的偏差，我们可以将这ｎＬ 个样矢量分类并构成两个互补的集合Ａε和Ａε。组成这两个集
合的样矢量分别满足：

Ａε＝ ｕｉ：
Ｉ（ｕｉ）
Ｌ －Ｈ（Ｕ）＜｛ ｝ε （７．２０）

Ａε＝ ｕｉ：
Ｉ（ｕｉ）
Ｌ －Ｈ（Ｕ）≥｛ ｝ε （７．２１）

　　由不等式（７．１９）可以知道，集合Ａε所表示的事件发生的概率为

Ｐ（Ａε）≤σ
２（Ｕ）
Ｌε２

根据概率分布律，集合珡Ａε所表示的事件发生的概率还应当满足：

Ｐ（Ａε）≥０
于是，有

０≤Ｐ（Ａε）≤σ
２（Ｕ）
Ｌε２

（７．２２）

　　另外，由于集合Ａε和Ａε是互补的，因此集合Ａε所表示的事件发生的概率为

１≥Ｐ（Ａε）≥１－σ
２（Ｕ）
Ｌε２

（７．２３）

可以看出，当Ｌ→∞时，有

Ｐ（Ａε）→１，　Ｐ（Ａε）→０ （７．２４）

即Ｌ次扩展信源ＵＬ 中的ｎＬ 个样矢量全部属于集合Ａε，而集合Ａε中样矢量的个数为零。

由样矢量划分集合的定义可知，如果样矢量ｕｉ∈Ａε，则其携带的自信息Ｉ（ｕｉ）与ＵＬ 的

熵Ｈ（ＵＬ）具有很大的偏差，表明该样矢量对于ＵＬ 输出信息的贡献很小。反之，如果样矢
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量ｕｉ∈Ａε，则它所携带自信息Ｉ（ｕｉ）与ＵＬ 的熵Ｈ（ＵＬ）的偏差在规定的范围ε之内，该样矢
量的自信息在ＵＬ 输出平均信息量的计算中发挥了较大的作用。因此，在无失真信源编码
中，集合Ａε中的样矢量ｕｉ应当重点考虑。

那么，Ｌ次扩展信源ＵＬ 的ｎＬ 个样矢量中，属于集合Ａε 的样矢量个数满足怎样的关

系呢？能否保证在ｍＫ 个可用码字中找到一一对应的编码关系？我们将从ｕｉ∈Ａε 的自信
息的特点入手，找出集合Ａε中样矢量的个数所满足的不等式关系。

设集合Ａε中样矢量ｕｉ的个数为Ｍε，显然，Ｍε≤ｎＬ。

由集合Ａε的定义可知，样矢量ｕｉ∈Ａε 所具有的共同特点是：它们的自信息与信源熵
的偏差在给定的范围ε之内，即对于ｕｉ∈Ａε，有：

－ε＜
Ｉ（ｕｉ）
Ｌ －Ｈ（Ｕ）＜ε

Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε）＜Ｉ（ｕｉ）＜Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）

Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε）＜－ｌｏｇＰ（ｕｉ）＜Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）

－Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε）＞ｌｏｇＰ（ｕｉ）＞－Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）
因此

２－Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε）＞Ｐ（ｕｉ）＞２－Ｌ
（Ｈ（Ｕ）＋ε） （７．２５）

　　由于事件Ａε发生的概率为ｕｉ∈Ａε的概率之和，因此依式（７．２５）左端可以得到，事件

Ａε发生的概率满足下面的关系：

Ｐ（Ａε）＝ ∑
ｕｉ∈Ａε

Ｐ（ｕｉ）≤Ｍε×ｍａｘ
ｕｉ∈Ａε
Ｐ（ｕｉ）＜Ｍε×２

－Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε） （７．２６）

　　同理，由式（７．２５）右端的不等式关系可以得到：

Ｐ（Ａε）＝ ∑
ｕｉ∈Ａε

Ｐ（ｕｉ）≥Ｍε×ｍｉｎ
ｕｉ∈

珡Ａε
Ｐ（ｕｉ）＞Ｍε×２

－Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε） （７．２７）

　　在前面的讨论中，我们根据契比雪夫不等式以及集合Ａε和Ａε的互补性，从严格的概
率关系得出了事件Ａε 发生概率的取值范围（见式（７．２３））。同时，我们也通过对样矢量

ｕｉ∈Ａε的概率求和，得到了式（７．２６）和式（７．２７）指出的Ｐ（Ａε）的上、下界。显然，式
（７．２６）和式（７．２７）所指出的上、下界应当在式（７．２３）所规定的范围之内。

于是，事件Ａε发生的概率的上界（见式（７．２６）的右端）一定大于式（７．２３）所规定的最
小值，即

Ｍε×２－Ｌ
（Ｈ（Ｕ）－ε）＞１－σ

２（Ｕ）
Ｌε２

（７．２８）

　　同理，事件Ａε发生的概率的下界（见式（７．２７）的右端）也不会超过式（７．２３）所规定的
最大值，即

Ｍε×２－Ｌ
（Ｈ（Ｕ）＋ε）＜１ （７．２９）

　　因此，集合Ａε中样矢量ｕｉ的个数Ｍε满足不等式：

１－σ
２（Ｕ）
Ｌε（ ）２ ２Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε）＜Ｍε＜２

Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε） （７．３０）

　　应用上述分析所得到的基本关系和不等式，我们便可以证明无失真等长信源编码
定理。
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７．２．３　等长信源编码定理

定理７．１（等长信源编码定理）　由Ｌ个符号组成、每个符号的熵为Ｈ（Ｕ）的离散无
记忆平稳信源符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 可以用Ｋ 个符号Ｘ１Ｘ２…ＸＫ（每个符号有ｍ 种取值可
能）进行等长编码。对于任意的ε＞０，δ＞０，只要：

Ｋ
Ｌｌｏｇｍ≥Ｈ

（Ｕ）＋ε （７．３１）

当Ｌ足够大时，就可使译码差错小于δ。
反之，当

Ｋ
Ｌｌｏｇｍ≤Ｈ

（Ｕ）－２ε （７．３２）

时，译码差错一定是有限值。当Ｌ足够大时，译码几乎必定出错。
证明：这个定理由正定理和逆定理两部分组成。下面先证明正定理。
设离散无记忆信源有ｎ种输出符号，则其Ｌ次扩展信源ＵＬ 有ｎＬ 种不同的样矢量ｕｉ。

根据前面给出的无失真信源编码的基本思想，在正定理的证明中我们并不把这ｎＬ 种样矢
量ｕｉ全部进行一一对应的编码，而是只保证对扩展信源ＵＬ 输出信息贡献较大的属于集合

Ａε中的Ｍε个样矢量ｕｉ实现一一对应的编码。由定理给出的条件可知，由于码符号集中有

ｍ个码符号，因此可以组成ｍＫ 个长度为Ｋ 的码字，于是只要ｍＫ 大于Ｍε，就能够实现上
述编码方案。
定理中的式（７．３１）给出的条件等价于：

ｌｏｇｍＫ ≥Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）
即

ｍＫ ≥２Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）

而由式（７．３０）可知：

Ｍε＜２
Ｌ（Ｈ（Ｕ）＋ε）

所以，在满足式（７．３１）给定的条件时，一定能够满足ｍＫ＞Ｍε。

因此，我们总可以找到一种编码方法，使得集合Ａε中的Ｍε个样矢量ｕｉ与ｍＫ 个码字

有一一对应的关系，译码将不会产生错误。但是，此时并没有保证集合Ａε中的样矢量ｕｉ也

可以找到一一对应的输出码字。因此，译码中样矢量ｕｉ∈Ａε可能会产生错误。

由此可知，经过这样的编码处理，系统产生的失真仅由样矢量ｕｉ∈Ａε的译码差错造

成，系统的译码差错概率ｐｅ不会超过Ａε所发生的概率。由前面关于集合Ａε与Ａε的划分的
讨论和式（７．２２）所指出的概率关系可知，在此条件下译码差错概率满足：

ｐｅ≤Ｐ（Ａε）≤σ
２（Ｕ）
Ｌε２

（７．３３）

　　当ε２、σ２ 均为确定值时，对于任意小的δ＞０，当Ｌ足够大，即

Ｌ＞σ
２（Ｕ）
ε２δ

（７．３４）

时，译码差错的概率ｐｅ一定满足ｐｅ＜δ，并且有

ｌｉｍ
Ｌ→∞
ｐｅ＝０
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正定理得证。
在逆定理中，式（７．３２）所给出的条件等价于：

ｌｏｇｍＫ ≤Ｌ（Ｈ（Ｕ）－２ε）
即

ｍＫ ≤２
Ｌ（Ｈ（Ｕ）－２ε）＝２Ｌ

（Ｈ（Ｕ）－ε）×２－Ｌε （７．３５）

表明在逆定理所给出的条件下，编码器可以使用的码字个数受到了限制，需要判断在逆定
理条件下属于集合Ａε的样矢量ｕｉ能否找到一一对应的编码。
假定集合Ａε中样矢量ｕｉ的个数仅为其最小值。依据式（７．３０）指出的集合Ａε 中样矢

量ｕｉ的个数Ｍε的取值范围，Ｍε的取值也必须满足：

Ｍε＞ １－σ
２（Ｕ）
Ｌε（ ）２ ２Ｌ（Ｈ（Ｕ）－ε） （７．３６）

即集合Ａε中的样矢量ｕｉ最少时，Ｍε也不可能小于其下界。

为了找出此Ｍε 的下界与满足逆定理条件时码字个数ｍＫ 的关系，将式（７．３５）除以式
（７．３６），便有

ｍＫ
Ｍε
＜ ２－Ｌε

１－σ
２（Ｕ）
Ｌε２

（７．３７）

　　当信源符号序列长度Ｌ大于某定值Ｌ０时，由于２－Ｌε减小得更快，必可使
ｍＫ

Ｍε
＜１，即

ｍＫ ＜Ｍε
因此，集合Ａε中，一定会有一部分样矢量ｕｉ在ｍＫ 个码字中找不到一一对应的变换关系，

使得译码时无法正确地恢复而出错。所以，在逆定理的条件下，译码差错不可能是无限小。
进一步，若Ｌ→∞，则由式（７．３７）可知

ｍＫ
Ｍε
→０ （７．３８）

由式（７．２４）得：Ｐ（Ａε）→１而Ｐ（Ａε）→０，即当Ｌ→∞时，Ｌ次扩展信源中的ｎＬ 个样矢量ｕｉ
全部在集合Ａε中，然而可以使用的码字的总数ｍＫ 却远小于ｎＬ，以至于集合Ａε中的绝大
多数样矢量ｕｉ 无法找到一一对应的码字，译码时几乎必定出错，此即逆定理所给出的
结论。
证毕。
定理７．１表明，在进行等长无失真信源编码时，信源的平均符号熵Ｈ（Ｕ）是编码器输

出信息率的一个临界值。由式（７．９）可知，当编码器允许的输出信息率，即信源每输出一个
信源符号编码器必须输出的信息率为

Ｒ′＝ＫＬｌｏｇｍ

时，只要Ｒ′＞Ｈ（Ｕ），即编码器允许的输出信息率大于信源输出的信息率（即信源的熵），
编码器就一定可以做到几乎无失真，译码差错接近于零（见式（７．３３）），条件是信源符号序
列的长度Ｌ足够大（见式（７．３４））。反之，当Ｒ′＜Ｈ（Ｕ）时，不可能构成无失真的编码，即
不存在一种编码器，能够使译码差错的概率趋近于零。Ｒ′＝Ｈ（Ｕ）为编码器的临界状态，
可能会产生译码差错，也可能不产生译码差错。
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例如对于信源Ｕ，当ｎ个信源符号为等概率分布且ｎ恰为２的整数幂，即ｎ＝２Ｋ０时，
信源的熵为

Ｈ（Ｕ）＝ｌｏｇｎ＝ｌｏｇ２Ｋ０ ＝Ｋ０　 比特／符号
采用二进制Ｋ０ 位的等长编码可以实现ｎ个信源符号与２Ｋ０个码字之间一一对应的变换关
系，译码无失真且编码器的输出信息率恰为Ｒ′＝Ｈ（Ｕ）。如果信源非等概分布，则在

Ｒ′＝Ｈ（Ｕ）时一般会产生译码差错。
定理７．１从理论上阐明了无失真且编码效率接近于１的理想等长信源编码器的存在

性。按照定理７．１及其证明过程中的处理方法，离散无记忆信源的Ｌ次扩展信源ＵＬ 输出

的样矢量ｕｉ可以用Ｋ 个码符号（码符号集有ｍ 个元素）组成的等长码进行编码。在给定ε
和δ之后，按照式（７．３４）规定的信源符号序列长度Ｌ的值计算每一个样矢量ｕｉ的概率，将
概率较大的样矢量选为集合Ａε中的元素，并使Ｐ（Ａε）＝１－δ，然后将Ａε中的样矢量使用
一一对应的码字编码表示，便完成了对Ｌ次扩展信源ＵＬ 的编码处理。只要所取的δ足够
小，译码差错的概率ｐｅ＜δ将足够小。这时编码器的编码效率为

η＝

Ｈ（ＵＬ）
Ｋ
ｌｏｇｍ ＝

ＬＨ（Ｕ）
Ｋ
ｌｏｇｍ ＝ Ｈ（Ｕ）

Ｋ
Ｌｌｏｇｍ

≤ Ｈ（Ｕ）
Ｈ（Ｕ）＋ε

（７．３９）

只要所取的ε足够小，η便接近于１。
但是，要使ε、δ足够小，便要求Ｌ足够大。对于ｐｅ→０，η→１的理想编码器，必须使Ｌ

→∞。显然，这是无法实现的。
【例７．１】　已知某信源的概率空间为

［Ｕ，Ｐ（ｕｉ）］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７ ｕ８
０．４０ ０．１８ ０．１０ ０．１０ ０．０７ ０．０６ ０．０５ ０．［ ］０４

可以求出Ｈ（Ｕ）＝２．５５２４（比特／符号）和σ２（Ｕ）＝７．８２。若要求编码效率为９０％，即

η＝
Ｈ（Ｕ）
Ｒ ＝ Ｈ（Ｕ）

Ｈ（Ｕ）＋ε＝
０．９０

可解得ε≈０．２８。
设译码差错率为１０－６，即

ｐｅ＝δ＝１０－６

由式（７．３４）可知，信源符号序列的长度必须满足：

Ｌ≥σ
２（Ｕ）
ε２δ ＝ ７．８２

０．２８２×１０－６ ≈
１０８

　　可见，在差错率和编码效率的要求并不是很高的情况下，必须把近１０８ 个信源符号一
起编码，才能够满足要求。
因此，我们需要研究更加有效并且便于工程实现的编码方法，如变长编码的方法。

７．３　变长码的基本概念

从码符号集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝中可以选出若干位码元（如Ｋ位）组成码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ。在

由这样的码字构成的码本中，如果码字的长度Ｋ 并不是一个固定不变的量，则这样的一组

５５１第７章　无失真信源编码



码字便被称为变长码。
下面首先讨论有关变长码的一些基本概念和关系。

７．３．１　平均码长与编码效率

由前面几节的讨论我们知道，所谓信源编码，是将信源符号ｕｉ或扩展信源的样矢量ｕｉ
与码本Ｃ中的码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ 构成映射关系。因为变长码码本Ｃ中码字的长度不同，所以
经过信源编码处理，与不同的ｕｉ或ｕｉ对应的码符号序列（码字）所含有的码符号个数即编
码长度（码长）各不相同。为了衡量变长编码的效果，需要引入平均码长的概念。
对于离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］）

在实现一一对应的无失真变长信源编码后，相应于各信源符号的码字：

Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ

分别具有码长：

Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ
　　已知信源符号ｕｉ发生的概率为Ｐ（ｕｉ），码长Ｋｉ发生的概率也为Ｐ（ｕｉ），于是我们可以
知道这组码字的平均码长为

珡Ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ （７．４０）

　　平均码长表示了每一个信源符号平均使用的码元个数，其单位为码符号／信源符号。
若已知信源的熵为Ｈ（Ｕ），即信源输出一个信源符号时平均输出的信息量为Ｈ（Ｕ）比

特／信源符号，那么，变长信源编码器输出一位码元时所输出的平均信息率为

Ｒ＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋ

　 比特／码符号 （７．４１）

　　已知码符号集由ｍ个符号组成，编码器输出的最大信息率便为ｌｏｇｍ比特／码符号。若
编码器的输出信息率达到了此最大信息率，即Ｒ＝ｌｏｇｍ，则表明通过编码消除了信源符号
中的冗余，编码效率为１００％。
在等长信源编码中，我们定义了编码效率来衡量编码器去除信源信息冗余的能力。因

为等长编码中Ｋ＝珡Ｋ，由式（７．４）和式（７．５）我们可以推出变长信源编码时的编码效率和编
码冗余，即

η＝
Ｒ
ｌｏｇｍ ＝

Ｈ（Ｕ）
珡Ｋｌｏｇｍ

（７．４２）

和

γｄ＝１－η＝
珡Ｋｌｏｇｍ－Ｈ（Ｕ）

珡Ｋｌｏｇｍ
（７．４３）

　　同样，对于Ｌ次扩展信源ＵＬ，熵为Ｈ（ＵＬ）＝ＬＨ（Ｕ），其变长无失真信源编码是将输
出的样矢量Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 变换成长度不同的码符号序列Ｘ１Ｘ２…ＸＫ。设码符号集 Ｘ＝
｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，样矢量的平均码长为珡ＫＬ（单位为比特／样矢量）。于是，由式（７．４２）和式
（７．４３）可知，扩展信源ＵＬ 的变长无失真信源编码的编码效率和编码冗余为
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η＝
Ｒ
ｌｏｇｍ ＝

Ｈ（ＵＬ）
珡ＫＬｌｏｇｍ

＝
ＬＨ（Ｕ）
珡ＫＬｌｏｇｍ

＝ Ｈ（Ｕ）
珡ＫＬ

Ｌ
ｌｏｇｍ

（７．４４）

γｄ＝１－η＝
珡ＫＬｌｏｇｍ－Ｈ（ＵＬ）

珡ＫＬｌｏｇｍ
＝

珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ－Ｈ

（Ｕ）

珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ

（７．４５）

其中，珡ＫＬ／Ｌ表示与一个信源符号相对应的平均码长。

７．３．２　变长码的结构与分类

如果对信源Ｕ 进行变长编码，我们对于经常出现（概率较大）的信源符号可以用一个短
码（Ｋｉ较小）表示，而对于出现概率很小的信源符号使用长码（Ｋｉ较大）表示，则平均码长

珡Ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ相对于等长编码时将会减小。因此，选择恰当的变长编码可以提高编码

效率。
然而，在各类通信系统和电子信息系统的设计中，并不是任意一种变长码都可以使

用，即工程中允许使用的变长码必须满足一定的条件。
在下面的例子中，我们给出几种不同的变长码。虽然它们的平均码长珡Ｋ 都较小，但是

有的码却不能够在工程中使用。
【例７．２】　对于信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４
０．５ ０．２５ ０．１２５ ０．［ ］１２５

使用码符号集Ｘ＝｛０，１｝作二进制变长编码。此处我们给出四种编码方案：
信源符号 编码Ａ 编码Ｂ 编码Ｃ 编码Ｄ
ｕ１ ０ ０ ０ ０

ｕ２ ０ １ ０１ １０

ｕ３ １ ００ ０１１ １１０

ｕ４ １０ １０ ０１１１ １１１

　　对于编码Ａ，信源符号ｕ１和ｕ２的码字都是０，当接收端收到码符号０时便无法确定信
源输出的是哪一个符号。
对于编码Ｂ，如果接收到符号序列００，则译码时无法确定信源的输出是ｕ３还是ｕ１ｕ１。
对于编码Ｃ和编码Ｄ，设接收到一个码符号序列００１０１１０…。编码Ｃ解码得到信源符

号序列ｕ１ｕ２ｕ３…，而编码Ｄ的译码结果为信源符号序列ｕ１ｕ１ｕ２ｕ３…。
由上述分析可知，编码Ｃ和编码Ｄ 能够用于无失真变长编码，而编码Ａ和编码Ｂ 则

不能唯一、正确地恢复信源符号和信源符号序列，不能用于信源编码。
因此，在各类通信系统和电子信息系统中使用的信源编码方案必须具有一定的性质，

满足特定的码字结构要求。

１．唯一可译码

对于每一个有限长的信源符号序列，其编码形成的码符号序列不与任何其他的码符号
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序列相重合，则称这样的码是唯一可译码，否则为非唯一可译码。
工程中使用的编码方案必须是这种满足唯一可译性或单义可译性的唯一可译码。由唯

一可译码所构成的码字序列，可以不需要任何间隔符号就能够在接收端正确地分离码字并
译出相应的信源符号或信源符号序列。
在例７．２中，编码Ａ和编码Ｂ 的译码结果都可能会产生歧义，编码Ａ和编码Ｂ 是非

唯一可译码。而对于某一个码符号序列，编码Ｃ和编码Ｄ 分别得到了一个唯一的信源符号
序列，因此编码Ｃ和编码Ｄ 是满足唯一可译性的唯一可译码。
虽然编码Ｃ和编码Ｄ 都是唯一可译码，但是它们两者之间也有各自不同的特点。
编码Ｃ中，ｕ１ 的码字０事实上构成了其他信源符号的编码码字的字头，即信源符号

ｕ２、ｕ３ 和ｕ４ 的码字中起始的部分均为ｕ１的码字０。同理，ｕ２ 的码字０１构成了ｕ３和ｕ４的
码字０１１和０１１１的字头；ｕ３的码字０１１是ｕ４ 码字０１１１的字头。由于码字结构的这一特
点，对一个码符号序列进行码字分离处理时，若某一码字的最后一位码符号出现，则我们
并不能即时地完成该码字的分离。因为这组码符号可能是某一信源符号的码字，也可能是
另外一些信源符号的码字的字头，只有当下一个信源符号的码字中的第一位码符号被接收
到时，我们才能完成前一个码字与下一个码字的分离。
与编码Ｃ相比，编码Ｄ 的结构有不同的特点。编码Ｄ 中的任何信源符号的码字都不

构成其他码字的字头。于是对一个码符号序列的码字分离，不吸引下一个信源符号的码字
出现，只要当前信源符号的码字接收完毕，即该码字的最后一位码符号出现，便可即时地
完成该码字的分离处理。

２．字首码

若任一信源符号码字的前面任一起始部分都不构成其他信源符号的码字，则称具有这
种结构的编码为字首码。
字首码可以实现码字的即时分离，又称为即时码（可以即时地译码）。
显然，字首码满足唯一可译性，即字首码是唯一可译码的一类子码，字首码一定是唯

一可译码。反之，唯一可译码不一定是字首码，有些唯一可译码可能不满足字首性。
根据字首码的结构特点我们知道，例７．２中，编码Ｄ是字首码，而编码Ｃ的结构不满

足字首性，故编码Ｃ是非字首码。
按照字首性结构的要求仍然可以得到不同的编码方案，这些不同的编码方案的平均码

长可能不同。
例如，对于例７．２给出的信源Ｕ 的四个信源符号，我们可再构造一种编码Ｅ：

ｕ１→０，ｕ２→１０１，ｕ３→１１０，ｕ４→１１１
编码Ｅ不仅具有唯一可译性，而且满足字首性，也是字首码。因为编码Ｄ 和编码Ｅ 中ｕ２
码字的长度不同，所以珡ＫＥ＞珡ＫＤ。

３．紧致码

平均码长最短的字首码称为紧致码。
通过上面对变长码的各种结构特点和性质的讨论，我们可以将变长码划分为如图７ ２

所示的几种类型。
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图７ ２　变长码的分类

　　信源编码的主要目的是去除信源的信息冗余，提高系统的有效性，因此，在考虑变长
无失真信源编码中，希望平均码长尽量地短。然而，通过对各类变长码的结构特点的分析，
我们应当明确，在通信系统和电子信息系统的设计中，所追求的平均码长珡Ｋ 最短（有效性
最高）是有条件的。最优的变长编码并不是单纯地追求平均码长珡Ｋ 最短，而是在满足唯一
可译性和字首性的条件下追求平均码长珡Ｋ 最短，即对于某一离散无记忆信源Ｕ 和Ｌ 次扩
展信源ＵＬ，寻找其变长无失真编码的紧致码。
紧致码是满足唯一可译性和字首性时平均码长最短的码。下面我们给出一种表示和构

造字首码的方法，然后讨论一组字首码的码长所满足的关系，即字首码存在的条件。

７．３．３　码的树形图表示

设码符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，由Ｘ中选出Ｋ 个码符号构成的码字Ｘ１Ｘ２…ＸＫ

可以使用ｍ进制的树形图来表示。这样的树形图我们也称为码树图。
所谓树形图，是一种由根、枝和节点表示的树状图形。
图７ ３所示即为一树形图。其中，根是树形图的出发点（如图中的点Ａ）。由根可以伸

出枝，枝的另外一端称为节点，每一个节点又可以再伸出新的枝，不再伸出枝的节点即为
叶。在下面的讨论中，我们将继续伸枝的节点称为中间节点，见图７ ３中的点Ｂ和Ｃ，而
将不再伸枝的节点即树叶称为终端节点，见图７ ３中的点Ｄ、Ｅ、Ｆ和Ｇ。

图７ ３　码树图

如果每一个根或中间节点最多可以伸出ｍ个枝，则树形图是ｍ进制的。由根到叶可以
串接不同节数的枝，距根为ｋ节的节点称为ｋ阶节点。如果一个树形图中串接的最大枝数
为Ｋ，即阶数最高的终端节点为Ｋ 阶，则称树形图是Ｋ 阶的树形图。由此可知，图７ ３
所示为一个二进制三阶的树形图。
在一个ｍ进制Ｋ 阶的树形图中，如果所有的Ｋ－１阶节点都伸出了ｍ 个枝，全部Ｋ

阶节点都成为终端节点，则这样的树形图是一个Ｋ 阶的满树，否则该树形图是非满树。显
然，ｍ进制Ｋ 阶的满树有ｍＫ 个终端节点。
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　　图７ ４所示为一个三进制三阶的满树，它有ｍＫ＝３３＝２７个终端节点。在图７ ５中，
一阶节点Ｂ和二阶节点Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ都没有伸出枝，树形图的终端节点中有一个一阶节点、
四个二阶节点和六个三阶节点。因此，图７ ５是一个非满树。

图７ ４　满树码树图

图７ ５　非满树码树图

以树形图的根作为起始点，沿着根和中间节点伸出的枝可以走到终端节点。由树形图
的结构可以清楚地看出，从根到每一个终端节点所经过的路径是完全不同的。如果我们将
根或中间节点所伸出的一组枝分别标注０、１、…、ｍ，则由根到每一个终端节点所经过的
不同路径便可以用互不相同的一组有序数据（序列）来表示。
对于一组信源符号，我们可以设计一个树形图并将信源符号放置在树形图的终端节点

上，从树形图的根到信源符号的路径构成的数据序列便可用作该信源符号的编码。由于从
根到不同信源符号的路径不同，因此这组码字互不相同且一定满足唯一可译性，构成唯一
可译码。在上述考虑中，我们没有在树形图的中间节点上安排信源符号，在由根到每一个
信源符号的路径中不会遇到其他信源符号。因此任何信源符号的码字都不会成为其他信源
符号码字的前缀。显然，这样构成的码字也同时满足了字首性，即为一组字首码。
因此，我们可以得到一个重要结论：在一个树形图中，只要不在任何中间节点安排信

源符号，而是将所有的信源符号放在终端节点，所构成的码字就一定满足字首性。反过来
讲，任何一种字首码都可以用一个信源符号全部处于终端节点的树形图来表示。
由此可知，树形图是表示和构造字首码的一种有效的方法。
如果一种编码的ｍ进制Ｋ 阶树形图是一个满树，则共有ｍＫ 个信源符号可以被分别

安排在其ｍＫ 个终端节点上。此时由树形图的根到每一个信源符号的路径长度相同，均为
树形图的阶数Ｋ，所表示的是一组长为Ｋ 的等长码。由此也可以看出，等长码满足字首
性，也是一种字首码。
若一种字首码的ｍ进制Ｋ 阶树形图是一个非满树，则由根到每一个信源符号的路径
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的长度可能不同。因此，若信源符号全部处于非满树的终端节点，则该树形图表示的是一
组变字长的字首码。

７．３．４　字首码存在性定理

由上面的分析我们知道，工程中使用的变长码应当满足字首性。字首码存在性定理指
出了一组字首码存在的条件。

定理７．２（字首码存在性定理）　设信源符号集Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ｝，其码字长度分别
为Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ 的ｍ 进制的字首码存在的充分必要条件是：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍ－Ｋｉ ≤１ （７．４６）

　　此不等式由克拉夫特（Ｋｒａｆｔ）于１９４９年提出并加以证明，因此称为克拉夫特不等式。
码字的树形图可以直观地表示出一组字首码所满足的基本关系，下面我们结合码字树

形图来证明克拉夫特不等式。

证明：取码符号集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，并对信源符号ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ 进行ｍ 进制的
变字长编码，设各信源符号的码字：

Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ

分别具有码长：

Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ （７．４７）

　　下面首先证明字首码存在的必要性。

我们构造一个ｍ进制Ｋ 阶的满树，显然该满树具有ｍＫ 个Ｋ 阶节点（如图７ ４所示
的三进制三阶满树）。

假定我们所得到的一组码字Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ 是字首码，且这组字首码可以用一个ｍ
进制Ｋ－１阶的树形图加以表示，则这组码字的码长满足：

ｍａｘＫｉ≤Ｋ－１
　　由字首码的结构和树形图表示时的基本特点我们知道，此时信源符号所在的节点必为
该树形图的某一终端节点。

对于信源符号ｕｉ，已知其码字Ｗｉ的长度是Ｋｉ，则该信源符号ｕｉ一定位于树形图的某
一个Ｋｉ阶的节点上。因为Ｗｉ是字首码，所以该Ｋｉ阶的节点成为一个终端节点，即此节
点不能够再伸出新枝。于是，与此Ｋｉ阶节点相关联的阶次高于Ｋｉ的中间节点和终端节点
便不能被使用，在Ｋ 阶满树中的Ｋ 阶节点个数将减少ｍＫ－Ｋｉ。

对于信源符号ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ，我们已编码得到了ｎ个字首码，即由Ｋ 阶满树中分别
选出了阶数为Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ 的ｎ个节点作为终端节点。于是，在原Ｋ 阶满树中，去掉的

Ｋ 阶节点的总数为

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍＫ－Ｋｉ

　　显然，去掉的Ｋ 阶节点的总数不会超过原Ｋ 阶满树中Ｋ 阶节点的总数ｍＫ，并满足：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍＫ－Ｋｉ ≤ｍＫ

即
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∑
ｎ

ｉ＝１
ｍ－Ｋｉ ≤１

　　因此对于字首码Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ，其码字长度Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ 一定满足克拉夫特不
等式。
必要性得证。
接下来证明充分性。
假设式（７．４７）表示的这组信源符号码字的码长满足克拉夫特不等式。显然，式（７．４６）

等价于：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍＫ－Ｋｉ ≤ｍＫ

　　构造一个ｍ进制Ｋ 阶满树，其中Ｋ＞ｍａｘＫｉ。对于此满树中的ｍＫ 个Ｋ 阶节点，可以
按照下述方法划分为ｎ组。
第ｉ组（ｉ＝１，２，…，ｎ）中的节点满足：包含ｍＫ－Ｋｉ个Ｋ 阶节点且以同一个Ｋｉ阶的节

点Ａｉ作为出发点（母节点）。由树形图的结构可以看出，若以某一个Ｋｉ阶的节点作为母节
点，则树形图的Ｋ 阶（Ｋ＞Ｋｉ）节点中有ｍＫ－Ｋｉ个节点是与其对应的子节点。因此，这样的
划分是合理的。于是，我们可以将信源符号ｕｉ放置在Ｋｉ阶的节点Ａｉ上。按照字首码的结
构要求，节点Ａｉ便成为该树形图中的一个终端节点。由树形图的根到节点Ａｉ即信源符号

ｕｉ的路径所构成的码字Ｗｉ满足字首性且码字长度为Ｋｉ。
如果一组码字的长度满足克拉夫特不等式，则符合这组码长的字首码一定存在。

证毕。

在上面的定理中，我们给出了字首码存在的充分必要条件，而由证明的过程也可看
出，唯一可译码存在的充分必要条件也满足克拉夫特不等式。事实上，在不改变码字长度
的条件下，任何唯一可译码均可用一组字首码来代替。因此，下面我们将主要讨论字首码
的构造方法。

７．４　变长信源编码定理

变长无失真信源编码是将信源符号Ｕ 或符号序列Ｕ１Ｕ２…ＵＬ 变换成长度不同的码符

号序列Ｘ１Ｘ２…ＸＫ，以减小或消除信源中的冗余，提高系统的有效性。由于不同码字的长
度不同，因此计算其平均码长是衡量编码效果的常用方法。然而，由上面的分析我们已经
明确，在通信系统和电子信息系统的设计中，我们所追求的有效性是有条件的，即必须是
在满足唯一可译性和字首性的条件下，寻找平均码长珡Ｋ 最短的编码，也就是找出其紧致
码。无失真变长信源编码定理给出了离散无记忆信源Ｕ 及其扩展信源ＵＬ 的紧致码的平均

码长珡Ｋ 所达到的下界。
定理７．３　已知离散无记忆信源Ｕ的熵为Ｈ（Ｕ），若使用码符号集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝

进行变字长无失真编码，则总可以找到一组字首码，其码字的平均长度满足：

Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ ≤珡Ｋ ≤１＋Ｈ

（Ｕ）
ｌｏｇｍ

（７．４８）

　　定理７．３给出了紧致码的平均码长珡Ｋ 与信源熵Ｈ（Ｕ）、码符号个数ｍ之间的关系。由
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定理７．３可以看出，平均码长珡Ｋ 以Ｈ（Ｕ）／ｌｏｇｍ为极限。当珡Ｋ 小于此极限时，ｍ元的变字
长字首码和唯一可译码不存在。同时，定理也给出了珡Ｋ 的一个上界。但是由前面关于变长

码的讨论我们应当明确，这并不表明在珡Ｋ＞１＋Ｈ
（Ｕ）

ｌｏｇｍ
时不能够得到字首码，而是由于我们

希望珡Ｋ 尽可能地短，因此所追求的紧致码的平均码长不应超过１＋Ｈ
（Ｕ）

ｌｏｇｍ
。

证明：设有离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ［ ］）

若信源符号ｕｉ使用长为Ｋｉ的码字表示，并使

－
ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇｍ ≤Ｋｉ≤１－

ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇｍ 　ｉ＝１，２，…，ｎ （７．４９）

　　显然，满足式（７．４９）的整数Ｋｉ一定存在。因为Ｐ（ｕｉ）≥０，所以若将式（７．４９）的每一
端都乘以Ｐ（ｕｉ），则此不等式中的关系不变，成为

－Ｐ（ｕｉ）
ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇｍ ≤Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ≤Ｐ（ｕｉ）－Ｐ（ｕｉ）

ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇｍ 　ｉ＝１，２，…，ｎ （７．５０）

　　将式（７．５０）表示的ｎ个不等式的每一端分别相加，即不等式中的每一端对ｉ求和，得
到：

∑
ｎ

ｉ＝１
－Ｐ（ｕｉ）

ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇ（ ）ｍ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ≤∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）－Ｐ（ｕｉ）

ｌｏｇＰ（ｕｉ）
ｌｏｇ（ ）ｍ

－１
ｌｏｇｍ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）≤∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ≤∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）－ １

ｌｏｇｍ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）

即

１
ｌｏｇｍ

Ｈ（Ｕ）≤珡Ｋ ≤１＋ １
ｌｏｇｍ

Ｈ（Ｕ）

　　于是，定理７．３中的结论得证。
但是，由于我们要得到的码字必须是字首码，因此还需要考察式（７．４９）所表示的这组

码字的码长Ｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是否满足克拉夫特不等式（７．４６）。
因为Ｋｉ是大于零的整数，所以只要其取值范围中的最小值能够满足克拉夫特不等式，

按照式（７．４９）确定码字长度就可构造出字首码。
于是，我们考察式（７．４９）左端的不等关系，可知：

Ｋｉｌｏｇｍ≥－ｌｏｇＰ（ｕｉ）
此即

ｌｏｇｍＫｉ ≥ｌｏｇ １
Ｐ（ｕｉ）

同取以２为底的指数（反对数）得

ｍＫｉ ≥ １
Ｐ（ｕｉ）

便可得到：

Ｐ（ｕｉ）≥ｍ－Ｋｉ

　　若将此不等式的两端分别对ｉ＝１，２，…，ｎ求和，则不等式关系不变，即
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∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）≥∑

ｎ

ｉ＝１
ｍ－Ｋｉ

于是

１≥∑
ｎ

ｉ＝１
ｍ－Ｋｉ

　　由式（７．４９）确定的一组码字的长度Ｋｉ满足克拉夫特不等式。所以，对于ｉ＝１，２，…，ｎ，
若信源符号ｕｉ使用式（７．４９）给出的长度为Ｋｉ 的一组码字表示，则必可找到一种编码方
式，使码字满足字首性。
证毕。
对于离散无记忆信源的Ｌ次扩展信源ＵＬ，其字首码的存在性由下述定理描述。
定理７．４　对于由Ｌ个符号组成的、每个符号的熵为Ｈ（Ｕ）的离散无记忆信源，若取

码符号集为Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，则一定可以找到一种无失真编码方法构成字首码，使信
源Ｕ 中每个符号所需要的码字平均长度满足：

Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ ≤

珡ＫＬ
Ｌ ≤ １Ｌ＋

Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ

（７．５１）

当Ｌ→∞时，有：

ｌｉｍ
Ｌ→∞

珡ＫＬ
Ｌ ＝Ｈ

（Ｕ）
ｌｏｇｍ

（７．５２）

　　此处，我们考虑的是信源符号序列的变长编码，即对其Ｌ次扩展信源ＵＬ 进行编码。
定理７．４中，珡ＫＬ 表示Ｌ 次扩展信源ＵＬ 中每一个样矢量ｕｉ的码字的平均码长。由于样矢
量ｕｉ由Ｌ 个信源符号组成，因此对于信源ＵＬ 中的每一个信源符号ｕｉ而言，码字的平均长
度便为珡ＫＬ／Ｌ。显然，最有效的编码可以达到最短的平均码长珡ＫＬ／Ｌ。
证明：设有熵为Ｈ（Ｕ）的离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］）

　　其Ｌ次扩展信源为

［ＵＬ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎＬ

Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎＬ
［ ］）

其中：

ｕｉ ＝ （ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉＬ）

Ｐ（ｕｉ）＝∏
Ｌ

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌ）　ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ；　ｉ１，ｉ２，…，ｉＬ ＝１，２，…，ｎ

且

Ｈ（ＵＬ）＝ＬＨ（Ｕ）

　　依定理７．４的要求，取编码符号集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝对信源Ｕ 和Ｌ 次扩展信源ＵＬ

进行码字变长无失真编码。设对样矢量ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎＬ）进行编码后，码字的平均长度
为 珡ＫＬ／Ｌ。由定理７．３的结论可知，总可以找到一种编码方法使此平均码长满足式（７．４８），
即

Ｈ（ＵＬ）
ｌｏｇｍ ≤珡ＫＬ ≤１＋

Ｈ（ＵＬ）
ｌｏｇｍ
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ＬＨ（Ｕ）
ｌｏｇｍ ≤珡ＫＬ ≤１＋ＬＨ

（Ｕ）
ｌｏｇｍ

将不等式的三端同除以样矢量中信源符号序列的长度Ｌ，便有：

Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ ≤

珡ＫＬ
Ｌ ≤ １Ｌ＋

Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ

即得到式（７．５１）。

显然，当Ｌ→∞时，有ｌｉｍ
Ｌ→∞

珡ＫＬ
Ｌ
Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ

。

于是，定理７．４中的结论得到了证明。由于证明中使用了定理７．３中的结论，因此Ｌ
次扩展信源ＵＬ 的字首码也必定存在。
证毕。
若将定理７．４的结论推广到平稳遍历的有记忆信源，如马尔可夫信源，则有：

ｌｉｍ
Ｌ→∞

珡ＫＬ
Ｌ ＝

Ｈ∞

ｌｏｇｍ
（７．５３）

　　定理７．３和定理７．４所表示的物理意义是十分明确的，即指出了无失真信源编码时每
一个信源符号平均需要的ｍ进制码符号的个数与信源熵的关系。定理７．３和定理７．４指

出，无失真信源编码平均码长的理论极限就是信源的熵。如果平均码长珡Ｋ＝
珡ＫＬ

Ｌ ＜
Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ

，

则不可能找到满足唯一可译性的编码方案，必定产生译码差错和失真。同时由定理７．３和
定理７．４还可看出，如果是对Ｌ次扩展信源ＵＬ 进行编码，则信源符号序列愈长，平均码
长愈短，当Ｌ→∞时，平均码长珡Ｋ 可以达到极限值。可见，减小平均码长珡Ｋ 的代价是增加
信源符号序列的长度，进而增加了编码处理的复杂性。
对于扩展信源的无失真变长编码，我们也可以通过计算编码效率来衡量一种字首码的

有效性。根据式（７．４４），编码效率为

η＝
Ｈ（ＵＬ）
珡ＫＬｌｏｇｍ

＝
Ｈ（Ｕ）
珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ

而由定理７．４指出的结论即式（７．５１）可知：
珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ≤

ｌｏｇｍ
Ｌ ＋Ｈ（Ｕ）

　　于是，结合式（７．４４）和定理７．４，取
珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ

为其最大值，可以求出变长编码能够达

到的编码效率的下限，即

η＝
Ｈ（Ｕ）
珡ＫＬ
Ｌ ｌｏｇｍ

＞ Ｈ（Ｕ）
ｌｏｇｍ
Ｌ ＋Ｈ（Ｕ）

　　可见，Ｌ愈大，编码效率愈高，只有信源符号序列的长度Ｌ→∞时，才能使η→１。因
此，变长信源编码定理也是一个极限定理。

【例７．３】　已知离散无记忆信源［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ０ ｕ１
５
６

熿

燀

燄

燅
１
６
，其熵为
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Ｈ（Ｕ）＝ ５６ｌｏｇ
６
５＋

１
６ｌｏｇ６＝ｌｏｇ６－

５
６ｌｏｇ５≈０．６５０　

比特／符号

此信源输出的符号中的信息冗余为

γ＝１－Ｈ
（Ｕ）

ｌｏｇｍ ＝１－０．６５０ｌｏｇ２ ＝
１－０．６５＝３５％

　　（１）取码符号集Ｘ＝｛０，１｝构成信源Ｕ 的编码：

ｕ０→０，　ｕ１→１

图７ ６　信源Ｕ 的码数图

　　这组码字的树形图如图７ ６所示。因为图７ ６是一个二
元一阶的满树，所以这组码字为１比特的等长字首码。
可以求出这组码字的平均码长：

珡Ｋ１＝１　 比特／符号
编码效率：

η＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋ１ｌｏｇｍ

＝０．６５０１ ＝６５％

因此，编码冗余为

γｄ＝１－η＝１－０．６５＝３５％
　　可见，对于给定的二元信源，采用１比特的等长码虽然简单且易于实现，但是并没有
减小信源的信息冗余，对提高系统的有效性没有帮助。
由编码定理可知，若想提高编码效率，则应当对扩展信源进行编码。
（２）考虑Ｕ 的二次扩展信源Ｕ２并给出如下编码：

ｕｉ 概率
１（ ）３６ 编码 码长（比特）

ｕ０ｕ０ ２５ ０ １

ｕ０ｕ１ ５ １１ ２

ｕ１ｕ０ ５ １００ ３

ｕ１ｕ１ １ １０１ ３

　　图７ ７给出了这组码字的树形图。

图７ ７　扩展信源Ｕ 的码数图

图７ ７是一个二进制三阶的非满树，由于信源符号都在树形图的终端节点上，因此这
组码为字首码。
可以求出：
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珡Ｋ２ ＝ １３６
［２５×１＋５×２＋６×３］＝５３３６＝１．４７２　

比特／两个符号

珡Ｋ ＝
珡Ｋ２
２ ≈０．７３６　 比特／符号

编码效率为

η＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋｌｏｇｍ

＝ ０．６５
０．７３６×１≈

８８．３％

编码冗余减小为

γｄ＝１－η＝１１．７％
　　（３）对于Ｕ 的三次扩展信源Ｕ３，我们给出如下编码：

ｕｉ 概率 １（ ）２１６
编码 码长（比特）

ｕ０ｕ０ｕ０ １２５ ０ １

ｕ０ｕ０ｕ１ ２５ １００ ３

ｕ０ｕ１ｕ０ ２５ １０１ ３

ｕ０ｕ１ｕ１ ５ １１１００ ５

ｕ１ｕ０ｕ０ ２５ １１０ ３

ｕ１ｕ０ｕ１ ５ １１１０１ ５

ｕ１ｕ１ｕ０ ５ １１１１０ ５

ｕ１ｕ１ｕ１ １ １１１１１ ５
图７ ８为这组码字的树形图。

图７ ８　三次扩展信源Ｕ 的码数图

由树形图可知，这组码是字首码。

珡Ｋ３＝
１
２１６
［１２５＋３×２５×３＋５×（５×３＋１）］＝４３０２１６≈１．９９１　

比特／三个符号

珡Ｋ＝
珡Ｋ３
３＝０．６６３６　

比特／符号

编码效率和编码冗余为
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η＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋｌｏｇｍ ＝

０．６５
０．６６３６≈９７．９５％

γｄ＝１－η＝２．０５％
　　可见，对信源Ｕ 的扩展信源编码并增加输出信源符号序列的长度时，可以提高编码器
的编码效率。事实上，如果Ｌ进一步增加，则编码效率η将随之进一步提高并趋近于１。例

７．３所表现出的趋势与编码定理的结论是一致的。
另一方面，与等长信源编码方法相比，在达到相同的编码效率时，变长编码所要求的

信源符号序列长度要小得多。
在例７．１中，已知Ｈ（Ｕ）＝２．５５比特／符号，仍取ｍ＝３并且要求编码效率η＞９０％。

若进行变长编码，则根据：

η＞
Ｈ（Ｕ）

Ｈ（Ｕ）＋１Ｌ

＝０．９

可以求出：

Ｌ＝ １
０．２８≈４

只要信源符号序列的长度大于４，即可满足η＞０．９的要求。
此处的讨论中我们给出的是充分条件。实际上，只要选择恰当的变长编码方法，便可以

在Ｌ＝１时，即仅对信源Ｕ 进行变长编码使编码效率达到９７．７％。而由关于等长编码方法的
讨论我们已经知道，为了满足η＞９０％的要求，需要将Ｌ≈１０

８个信源符号进行等长编码。
所以，对于离散无记忆信源及其扩展信源的无失真编码处理，变长编码能够以较低的

编码复杂度有效地提高编码效率，与等长信源编码方法相比，具有突出的优点。因此，变
长编码是无失真信源编码中的常用方法。

７．５　最佳编码定理与统计编码方法

前几节我们深入讨论了无失真信源编码中的一些基本问题，特别是通过无失真信源编
码定理分析了离散无记忆信源的编码所能达到的极限，为高效无失真编码方法的研究提供
了重要的理论依据。

Ｓｈａｎｎｏｎ的变长无失真信源编码定理不是一个构造性的定理，它所指出的只是紧致码

的存在性，表明对于离散无记忆信源Ｕ，一定存在一种平均码长接近Ｈ
（Ｕ）

ｌｏｇｍ
的编码（紧致

码）。然而，这一存在性定理并没有告诉我们怎样得到这样一组紧致码，即由这一编码定理
我们还不能够得到紧致码的构造方法。因此，针对不同信源和信息系统的特点与应用要
求，研究紧致码或接近编码定理所指出的理论极限的高效无失真信源编码方法一直是信源
编码理论和应用研究中的主要内容之一。
对于离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］） （７．５４）

假设我们已找到一组与其一一对应的无失真变字长信源编码，相应于各信源符号的码字：
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Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ （７．５５）
分别具有码长：

Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ （７．５６）

　　如果式（７．５５）所示的码字满足唯一可译性和字首性，并且式（７．５６）表示一组码字的平
均码长最短，则称式（７．５５）给出的这组码字是信源Ｕ 的最优码。
这一节我们将讨论构造最优码时码字长度分配和码符号分配与信源符号发生的概率之

间的关系，以及最优编码处理中应当遵循的基本规则，并由此引出统计编码的一般思想和
处理方法。
定理７．５（最优码长分配规则）　在对离散无记忆信源Ｕ 进行变字长的无失真编码时，

如果使码字的长度严格地按照信源符号概率大小的相反顺序排列，即出现概率大的信源符
号使用短码表示，出现概率小的信源符号使用长码表示，则其平均码长一定不大于按照任
何其他符号排列方式所得编码的平均码长。
证明：对于式（７．５４）所示的离散无记忆信源Ｕ，假设式（７．５５）和式（７．５６）是一组按照

定理７．５规定的码长分配规则所得到的一组编码，这组码字的平均码长为

珡Ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＫｉＰ（ｕｉ） （７．５７）

其中，概率为Ｐ（ｕｉ）的信源符号ｕｉ所对应的码字长度为Ｋｉ。
根据定理中的要求，每一个信源符号码字的码长严格地与信源符号发生的概率成反

比，即如果

Ｐ（ｕｌ）≥Ｐ（ｕｓ）
则 Ｋｌ≤Ｋｓ （７．５８）
其中：ｌ，ｓ＝１，２，…，ｎ且ｌ≠ｓ。
如果按照这种码长排列方法所得到的码字的平均码长最短，则由任何其他的码长排列

方式所得到的平均码长都将大于式（７．５７）所示的平均码长。为了证明这一论点，我们调整
这组码字与信源符号的对应关系，观察其平均码长的变化情况。为使码长变化的关系简单
且不失一般性，我们可以仅将信源符号ｕｌ的码字与信源符号ｕｓ的码字互换，而不改变其
他信源符号的码字。于是信源符号ｕｌ 的码字长度成为Ｋｓ，信源符号ｕｓ的码字长度成为

Ｋｌ，其他信源符号的码字长度不变。
信源符号ｕｌ和ｕｓ的码字互换后，编码系统的平均码长改变为

珡Ｋ′＝珡Ｋ－ＫｌＰ（ｕｌ）－ＫｓＰ（ｕｓ）＋ＫｓＰ（ｕｌ）＋ＫｌＰ（ｕｓ）

＝珡Ｋ＋Ｐ（ｕｌ）×（Ｋｓ－Ｋｌ）－Ｐ（ｕｓ）×（Ｋｓ－Ｋｌ）

＝珡Ｋ＋（Ｋｓ－Ｋｌ）×（Ｐ（ｕｌ）－Ｐ（ｕｓ））

　　因为Ｋｓ－Ｋｌ≥０且Ｐ（ｕｌ）－Ｐ（ｕｓ）≥０，所以一定有珡Ｋ′≥珡Ｋ。
可见，对于这组给定的码字，只有使每一个信源符号的码字长度严格地与其发生的概

率成反比，才能构成信源Ｕ 的一组平均码长最短的码。
证毕。
虽然定理７．５仍然不是一个构造性的编码定理，但是它指出了构造最优码所遵从的一

个基本关系，即在离散无记忆信源的无失真编码中，应将编码的码字长度与信源符号的概
率统计关系联系起来。
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按照定理７．５所指出的关系，对于某信源Ｕ 或者其Ｌ 次扩展信源ＵＬ，我们应当对其
概率分布特性有深入的了解，然后依据各个信源符号和信源符号序列出现的概率大小，对
它们分配不同长度的码字，将出现概率大的信源符号（序列）用短码表示，出现概率小的信
源符号（序列）则用长码表示。由于这种编码处理的基本出发点是信源的统计特性，因此通
过将码字的长度与信源符号（序列）发生的概率相匹配，可使码字长度的统计平均值达到其
最小值，从而提高系统的有效性，这类编码方法称为统计编码或概率匹配编码，并成为变
长无失真信源编码的基本方法。
根据定理７．５指出的码长分配规则，编码处理中应当首先将各信源符号按照其概率的

大小重新排列。此处，我们不失一般地使信源Ｕ 中的信源符号按其发生概率由大到小的顺
序进行排列，即在式（７．５４）所示的信源Ｕ 的概率空间中，使

Ｐ（ｕ１）≥Ｐ（ｕ２）≥ … ≥Ｐ（ｕｎ） （７．５９）
并且使式（７．５５）所示的码字的码字长度（见式（７．５６））满足：

Ｋ１≤Ｋ２≤ … ≤Ｋｎ （７．６０）
在这样的前提下，我们给出有关构造二元最优码的两个定理。
定理７．６　对于给定的信源，存在一个最优的满足字首性的二元码，其最小概率的两

个码字Ｗｎ－１和Ｗｎ 的码长最长且相等，它们所构成的码符号序列之间只有最后一位码符号
取值不同，即如果Ｗｎ－１的末位码符号取０，则Ｗｎ 的末位码符号为１。
证明：取码符号集为Ｘ＝｛０，１｝，则给定信源的二元字首码可以用一个二元的非满树

来表示（如图７ ３所示的码树图）。
按照定理７．６的码长分配规则，应当使具有最小概率的两个信源符号ｕｎ－１和ｕｎ 所对

应的码字Ｗｎ－１和Ｗｎ 最长，同时根据字首码的结构我们知道，由树形图的根到信源符号

ｕｎ－１和ｕｎ 所处的终端节点的路径将只有最后一步不同。于是，信源符号ｕｎ－１和ｕｎ 的码字

Ｗｎ－１和Ｗｎ 具有相同的码符号序列长度，且Ｗｎ－１和Ｗｎ 只有最后一位码符号取值不同。如
果不是这样，如假设Ｋｎ＝Ｋｎ－１＋１，则Ｗｎ 的码符号序列中的最后一位可以除去而不会影

响码的唯一可译性和字首性（参见图７ ３）。
如果有三个以上概率最小的信源符号的码字长度相同，则总可以在不改变平均码长的

前提下调换这些信源符号的码字，使得信源符号ｕｎ－１和ｕｎ 所处的终端节点是由一个母节
点延长一步而得到的两个子节点，它们的码符号序列之间只有最后一位取值不同。
于是，定理７．６的最优二元码中，使具有最小概率的两个信源符号的码字具有相同的

编码长度，并且它们的码符号序列中只有最后一位码符号取值不同的编码一定存在。
证毕。
定理７．６给出了一种构造二进制最优码时应当遵循的码符号分配规则，即概率最小的

两个信源符号的码符号序列的长度应当相同，且这两个码符号序列只有最后一位码符号不
同，分别为０和１。
为了构造平均码长最短的最优码，按照这样的码符号分配规则和概率匹配的编码原

则，首先应当在给定的信源Ｕ 中找出概率最小的两个信源符号ｕｎ－１和ｕｎ，分别对ｕｎ－１和ｕｎ
分配码符号０和１，以确定它们的码符号序列中的最后一位码符号。
为了能够按照这样的码字分配规则继续处理，应当将信源Ｕ 做适当的组合变形，然后

继续寻找概率最小的两个符号并对其码符号序列的最后一位分配不同的码符号，直至完成
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信源Ｕ 的编码处理。
于是，我们将信源Ｕ 的符号重新组合，构造出信源Ｕ 的一个辅助集合：

［Ｕ′，Ｐ］＝
ｕ′１ ｕ′２ … ｕ′ｎ－１
Ｐ（ｕ′１） Ｐ（ｕ′２） … Ｐ（ｕ′ｎ－１

熿

燀

燄

燅）
（７．６１）

其中：

ｕ′ｉ ＝ｕｉ
Ｐ（ｕ′ｉ）＝Ｐ（ｕｉ）

ｕ′ｎ－１＝ｕｎ－１∪ｕｎ
Ｐ（ｕ′ｎ－１）＝Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ

烅

烄

烆 ）

　ｉ＝１，２，…，ｎ－２ （７．６２）

　　对于这一辅助集合Ｕ′，我们也将其包含的符号按照概率由大到小的顺序重新排列，并对
概率最小的两个符号ｕ′ｎ－１和ｕ′ｎ－２的码符号序列中的最后一位分配码符号，即分别赋以０和１。
如此重复，直至信源的辅助集合中只包含两个符号，分别对这两个符号的码符号序列

中的最后一位赋以码符号０和１为止，就完成了信源Ｕ 的编码处理。
但是，对于辅助集合Ｕ′的这种处理能否保证所得的码字一定是信源Ｕ 的最优码呢？

下面的定理给出了肯定的结论。
定理７．７　对于辅助集合Ｕ′为最优的码字对原信源的符号集Ｕ 也是最优的。
证明：对于给定的信源Ｕ，其概率空间如式（７．５４）所示。通过信源符号的组合，我们

可以得到式（７．６１）所示的辅助集合Ｕ′。辅助集合Ｕ′中符号的概率满足式（７．６２）。
对于辅助集合Ｕ′，假设已找到一组最优码：

Ｗ′１，Ｗ′２，…，Ｗ′ｎ－１ （７．６３）
相应的码字长度为

Ｋ′１，Ｋ′２，…，Ｋ′ｎ－１
　　按照前面讨论的编码策略，可以构造出信源Ｕ 的一组码字：

Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ

其码字长度为

Ｋｉ＝Ｋ′ｉ　　　　　　　ｉ＝１，２，…，ｎ－２
Ｋｉ＝Ｋ′ｎ－１－１ ｉ＝ｎ－１，ｎ

　　信源Ｕ 的这组码字的平均码长为

珡Ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ＝∑

ｎ－２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ＋Ｐ（ｕｎ－１）Ｋｎ－１＋Ｐ（ｕｎ）Ｋｎ

＝∑
ｎ－２

ｉ＝１
Ｐ（ｕ′ｉ）Ｋ′ｉ＋（Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ））（Ｋ′ｎ－１＋１）

因为ｕ′ｎ－１＝ｕｎ－１∪ｕｎ，Ｐ（ｕ′ｎ－１）＝Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ），所以有：

珡Ｋ ＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｐ（ｕ′ｉ）Ｋ′ｉ＋（Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ））

＝珡Ｋ′＋（Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ）） （７．６４）
式中，（Ｐ（ｕｎ－１）＋Ｐ（ｕｎ））与辅助集合Ｕ′中的码字分配无关，对于给定的信源Ｕ 它是一个

常量；珡Ｋ′＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｐ（ｕ′ｉ）Ｋ′ｉ 是辅助集合Ｕ′的编码的平均码长。已知式（７．６３）所示的码字是一
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组最优码，其平均码长珡Ｋ′对于辅助集合Ｕ′而言是一个最小值。因此，式（７．６４）所示的这组
码字的平均码长对于信源Ｕ 而言必定也是最短的。
证毕。
定理７．７给出了一个重要的结论：辅助集合Ｕ′的最优码也是信源Ｕ 的最优码。于是寻

求具有ｎ个符号的信源Ｕ 的最优码的过程可以转化为寻求具有ｎ－１个符号的辅助集合Ｕ′
的最优码。
应用这一结论并加以推广，我们可以得出一个构造最优码的编码策略：对信源中的符

号逐次地组合变形构成符号个数递减的辅助集合，对每一个辅助集合都应用概率匹配的编
码思想和最优码的码符号分配规则进行处理得到辅助集合的最优码，最终构成的码字一定
是信源Ｕ 的最优码。有了这样的构造最优码的编码策略，我们就可以讨论变长无失真信源
编码的基本方法了。

７．６　变长编码基本方法

７．６．１　霍夫曼编码

霍夫曼编码是一种高效的无失真信源编码方法，在各类无失真数据压缩和数据传输系
统中得到了广泛的应用。

１９５２年，霍夫曼（Ｄ．Ａ．Ｈｕｆｆｍａｎ）提出了一种构造字首码的编码方法，一般称为霍夫
曼码。由于这种编码方法直接应用了最优码的构造策略，所得到的码字具有最短的平均码
长，因此霍夫曼码是一种最优码。
下面我们给出二进制霍夫曼码的编码处理步骤。
设有离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］）

如果取码符号集Ｘ＝｛０，１｝对信源符号ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）进行霍夫曼编码，则编码处理的
基本步骤如下：

（１）将ｎ种信源符号按照概率由大到小的顺序重新排列，设
Ｐ（ｕ１）≥Ｐ（ｕ２）≥ … ≥Ｐ（ｕｎ）

　　（２）取出概率最小的两个符号，分别分配码符号０和１，而后将这两个符号合并为一个
新符号，新符号的概率是分配码符号的两个符号的概率之和。将此新符号与未分配码符号
的其他符号按照概率由大到小的顺序重新排列。

（３）重复第（２）步的处理直至合并后只有一个符号，其概率为１。
（４）从最后一次合并、仅包含一个符号（概率为１）的辅助集合开始，逐级向前返回到每一

个信源符号，由返回到信源符号的路径所构成的码符号序列即为信源符号所对应的变长码。
【例７．４】　已知离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７
０．４ ０．２ ０．１ ０．１ ０．１ ０．０５ ０．［ ］０５

若取码符号集Ｘ＝｛０，１｝，试求出其霍夫曼码，检验这组码的字首性并计算编码效率。
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解：先计算此信源的熵和信源的信息冗余。

Ｈ（Ｕ）＝－∑
７

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）

＝－０．４ｌｏｇ０．４－０．２ｌｏｇ０．２－０．３ｌｏｇ０．１－０．１ｌｏｇ０．０５

≈２．４２２　 比特／符号

γ＝１－Ｈ
（Ｕ）
ｌｏｇ７ ＝１－２．４２２２．８０７≈１－０．８６３＝０．１３７

　　可见，此信源输出的符号中，１３．７％是不包含信息的多余部分。通过霍夫曼编码，我
们可以减小这种多余的成分，提高系统的有效性。
图７ ９给出了按照霍夫曼码的处理步骤构造信源Ｕ 的霍夫曼码的过程。图７ １０为

这组霍夫曼码的树形图。

图７ ９　霍夫曼码的构造过程

图７ １０　霍夫曼码的树形图

由这组霍夫曼码的树形图可以看出，各个信源符号都被安置在树形图的终端节点上，
因此这组码字是满足字首性的字首码。
计算平均码长和编码效率：

珡Ｋ ＝∑
７

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ＝０．４×１＋０．２×２＋０．３×４＋０．１×５＝２．５　 比特／符号

η＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋｌｏｇｍ

＝２．４２２２．５ ≈０．９６９＝９６．９％
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　　编码后仍然保留的冗余减少为

γｄ＝１－η＝０．０３１＝３．１％
　　由霍夫曼码的编码步骤可以看出，霍夫曼码是直接应用最优码的编码策略而构成的。
这不仅保证了码字长度的分配与信源符号的概率成反比，而且在每次合并后概率最小的两
个符号只有最后一位码符号不同，使得短码得到了充分利用。因此，霍夫曼码一定是最优
的紧致码。
结合无失真编码的应用，我们还应当了解霍夫曼码的一些工程特点。
（１）按照霍夫曼编码方法所得到的信源Ｕ 的霍夫曼码并非是唯一的。
造成霍夫曼码不唯一的原因主要有以下两个方面：

① 码符号０、１的分配方式是随意的。
在每一次的码符号分配处理时，对于辅助集合中概率最小的两个符号而言，无论是获

得０还是获得１，都符合字首码的构造规则。然而，不同的０、１分配结果将使它们的码符
号序列中相对应的某一位码符号取值不同，构成了不同的码字。但是，这时由根到每一个
信源符号所经过的路径长度是相同的，得到的不同的霍夫曼码具有相同的码字长度Ｋｉ。
显然，由于码符号０、１随意分配所构成的不同霍夫曼码的平均码长珡Ｋ 一定相同，因

此它们是完全等价的。

② 若辅助集合中有两个以上的符号具有相同的概率，则重新排列的结果可能不同。
在由信源缩减合并所构成的辅助集合中，合并而成的新符号可能会与其他符号有相同

的概率。在前面讨论的霍夫曼编码步骤中，对于这些具有相同概率的符号在重新排列时的
前后位置并无严格规定。然而，不同的排列顺序将产生不同的路径，构成不同的霍夫曼码。
因为排列顺序的改变会使某些路径的长短发生变化，所以不同的排列顺序所构成的霍夫曼
码将具有不同的码字长度Ｋｉ分布关系。但是，由于这些不同的霍夫曼码都是按照最优码
的构造规则得到的，因此它们都是最优码，即它们的平均码长 珡Ｋ 一定相同且达到其最
小值。

【例７．５】　对于例７．４给出的信源Ｕ，构造出另一组霍夫曼码。此时，如果辅助集合中
有两个以上符号的概率相同，则我们采用如下的排序规则：将在前一步处理中获得了码符
号并被合并的新符号尽量向前提。图７ １１给出了构造信源Ｕ 的霍夫曼码的过程。图
７ １２为这组霍夫曼码的树形图。

图７ １１　霍夫曼编码图 图７ １２　霍夫曼码树形图
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　　由编码结果可以明显地看出，这组霍夫曼码与例７．４的霍夫曼码的码字不同，码长分
布也不同。此时的平均码长为

珡Ｋ ＝０．６×２＋０．３×３＋０．１×４＝２．５　 比特／符号

　　可见，两种霍夫曼码的平均码长相同，它们都是最优码。
（２）虽然不同的霍夫曼码有相同的平均码长珡Ｋ，但是它们的码长的方差可能不同。
对于给定的一组信源概率分布，虽然不同霍夫曼码的码长分布具有相同的统计平均值

珡Ｋ，但是每一码长偏离其均值的程度可能会有很大的差别，即码字长度Ｋｉ 的方差可能
不同：

σ２＝Ｅ［（Ｋｉ－珡Ｋ）２］＝∑Ｐ（ｕｉ）（Ｋｉ－珡Ｋ）２ （７．６５）

　　在例７．４和例７．５中，我们得到了信源Ｕ 的两组霍夫曼码。已求出它们的平均码长均
为２．５比特，但是它们的方差分别为

σ２１ ＝０．４×（１－２．５）２＋０．２×（２－２．５）２＋０．３×（４－２．５）２＋０．１×（５－２．５）２＝２．２５

σ２２ ＝０．６×（２－２．５）２＋０．３×（３－２．５）２＋０．１×（４－２．５）２＝０．４５
　　在电子信息系统和通信系统的设计中，如果码字长度的变化较大，则将会增加编、译
码处理的实现难度。因此，我们希望构造出的信源Ｕ 最优码的码字长度变化要小。所以，
我们通常选择码字长度的方差较小的霍夫曼码。

由前面的分析可以看出，霍夫曼编码过程中每一次符号的重新排列都会使得编码路径
改变，这将使得码符号序列的长度随之改变。于是，为了得到码长方差较小的霍夫曼码，

我们给出一种符号排序的操作规则，即辅助集合中的符号按照概率由大到小重新排列时，
应当将由前一步处理中合并得到的新符号尽量向前排列。
这样的排序规则尽可能地减少了小概率信源符号被多次分配码符号的机会，从而使各

个信源符号获取码符号的次数尽可能均匀，霍夫曼码码长的方差减小。
由前面的讨论我们已经明确，霍夫曼编码构造出了一种平均码长最短的最优码，因此

霍夫曼码性能最优，是无失真信源编码中的常用方法。但是，在编码过程中，每一次码符
号分配之前都需要将辅助集合中的符号按照概率进行比较和重新排序。如果信源符号集中
的符号数目较大，则编码处理的复杂度将急剧增加。
为了减小编码处理的复杂度，于是出现了一些其他的变长编码方法。

７．６．２　香农 范诺编码

香农 范诺（Ｓｈａｎｎｏｎ Ｆａｎｏ）编码也是一种根据信源的统计关系构造字首码的一种
方法。

设有离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ
［ ］）

如果取码符号集Ｘ＝｛０，１｝对信源符号ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）进行香农 范诺编码，则编码处
理的基本步骤如下：

（１）将ｎ种信源符号按照概率由大到小的顺序重新排列。不妨设

Ｐ（ｕ１）≥Ｐ（ｕ２）≥ … ≥Ｐ（ｕｎ）
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　　（２）沿此排列顺序在信源符号集中找出一个分割点Ｎ，将Ｕ 划分为两个不相交的子集
合Ｕ１ 和Ｕ２：

Ｕ１＝
ｕ１ ｕ２ … ｕＮ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕＮ［ ］）

Ｕ２＝
ｕＮ＋１ ｕＮ＋２ … ｕｎ
Ｐ（ｕＮ＋１） Ｐ（ｕＮ＋２） … Ｐ（ｕｎ［ ］）

要求两个子集合中各符号的概率之和相等或尽量接近，即对于分割点Ｎ，应当使∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）

与∑
ｎ

ｉ＝Ｎ＋１
Ｐ（ｕｉ）相等或尽量相近。

（３）对子集合Ｕ１中的信源符号和子集合Ｕ２中的信源符号分别分配码符号０和１。

（４）重复第（２）步和第（３）步的处理，即将Ｕ１和Ｕ２分别划分为更小的子集合，对子集
合中的信源符号分配不同的码符号，直至每一个子集合中只有一个信源符号。

（５）每次分配的码符号所组成的码符号序列即为信源符号的变长香农 范诺编码。
【例７．６】　已知离散无记忆信源为

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７ ｕ８
０．４０ ０．１８ ０．１０ ０．１０ ０．０７ ０．０６ ０．０５ ０．［ ］０４

取码符号集Ｘ＝｛０，１｝，构造其香农 范诺编码，检验码的字首性并计算编码效率。
解：按照香农 范诺编码的处理步骤，对信源Ｕ 及其子集合进行划分并分配码符号的

处理过程，所得到的各个信源符号的码字、码长关系分别如图７ １３和图７ １４所示。

由图７ １３和图７ １４可以看出，香农 范诺编码实际上是一种构造码的树形图的方
法。如果将信源Ｕ 看做树形图的根，则它的两个子集合是树形图中的两个发生概率平衡的
一阶节点，通过分配码符号可以构成由根到两个一阶节点的不同路径。如果对每一个节点
继续划分、分配路径，就构成了由根到每一个终端节点（信源符号）的非满树的码树图。

图７ １３　香农 范诺编码构造图 图７ １４　香农 范诺编码树形图

　　显然，这样构成的香农 范诺编码满足字首性，是一组字首码。
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在例７．１中我们已求出此信源的熵为

Ｈ（Ｕ）≈２．５５２４　 比特／符号

　　可以求出这组香农 范诺编码的平均码长和编码效率为

珡Ｋ ＝∑
８

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ ＝０．５８×２＋０．２×３＋０．２２×４＝２．６４　 比特／符号

η＝
Ｈ（Ｕ）
珡Ｋｌｏｇｍ

＝２．５５２４２．６４ ≈０．９６７＝９６．７％

　　在香农 范诺编码的过程中，第一步便将信源符号按照概率由大到小的顺序进行重新
排列，此后在每一次信源的划分中要求子集合的概率尽量平衡，这些措施保证了香农 范
诺码的长度与信源符号发生的概率成反比，符合统计编码的基本思想。因此香农 范诺编
码也是一种高效的变长编码方法。
由于香农 范诺编码仅仅对信源符号做了一次按照概率由大到小顺序的重新排列，因

此与霍夫曼编码相比其优点是降低了处理复杂度，易于软、硬件实现。然而也正是由于只
有一次重新排列的处理，香农 范诺编码没有严格地遵循最优码的构造策略，因此不能够
保证短码被充分利用，香农 范诺码一般不是最优码。特别是在每次划分时，如果不同子集
合中信源符号的概率之和相差较大，则平均码长便会增加，使得编码效率降低。
对于例７．６中的信源Ｕ，若进行霍夫曼编码，则可以得到：

珡Ｋ ＝２．６１　 比特／符号

η＝９７．８％
的最优码。
所以，香农 范诺码不是最优码。只有对于某些特殊的信源概率分布（如呈２的负幂），

香农 范诺编码才有可能构成编码效率等于１的最优码。

７．６．３　算术编码

算术编码是一种非分组编码算法，由Ｊ．Ｒｉｓｓａｎｅｎ等人提出。它从全序列出发，采用递
推形式的连续编码。它不是将单个的信源符号映射成一个码字，而是将整个输入序列的符
号依据它们的概率映射为实数轴上［０，１）区间内的一个小区间，再在该小区间内选择一个
代表性的二进制小数，作为实际的编码输出。在假设信源为二元平稳的马尔可夫源以后，
需要预先存储的不再是码字，而是由信源序列状态确定的一些参数。算术编码比霍夫曼编
码、游程编码等熵编码算法都复杂，但它不需要传送像霍夫曼码表一类的编码表。算术编
码具有自适应的能力，它的编码效率优于霍夫曼编码，所以算术编码是实现高效数据压缩
的有力工具。
按照无失真信源编码定理，对于离散无记忆信源，霍夫曼编码的平均码长可以接近其

下限，即编码符号的熵Ｈ（Ｕ）。考虑达到该极限的情况，此时其平均码长为

珡Ｋ ＝∑
ｉ
Ｐ（ｕｉ）Ｋｉ

而

Ｈ（Ｕ）＝－∑
ｉ
Ｐ（ｕｉ）ｌｏｇＰ（ｕｉ）

显然，只有当对符号ｕｉ分配的码长满足：
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Ｋｉ＝－ｌｏｇＰ（ｕｉ）
时，才能达到理想情况。但是分配给编码符号的码长Ｋｉ只能是整数而不能是小数，因此要
求信源符号概率Ｐ（ｕｉ）等于２的负整数次幂时，霍夫曼编码才能达到最佳结果，香农 范诺
编码同样如此。
从原理上讲，算术编码同霍夫曼编码类似，用较短的码表示出现概率小的信源符号，

用较长的码表示出现概率大的信源符号。但是算术编码方法绕过了霍夫曼编码用整数码长
的代码表示一个信源符号的想法，而是用一个浮点数表示一个信源符号流。因此，算术编
码可以更加接近于无失真压缩的理论极限。
算术编码将被编码的信源符号流表示成实数半开区间［０，１）中的一个数值间隔。这个

间隔随着信息流中每一个信源符号的加入逐步减小，每次减小的程度取决于当前加入的信
源符号的先验概率。先验概率高，则减小的程度低，表示它只需要在原有基础上增加较少
的位数；先验概率低，则减小的程度高，需要在原基础上增加较多的位数来表示它。因此，
符号流越长，代表它的间隔就越小，编码表示这一间隔所需要的比特位数就越多。
下面用一个简单的例子说明算术编码的基本工作原理。
【例７．７】　设有信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ａ１ ａ２ ａ３ ａ４
Ｐ（ａ１） Ｐ（ａ２） Ｐ（ａ３） Ｐ（ａ４
［ ］）

已知此信源发出符号ａ１ａ２ａ３ａ４ａ４…，试对此符号序列的前五位进行算数编码。
解：按照每个符号出现的概率对区间 ［０，１）进行划分，显然每个符号都有一个对应的

子区间，如表７ １所示。
表７ １　算术编码的子区间划分

信源符号 概　　率 初始子区间

ａ１ ０．２ ［０，０．２）

ａ２ ０．２ ［０．２，０．４）

ａ３ ０．４ ［０．４，０．８）

ａ４ ０．２ ［０．８，１．０）

对符号序列“ａ１ａ２ａ３ａ４ａ４”进行编码的过程如图７ １５所示。

图７ １５　算术编码流程图
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表７ ２给出了每一步编码过程所对应的输出数值范围，开始假定符号占据整个半开
区间［０，１）。对ａ１ 进行编码，根据表７ １把符号串区间设置为［０，０．２），然后将该区间扩
展成和原区间［０，１）一样，端点用新的字符串区间标准。对下一个字符ａ２进行编码，新的
区间上边界为０．２×０．２＝０．０４，下边界为０．２×０．４＝０．０８，区间长度为０．０４；处理ａ３时，
新上边界为０．０４＋０．０４×０．４＝０．０５６，下边界为０．０４＋０．０４×０．８＝０．０７２，区间长度为

０．０１６；以此类推，最后处理ａ４，新上边界为０．０６８８＋０．００３２×０．８＝０．０７１３６，下边界为
０．０６８８＋０．００３２×１．０＝０．０７２。

表７ ２　算术编码过程

编 码 过 程 输出数值范围

初始 ［０，１）

输入ａ１ 编码 ［０，０．２）

输入ａ２ 编码 ［０．０４，０．０８）

输入ａ３ 编码 ［０．０５６，０．０７２）

输入ａ４ 编码 ［０．０６８８，０．０７２）

输入ａ４ 编码 ［０．０７１３６，０．０７２）

对于解码器而言，并不需要知道编码输出最终数值范围的两个端点值，只需要知道这
一范围内的任何一个数值（例如最终数值的下边界值）就可以解码，例如本例中，０．０７１３６
就可以表示对符号序列“ａ１ａ２ａ３ａ４ａ４”的编码。
从例７．７中可以看出，算术编码从全序列出发，采用递推形式的连续编码。它不是将

单个的信源符号映射成一个码字，而是将整个输入序列的符号依据它们的概率映射为实数
轴上［０，１）区间内的一个小区间，再在该小区间内选择一个代表性的小数，作为实际的编
码输出。尤其当假设信源为二元平稳的马尔可夫信源以后，需要预先存储的不再是码字，
而是由信源序列状态确定的一些参数。实际应用中，算术编码比霍夫曼编码等熵编码算法
都复杂，但它不需要传送像霍夫曼码表一类的编码表。另外，算术编码具有自适应能力，
即使在没有信源统计数据的情况下，只要监视一小段时间内码符号出现的频度，不管统计
是平稳的还是非平稳的，编码的信息传输率总能趋近于信源的熵，其编码效率优于霍夫曼
编码的效率。

７．６．４　变长码的抗信道误码能力分析

由前面的讨论可以知道，变字长统计编码使信源符号的码字长度与其发生的概率相匹
配，可以有效地消除或减小信源的冗余度，是提高电子信息系统和通信系统有效性的重要
手段。但是，由于有效性和可靠性之间所存在的矛盾关系，这种高效的变字长编码十分“脆
弱”，因此如果信道中存在噪声，则译码结果将会产生错误。
信道中噪声的影响所产生的译码差错主要有两种形式，即译码错误和码字分离错误。
例７．４所得到的信源符号的霍夫曼码中，信源输出符号ｕ７的霍夫曼码为０００１１。如果

在数据的传输过程中由于信道中噪声的影响第五位码发生错误，使这一码符号序列成为

０００１０，则接收端的译码结果将成为ｕ６，造成译码差错。如果信道中噪声的影响使这一码符
号序列成为００００１，则在接收端进行译码处理时，由前四位码００００可以译码得到ｕ５，而第
五位的码符号１译码为ｕ１。于是，此码符号序列的译码结果成为ｕ５ｕ１，产生了码字分离错
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误。显然，对于由多个信源符号的编码所构成的码符号序列，信道噪声的影响将会使码字
的分离和译码产生严重错误。
由此可以看出，变字长的统计编码是一种高效的无失真压缩编码方法，但是变长码的

抗信道误码能力较低。在变长统计编码应用系统的设计中，需要采取抗信道误码的保护措
施，以实现信息的无失真传输。

习　题　７

７．１　设以８０００样本／秒的速率抽样一语音信号，并以Ｍ＝２８＝２５６级对抽样均匀量
化，设抽样值取各量化值的概率相等，且抽样间相互统计独立。

（１）求每抽样的信息熵；
（２）如以十进制数表示的Ｍ 进制抽样序列为“１２６２４５３”，求以二进制数表示时该Ｍ

进制序列的形式；
（３）Ｍ 进制抽样序列“１２６２４５３”所对应的二进制序列的长度是多少？

７．２　设有离散无记忆信源［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２
０．１ ０．［ ］９ ，计算下面三种编码的平均码长珡Ｎ 和

编码效率。（注：若Ｌ次扩展信源中每矢量的平均码长为珡ＮＬ，则每信源符号的平均码长为
珡Ｎ＝珡ＮＬ／Ｌ。）

（１）ｕ１→０，ｕ２→１；
（２）作二次扩展ｕ２：

ｕ１ｕ１ ｕ１ｕ２ ｕ２ｕ１ ｕ２ｕ２
０１０ ０１１ ００ １

　　（３）作三次扩展ｕ３：

ｕ１ｕ１ｕ１ ｕ１ｕ１ｕ２ ｕ１ｕ２ｕ１ ｕ１ｕ２ｕ２ ｕ２ｕ１ｕ１ ｕ２ｕ１ｕ２ ｕ２ｕ２ｕ１ ｕ２ｕ２ｕ２
０１００００ ０１０００１ ０１００１ ０１１ ０１０１ ０００ ００１ １

　　７．３　设一信源有六个可能的输出，概率分布如表７ ３所示，表中给出了对应的编码

Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ。
表７ ３　题７．３表

Ｐ（ａｉ） Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ

ａ１
１
２ ０００ ０ ０ ０ ０ ０

ａ２
１
４ ００１ ０１ １０ １０ １０ １００

ａ３
１
１６ ０１０ ０１１ １１０ １１０ １１００ １０１

ａ４
１
１６ ０１１ ０１１１ １１１０ １１１０ １１０１ １１０

ａ５
１
１６ １００ ０１１１１ １１１１０ １０１１ １１１０ １１１

ａ６
１
１６ １０１ ０１１１１１ １１１１１０ １１０１ １１１１ ０１１
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（１）这些码中哪些是唯一可译码？
（２）这些码中哪些是即时码？
（３）对所有唯一可译码求其平均码长珡Ｎ。
（４）利用树形图验证Ａ、Ｃ、Ｅ满足字首性。
（５）对于码Ｂ：

① 用树形图验证它不是字首码；

② 这组码长是否满足克拉夫特不等式；

③ 若不改变每一码字的码长，那么是否存在满足字首性的编码？若存在，请找出
一种？

（６）对于码Ｄ：

① 用树形图验证它不是字首码；

② 若不改变每一码字的码长，则是否存在字首码？为什么？

７．４　有两个信源Ｘ和Ｙ：

［Ｘ，Ｐ（ｘ）］＝
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７
０．２０ ０．１９ ０．１８ ０．１７ ０．１５ ０．１０ ０．［ ］０１

［Ｙ，Ｐ（ｘ）］＝
ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４ ｙ５ ｙ６ ｙ７ ｙ８ ｙ９
０．４９ ０．１４ ０．１４ ０．０７ ０．０７ ０．０４ ０．０２ ０．０２ ０．［ ］０１

　　（１）分别用霍夫曼码编出二进制变长唯一可译码，并计算编码效率，画出树形图。
（２）分别用香农 范诺码编出二进制变长唯一可译码，并计算编码效率，画出树形图。
（３）从Ｘ、Ｙ 两种不同信源比较这两种编码方法的优缺点。

７．５　设一信源有Ｋ＝３，Ｐ（ｓｋ）分别为０．５、０．４和０．１。
（１）求二进制霍夫曼编码及效率。
（２）求二次扩展霍夫曼编码及效率。

７．６　某信源按Ｐ（０）＝３／４，Ｐ（１）＝１／４的概率产生统计独立的二元序列。
（１）试求Ｎ０，使当Ｎ＞Ｎ０时，Ｐ｛Ｉ（ａｉ）｜Ｎ－Ｈ（Ｓ）≥０．０５｝≤０．０１，其中Ｈ（Ｓ）是信源

的熵。
（２）试求当Ｎ＝Ｎ０时典型序列集Ａε中含有的信源序列个数Ｍε。

７．７　设有无记忆二元信源，其概率为ｐ１＝０．００５，ｐ０＝０．９９５。信源输出Ｎ＝１００的二
元序列。在长为Ｎ＝１００的信源序列中只对含有３个或小于３个“１”的各信源序列构成一一
对应的一组等长码。

（１）求码字所需的最小长度；
（２）计算等长码典型序列中的ε值；
（３）考虑没有给予编码的信源序列出现的概率，该等长码引起的错误概率ｐｅ是多少？

若从契比雪夫不等式考虑，则ｐｅ应是多少？试加以比较。

７．８　求概率分布为 １３
，１
５
，１
５
，２
１５
，２（ ）１５ 的信源的二元霍夫曼码。讨论此码对于概率

分布为 １
５
，１
５
，１
５
，１
５
，（ ）１５ 的信源也是最佳二元码。

７．９　设信源符号集：
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Ｓ（ ）Ｐ ＝
ｓ１ ｓ２
０．１ ０．（ ）９

　　（１）求Ｈ（Ｓ）和信源冗余度。
（２）设码符号为Ｘ＝｛０，１｝，编出Ｓ的紧致码，并求Ｓ的紧致码的平均码长珚Ｌ。
（３）把信源的Ｎ 次无记忆扩展信源ＳＮ 编成紧致码，试求Ｎ＝２，３，４和∞时的平均码

长
珚ＬＮ（ ）Ｎ 。

７．１０　设码Ｃ是均匀概率分布Ｐ＝ １
ｎ
，…，１（ ）ｎ 的信源的二元霍夫曼码。设码Ｃ中各

码字的码长为ｌｉ，又设ｎ＝ａ２ｋ，而１≤ａ≤２。

（１）证明在此等概率信源的所有即时码中，码Ｃ的总码长Ｔ＝∑
ｉ
ｌｉ最短。

（２）证明码Ｃ满足∑
ｉ
ｒ－ｌｉ ＝１。

（３）证明码Ｃ中，对所有ｉ满足ｌｉ＝Ｌ或ｌｉ＝Ｌ－１，其中Ｌ＝ｍａｘ
ｉ
ｌｉ。

（４）设ｕ是码长为Ｌ－１的码字个数，ｖ是码长为Ｌ 的码字个数，根据ａ、ｋ确定ｕ、ｖ
和Ｌ。

７．１１　若有一信源：

［ ］ＳＰ ＝
ｓ１ ｓ２
０．８ ０．［ ］２

每秒钟发出２．６６个信源符号。将此信源的输出符号送入某个二元信道中进行传输（假设信
道是无噪无损的），而信道每秒钟只传递２个二元符号。试问信源不通过编码能否直接与信
道连接？通过适当编码能否在此信道中进行无失真传输？若能连接，试说明如何编码并说
明其原因。

７．１２　香农码的信源符号集Ａ＝｛１，２，…，ｑ｝，其概率分布为ｐ１，ｐ２，…，ｐｑ。以下面
方法对信源符号进行编码。首先将概率分布按大小顺序排列ｐ１≥ｐ２≥…≥ｐｑ，定义累积分

布函数Ｆｉ＝∑
ｉ－１

ｋ＝１
ｐｋ，Ｆｉ是所有小于ｉ符号的概率和。于是，符号ｉ的码字是取Ｆｉ的二进数

的小数ｌｉ位，若有尾数则进位到第ｌｉ位，其中ｌｉ＝［ｌｏｇ（１／ｐｉ）］。
（１）证明这样编出的码是即时码；
（２）证明Ｈ（Ｓ）≤Ｌ＜ Ｈ（Ｓ）＋１，其中Ｌ为平均码长；
（３）对于概率分布为（０．５，０．２５，０．１２５，０．１２５）的信源进行编码，求其各码字；
（４）由（３）中得的码是否与此信源的霍夫曼码正好完全一致？若一致，试说明这种完全

一致的一般原理。
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第８章　限失真信源编码

由第３章的讨论我们知道，在图８ １给出的简单信息传输系统中，系统的信息传输
率为

Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）

图８ １　简单信息传输系统

　　由于平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信源概率分布Ｐ（ｘ）和信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的函数，
并且

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝Ｉ［Ｐ（ｘ）；Ｐ（ｙ｜ｘ）］
是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数，是信道转移概率分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数，因此如果信
息传输系统中的信源不同（Ｐ（ｘ）不同）或者信道不同（Ｐ（ｙ｜ｘ）不同），则该信息传输系统的
信息传输率Ｒ不同。
第５章中我们讨论了使用固定信道传输不同信源信息的情况。由于此时信道转移概率

分布Ｐ（ｙ｜ｘ）固定不变，平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）仅随着信源概率分布Ｐ（ｘ）的改变而改变，且
是信源概率分布Ｐ（ｘ）的上凸函数，因此，对于给定的信道（Ｐ（ｙ｜ｘ）固定），仅改变信源
（Ｐ（ｘ）可变）时可以求出Ｉ（Ｘ；Ｙ）的极大值ｍａｘ

Ｐ（ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ），此极大值反映出了给定信道信息

传输的能力，并被定义为给定信道的信道容量：

Ｃ＝ｍａｘ
Ｐ（ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）

与此类似，如果使用不同的信道传输同一信源（Ｐ（ｘ）固定）输出的信息，则系统的信息传输
率将随着信道转移概率Ｐ（ｙ｜ｘ）的变化而改变。由于平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）是信道转移概率
分布Ｐ（ｙ｜ｘ）的下凸函数，因此一定可以找到一个信道，当使用该信道传输给定信源输出
的信息时，系统的信息传输率最小。此最小的平均互信息ｍｉｎ

Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）反映出了传输该给

定信源信息时必须有的最小信息传输率。显然，ｍｉｎ
Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）与ｍａｘ

Ｐ（ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）是一个成对偶

关系的理论问题。
对于一个给定的信源，可以使用不同的信源编码方法表示其输出的信息。从信息传输

系统的有效性考虑，我们希望找出一种信源编码方法（可以看做某种信道），采用该方法表
示给定信源输出的符号时，信息传输率Ｒ最小，以构成一种最有效的信息传输系统。
由平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的非负性可知：

３８１第８章　限失真信源编码



ｍｉｎＩ（Ｘ；Ｙ）＝０
但是当

Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０
即

Ｈ（Ｙ）－Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝０
Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝Ｈ（Ｙ）

时，信道的转移概率：

Ｐ（ｙ｜ｘ）＝Ｐ（ｙ）
表明该信道的输出Ｙ 与其输入Ｘ 相互独立，由Ｙ 根本得不到关于信源Ｘ 的任何信息。由
此可见，若使用

Ｒ＝Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０
的信道传输给定信源输出信息，则信道的输出Ｙ 与信源的输出Ｘ 相比面目全非，信息传输
系统中产生了严重的失真，以至于完全丧失了传输信息的能力。
因此，关于信息传输系统有效性的分析，应当将信息传输率Ｒ与系统产生的失真联系

起来，对于给定的信源（Ｐ（ｘ）固定），度量Ｙ 与Ｘ 之间的失真，并在一定的失真限度内寻求
信息传输率Ｒ，即平均互信息的最小值ｍｉｎ

Ｐ（ｙ｜ｘ）
Ｉ（Ｘ；Ｙ）。

第７章我们讨论的无失真信源编码是一类在完全不允许失真（即失真度为零）的条件下
的信源编码问题。根据无失真信源编码定理，信源的信息熵是进行无失真编码时编码器信
息传输率的理论下界。本章讨论的信息率失真函数表示在某一失真限度下，传输给定信源
信息时需要的最小信息传输率。
本课程主要针对离散无记忆信源，介绍信息率失真理论的基本概念，给出失真的度

量、信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义和性质。下面我们将在允许一定限度内的信息损失的条
件下，分析平均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的最小值问题，在最简单的条件下介绍信息率失真函数的
计算，给出保真度准则下的限失真信源编码定理，初步讨论限失真信源编码的基本原理和
主要方法。

８．１　失真函数与平均失真

由于人类生理、心理特性的影响，在实际的信息传递过程中，人们往往并不要求完全
无失真地表示信源输出的信息，而是要求在一定保真度（失真限度）条件下，近似地还原信
源输出的消息。为了讨论一定失真限度条件下的最小信息传输率，首先需要对信源、信道
的输出给出一个定量的失真测度。
考虑图８ ２所示的信息传输系统。

图８ ２　简单信息传输系统
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　　设离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｒ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｒ［ ］）

经信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）传输后，接收符号集为Ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ］。

１．单个符号的失真函数

对于信道的每一对输入ｕｉ和输出取值ｖｊ，指定一个非负数：

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）≥０　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．１）

表示ｕｉ与ｖｊ 之间的误差或失真，被称为单个符号的失真函数。
显然，若ｖｊ＝ｕｉ，则用ｖｊ表示ｕｉ时便没有产生失真，于是，ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝０；若ｖｊ≠ｕｉ，

则ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＞０。失真函数定量地描述了用ｖｊ表示ｕｉ时引起的失真、损失、风险和主观感
觉上的差异大小，其具体的度量方式应视应用场合而定。
常用的失真函数有以下几种。
（１）均方失真：

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝ （ｕｉ－ｖｊ）２

　　（２）绝对失真：

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝｜ｕｉ－ｖｊ｜
　　（３）相对失真：

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝
｜ｕｉ－ｖｊ｜
｜ｕｉ｜

　　（４）汉明失真：

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝δ（ｕｉ－ｖｊ）＝
０　　ｕｉ＝ｖｊ
ａ　　ｕｉ≠ｖ
烅
烄

烆 ｊ

　　（ａ＞０）

２．失真函数的表示

由于信源Ｕ 有ｒ种可能取值，而接收符号集Ｖ 有ｓ种可能取值，因此，对于不同的ｉ、

ｊ取值，Ｕ、Ｖ 之间共有ｒ×ｓ个失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）。它们可以排列成一个ｒ×ｓ的矩阵，即

Ｄ＝

ｄ（ｕ１，ｖ１） ｄ（ｕ１，ｖ２） … ｄ（ｕ１，ｖｓ）

ｄ（ｕ２，ｖ１） ｄ（ｕ２，ｖ２） … ｄ（ｕ２，ｖｓ）

  

ｄ（ｕｒ，ｖ１） ｄ（ｕｒ，ｖ２） … ｄ（ｕｒ，ｖｓ

熿

燀

燄

燅）

此矩阵称为失真函数矩阵。

３．Ｋ 维随机矢量的失真函数

若信道的输入与输出是Ｋ 维随机矢量，则可以将单个符号的失真函数的定义加以
推广。

设信源输出的符号序列Ｕ＝（Ｕ１，Ｕ２，…，ＵＫ），其中每一随机变量Ｕｉ（ｉ＝１，２，…，Ｋ）

取自同一符号集［ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ］，所以信源输出的符号序列Ｕ 共有ｒＫ 种可能的取值。接
收端的符号序列为Ｖ＝（Ｖ１，Ｖ２，…，ＶＫ），其中每一个随机变量Ｖｊ（ｊ＝１，２，…，Ｋ）取自
同一符号集［ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ］，因此，Ｖ共有ｓＫ 种可能的取值。
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又设ｕｌ＝（ｕｌ１，ｕｌ２，…，ｕｌＫ），ｖｍ＝（ｖｍ１，ｖｍ２，…，ｖｍＫ）分别是Ｕ、Ｖ 的样矢量，则ｕｌ与

ｖｍ 之间的失真函数为

ｄＫ（ｕｌ，ｖｍ）＝ １Ｋ∑
Ｋ

ｉ＝１
ｄ（ｕｌｉ，ｖｍｉ）　ｌ＝１，２，…，ｒ

Ｋ；ｍ＝１，２，…，ｓＫ （８．２）

　　对于不同的输入、输出符号序列，共有ｒＫ×ｓＫ 个失真函数，可写成矩阵形式ＤＫ，称之
为信道输入、输出为Ｋ 维随机矢量时的失真函数矩阵，它是一个ｒＫ×ｓＫ 阶矩阵。

【例８．１】　已知Ｕ、Ｖ∈｛０，１｝，失真函数定义为Ｄ＝
０ １［ ］１ ０

。

若作二次扩展，即Ｕ，Ｖ∈｛００，０１，１０，１１｝，则二维随机矢量ｕ、ｖ之间的失真函数为

ｄ２（００，００）＝ １
２［ｄ（０，０）＋ｄ（０，０）］＝

０

ｄ２（００，０１）＝ １
２［ｄ（０，０）＋ｄ（０，１）］＝

１
２

　　

ｄ２（１１，１１）＝ １
２［ｄ（１，１）＋ｄ（１，１）］＝

０

依次可写出ｕ、ｖ之间的失真函数矩阵：

Ｄ２＝

０ １
２

１
２ １

１
２ ０ １ １

２
１
２ １ ０ １

２

１ １
２

１
２

熿

燀

燄

燅０

＝ １２

０ １ １ ２
１ ０ ２ １
１ ２ ０ １

熿

燀

燄

燅２ １ １ ０

４．平均失真

由失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的定义可以看出，对于不同的ｕｉ、ｖｊ，ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的值可能不同。

因此，失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）是一个伴随着随机变量ｕｉ和ｖｊ 的发生而发生的随机变量，发生
的概率为Ｐ（ｕｉ，ｖｊ）。于是，在信息传输系统中产生的失真可以使用失真函数的统计平均值
来表示。

平均失真定义为

珚ｄ＝Ｅ［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ，ｖｊ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ） （８．３）

　　若已知信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ），则平均失真珚ｄ可进一步表示为

珚ｄ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ） （８．４）

　　可见，单个符号的失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）描述了某个信源符号经过信道传输后的失真大
小，对于不同的信源符号和不同的接收符号，其值是不同的，而平均失真则是从总体上描
述整个系统失真情况的一个量。

若信道的输入、输出为Ｋ 维随机矢量Ｕ、Ｖ，则系统的平均失真定义为

６８１ 信息论与编码



珚ｄＫ ＝Ｅ［ｄＫ（ｕ，ｖ）］＝∑
ｒＫ

ｌ＝１
∑
ｍＫ

ｍ＝１
Ｐ（ｕｌ，ｖｍ）ｄＫ（ｕｌ，ｖｍ）

＝∑∑Ｐ（ｕｌ，ｖｍ）Ｐ（ｖｍ｜ｕｌ）ｄＫ（ｕｌ，ｖｍ） （８．５）

也可写成：

珚ｄＫ ＝∑
ｒＫ

ｉ＝１
∑
ｓＫ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｌ）Ｐ（ｖｍ｜ｕｌ）ｄＫ（ｕｌ，ｖｍ）

＝ １Ｋ∑
ｒＫ

ｉ＝１
∑
ｓＫ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｌ）Ｐ（ｖｍ｜ｕｌ）∑

Ｋ

ｌ＝１
ｄＫ（ｕｌｉ，ｖｍｉ） （８．６）

　　当信源与信道都是无记忆时，可进一步简化为

珚ｄＫ ＝ １Ｋ∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｅ［ｄ（ｕｌｉ，ｖｍｉ）］＝

１
Ｋ∑

Ｋ

ｉ＝１

珚ｄｉ （８．７）

其中，珚ｄｉ是Ｋ 维随机矢量的第ｉ个分量的平均失真。

如果离散信源是平稳的，则有珚ｄｉ＝珚ｄ和珚ｄＫ＝珚ｄ，即通过离散无记忆信道传输离散无记
忆平稳信源输出的符号序列时，系统的平均失真等于信源输出单个符号的平均失真珚ｄ。

８．２　信息率失真函数及其性质

８．２．１　Ｄ失真许可准则与Ｄ 失真许可信道

在实际的通信过程中，人们对于通信质量的要求一般是从统计平均的意义上进行考查
和度量的。为了满足一定的通信质量要求，需要对系统中产生的失真加以限制，要求信息
传输系统所产生的平均失真珚ｄ不能够大于某一给定的常数Ｄ，即满足：

珚ｄ≤Ｄ （８．８）

由于常数Ｄ为信息传输系统中所允许的失真限度，因此式（８．８）称为信息传输系统的Ｄ失
真许可准则。

考虑一个使用不同信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）传输给定的信源Ｕ 输出符号的信息传输过程，信道
的输出符号为随机变量Ｖ。显然，使用不同信道传输该给定信源信息时，系统的信息传输
率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）不同，产生的失真也不同。
在定义了失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）之后，我们总是希望在允许一定失真限度Ｄ 的条件下，

使得传输信源信息的信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）尽可能地小。也就是说，在Ｄ失真许可准则
（珚ｄ≤Ｄ）下，寻找传输该给定信源信息的信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值。
由平均失真的定义式（８．４）可以看出，系统的平均失真珚ｄ不仅与失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）有

关，而且与信源的统计特性Ｐ（ｕｉ）和信道的转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）有关。应当注意，在给定信
源Ｕ，并且定义了Ｕ、Ｖ 之间的失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）之后，系统的平均失真珚ｄ仅由信道转移
概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）决定，即珚ｄ＝珚ｄ［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）］。
如果要求信息传输系统所产生的平均失真珚ｄ不能够大于某一给定的常数Ｄ，则可以使

用的信道受到了限制。于是，传输该给定信源信息的信道可以划分为两类：一类信道能够
满足Ｄ失真许可准则的要求，即满足珚ｄ≤Ｄ；另一类信道中所产生的平均失真珚ｄ＞Ｄ。因
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此，我们将信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）划分为两个集合：

ＰＤ ＝ ｛Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）；珚ｄ≤Ｄ｝ （８．９）

Ｐ珡Ｄ ＝ ｛Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）；珚ｄ＞Ｄ｝ （８．１０）

　　显然，如果信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ，则使用该信道传输给定信源输出信息时，传输系统的
平均失真将满足Ｄ失真许可准则。因此，集合ＰＤ 中的信道称为Ｄ 失真许可信道。
说明：为了求出信道可变条件下信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值，此处引用的信道

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）为一种假想的可变信道，称为试验信道。在实际问题的分析中，这些不同的试验
信道可以看做不同的信源编码方法。

８．２．２　信息率失真函数

平均互信息的凸性表明，对于给定的信源，信息传输系统的信息传输率：

Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｉ［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）］

是信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的下凸函数。因此，若改变信道参数，则一定存在一个平均互信
息的最小值，使得传输给定信源信息时系统的信息传输率最小。

但是，此时讨论的问题是在满足Ｄ失真许可要求下寻找重建给定信源信息时所必须有
的最小平均信息量。虽然由平均互信息的下凸性知道此时Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值一定存在，
但是由于规定了失真限度Ｄ，因此传输给定信源信息所能够使用的信道受到了限制，即

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ。

于是，我们可以在Ｄ失真许可信道集合ＰＤ 中选出一组信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ），使得
信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）达到最小值。此平均互信息的最小值表示在满足Ｄ 失真许可要求
（珚ｄ≤Ｄ）时传输给定信源信息的信息传输率Ｒ的最小值。
定义满足Ｄ失真许可要求的平均互信息的最小值为信息率失真函数，即

Ｒ（Ｄ）＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ≤Ｄ｝ （８．１１）

简称率失真函数，单位是比特／符号或奈特／符号。

信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义表明，Ｒ（Ｄ）为给定信源和定义失真函数的前提下，在失
真限度为Ｄ（试验信道满足一定约束条件）时平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值。因此信息率失
真函数Ｒ（Ｄ）具有明确的物理含义和实际指导意义。
信息率失真函数Ｒ（Ｄ）与信道容量Ｃ具有对偶性。Ｒ（Ｄ）是在给定信源Ｐ（ｕ）和失真限

度Ｄ时平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值。这个最小值Ｒ（Ｄ）是在给定信源的情况下，接收端
以满足失真限度Ｄ的要求而重建信源信息时所必须获得的最小平均信息量。因此，Ｒ（Ｄ）
反映了在满足一定失真限度Ｄ的要求下，给定信源输出的信息率可以压缩的程度，即最有
效地表达信源输出信息时可以压缩到的最低信息率。显然，Ｒ（Ｄ）所表示的最低信息率是
反映信源特性的参量，与试验信道无关。对于不同的信源，其Ｒ（Ｄ）不同。信道容量Ｃ则是
在给定信道Ｐ（ｖ｜ｕ）时平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最大值。信道容量Ｃ反映了信道传输信息的
能力，是在信道中实现可靠传输时该给定信道的最大信息传输率。信道容量Ｃ与信源无
关，是反映信道特性的参量。对于不同的信道，其信道容量不同。
信息率失真函数Ｒ（Ｄ）与信道容量Ｃ这两个概念在实际应用中有明显区别。
信道容量Ｃ的研究目的是掌握给定信道传输信息的能力，即该信道能够可靠传送的最
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大信息量。在充分利用给定信道传输能力的条件下，使信息传输系统的信息传输率最大而
错误概率任意小，这就是一般的信道编码问题。
信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的研究目的是掌握给定信源输出信息的特性。在满足Ｄ 失真许

可要求的条件下，人们希望使用尽可能少的码符号表达（传送）给定信源输出的信息。由于

Ｒ（Ｄ）恰为失真限度Ｄ之内传输给定信源输出信息时所必需的最小信息传输率，因此信息
率失真函数Ｒ（Ｄ）反映了信息传输系统的有效性研究，即信源编码和数据压缩应用中所面
临的一个基本问题。

８．２．３　Ｒ（Ｄ）的基本函数关系

由上面的讨论可以看出，传输给定信源输出的符号时，如果信息传输系统中允许产生
的平均失真限度为Ｄ，则由Ｄ失真许可信道集合ＰＤ 中找出的平均互信息的最小值便为信

息率失真函数Ｒ（Ｄ）。显然，如果要求的平均失真限度Ｄ不同，则Ｄ失真许可信道集合ＰＤ

不同，所得到的最小信息传输率也不同。因此，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）是失真限度Ｄ 的
函数。
设已给定离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｒ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｒ
［ ］） （８．１２）

　　对于试验信道：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．１３）
已定义Ｕ、Ｖ 之间的ｒ×ｓ个失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）≥０。失真函数矩阵为

Ｄ＝

ｄ（ｕ１，ｖ１） ｄ（ｕ１，ｖ２） … ｄ（ｕ１，ｖｓ）

ｄ（ｕ２，ｖ１） ｄ（ｕ２，ｖ２） … ｄ（ｕ２，ｖｓ）

  

ｄ（ｕｒ，ｖ１） ｄ（ｕｒ，ｖ２） … ｄ（ｕｒ，ｖｓ

熿

燀

燄

燅）

（８．１４）

　　下面首先讨论信息率失真函数：

Ｒ（Ｄ）＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ≤Ｄ｝

所具有的基本函数关系，即考察Ｒ（Ｄ）的值域和使得Ｒ（Ｄ）有定义的失真限度Ｄ 的取值
范围。

１．Ｒ（Ｄ）的值域

信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义式（８．１１）表明，Ｒ（Ｄ）本质上反映的是信息传输系统中信
源Ｕ 与信道输出Ｖ 之间的平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）。依据平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的基本性质，可
以确定信息率失真函数Ｒ（Ｄ）取值大小满足的关系。
由于平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）具有非负性，即

Ｉ（Ｕ；Ｖ）≥０
因此信息率失真函数的取值不会小于０，即

Ｒ（Ｄ）≥０
由平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的极值性，即

Ｉ（Ｕ；Ｖ）≤Ｈ（Ｕ）
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可以看出，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的取值有界：

Ｒ（Ｄ）≤Ｈ（Ｕ）
即信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的数值不会超过信源Ｕ 的输出的平均信息量Ｈ（Ｕ）。于是，信息
率失真函数Ｒ（Ｄ）的取值范围为

０≤Ｒ（Ｄ）≤Ｈ（Ｕ）

２．Ｒ（Ｄ）的定义域的下界Ｄｍｉｎ

对于给定的信源（Ｐ（ｕ）固定）和定义的失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ），使得信息率失真函数Ｒ（Ｄ）

有定义的失真限度Ｄ中的最小值Ｄｍｉｎ便为Ｒ（Ｄ）的定义域的下界。
由前面关于失真函数的讨论可知，失真函数大于或等于零，即

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）≥０　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
作为失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的统计平均值，平均失真珚ｄ也是一个非负的实数，即珚ｄ≥０。因此，
使得信息率失真函数Ｒ（Ｄ）有意义的失真限度Ｄ 的取值不可能小于零。由此可知，信息率
失真函数Ｒ（Ｄ）的定义域的下界满足Ｄｍｉｎ≥０。
在实际应用中，由于不同信源具有不同的统计关系，在不同的应用场合用ｖｊ 表示ｕｉ

时所产生的差异、损失与风险的大小也各不相同，因此，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义域需
要根据具体问题和应用要求加以确定。
对于以给定的信源Ｕ（见式（８．１２））和失真函数矩阵Ｄ（见式（８．１４）），可以求出Ｕ 与Ｖ

之间的平均失真：

珚ｄ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ） （８．１５）

　　由于信源概率分布Ｐ（ｕｉ）和失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ）已确定，因此此时的平均失真珚ｄ是信道
参数Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的函数。于是，改变试验信道参数时所取得的平均失真的最小值即为Ｒ（Ｄ）
定义域的下界，即

Ｄｍｉｎ＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

珚ｄ ＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ） （８．１６）

　　对于信源输出符号集合中的某一符号ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ，且为固定的参变量），不同试
验信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的输出ｖｊ（ｊ＝１，２，…，ｓ）不同，则该试验信道传输某一信源符号ｕｉ所产
生的平均失真为

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ） （８．１７）

显然，使用的试验信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）不同，则平均失真的大小不同，并且一定存在一种试验信
道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ），使得式（８．１７）所表示的平均失真达到其可能的最小值。
进一步分析可知，对于给定的信源和已定义的失真函数，如果可以找到一种试验信

道，对于ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）都能够使式（８．１６）达到其可能的最小值，则Ｕ、Ｖ 之间的平均
失真一定达到其最小值，且为信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义域的下界Ｄｍｉｎ。于是，式（８．１６）
可以表示为

Ｄｍｉｎ＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ） ｍｉｎ

Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ［ ］） （８．１８）

　　由此可以看出，我们可以通过选择一种试验信道，使每一种信源符号所产生的平均失
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真最小（即式（８．１８）中的内和式达到其最小值），从而得到Ｒ（Ｄ）的定义域的下界Ｄｍｉｎ。
使用不同的ｖｊ（ｊ＝１，２，…，ｓ）表示固定的ｕｉ时，由于失真函数矩阵Ｄ中第ｉ行的元

素ｄ（ｕｉ，ｖｊ）互不相同，因此在失真函数矩阵Ｄ的第ｉ行元素中一定可以找出一个最小值
（也可能有若干个相同的最小值）。不妨设失真函数矩阵Ｄ的第ｉ行中第Ｊ列失真函数的取
值（此处记做Ｊｉ）最小，便有：

ｍｉｎ
ｊ
ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝ｄ（ｕｉ，ｖＪｉ）　ｉ＝１，２，…，ｒ

可以选择一种试验信道，使其满足：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝１　　ｊ＝Ｊｉ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝０　　ｊ≠Ｊ
烅
烄

烆 ｉ
　（ｊ＝１，２，…，ｓ） （８．１９）

那么，第ｉ行的平均失真达到其最小值：

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝ｄ（ｕｉ，ｖＪｉ）＝ｍｉｎｊ ｄ

（ｕｉ，ｖｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ

由于失真函数矩阵Ｄ中每一行的平均失真都是最小的，因此系统总体的平均失真一定为其
可能取值的最小值。于是，对于给定的信源和定义的失真函数，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定
义域的下界为

Ｄｍｉｎ＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ （８．２０）

　　若失真函数矩阵Ｄ 的每一行中至少有一个失真函数为零，则有 Ｄｍｉｎ＝０，否则，

Ｄｍｉｎ≠０。若给定失真限度为

Ｄ＝Ｄｍｉｎ＝０
则表示该信息传输系统必须无失真传输给定信源输出的符号。于是，信息传输率至少应等
于信源的信息熵，即

Ｒ（０）＝Ｈ（Ｕ）

　　如果失真函数矩阵Ｄ中某些列中包含了至少两个取值为零的元素，则表明给定信源符
号集中的某些符号可以压缩、合并。此时，一般满足：

Ｒ（０）＜Ｈ（Ｕ）

　　若失真函数矩阵Ｄ中至少有一行全部为非零元素，则有Ｄｍｉｎ≠０。此时

Ｒ（Ｄｍｉｎ）≤Ｈ（Ｕ）

　　【例８．２】　设信源［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２
ｐ １－［ ］

ｐ
（０≤ｐ≤１），Ｖ∈［ｖ１，ｖ２，ｖ３］，定义失真函数

矩阵为

Ｄ＝
０ １ １

２

１ ０

熿

燀

燄

燅
１
３

　　由式（８．２０）可以求出信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义域的下界为

Ｄｍｉｎ＝∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ

ｊ
［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］　　　　

＝ｐ·ｍｉｎ０，１，［ ］１２ ＋（１－ｐ）·ｍｉｎ１，０，［ ］１３ ＝０
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　　由前面的分析和式（８．１９）所示的关系可以看出，达到此最小允许失真限度的试验信
道为

［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）］＝
１ ０ ０［ ］０ １ ０

　　由于此试验信道是一个无噪无损信道，在信道的输出端观测到输出Ｖ 之后，便可以消
除关于信源Ｕ 的不确定性，因此信道疑义度Ｈ（Ｕ｜Ｖ）＝０，则有：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）
于是 Ｒ（Ｄｍｉｎ）＝Ｒ（０）＝ ｍｉｎ

ｐｊｉ∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝Ｈ（Ｕ）

　　【例８．３】　设信源［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３
１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３
，Ｖ∈［ｖ１，ｖ２］，定义失真函数矩阵为

Ｄ＝

０ １
１
２

１
２

熿

燀

燄

燅１ ０
由式（８．２０）计算得：

Ｄｍｉｎ＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ

ｊ
［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝

１
３
·０＋１３

·１
２＋

１
３
·０＝ １６

所以，对于此信源Ｕ 和定义的失真函数，Ｒ（Ｄ）的定义域的下界为Ｄｍｉｎ＝
１
６
。

根据式（８．１９），达到此最小允许失真限度的试验信道必须满足：

Ｐ（ｖ１｜ｕ１）＝１

Ｐ（ｖ１｜ｕ２）＋Ｐ（ｖ２｜ｕ２）＝１

Ｐ（ｖ２｜ｕ３）＝
烅

烄

烆 １
　　由于满足约束条件Ｐ（ｖ１｜ｕ２）＋Ｐ（ｖ２｜ｕ２）＝１的Ｐ（ｖ１｜ｕ２）和Ｐ（ｖ２｜ｕ２）可以有无穷多种

组合，因此可以使得系统平均失真珚ｄ＝Ｄｍｉｎ＝
１
６
的试验信道有无数多个。这些试验信道的

信道矩阵中每一列都有不止一个非零元素，所以Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≠０，于是

Ｒ（Ｄｍｉｎ）＝Ｒ（ ）１６ ＝ ｍｉｎ
ｐｊｉ∈ＰＤ

（Ｉ（Ｕ；Ｖ））＜Ｈ（Ｕ）

　　若将失真函数矩阵改成：

ｄ′＝
０ １
０ ０
熿

燀

燄

燅１ ０

则 Ｄ′ｍｉｎ＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ

ｊ
［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝０

同理，达到此最小允许失真限度的试验信道必须满足：

Ｐ（ｖ１｜ｕ１）＝１

Ｐ（ｖ１｜ｕ２）＋Ｐ（ｖ２｜ｕ２）＝１

Ｐ（ｖ２｜ｕ３）＝
烅

烄

烆 １
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满足上述条件的试验信道的共同特点就是信道矩阵中每列有不止一个非零元素，所以，

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≠０，因此，Ｒ（Ｄ′ｍｉｎ）＝Ｒ（０）＜Ｈ（Ｕ）。

从失真函数矩阵ｄ′也可以看出，信源符号ｕ１传递到符号ｖ１无失真，而信源符号ｕ２传
递到ｖ１ 也无失真，因此，完全可以将信源的符号ｕ１和ｕ２合并成一个符号，使信源符号集
由三个符号压缩成两个符号，并不引起任何失真。显然，压缩后信息传输率必然减小，所
以得Ｒ（０）＜Ｈ（Ｕ）。

３．Ｒ（Ｄ）的定义域的上界Ｄｍａｘ

由信息率失真函数的值域可知，Ｒ（Ｄ）在其定义域内的取值非负，只要失真限度Ｄ≥０，

则Ｒ（Ｄ）≥０。为了能够更加明确地反映出信息率失真函数的函数变化关系和工程意义，此
处需要进一步分析Ｒ（Ｄ）随着失真限度Ｄ改变时其函数关系的特点。
当使用可变试验信道传输给定信源Ｕ 时，如果信道不同，则不仅信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）

不同，Ｖ、Ｕ 之间的平均失真珚ｄ 也不同。由前面的讨论可以看出，随着系统平均失真珚ｄ的增
大，信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）将单调减小，其极限情况为Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝０。
由于Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝０意味着信道的输出Ｖ 与信源的输出Ｕ 相互独立，因此接收者不能够

由该信息传输系统得到信源输出的信息。然而对于一个实际的信息传输系统来说，在平均
失真珚ｄ增大而Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）单调递减的过程中，存在着某一个特定的平均失真取值珚ｄｍｉｎ。当
珚ｄ＜珚ｄｍｉｎ时，Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）＞０；当珚ｄ≥珚ｄｍｉｎ时，Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）≡０。
于是，作为在Ｄ失真许可条件下传输给定信源信息时的平均互信息的最小值（即使得

Ｉ（Ｕ；Ｖ）由非零变为零所对应的平均失真取值），对于考察信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的基本函
数关系有重要意义。

因此，设给定信源的信息率失真函数为Ｒ（Ｄ），对于失真限度Ｄ≥０，一定存在一个自
变量的取值Ｄ＝Ｄｍａｘ，使得Ｄ＜Ｄｍａｘ时，有

０＜Ｒ（Ｄ）≤Ｈ（Ｕ）

　　当Ｄ≥Ｄｍａｘ时，有

Ｒ（Ｄ）≡０
则Ｄｍａｘ表示Ｒ（Ｄ）定义域的上界值。

下面我们讨论和给出Ｒ（Ｄ）定义域的上界Ｄｍａｘ的确定方法。

由前面关于系统平均失真珚ｄ 与系统信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）的讨论可以看出，当
珚ｄ≥珚ｄｍｉｎ时，Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）≡０。由于与此对应的试验信道的输入Ｕ 与输出Ｖ 相互独立，因此
为了得到珚ｄｍｉｎ，构造试验信道转移概率：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ（ｖｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．２１）

于是可以求出信道输入Ｕ 与输出Ｖ 之间的平均失真：

珚ｄ＝Ｅ［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

　　显然，在满足Ｕ 与Ｖ 相互独立（见式（８．２１））的条件下，不同的试验信道中产生的平均
失真不同，而珚ｄｍｉｎ恰为此类信道中平均失真珚ｄ的下界（最小值），于是
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珚ｄｍｉｎ＝ｍｉｎ∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

＝ｍｉｎ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

其中，内和式表示了Ｕ、Ｖ 统计独立时，失真函数矩阵Ｄ的每一列元素ｄ（ｕｉ，ｖｊ）对Ｐ（ｕｉ）

的均值。

为使上式总和最小，我们可以按下述方法来选择试验信道。

首先计算失真函数矩阵Ｄ中每一列元素ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的统计平均值：

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）　ｊ＝１，２，…，ｓ

而后在各列均值中找出最小者。此处不妨设第ｋ列最小，即

ｍｉｎ
ｊ ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）＝∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｋ）

相应地，取试验信道的转移概率为

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ（ｖｊ）＝
１　　ｊ＝ｋ
０　　ｊ≠｛ ｋ

　（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）

于是，得到了Ｕ、Ｖ 统计独立条件下的最小平均失真，即

珚ｄｍｉｎ＝ｍｉｎ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）·ｍｉｎ

ｊ ∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

＝ｍｉｎ
ｊ ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

　　显然，由这样的Ｕ、Ｖ 相互独立的试验信道所得到的平均失真的最小值即为信息率失
真函数Ｒ（Ｄ）定义域的上界值Ｄｍａｘ，即

Ｄｍａｘ＝ｍｉｎ∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ）Ｐ（ｖ）ｄ（ｕ，ｖ｛ ｝）

＝ｍｉｎ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝） （８．２２）

并且当Ｄ≥Ｄｍａｘ时，有

Ｒ（Ｄ）≡０

　　【例８．４】　设输入随机变量的概率空间为［Ｕ，Ｐ］＝
－１ ０ ＋１
１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３
，输出符号集

Ｖ∈ －１２
，｛ ｝１２ ，定义失真函数矩阵为

Ｄ＝
１ ３
１ ２
熿

燀

燄

燅３ １
则由式（８．２２）可知：
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Ｄｍａｘ＝ｍｉｎ
ｊ ∑

３

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

＝ｍｉｎ １３×１＋
１
３×１＋

１
３×３

，１
３×３＋

１
３×２＋

１
３×｛ ｝１

＝ｍｉｎ ５３
，｛ ｝６３ ＝ ５３

　　可以看出，达到最大失真限度Ｄｍａｘ所对应的试验信道矩阵为

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ（ｖｊ）＝
１　　ｊ＝１
０　　ｊ＝｛ ２

并且当Ｄ≥５３
时，有

Ｒ（Ｄ）≡０

８．２．４　信息率失真函数的性质

性质１　在定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内，Ｒ（Ｄ）是Ｄ的下凸函数，即已知Ｄ１，Ｄ２∈［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］，

对于任意给定的０≤θ≤１，有：

Ｒ（θＤ１＋（１－θ）Ｄ２）≤θＲ（Ｄ１）＋（１－θ）Ｒ（Ｄ２） （８．２３）

　　证明：在Ｒ（Ｄ）的定义域内任取两点，并有：

Ｒ（Ｄ１）＝ ｍｉｎ
ｐｊｉ∈ＰＤ１

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ１）｝＝Ｉ（Ｕ；Ｖ１，Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ））

其中，Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）是恰使Ｉ（Ｕ；Ｖ１）达到最小值的试验信道。
同理有：

Ｒ（Ｄ２）＝ ｍｉｎ
ｐｊｉ∈ＰＤ２

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ２）｝＝Ｉ（Ｕ；Ｖ２，Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ））

其中，Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）是恰使Ｉ（Ｕ；Ｖ２）达到最小值的试验信道。
令０≤θ≤１，并令

Ｄ′＝θＤ１＋（１－θ）Ｄ２
且

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝θＰ１（ｖｊ｜ｕｉ）＋（１－θ）Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）

　　首先证明Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）是Ｄ′失真许可信道集合ＰＤ′内的信道，即使用信道Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ′
传输信源信息时，系统中产生的平均失真珚ｄ≤Ｄ′。
因为

珚ｄ（Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ））＝∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

＝∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｕｉ）［θＰ１（ｖｊ｜ｕｉ）＋（１－θ）Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）］ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

＝θ∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｕｉ）Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

　＋（１－θ）∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｕｉ）Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

可记成

珚ｄ＝θ珚ｄ１＋（１－θ）珚ｄ２
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因为

Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ１
Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ２

所以
珚ｄ１≤Ｄ１
珚ｄ２≤Ｄ２

于是
珚ｄ（Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ））＝θ珚ｄ１＋（１－θ）珚ｄ２≤θＤ１＋（１－θ）Ｄ２＝Ｄ′

因此

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ′
即Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）是Ｄ失真许可信道集合ＰＤ 内的一个信道。因此有：

Ｒ（Ｄ′）＝Ｒ（θＤ１＋（１－θ）Ｄ２）≤Ｉ（Ｕ；Ｖ，Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）） （８．２４）
另外，由于平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ，Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ））是信道转移概率的下凸函数，因此有：
Ｉ（Ｕ；Ｖ，Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ））≤θＩ（Ｕ；Ｖ１，Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ））＋（１－θ）Ｉ（Ｕ；Ｖ２，Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ））

≤θＲ（Ｄ１）＋（１－θ）Ｒ（Ｄ２） （８．２５）

　　由式（８．２４）和式（８．２５）可得：

Ｒ（θＤ１＋（１－θ）Ｄ２）≤Ｒ（Ｄ１）＋（１－θ）Ｒ（Ｄ２）
因此信息率失真函数Ｒ（Ｄ）在定义域内是下凸的。
性质２　Ｒ（Ｄ）在定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内是单调递减函数。
由上面的讨论可以看出，当传输给定信源输出的信息时，允许的失真限度Ｄ 愈大，则

传输该信源必须有的最小信息传输率将愈小。因此，依信息率失真函数的定义可知，在定
义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内，Ｒ（Ｄ）是单调递减函数。Ｒ（Ｄ）在定义域内的单调递减性可以由Ｒ（Ｄ）
的下凸性加以证明。
证明：设Ｄ１ 为定义域内的任意一点。在（Ｄ１，Ｄｍａｘ）中任取一点Ｄθ，使

Ｄθ＝ （１－θ）Ｄ１＋θＤｍａｘ

其中，θ是任意小的正数。
由于Ｒ（Ｄ）在定义域内是下凸的，因此有：

Ｒ（Ｄθ）＝Ｒ（（１－θ）Ｄ１＋θＤｍａｘ）≤ （１－θ）Ｒ（Ｄ１）＋θＲ（Ｄｍａｘ）
已知Ｒ（Ｄｍａｘ）＝０，则

Ｒ（Ｄθ）≤ （１－θ）Ｒ（Ｄ１）
由于０＜１－θ＜１，于是

Ｒ（Ｄθ）＜Ｒ（Ｄ１）
即对于定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内的任意两点Ｄ１和Ｄθ，无论Ｄθ多么接近Ｄ１，只要Ｄθ＞Ｄ１，则
一定满足Ｒ（Ｄθ）＜Ｒ（Ｄ１）。
所以，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）在定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内是单调递减函数。
性质３　Ｒ（Ｄ）在定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内是失真限度Ｄ的连续函数。
对于给定的信源Ｕ，信息传输率Ｒ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）是信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的函数，即

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｉ［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）］＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｌｏｇ

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）
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　　在满足概率分布关系的条件下，如果使信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）有一个微小的变化，即
使信道参数为

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）±ε　　ε＞０
则系统的信息传输率改变为

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｉ［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）±ε］

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）±ε］ｌｏｇ

［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）±ε］

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）［Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）±ε］

令ε→０，则

Ｐ（ｖｊ）≠０
　　因此，平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）是信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的连续函数。
对于给定信源Ｕ，如果失真限度为Ｄ，则Ｄ失真许可信道集合为

ＰＤ ＝ ｛Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）；珚ｄ≤Ｄ｝

　　由信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的定义可知，一定存在一组信道参数Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ，使得：

Ｉ［Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）］＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝Ｒ（Ｄ）

　　若将失真限度调整为

Ｄ′＝Ｄ＋Δ　　Δ≥０
则满足Ｄ′失真许可的信道集合为

ＰＤ′ ＝ ｛Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）；珚ｄ≤Ｄ＋Δ｝
同理，一定可以找到一组信道参数：

Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）∈ＰＤ′
使得：

Ｉ［Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）］＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ′

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝Ｒ（Ｄ′）

　　显然，当Δ→０时，ＰＤ′→ＰＤ，且有：

Ｐ２（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）±ε　　ε→０
由于平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）是信道转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）的连续函数，因此有：

ｌｉｍ
ε→０
Ｉ［Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）±ε］＝Ｉ［Ｐ１（ｖｊ｜ｕｉ）］

此式等价于：

ｌｉｍ
Λ→０
Ｒ（Ｄ′）＝ｌｉｍ

Λ→０
ｍｉｎ

Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ′

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ｛ ｝）｝＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝

于是

ｌｉｍ
Λ→０
Ｒ（Ｄ＋Δ）＝ｌｉｍ

Λ→０
ｍｉｎ

Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ′

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ｛ ｝）｝＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝Ｒ（Ｄ）

　　因此，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）在其定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内是失真限度Ｄ的连续函数。
根据Ｒ（Ｄ）的上述性质，可以做出Ｒ（Ｄ）的大致函数曲线。
设给定信源Ｕ，其信息熵为Ｈ（Ｕ），并且已定义信道输入Ｕ 与输出Ｖ 之间的失真函数

矩阵Ｄ。如果失真函数矩阵Ｄ的每一行元素中的最小值为０，且只有一个元素为０，则由前
面关于信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的基本函数关系的讨论可知，系统中允许的失真限度Ｄ的下
限值为Ｄｍｉｎ＝０，且有：
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Ｒ（Ｄｍｉｎ）＝Ｒ（０）＝Ｈ（Ｕ）
并且一定存在一个失真限度Ｄｍａｘ，当Ｄ≥Ｄｍａｘ时，Ｒ（Ｄｍａｘ）≡０。于是，在失真限度Ｄ 和信
息率失真函数Ｒ（Ｄ）分别为横、纵坐标构成的坐标系中，可以标出信息失真函数的定义域
［０，Ｄｍａｘ］与函数中的两个点：（０，Ｈ（Ｕ））和（Ｄｍａｘ，０）。
由于信息失真函数Ｒ（Ｄ）在其定义域［０，Ｄｍａｘ］内是下凸、单调递减的连续函数，因此

可以做出Ｒ（Ｄ）在其定义域内的函数曲线，并且当Ｄ≥Ｄｍａｘ时，有Ｒ（Ｄｍａｘ）≡０，如图８ ３
（ａ）所示。
如果对于给定的失真函数矩阵Ｄ，系统中允许的失真限度Ｄ≠０，则可计算得到信息失

真函数Ｒ（Ｄ）的定义域的下界Ｄｍｉｎ和上界Ｄｍａｘ，求出相应的信息率失真函数取值Ｒ（Ｄｍｉｎ）和

Ｒ（Ｄｍａｘ）≡０，依据信息失真函数Ｒ（Ｄ）在其定义域［Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ］内的下凸性、单调递减性和
连续性，做出Ｒ（Ｄ）的函数曲线，如图８ ３（ｂ）所示。（注意：当Ｄ≥Ｄｍａｘ时，Ｒ（Ｄｍａｘ）≡０。）

图８ ３　Ｒ（Ｄ）函数的曲线

８．３　信息率失真函数的计算

８．３．１　信息率失真函数的一般计算方法

由前面关于信息率失真函数的定义知道，Ｒ（Ｄ）是在满足失真限度Ｄ 的条件下系统平
均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）的最小值。于是，对于给定的信源Ｕ 和定义的失真函数矩阵Ｄ，首先需
要找出满足失真限度Ｄ 要求的信道，构成Ｄ 失真许可信道集合ＰＤ，依据平均互信息

Ｉ（Ｘ；Ｙ）的下凸性，从Ｄ失真许可信道集合ＰＤ 内选出一组信道参数函数Ｐ（ｖ｜ｕ），使得平
均互信息Ｉ（Ｘ；Ｙ）达到其最小值，得到信息率失真函数：

Ｒ（Ｄ）＝ ｍｉｎ
Ｐ（ｖ｜ｕ）∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝

　　显然，这种在使用信道受限的条件下求出平均互信息最小值的问题（即信息率失真函
数Ｒ（Ｄ）的计算）是一个比较复杂和困难的问题。
设给定离散无记忆信源：

［Ｕ，Ｐ］＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｒ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｒ
［ ］）
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已知信道的输出符号集合为Ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ］，定义Ｕ、Ｖ 之间的失真函数矩阵：

Ｄ＝

ｄ（ｕ１，ｖ１） ｄ（ｕ１，ｖ２） … ｄ（ｕ１，ｖｓ）

ｄ（ｕ２，ｖ１） ｄ（ｕ２，ｖ２） … ｄ（ｕ２，ｖｓ）

  

ｄ（ｕｒ，ｖ１） ｄ（ｕｒ，ｖ２） … ｄ（ｕｒ，ｖｓ

熿

燀

燄

燅）

　　由上面关于信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的基本函数关系和性质可以知道，给定信源的信息
率失真函数Ｒ（Ｄ）的一般计算内容主要包括：

（１）确定Ｄｍｉｎ及Ｒ（Ｄｍｉｎ）；
（２）确定Ｄｍａｘ及Ｒ（Ｄｍａｘ）；
（３）确定Ｄｍｉｎ＜Ｄ＜Ｄｍａｘ内Ｒ（Ｄ）的解析式。
此处，我们以一个特定类型的信源Ｕ 和失真函数矩阵Ｄ 为例，介绍信息率失真函数

Ｒ（Ｄ）的一般计算思路和方法，以进一步理解和掌握Ｒ（Ｄ）的基本函数关系和性质。

【例８．５】　设二元对称信源［Ｕ，Ｐ］＝
０ １

ｐ １－［ ］ｐ ，其中 ｐ≤ １２
，接收符号集

Ｖ＝｛０，１｝，定义失真函数矩阵Ｄ＝
０ １［ ］１ ０

，试求Ｒ（Ｄ）在其定义域内的解析式。

解：首先求出信源Ｕ 的信息熵：

Ｈ（Ｕ）＝Ｈ（ｐ，１－ｐ）＝Ｈ２（ｐ）

　　（１）确定Ｄｍｉｎ及Ｒ（Ｄｍｉｎ）。由前面关于Ｒ（Ｄ）的定义域下界的讨论可以得到：

Ｄｍｉｎ＝∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ

ｊ
｛ｄ（ｕｉ，ｖｊ）｝

＝Ｐ（ｕ１）ｍｉｎ｛ｄ（ｕ１，ｖ１），ｄ（ｕ１，ｖ２）｝＋Ｐ（ｕ２）ｍｉｎ｛ｄ（ｕ２，ｖ１），ｄ（ｕ２，ｖ２）｝＝０
　　可见，此系统中允许的最小失真限度Ｄｍｉｎ＝０。可以找出使得Ｄｍｉｎ＝０的试验信道为

［Ｐ（ｖ｜ｕ）］＝
１ ０［ ］０ １

显然，此试验信道是一个无噪无损信道，可以求出：

Ｒ（Ｄｍｉｎ）＝Ｒ（０）＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（ｐ，１－ｐ）＝Ｈ２（ｐ）

　　（２）确定Ｄｍａｘ及Ｒ（Ｄｍａｘ）。

Ｄｍａｘ＝ｍｉｎ
ｊ ∑

２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ｛ ｝）

＝ｍｉｎ∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖ１），∑

２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖ２｛ ｝）

＝ｍｉｎ｛１－ｐ，ｐ｝

＝ｐ　 因为ｐ≤（ ）１２
　　于是，使得Ｒ（Ｄ）＝０时，失真限度Ｄ的最小值，即Ｒ（Ｄ）定义域的上界为

Ｄｍａｘ＝ｐ

９９１第８章　限失真信源编码



可以找出，使得系统平均失真恰为Ｄｍａｘ的试验信道为

［Ｐ（ｖ｜ｕ）］＝
０ １［ ］０ １

　　显然，这个试验信道的输出Ｖ 与输入Ｕ 相互独立，即无论信源Ｕ 输出符号为ｕ１ 或

ｕ２，信道的输出符号都是ｖ２。因此，当信源Ｕ 输出符号ｕ１时一定发生传输错误，而当信源

Ｕ 输出符号ｕ２ 时，信道的输出与输入之间的失真为０。由于Ｐ（ｕ１）＝ｐ，因此此时系统的平
均失真珚ｄ＝Ｄｍａｘ＝ｐ。
同时，由信息率失真函数的基本关系知：

Ｒ（Ｄｍａｘ）＝０
　　（３）确定０＜Ｄ＜ｐ内Ｒ（Ｄ）的解析式。
由Ｒ（Ｄ）的定义式：

Ｒ（Ｄ）＝ ｍｉｎ
ｐｉｊ∈ＰＤ

｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）｝＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ≤Ｄ｝

可知，Ｒ（Ｄ）实际上是在满足保真度准则珚ｄ≤Ｄ条件下平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小值。由于

Ｒ（Ｄ）在定义域内是单调递减函数，因此Ｒ（Ｄ）即为在珚ｄ＝Ｄ 的条件下Ｉ（Ｕ；Ｖ）的最小
值，即

Ｒ（Ｄ）＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ＝Ｄ｝＝ｍｉｎ｛Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）；珚ｄ＝Ｄ｝
其中：

珚ｄ＝Ｅ［ｄ］＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ）Ｐ（ｖ｜ｕ）ｄ（ｕ，ｖ）＝∑

Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝Ｐ（ｕ１，ｖ２）＋Ｐ（ｕ２，ｖ１）

　　显然，此时的平均失真为错误概率：
珚ｄ＝Ｅ［ｄ］＝Ｐ（Ｕ ≠Ｖ）＝ｐｅ

　　若使系统的平均失真等于错误概率：
珚ｄ＝ｐｅ＝Ｄ

则有：

Ｒ（Ｄ）＝ｍｉｎ｛Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）；ｐｅ＝Ｄ｝
而根据范诺不等式（ｒ＝２）有：

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≤Ｈ（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（２－１）＝Ｈ（ｐｅ）
即

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≤Ｈ（Ｄ）
因此有：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≥Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｄ）

＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）
所以，一定存在一个试验信道［Ｐ（ｖ｜ｕ）］，使得平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）可以达到上述不等式的
下界，于是，在０≤Ｄ≤ｐ内满足珚ｄ≤Ｄ条件下信源的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）为

Ｒ（Ｄ）＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）

　　上面我们只是假定一定存在一个试验信道［Ｐ（ｖ｜ｕ）］，使得用该信道传输信源信息时
系统的平均失真珚ｄ≤Ｄ，而接收端获得的平均信息量Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）。关于这一
假设是否真的成立，还需要进一步证实。为证实这一点，就必须找到一个这样的试验信道，
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使得其平均失真珚ｄ＝Ｄ，接收端获得的平均信息量度：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）

　　为此，我们构造一个反向的试验信道，即将原信道的传递关系反向，使原信道的输入
端为输出端，而输出端为输入端。按照失真限度Ｄ 的要求，所构造的反向试验如图８ ４
所示。

图８ ４　反向信道转移概率

其转移概率为

Ｐ（ｕ＝０｜ｖ＝０）＝１－Ｄ
Ｐ（ｕ＝１｜ｖ＝０）＝Ｄ
Ｐ（ｕ＝０｜ｖ＝１）＝Ｄ
Ｐ（ｕ＝１｜ｖ＝１）＝１－Ｄ

现在，我们来计算用该信道传输信源时系统的平均失真及接收端获得的平均互信息。
对于此反向试验信道，可以求出系统的平均失真和平均互信息。系统的平均失真：

珚ｄ＝Ｅ［ｄ］＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ）Ｐ（ｕ｜ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝Ｐ（ｖ＝１）Ｐ（ｕ＝０｜ｖ＝１）＋Ｐ（ｖ＝０）Ｐ（ｕ＝１｜ｖ＝０）

＝１－ｐ－Ｄ１－２Ｄ ×Ｄ＋ｐ－Ｄ１－２Ｄ×
Ｄ

＝Ｄ
　　系统的平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）为

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）
而

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ，ｖ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｕ｜ｖ）

＝∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）Ｐ（ｕｉ｜ｖｊ）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｕｉ｜ｖｊ）

＝Ｐ（ｖ１）∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ｜ｖ１）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｕｉ｜ｖ１）

＋Ｐ（ｖ２）∑
２

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ｜ｖ２）ｌｏｇ

１
Ｐ（ｕｉ｜ｖ２）

＝Ｐ（ｖ１）Ｈ（Ｄ）＋Ｐ（ｖ２）Ｈ（Ｄ）

＝Ｈ（Ｄ）
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因此

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）

　　由此可见，所选择的反向试验信道满足失真许可准则珚ｄ≤Ｄ，且接收端获得的平均信
息量达到平均互信息的下界，即

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ２（ｐ）－Ｈ（Ｄ）

　　但是上述结论是对一个构造的反向试验信道进行计算得到的，而此反向试验信道的构
造是否合理，即此反向试验信道是否存在，还需要依据已知的信源概率分布Ｐ（ｕ）和反向
试验信道的转移概率Ｐ（ｕ｜ｖ），检验随机变量Ｖ 是否满足概率分布关系的要求。由于在上
面的分析中已经应用了Ｐ（ｖ１）＋Ｐ（ｖ２）＝１的条件，因此只需验证随机变量Ｖ 的概率分布
是否满足：

０≤Ｐ（ｖ１）≤１
　　设

Ｐ（ｖ１）＝α，Ｐ（ｖ２）＝１－α　０＜α＜１
则由已知条件可得：

Ｐ（ｕ１）＝Ｐ（ｖ１）Ｐ（ｕ１｜ｖ１）＋Ｐ（ｖ２）Ｐ（ｕ１｜ｖ２）

＝α（１－Ｄ）＋（１－α）Ｄ＝ｐ
解得：

α＝ ｐ－Ｄ１－２Ｄ
由于已知

０≤ｐ≤ １２
而

０≤Ｄ≤ｐ
所以

０≤Ｐ（ｖ１）＝α≤ １２
因此，上面定义的反向试验信道参数合理，所构成的反向试验信道是存在的。
又因为

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝
Ｐ（ｕｉ｜ｖｊ）Ｐ（ｖｊ）

Ｐ（ｕｉ）
所以我们得到了在满足珚ｄ≤Ｄ的条件下，使得平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）达到最小值时所对应的
试验信道。
于是，通过对信息率失真函数的定义域、值域和解析式的分析与计算，对于此例所给

定的信源Ｕ 和定义的失真函数，信息率失真函数Ｒ（Ｄ）为

Ｒ（Ｄ）＝
Ｈ（ｐ）－Ｈ（Ｄ） ０≤Ｄ≤ｐ
０ Ｄ＞｛ ｐ

　 比特／符号

　　图８ ５给出了Ｒ（Ｄ）的函数曲线。图８ ６描述了在ｐ取不同值时的Ｒ（Ｄ）曲线。由此
可见，对于同一个Ｄ，信源分布越均匀，Ｒ（Ｄ）就越大，信源压缩的可能性就越小。反之，
若信源分布越不均匀，即信源信息冗余度越大，则Ｒ（Ｄ）就越小，压缩的可能性就越大。
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图８ ５　二元对称信源的Ｒ（Ｄ） 图８ ６　ｐ取不同值时的Ｒ（Ｄ）函数

８．３．２　ｒ元等概信源和汉明失真函数的Ｒ（Ｄ）

设信源、信宿的符号集相同，即Ｕ，Ｖ∈｛０，１，２，…，ｒ－１｝，已知信源符号等概分布，
定义失真函数为汉明失真，即

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝
０ ｕｉ＝ｖｊ

ａ（ａ＞０） ｕｉ≠ｖ
烅
烄

烆 ｊ

则信源的信息率失真函数为

Ｒ（Ｄ）＝
ｌｏｇｒ－Ｄａｌｏｇ

（ｒ－１）－Ｈ Ｄ（ ）ａ ０≤Ｄ≤ａ１－
１（ ）ｒ

０ Ｄ＞ａ１－
１（ ）

烅

烄

烆 ｒ
称为ｒ元等概信源和汉明失真函数的Ｒ（Ｄ），也可称做ｒ元信源在错误概率准则下的信息
率失真函数。
下面我们来证明上述结论。
证明：对于给定的信源和汉明失真函数可以求出：

Ｄｍｉｎ＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎ

ｊ
｛ｄ（ｕｉ，ｖｊ）｝＝０

Ｄｍａｘ＝ｍｉｎ
ｊ
｛∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）｝

＝ｍｉｎ １
ｒ
·ａ·（ｒ－１），１ｒ

·ａ·（ｒ－１），…，１ｒ
·ａ·（ｒ－１｛ ｝

烐烏 烑
）

共ｒ列

＝ａ１－１（ ）ｒ
以及

Ｒ（Ｄｍｉｎ）＝Ｒ（０）＝Ｈ（Ｕ）＝ｌｏｇｒ比特／符号
Ｒ（Ｄｍａｘ）＝０

当Ｄｍｉｎ＜Ｄ＜Ｄｍａｘ，时，由于Ｒ（Ｄ）为失真限度的单调递减函数，因此
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Ｒ（Ｄ）＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ≤Ｄ｝　　　　　　　　　
＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ＝Ｄ｝　（因为Ｒ（Ｄ）单调递减）

首先计算系统的平均失真珚ｄ：

珚ｄ＝Ｅ［ｄ］＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝ ∑
Ｕ，Ｖ且Ｕ≠Ｖ

Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）＋ ∑
Ｕ，Ｖ且Ｕ＝Ｖ

Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝ ∑
Ｕ，Ｖ且Ｕ≠Ｖ

Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）　（因为ｕ＝ｖ时，ｄ（ｕ，ｖ）＝０）

＝ａ∑
Ｕ，Ｖ

｛Ｐ（ｕ，ｖ）；ｕ≠ｖ｝

＝ａＰ（Ｕ ≠Ｖ）＝ａｐｅ
其中，ｐｅ为信道的平均错误概率。
令珚ｄ＝ａｐｅ＝Ｄ，得ｐｅ＝Ｄ／ａ，于是根据范诺不等式有：

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）≤Ｈ（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）＝Ｈ
Ｄ（ ）ａ ＋Ｄａｌｏｇ

（ｒ－１）

所以

Ｉ（Ｕ｜Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）　　　　　　　　　　

≥ｌｏｇｒ－Ｈ
Ｄ（ ）ａ －Ｄａｌｏｇ

（ｒ－１）

Ｒ（Ｄ）＝ｍｉｎ｛Ｉ（Ｕ；Ｖ）；珚ｄ＝Ｄ｝＝ｍｉｎＩ（Ｕ；Ｖ）；ｐｅ＝Ｄａ
　　因此，根据范诺不等式，一定存在一个试验信道［Ｐ（ｖ｜ｕ）］，使得在该信道中平均失真
珚ｄ＝Ｄ，且接收端获得的平均信息量Ｉ（Ｕ；Ｖ）可以达到上述不等式的下界，即

Ｈ（Ｕ；Ｖ）＝ｌｏｇｒ－Ｈ Ｄ（ ）ａ －Ｄａｌｏｇ
（ｒ－１）

于是可得ｒ元等概信源在汉明失真函数下的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）为

Ｒ（Ｄ）＝ｌｏｇｒ－Ｈ Ｄ（ ）ａ －Ｄａｌｏｇ
（ｒ－１）　０≤Ｄ≤ａ１－

１（ ）ｒ

图８ ７　反向试验信道

　　由于上述讨论中我们假定存在一个反向试验信
道，因此对于反向试验信道的合理性还需要作进一
步的论证，即设法找到一个试验信道，在该信道中
平均失真珚ｄ＝Ｄ，且接收端获得的平均信息量：

Ｈ（Ｕ；Ｖ）＝ｌｏｇｒ－Ｈ Ｄ（ ）ａ －Ｄａｌｏｇ
（ｒ－１）

　　为此，我们构造一个反向信道，如图８ ７所
示，并用该反向信道作为试验信道。首先，我们需要
验证一下该反向信道是否存在，或者说是否合理，
即验证下列条件是否成立：

０≤Ｐ（ｖ）≤１　 且 　∑
ｖ
Ｐ（ｖ）＝１

根据已知条件Ｐ（ｕｉ）＝１／ｒ及反向信道的信道转移
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概率：

Ｐ（ｕｉ｜ｖｊ）＝
１－ｐｅ ｕｉ＝ｖｊ
ｐｅ
ｒ－１

ｕｉ≠ｖ
烅
烄

烆 ｊ

可由公式：

Ｐ（ｕｉ）＝∑
ｒ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ，ｖｊ）＝∑

ｒ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）Ｐ（ｕｉ｜ｖｊ）　ｉ＝１，２，…，ｒ

求得ｒ元方程组的解：

Ｐ（ｖｊ）＝
１
ｒ　ｊ＝１

，２，…，ｒ

显然：

０＜Ｐ（ｖｊ）＜１　ｊ＝１，２，…，ｒ

∑
ｒ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ）＝

烅
烄

烆 １

所以该反向信道是一个合理的信道。
现在，我们用该反向信道作为试验信道，并计算在该试验信道中的平均失真珚ｄ及接收

端获得的平均信息量Ｉ（Ｕ；Ｖ）：

珚ｄ＝Ｅ［ｄ］＝∑
Ｕ，Ｖ
Ｐ（ｕ，ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝∑
Ｕ
∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）Ｐ（ｕ｜ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）∑

Ｕ
Ｐ（ｕ｜ｖ）ｄ（ｕ，ｖ）

＝∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）（１－ｐｅ）·０＋

ｐｅ
ｒ－１

（ｒ－１）·［ ］ａ
＝ａｐｅ∑

Ｖ
Ｐ（ｖ）

＝ａｐｅ
＝Ｄ

Ｈ（Ｕ｜Ｖ）＝∑
Ｕ
∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）Ｐ（ｕ｜ｖ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｕ｜ｖ）

＝∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）∑

Ｕ
Ｐ（ｕ｜ｖ）ｌｏｇ １

Ｐ（ｕ｜ｖ）

＝∑
Ｖ
Ｐ（ｖ）（１－ｐｅ）ｌｏｇ １

１－ｐｅ
＋ ｐｅ
ｒ－１

ｌｏｇｒ－１ｐ（ ）
ｅ
·（ｒ－１［ ］）

＝ （１－ｐｅ）ｌｏｇ １
１－ｐｅ

＋ｐｅｌｏｇｒ－１ｐｅ

＝ （１－ｐｅ）ｌｏｇ
１

１－ｐｅ
＋ｐｅｌｏｇ１ｐｅ＋ｐｅ

ｌｏｇ（ｒ－１）

＝Ｈ（ｐｅ）＋ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）
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因此：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｕ）－Ｈ（Ｕ｜Ｖ）　　　　　　　
＝ｌｏｇｒ－Ｈ（ｐｅ）－ｐｅｌｏｇ（ｒ－１）

≥ｌｏｇｒ－Ｈ
Ｄ（ ）ａ －Ｄａｌｏｇ

（ｒ－１）

　　可见，在所选择的反向试验信道中平均失真珚ｄ＝Ｄ，且接收端获得平均互信息达到最
小值。因此，在汉明失真函数定义下，ｒ元等概信源的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）为

Ｒ（Ｄ）＝
ｌｏｇｒ－Ｄａｌｏｇ

（ｒ－１）－Ｈ Ｄ（ ）ａ 　０≤Ｄ≤ａ１－
１（ ）ｒ

０ Ｄ＞ａ１－
１（ ）

烅

烄

烆 ｒ
　　根据ｒ的不同取值，可做出Ｒ（Ｄ）的曲线，如图８ ８所示。由曲线图可以看出，对于同
一失真限度Ｄ，ｒ越大，Ｒ（Ｄ）越大，信源压缩的可能性就越小；反之，ｒ越小，Ｒ（Ｄ）越小，
信源压缩的可能性就越大。这一规律对于实际信源的量化分层及数据压缩有深刻的理论指
导意义。

图８ ８　ｒ取不同值时的Ｒ（Ｄ）函数

８．３．３　信息率失真函数的参量表示

根据Ｒ（Ｄ）的定义式，对于给定的信源（Ｐ（ｕ）固定），在定义了具体的失真函数后，就
可求得信源的Ｒ（Ｄ）函数，方法上与求信道的信道容量一样，是一个在有约束的条件下计
算平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的极小值问题，即选择适当的试验信道Ｐ（ｖ｜ｕ）使平均互信息：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｌｎ

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

∑
ｒ

ｋ＝１
Ｐ（ｕｋ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｋ）

（８．２６）

最小化，并使得Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）满足以下约束条件：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）≥０　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．２７）
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∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝１　ｉ＝１，２，…，ｒ （８．２８）

和

∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝Ｄ （８．２９）

　　因此，可采用拉格朗日乘子法进行求解。但是如果要求得到明显的解析式，那么也是
比较困难的，通常只能用参量形式来表达。即便如此，除简单情况外，实际计算仍然是相
当困难的，尤其约束条件式（８．２７）是求解Ｒ（Ｄ）函数的主要障碍。因为应用拉格朗日乘子
法解得的一个或几个 Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）很可能是负的，所以在这种情况下，必须假设某些
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝０，然后重新计算，这就使得计算复杂化了。目前，可采用收敛的迭代算法在计
算机上求解Ｒ（Ｄ）函数。
下面介绍拉格朗日乘子法求解Ｒ（Ｄ）函数，并用Ｓ作为参量来表述信息率失真函数

Ｒ（Ｄ）和平均失真函数Ｄ（Ｓ）。值得说明的是，为了讨论和书写方便，平均互信息表达式（式
（８．２６））中采用了自然对数的形式。
首先，构造一辅助函数Φ，在该辅助函数中暂且不考虑约束条件式（８．２７），仅考虑约

束条件式（８．２８）和式（８．２９）。其中，约束条件式（８．２８）包含ｒ个等式，取拉格朗日乘子

μｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）分别与之对应，并取拉格朗日乘子Ｓ与式（８．２９）对应。

Φ＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）－μｉ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）－ＳＤ （８．３０）

求平均互信息Ｉ（Ｕ；Ｖ）的极小值，实质上就是求辅助函数Φ的一阶导数等于零的方程组的
解。因为Ｉ（Ｕ；Ｖ）是信道转移概率Ｐ（ｖ｜ｕ）的下凸函数，所以若极值存在，则它一定是极小
值，即求：

Φ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝０　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．３１）

因为

Ｉ（Ｕ；Ｖ）
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝Ｐ（ｕｉ）ｌｎＰ（ｖｊ｜ｕｉ）＋Ｐ（ｕｉ）－Ｐ（ｕｉ）ｌｎＰ（ｖｊ）－Ｐ（ｕｉ）

＝Ｐ（ｕｉ）ｌｎ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）
Ｐ（ｖｊ）

又因为

μｉ∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）
＝μｉ

ＳＤ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝
Ｓ∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝ＳＰ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）
于是得：

Φ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝Ｐ（ｕｉ）ｌｎ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）
Ｐ（ｖｊ）

－ＳＰ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）－μｉ＝０　

ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ　　　（８．３２）
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　　当ｉ＝１，２，…，ｒ和ｊ＝１，２，…，ｓ分别取值时，式（８．３２）共有ｒ×ｓ个方程，加上式
（８．２８）的ｒ个方程，共有ｒ＋１＋ｒ×ｓ个方程。而其中未知数ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）、Ｓ和
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）的个数也正好为ｒ＋１＋ｒ×ｓ个，所以原则上求极
小值的问题已解决。只需求解式（８．２８）、式（８．２９）和式（８．３２）组成的方程组，即可求出

Ｉ（Ｕ；Ｖ）在约束条件下的极小值。
为了求解方便，令μｉ＝Ｐ（ｕｉ）ｌｎλｉ，并整理式（８．３２）得：

ｌｎＰ（ｖｊ｜ｕｉ）－ｌｎＰ（ｖｊ）－Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）－ｌｎλｉ ＝０　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ
（８．３３）

求解式（８．３３）可得ｒ×ｓ个信道转移概率：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．３４）
将式（８．３４）对ｊ求和得：

∑
ｊ
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝∑

ｊ
Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝１

即

λｉ ＝ １

∑
ｊ
Ｐ（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

　ｉ＝１，２，…，ｒ （８．３５）

再将式（８．３４）两端同乘以Ｐ（ｕｉ）并对ｉ求和得：

∑
ｉ
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝Ｐ（ｖｊ）∑

ｉ
λｉＰ（ｕｉ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

若Ｐ（ｖｊ）≠０，则可得：

∑
ｉ
λｉＰ（ｕｉ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝１　ｊ＝１，２，…，ｓ （８．３６）

将式（８．３５）代入式（８．３６）得：

∑
ｉ

Ｐ（ｕｉ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

∑
ｊ
Ｐ（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

＝１　ｊ＝１，２，…，ｓ （８．３７）

　　由式（８．３７）中的Ｓ个方程就可以解出Ｓ 个输出符号的概率Ｐ（ｖｊ），然后将所求的
Ｐ（ｖｊ）代入式（８．３５）即可求出λｉ。
若将式（８．３５）代入式（８．３４），则得：

Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）＝
Ｐ（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

∑
ｊ
Ｐ（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

　ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ （８．３８）

　　将由式（８．３７）求得的Ｐ（ｖｊ）代入式（８．３８），即可求得Ｉ（Ｕ；Ｖ）取极小值时的试验信道
的转移概率Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）。应该强调的是，这里所得的结果是以Ｓ为参量的表达式，而不是显
式表达式。因而所得到的Ｒ（Ｄ）的表达式也将是以Ｓ为参量的表达式。参量Ｓ对应的约束
条件为式（８．２９），它与允许的失真限度Ｄ有关，所以以Ｓ为参量就相当于以Ｄ 为参量。
将式（８．３４）分别代入式（８．２９）和式（８．２６），可得到以Ｓ为参量的信息率失真函数

Ｒ（Ｓ）和平均失真函数Ｄ（Ｓ）。

Ｄ（Ｓ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ｄ（ｕｉ，ｖｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｄ（ｕｉ，ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ （８．３９）
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Ｒ（Ｓ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ｌｎ

Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］
Ｐ（ｖｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ｌｎ｛λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］｝

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］ｌｎλｉ

　＋∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）λｉｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）ｌｎλｉ＋ＳＤ（Ｓ）

＝ＳＤ（Ｓ）＋∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｎλｉ∑

ｓ

ｊ＝１
Ｐ（ｖｊ｜ｕｉ）

＝ＳＤ（Ｓ）＋∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｎλｉ （８．４０）

　　可见，当参数Ｓ给定某一数值时，可由式（８．３７）求出Ｐ（ｖｊ）（ｊ＝１，２，…，ｓ），再由式
（８．３５）计算出λｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ），将所求的结果代入式（８．３９）和式（８．４０）即可确定Ｒ（Ｄ）
的值。由于Ｐ（ｖｊ）（ｊ＝１，２，…，ｓ）不能是负值，所以参量Ｓ的取值有一定的限制。现在我
们来分析一下参量Ｓ的物理意义及其可能取值的范围。
由于Ｄ是参量Ｓ的函数，λｉ也是Ｓ的函数，因此，也可以把Ｓ看成是Ｄ 的函数，则λｉ

也是Ｄ的函数。首先求Ｒ（Ｓ）对Ｄ的导数，得：

ｄＲ（Ｓ）
ｄＤ ＝Ｒ

（Ｓ）
Ｓ

ｄＳ
ｄＤ ＝


Ｓ
ＳＤ（Ｓ）＋∑

ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｌｎλ［ ］ｉ ｄＳｄＤ

＝ Ｄ＋ＳｄＤｄＳ＋∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）１λｉ

ｄλｉ
ｄ［ ］Ｓ ·ｄＳｄＤ

＝Ｓ＋ Ｄ＋∑
ｒ

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）１λｉ

ｄλｉ
ｄ［ ］Ｓ ·ｄＳｄＤ （８．４１）

将式（８．３６）对Ｓ求导，则得：

∑
ｉ
Ｐ（ｕｉ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］

ｄλｉ
ｄＳ＋∑ｉλｉＰ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝０

　ｊ＝１，２，…，ｓ
将上式两端同乘以Ｐ（ｖｊ），并对ｊ求和，得：

∑
ｉ
∑
ｊ
Ｐ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＋∑

ｉ
∑
ｊ
λｉＰ（ｕｉ）Ｐ（ｖｊ）ｄ（ｕｉ，ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＝０

即

∑
ｉ
Ｐ（ｕｉ）

ｄλｉ
ｄＳ∑ｊ Ｐ

（ｖｊ）ｅｘｐ［Ｓｄ（ｕｉ，ｖｊ）］＋Ｄ＝０

考虑式（８．３５），上式可简化为

∑
ｉ

Ｐ（ｕｉ）
λｉ

ｄλｉ
ｄＳ＋Ｄ＝０

将上式代入式（８．４１）可得：

ｄＲ（Ｓ）
ｄＤ ＝Ｓ＋０×ｄＳｄＤ ＝Ｓ

（８．４２）
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　　式（８．４２）表明，参量Ｓ是信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的斜率。由于信息率失真函数Ｒ（Ｄ）是

Ｄ的单调递减的下凸函数，所以斜率Ｓ必为非正且递增（即ｄＳ／ｄＤ＞０）。当Ｄ 由Ｄｍｉｎ增大

至Ｄｍａｘ时，Ｓ的数值也随之由Ｓｍｉｎ增至Ｓｍａｘ。
当Ｄｍｉｎ＝０时，由式（８．３８）可知，等式可变诸因子Ｐ（ｕｉ）、Ｐ（ｖｊ）、λｉ都是非负值，而各

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）也不都等于零。因此，使满足Ｄｍｉｎ＝０的条件必使指数的幂为负无穷大，即Ｓｍｉｎ应
该趋于负无穷，也就是Ｄｍｉｎ＝０处Ｒ（Ｄ）的斜率应该趋于负无穷。当Ｄ＞０时，Ｓ随Ｄ 而增
加。当Ｄ达到Ｄｍａｘ时，Ｓ也达到Ｓｍａｘ，但它仍是负值，当然，最大值等于零。
一般情况下，在（Ｄｍｉｎ，Ｄｍａｘ）区域内Ｓ是Ｄ 的连续函数。当Ｄ＞Ｄｍａｘ时，Ｒ（Ｄ）≡０，当

然ｄＲ（Ｓ）
ｄＤ ＝Ｓ＝０。所以在Ｄ＝Ｄｍａｘ处，除某些特例外，Ｓ在这一点上将不是连续的，它将从

某一负值跳到零。
从上面的分析过程中可以看出，对于一般的离散信源来说，采用上述方法计算Ｒ（Ｄ）

是相当复杂的。

８．４　保真度准则下的信源编码定理

本节将阐述和证明信息率失真理论的基本定理。这些定理严格地证实了Ｒ（Ｄ）函数确
实是在允许失真为Ｄ的条件下，每个信源符号能够被压缩的最低值。
虽然本节的讨论局限于离散无记忆信源，但所述定理可以推广到连续信源、有记忆信

源等更一般的情况。

８．４．１　信源编码定理及其逆定理

定理８．１　（保真度准则下的信源编码定理）　设Ｒ（Ｄ）为一离散无记忆信源的信息率
失真函数，并且有有限的失真测度。对于任意Ｄ≥０，ε＞０，以及任意足够长的码长ｋ，一定
存在一种信源编码Ｃ，其码字个数为

Ｍ ＝ｅ
｛ｋ［Ｒ（Ｄ）＋ε］｝ （８．４３）

而编码后的平均失真度：

ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋ε
如果用二元编码，Ｒ（Ｄ）取比特为单位，则上式Ｍ 可写成：

Ｍ ＝２
｛ｋ［Ｒ（Ｄ）＋ε］｝

　　该定理又称为香农第三定理。该定理告诉我们：对于任意失真度Ｄ≥０，只要码长ｋ足
够长，总可以找到一种编码Ｃ，使编码后每个符号的信息传输率：

Ｒ′＝ｌｏｇＭｋ ＝Ｒ（Ｄ）＋ε （８．４４）

即

Ｒ′≥Ｒ（Ｄ）
而码的平均失真度：

ｄ（Ｃ）≤Ｄ
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　　证明：令离散无记忆信源的符号集及其概率分布为

Ｕ［ ］Ｐ ＝
ｕ１ ｕ２ … ｕｎ
Ｐ（ｕ１） Ｐ（ｕ２） … Ｐ（ｕｎ［ ］）

接收再现的符号Ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ］。对于给定的有限失真函数ｄ（ｕｉ，ｖｊ），存在Ｒ（Ｄ）函
数。总可以找到某一试验信道［Ｐ（ｖ｜ｕ）］，使达到：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｒ（Ｄ） （８．４５）
并且

Ｅ［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］≤Ｄ （８．４６）

　　现考虑信源Ｕ 输出的是长度为ｋ的信源符号序列Ｕ＝（Ｕ１Ｕ２…Ｕｋ），其中每个变量
Ｕｌ∈Ｕ。因而

Ｕ ∈Ｕｋ ＝ ［α１，α２，…，αｒｋ］
其中：

αｉ ＝ （ｕｉ１ｕｉ２ …ｕｉｋ）　ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝１，２，…，ｒ
同理，接收再现的符号序列：

Ｖ ∈Ｖｋ ＝ ［β１，β２，…，βｓｋ］
其中：

βｊ ＝ （ｖｊ１ｖｊ２…ｖｊｋ）　ｊ１，ｊ２，…，ｊｋ ＝１，２，…，ｓ
于是，根据失真函数的定义有：

ｄ（αｉ，βｊ）＝∑
ｋ

ｌ
ｄ（ｕｉｌ，ｖｊｌ）

　　若假设满足式（８．４５）、式（８．４６）的试验信道是无记忆的，则根据信源和信道都是无记
忆的可得：

Ｐ（αｉ）＝∏
ｋ

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌ） （８．４７）

Ｐ（βｊ｜αｉ）＝∏
ｋ

ｌ＝１
Ｐ（ｖｊｌ｜ｕｉｌ） （８．４８）

Ｐ（αｉβｊ）＝∏
ｋ

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌｖｊｌ） （８．４９）

Ｐ（βｊ）＝∏
ｋ

ｌ＝１
Ｐ（ｖｊｌ） （８．５０）

并有：

Ｒｋ（Ｄ）＝ｋＲ（Ｄ） （８．５１）

　　现在定义一种信源编码Ｃ＝｛β１，β２，…，βＭ｝，它包含Ｍ 个码字，并属于Ｖｋ 空间的某
一子集。每个码字是长度为ｋ的接收序列。当用码Ｃ对信源［Ｕ，Ｐ］的输出进行编码时，就
是将信源序列集Ｕｋ 中的每个序列αｉ一一映射到码Ｃ中。映射的原则是将每一个信源序列

αｉ变换成失真最小的那个码字βｊ，即

ｆ（αｉ）＝βｊ　αｉ∈Ｕｋ

使满足：

ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））＝ｍｉｎ
βｊ∈Ｃ
ｄ（αｉ，βｊ） （８．５２）
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因为信源编码是一一对应的，所以可以把这种编码方法看成是一个特殊的假设信道

Ｐ０（βｊ｜αｉ），它满足：

Ｐ０（βｊ｜αｉ）＝
１　　 当βｊ∈Ｃ且ｄ（αｉ，βｊ）＝ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））时

０　　
烅
烄

烆 其他

因此，根据平均失真的定义式可知，该码中每个信源符号的平均失真为

ｄ（Ｃ）＝ １ｋ∑
Ｕｋ
∑
Ｖｋ
Ｐ（αｉ）Ｐ０（βｊ｜αｉ）ｄ（αｉ，βｊ）

＝ １ｋ∑
Ｕｋ
Ｐ（αｉ）ｄ（αｉ，ｆ（αｉ）） （８．５３）

　　现在考虑码Ｃ是由随机选择的码字所组成的，即每个码字都是按照式（８．５０）的概率分
布Ｐ（βｊ）从Ｖｋ 集中任意选取的，并且每个码字的选取是彼此独立的，因此码Ｃ的发生概
率为

Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（β１β２…βＭ）＝∏
Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（βｊ） （８．５４）

　　在随机选择信源编码的情况下，可以得到ｓｋＭ种不同的码。在这ｓｋＭ种随机编码的信源
码集中，总的平均失真度为

珚ｄ（Ｃ）＝∑
ｓｋＭ

Ｃ＝１
Ｐ（Ｃ）ｄ（Ｃ）＝∑…∑

β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（β１）Ｐ（β２）…Ｐ（βＭ）ｄ（Ｃ）

式中，ｄ（Ｃ）是随机选择的每种信源编码的平均失真度，与式（８．５３）相同。所以将式（８．５３）
代入得：

珚ｄ（Ｃ）＝∑
ｓｋＭ

Ｃ＝１
Ｐ（Ｃ）ｄ（Ｃ）＝∑…∑

β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（β１）Ｐ（β２）…Ｐ（βＭ）

１
ｋ∑

Ｕｋ
Ｐ（αｉ）ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））

（８．５５）

　　将信源序列集Ｕｋ 分成两个子集Ｓ和Ｔ，即
Ｓ＝ ｛αｉ∶ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））≤ｋ（Ｄ＋δ）｝

Ｔ＝ ｛αｉ∶ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））＞ｋ（Ｄ＋δ）｝
其中，δ是大于零的任意整数。所以得：

珚ｄ（Ｃ）＝∑…∑
β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（β１）Ｐ（β２）…Ｐ（βＭ）

１
ｋ ∑αｉ∈Ｓ

Ｐ（αｉ）ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））＋∑
αｉ∈Ｔ
Ｐ（αｉ）ｄ（αｉ，ｆ（αｉ｛ ｝））

（８．５６）
根据子集Ｓ的定义，显然有：

∑
αｉ∈Ｓ
Ｐ（αｉ）ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））≤ｋ（Ｄ＋δ）

令Ｄｍａｘ是ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的最大失真度，所以

ｍａｘｄ（αｉ，βｊ）＝ｍａｘ∑
ｋ

ｌ＝１
ｄ（ｕｉｌ，ｖｊｌ）＝ｋＤｍａｘ

显然，子集Ｔ中的序列αｉ满足：

ｋＤｍａｘ＞ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））＞ｋ（Ｄ＋δ）
代入式（８．５６）得
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珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ∑…∑
β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（β１）Ｐ（β２）…Ｐ（βＭ）∑

αｉ∈Ｔ
Ｐ（αｉ） （８．５７）

根据式（８．５２）可知，只有当码字βｊ∈Ｃ，ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ）时，ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））才大于

ｋ（Ｄ＋δ）。因此，设一示性函数：

Δ（αｉ，βｊ）＝
１　　 当ｄ（αｉ，βｊ）≤ｋ（Ｄ＋δ）时

０　　 当ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ）
烅
烄

烆 时

这样使式（８．５７）中有限制的求和号变为无限制的求和号，即

∑
αｉ∈Ｔ
Ｐ（αｉ）＝ ∑

αｉ∈Ｕ
ｋ
Ｐ（αｉ）［１－Δ（αｉ，β１）］［１－Δ（αｉ，β２）］…［１－Δ（αｉ，βＭ）］

＝ ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
Ｐ（αｉ）∏

Ｍ

ｊ＝１

［１－Δ（αｉ，βｊ）］

于是，式（８．５７）变换成：

珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ∑…∑
β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（β１）Ｐ（β２）…Ｐ（βＭ）∑

αｉ∈Ｕ
ｋ
Ｐ（αｉ）∏

Ｍ

ｊ＝１

［１－Δ（αｉ，βｊ）］

＝Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
Ｐ（αｉ）∑…∑

β１
，…，βＭ∈Ｖ

ｋ
∏
Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（βｊ）［１－Δ（αｉ，βｊ）］

　　若某函数ｆ（ｘ）是定义在集合Ａ上的，则有关系式：

∑
ｘ∈Ａ
ｆ（ｘ［ ］）Ｍ

＝∑
ｘ１∈Ａ

…∑
ｘＭ∈Ａ
ｆ（ｘ１）…ｆ（ｘＭ）

根据上式可得：

珚ｄ（Ｃ）＝Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
Ｐ（αｉ）∑

βｊ∈Ｖ
ｋ
Ｐ（βｊ）［１－Δ（αｉ，βｊ｛ ｝）］Ｍ

＝Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
Ｐ（αｉ）１－∑

βｊ∈Ｖ
ｋ
Ｐ（βｊ）Δ（αｉ，βｊ｛ ｝）Ｍ （８．５８）

现在需要估计式（８．５８）中括号内求和号的上限值。因此，进一步定义示性函数：

Δ０（αｉ，βｊ）＝
１　　 当ｄ（αｉ，βｊ）≤ｋ（Ｄ＋δ）且Ｉ（αｉ；βｊ）≤ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］时

０　　
烅
烄

烆 其他

其中：

Ｉ（αｉ；βｊ）＝ｌｏｇ
Ｐ（βｊ｜αｉ）
Ｐ（βｊ）

而Ｐ（βｊ｜αｉ）和Ｐ（βｊ）分别满足式（８．４８）和式（８．５０）。
比较所定义的两种示性函数得：

Δ０（αｉ，βｊ）≤Δ（αｉ，βｊ）
因此

∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（βｊ）Δ０（αｉ，βｊ）≤ ∑

βｉ∈Ｖ
ｋ
Ｐ（βｊ）Δ（αｉ，βｊ）

当Δ０（αｉ，βｊ）＝１时，αｉ与βｊ满足：

Ｐ（βｊ）≥Ｐ（βｊ｜αｉ）ｅ
ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］

于是，式（８．５８）中括号项为
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１－∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（βｊ）Δ（αｉ，βｊ｛ ｝）Ｍ

≤ １－∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（βｊ）Δ０（αｉ，βｊ｛ ｝）Ｍ

　　　　　　　　　

≤ １－ｅ－ｋ
［Ｒ（ｄ）＋δ］·∑

βｊ∈Ｖ
ｋ
Ｐ（βｊ｜αｉ）Δ０（αｉ，βｊ［ ］）Ｍ （８．５９）

利用以下不等式：
（１－ｘｙ）Ｍ ≤１－ｘ＋ｅ－ｙＭ　０≤ｘ，ｙ≤１；Ｍ ＞０

现令

ｙ＝ｅ－ｋ
［Ｒ（Ｄ）＋δ］，ｘ＝ ∑

βｊ∈Ｖ
ｋ
Ｐ（βｊ｜αｉ）Δ０（αｉ，βｊ）

代入式（８．５９）得：

１－∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（βｊ）Δ（αｉ，βｊ｛ ｝）Ｍ

≤１－∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（βｊ｜αｉ）Δ０（αｉ，βｊ）＋ｅｘｐ［－ｅ

－ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］Ｍ］

将上式代入式（８．５８），得：

珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ １－∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（αｉβｊ）Δ０（αｉ，βｊ）＋ｅｘｐ［－ｅ

－ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］Ｍ｛ ｝］　

＝Ｄ＋δ＋Ｄｍａｘ ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（αｉβｊ）［１－Δ０（αｉ，βｊ）］＋ｅｘｐ［－ｅ

－ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］Ｍ｛ ｝］

（８．６０）

　　首先，若取Ｍ＝ｅｋ
［Ｒ（Ｄ）＋４δ］，则当ｋ→∞时，式（８．６０）右边大括号内最后一项趋于零。只

要ｋ选取足够大，就可使该项小于δ／Ｄｍａｘ，因此，式（８．６０）成为

珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋２δ＋Ｄｍａｘ∑
αｉ∈Ｕ

ｋ
∑
βｊ∈Ｖ

ｋ
Ｐ（αｉβｊ）［１－Δ０（αｉ，βｊ）］ （８．６１）

　　其次，考虑上式的最后一项。根据Δ０（αｉ，βｊ）的定义可知，式（８．６１）最后一项求和号是有
限制的。它只对或者满足条件ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ），或者满足条件Ｉ（αｉ，βｊ）＞ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］的

αｉ和βｊ求和。根据概率关系得：

∑
αｉ
∑
βｊ

Ｐ（αｉβｊ）［１－Δ０（αｉ，βｊ）］≤Ｐ｛ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ）｝＋Ｐ｛Ｉ（αｉ；βｊ）＞ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］｝

（８．６２）

因为 ｄ（αｉ，βｊ）＝∑
ｋ

ｌ
ｄ（ｕｉｌ，ｖｊｌ）

它是服从同一概率分布的ｋ个彼此统计独立的随机变量之和，且每个随机变量ｄ（ｕｉ，ｖｊ）的
均值Ｅ［ｄ（ｕｉ，ｖｊ）］≤Ｄ，所以，根据弱大数定理有：

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ｛ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ）｝＝０

同理，因为

Ｉ（αｉ，βｊ）＝∑
ｌ

ｌ＝１
Ｉ（ｕｉｌ；ｖｊｌ）

Ｅ［Ｉ（ｕｉｌ；ｖｊｌ）］＝Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｒ（Ｄ）

所以根据大数定理又可得：

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ｛Ｉ（αｉ；βｊ）＞ｋ［Ｒ（Ｄ）＋δ］｝＝０

对于足够长的ｋ，可使：
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Ｐ｛ｄ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｄ＋δ）｝＜ δ
Ｄｍａｘ

Ｐ｛Ｉ（αｉ，βｊ）＞ｋ（Ｒ（Ｄ）＋δ）｝＜ δ
Ｄ

烅

烄

烆 ｍａｘ

（８．６３）

联合式（８．６１）～式（８．６３），当ｋ足够大时，得：
珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋４δ

令ε＝４δ得： 珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋ε
而此时码字个数为

Ｍ ＝ｅｋ
［Ｒ（Ｄ）＋ε］

所以证得在随机选择的信源编码集中，每一码集含有Ｍ＝ｅｋ［Ｒ（Ｄ）＋ε］个码字，并且总的平均
失真度珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋ε。那么，在该随机信源编码集中至少必有一个码Ｃ，它的平均失真度
ｄ（Ｃ）≤ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋ε。因此，只要证得码长ｋ足够长，就一定存在一种信源编码，其含有Ｍ
个码字，而码的平均失真度珚ｄ（Ｃ）≤Ｄ＋ε。
定理８．２（信源编码逆定理）　不存在平均失真度为Ｄ，而平均信息传输率Ｒ′＜Ｒ（Ｄ）

的任何信源编码，亦即对任意码长为ｋ的信源编码Ｃ，若码字个数Ｍ＜ｅｋ
［Ｒ（Ｄ）］，则一定有

ｄ（Ｄ）＞Ｄ。
逆定理告诉我们：如果编码后平均每个信源符号的信息传输率Ｒ′小于信息率失真函数

Ｒ（Ｄ），则不能在保真度准则下再现信源的消息。下面用反证法来证明此逆定理。
证明：设存在一种信源编码Ｃ＝｛β１，β２，…，βＭ｝，Ｍ＜ｅ

ｋ［Ｒ（Ｄ）］，它使得ｄ（Ｃ）≤Ｄ。信源
码与信源序列αｉ的变换关系仍采用式（８．５２）的方法。这种编码方法可看成是一种特殊的
试验信道Ｐ０（βｊ｜αｉ），它满足：

Ｐ０（βｊ｜αｉ）＝
１　　 当βｊ∈Ｃ且ｄ（αｉ，βｊ）＝ｄ（αｉ，ｆ（αｉ））时

０　　
烅
烄

烆 其他

根据假设在这个试验信道中，可得ｄ（Ｃ）≤Ｄ。又因为在这个信道中，Ｈ（Ｖ｜Ｕ）＝０，所以，
平均互信息：

Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝Ｈ（Ｖ）≤ｌｏｇＭ
因为信源Ｕ 是离散无记忆信源，所以有：

∑
ｋ

ｌ＝１
Ｉ（Ｕｌ；Ｖｌ）≤Ｉ（Ｕ；Ｖ）≤ｌｏｇＭ

将上式两端分别除以ｋ得：

１
ｋ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｉ（Ｕｌ；Ｖｌ）≤ １ｋｌｏｇＭ

设Ｕｌ以平均失真Ｄｌ≤Ｄ再现，则必有：

Ｒ（Ｄｌ）≤Ｉ（Ｕｌ；Ｖｌ）
又根据信息率失真函数的下凸性和单调递减性得：

１
ｋｌｏｇＭ ≥

１
ｋ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｒ（Ｄｌ）≥Ｒ

１
ｋ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｄ（ ）ｌ ≥Ｒ（Ｄ）

因此得 ：Ｒ′＝ １ｋｌｏｇＭ ≥Ｒ
（Ｄ）

即 Ｍ ≥ｅｋ
［Ｒ（Ｄ）］
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　　这个结果与前面的假设相矛盾，所以逆定理成立。

８．４．２　编码定理的意义

保真度准则下的信源编码定理及其逆定理在实际的通信理论中有着重要的意义。这两
个定理证实了允许失真限度Ｄ确定后，总存在一种信源编码方法，使编码的信息传输率Ｒ′大
于Ｒ（Ｄ）且可任意接近于Ｒ（Ｄ），而平均失真度小于允许的失真限度Ｄ。反之，若Ｒ′＜Ｒ（Ｄ），
则编码的平均失真度将大于Ｄ。如果用二元码符号来进行编码，则在允许一定失真限度Ｄ
的情况下，平均每个信源符号所需二元码符号个数的下限值就是Ｒ（Ｄ）。由香农第三定理
可知，Ｒ（Ｄ）确实是允许失真限度Ｄ的情况下信源压缩的下限值。比较香农第一定理和香
农第三定理可知，当信源给定后，无失真信源压缩的极限值是信源的信息熵Ｈ（Ｕ）；有失真
压缩的极限值是信息率失真函数Ｒ（Ｄ）。在给定某Ｄ 后，一般Ｒ（Ｄ）＜Ｈ（Ｕ）。因此，香农
第三定理是有失真（限失真）信源压缩的理论基础。
另外，把香农第二定理和香农第三定理结合起来，可得信息传输的另一个重要结论，

即通过某信道来传输信源输出的消息，若信道的信道容量Ｃ＞Ｒ（Ｄ），则在信源和信道处用
足够复杂的处理后，总能以保真度Ｄ＋ε再现信源的消息；反之，若Ｃ＜Ｒ（Ｄ），则不管如
何处理，在信道的接收端总不能以保真度Ｄ的要求再现信源的消息。
在给定信源Ｕ 和允许的失真限度Ｄ 后，可以求得信源的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）。如果

此信源通过某信道传输，而信道的信道容量满足Ｃ＞Ｒ（Ｄ），那么，根据香农第三编码定
理，总可以对给定的信源Ｕ 先进行信源压缩编码，使编码的信息传输率Ｒ′≥Ｒ（Ｄ），且编
码的平均失真度ｄ（Ｃ）＜Ｄ。此时Ｒ′必须满足：

Ｃ＞Ｒ′≥Ｒ（Ｄ）
然后，把压缩后的信源通过信道传输，由于上述不等式左边存在，因此根据香农第二编码
定理，存在一种信道编码，使压缩后的信源通过信道传输后，错误概率趋于零。因此，在接
收端再现信源的消息时，总的失真或错误不会超过允许的失真限度Ｄ。这意味着引起的失
真是由信源压缩造成的，而信道传输不会造成新的失真或错误；反之，若Ｃ＜Ｒ（Ｄ），则不
能保证信源压缩后的信息率Ｒ′＜Ｃ，所以，香农第二编码定理不成立。因此，信道中引起的
失真或错误无法避免，必然使得在接收端再现信源的消息时，总的失真或错误大于Ｄ。由
此可见，可以把通信系统中的信源编码和信道编码的功能完全分开。信源编码所用的码字
只对给定的信源和保真度是最佳的，并不涉及信道的具体性质，也允许信道编码的应用不
考虑信源的具体性质。这样就可以构成一个理想的通信系统。首先，通过信源编码器，从
长的信源符号序列中去除信息冗余或不必要的精度，只留下保真度准则确定的最少、最主
要的信息；然后，由信道编码器重新加入特殊形式的冗余，以提高信道传输的抗干扰性。
下面以一个简单的例子来阐明如何进行限失真的信源编码和信息率失真函数Ｒ（Ｄ）的

实用意义。
【例８．６】　设某二元无记忆信源：

Ｕ［ ］Ｐ ＝
０ １
１
２

熿

燀

燄

燅
１
２

显然，此信源的信息熵为Ｈ（Ｕ）＝１比特／信源符号。根据香农第一编码定理可知，若对此
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信源进行无失真编码，则每个信源符号必须用一个二元符号来表示。此时，信源输出的信
息率Ｒ＝Ｈ（Ｕ）＝１比特／信源符号。假设此信源在再现时允许失真存在，并定义失真函数
为汉明失真，即

ｄ（ｕｉ，ｖｊ）＝
０　　ｕｉ＝ｖｊ
１　　ｕｉ≠ｖ
烅
烄

烆 ｊ

　　下面对信源Ｕ 的三次扩展信源进行编码，即把信源输出的符号序列每３个符号分成一
组，用矢量Ｕ 表示。显然，三次扩展信源Ｕ３ 中有２３＝８种可能的取值，并且是等概分布
的。这里为了进行限失真压缩，我们并不打算对Ｕ３中的所有８种可能取值分别进行编码，
而仅对其中的２个符号序列进行编码。编码方案如下：

ｕ１＝０００

ｕ２＝００１

ｕ３＝０１０

ｕ４＝

烍

烌

烎１００

→ｖ１＝０００　

ｕ５＝１１１

ｕ６＝１１０

ｕ７＝１０１

ｕ８＝

烍

烌

烎０１１

→ｖ２＝１１１

　　经过上述编码后，ｖ１、ｖ２即可直接进入信道进行传输。假设信道是无噪无损的，这时
对信道而言，在输入端只有Ｍ′＝２个不同的消息，因此，完全可以用下面的编码方案来传
输序列ｖ１ 和ｖ２：

ｖ１→０
ｖ２→１

　　由此可见，通过这种简单的编码方案，就可把原来要传输的三个二元符号压缩成一个
二元符号。这种编码器的信息传输率为

Ｒ′＝ｌｏｇＭ′３ ＝ １３　
比特／信源符号

从接收端来看，当收到码字０或１时，就可译成对应的信源序列ｖ１和ｖ２，ｖ１和ｖ２就是再现
的信源符号序列ｕｉ（ｉ＝１，２，…，８）。这种编译码方法可用图８ ９直观地表示出来。

图８ ９　三次扩展信源Ｕ 的编译码过程

显然，接收端再现的信源符号序列Ｕ 与实际发送的信源符号序列Ｕ 之间存在失真。这
种失真是在发送端进行限失真压缩编码引起的。根据式（８．２）可计算得：

ｄ（ｕ１ ＝０００，ｖ１＝０００）＝ｄ（ｕ５＝１１１，ｖ２＝１１１）＝０
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ｄ（ｕ２＝００１，ｖ１＝０００）＝ｄ（ｕ３＝０１０，ｖ１＝０００）

＝ｄ（ｕ４＝１００，ｖ１＝０００）＝ｄ（ｕ６＝１１０，ｖ２＝１１１）

＝ｄ（ｕ７＝１０１，ｖ２＝１１１）＝ｄ（ｕ８＝０１１，ｖ２＝１１１）＝１
于是，可求得这种压缩编码的平均失真为

珡Ｄ ＝ １３∑
８

ｉ＝１
Ｐ（ｕｉ）ｄ（ｕｉ，ｖ）＝ １３×

１
８
［０＋１＋１＋１＋０＋１＋１＋１］＝ １４

其中：

Ｐ（ｕｉ）＝∏
３

ｌ＝１
Ｐ（ｕｉｌ）＝

１
８ｕｉｌ ∈Ｕ ＝

｛０，１｝

　　可见，经过这种限失真压缩编码后信息传输率Ｒ′＝１３
比特／信源符号，产生的平均失

真等于１／４。
现在要讨论的问题是对于等概分布的二元信源Ｕ 来说，在允许的平均失真Ｄ＝１／４

时，这种压缩编码方法是否是最佳的呢？信源的输出信息率是否还可以进一步压缩呢？根
据香农第三编码定理的含义可知，在允许的平均失真度Ｄ＝１／４的情况下，总可以找到一
种压缩编码方法，使得信源的输出信息率压缩到极限值Ｒ（１／４），根据题意可求得：

Ｒ（ ）１４ ＝１－Ｈ（ ）１４ ≈０．１８９　 比特／信源符号

显然，Ｒ １／（ ）４ ＜Ｒ′。这意味着对于二元等概分布信源来说，当允许的失真限度Ｄ 等于１／４
时，信源的输出信息率可以压缩到极限值（下限值）０．１８９比特／信源符号。因此，上面讨论
的这种压缩编码方法并不是最佳的，信源还可以进一步压缩。
由上面的分析可以知道，在允许一定限度失真的情况下，信源的信息率失真函数

Ｒ（Ｄ）可以用来作为衡量各种信源压缩编码方法性能的理论依据。
但是，与香农第一、二编码定理类似，香农第三编码定理同样也只是一个存在性定理，

定理中并没有给出最佳的压缩编码方法。因此，有关理论的实际应用有待进一步的研究。
在实际应用中，该理论主要存在着两大类问题。第一类问题是符合实际信源的Ｒ（Ｄ）函数
的计算非常困难。首先，需要对实际信源的统计特性有确切的数学描述；其次，符合主、客
观实际的失真函数的定义也很困难。第二类问题是即便求出了符合实际信源的信息率失真
函数，还需要去寻找最佳的编码方法，使得信源输出的信息率达到极限值Ｒ（Ｄ）。目前，这
两方面的工作都有进展，尤其是对实际信源（如语音信号、图像信号）的各种压缩编码方法
有了较大的进展。

８．５　限失真信源编码的基本原理

８．５．１　限失真信源编码的必要性和可行性

由无失真信源编码定理和信道编码定理可知，只要信息传输率Ｒ大于信源的信息熵且
小于信道的信道容量，即满足Ｈ（Ｕ）＜Ｒ＜Ｃ，就总能够找到一种编码方法，使得经信道传
输再现的信号中不产生失真。
但是，实际信源的输出常常是连续的消息（即取值是无限的、不可数的），它的信息熵
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Ｈ（Ｕ）为无穷大。如果要求无失真地传输连续信源的信息，则信息传输率Ｒ必为无穷大，
因此要求信道的信道容量Ｃ也必须为无穷大。但是，显然这是无法实现的，因为对于实际
的信道来说，它的带宽总是有限的，所以，其信道容量Ｃ总要受到限制，不可能为无穷大。
因此，也就不可能实现无失真地传输信源的信息。
此外，随着信息技术的发展，由于数字系统在抗干扰、纠错、保密、适应性等方面有明

显的优势，并能利用计算机技术进行信息的加工、处理和识别，因此数字系统得到了愈来
愈广泛的应用。但是，将模拟信号数字化后带来的主要问题是数据量大大增加，使得占用
的传输频带增宽，需要的存储空间更大。为了提高信息传输和存储系统的有效性，就必须
通过对信源输出符号（序列）的编码处理实现高效的数据压缩。
实际信源输出的符号序列中，符号之间往往具有较强的相关性。例如，在模拟语音、

图像信源输出的连续信号的数字化处理过程中，由于采样速率必须满足奈奎斯特定律的要
求，因此采样速率一般远远高于模拟信号的变化，这使得离散数据序列中邻近数据的数值
变化多是缓慢的。因此，实际离散信源输出的数据序列存在很强的相关性，可以将其近似
地看做有记忆的ｍ阶马尔可夫信源。由前面关于离散信源信息特性的分析可知，这种有记
忆的ｍ阶马尔可夫信源输出的数据序列中存在较大的信息冗余。为了提高信息系统的有效
性，首先应该通过去相关处理去除信源符号之间的相关性，减小或消除信源的信息冗余，
在保持信源输出信息不产生失真的前提下，通过信源编码实现数据压缩。由无失真信源编
码定理可知，此时系统的信息传输率Ｒ可以达到的理论极限为信源的信息熵Ｈ（Ｕ）。
另外，在人类社会活动和信息交流中，由于受到生理和心理特性的影响，人们往往并

不要求完全无失真地再现信源输出的信息，而是要求在保证一定质量（保真度）的条件下近
似地再现原来的信息，即在信息的传递和存储中允许存在一定限度的失真。例如，人耳能
够感觉出的声音的频率范围为２０Ｈｚ～２０ｋＨｚ，对低于２０Ｈｚ的次音频信号及高于２０ｋＨｚ
的超声波，人耳是感觉不出来的。在语音通信中，如果要求高保真的ＣＤ音频质量，则必须
传送２０ｋＨｚ的频率分量；如果要求语音信号质量为广播质量，则需传送７ｋＨｚ的频率分
量；如果要求再现的语音信号质量为电话话音质量，则只需传送３００～３４００Ｈｚ的频率分
量。显然，随着对音频数据质量要求的降低，对于占用通信信道资源的要求也将不断降低。
对于图像和视频信号的传输与存储，考虑到人的视觉特性和心理特性的影响，也允许存在
一定程度的失真。
于是，在去相关处理减小或消除信源信息冗余的基础上，可以进一步利用人的生理特

性和心理特性，在信源编码中引入一定限度的失真，构成限失真的信源编码。信息率失真
理论表明，对于给定的信源，如果允许的失真限度为Ｄ，即满足珔ｄ≤Ｄ，则传输该信源输出信
息时必须有的信息传输率为信息率失真函数Ｒ（Ｄ）。根据香农第三编码定理，在满足失真限
度Ｄ的条件下，高效信源编码的理论极限为信息率失真函数Ｒ（Ｄ）。由于Ｒ（Ｄ）＜Ｈ（Ｕ），甚
至Ｒ（Ｄ）Ｈ（Ｕ），因此如果采用限失真的信源编码，则能够以一定限度（即Ｄ 内）的失真
换取更加有效的数据压缩，这可大大提高信息传输和存储系统的有效性。

８．５．２　保真度准则

限失真编码的效率与失真的理论极限为给定信源的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）。但是，我
们知道实际信源Ｒ（Ｄ）的计算很困难。此外，符合主、客观特性的失真函数的定义也很困
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难。因此，在实际工程中常用其他的主、客观评价准则来衡量限失真编码的效果。

１．客观保真度准则

这种方法通过计算输入数据（原始数据）与输出数据（解码恢复数据）之间的误差，客观
地评价两者之间的差异，以度量信源压缩编码所产生的失真大小，比较不同信源编码方法
的失真性能。
计算并客观度量压缩编码失真大小的方法有多种，如均方根误差和均方根信噪比。
设信源输出数据为ｆ（ｘ），解码再现数据为ｇ（ｘ），其中：

ｘ＝０，１，…，Ｎ－１
则可以使用均方根误差：

ｅｒｍｓ＝ １
Ｎ∑

Ｎ－１

ｘ＝０

［ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）］槡
２

或均方根信噪比：

（ＳＮＲ）ｒｍｓ＝
∑
Ｎ－１

ｘ＝０
ｇ２（ｘ）

∑
Ｎ－１

ｘ＝０

［ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）］槡
２

定量地度量编码方法产生的失真。

２．主观保真度准则

在实际的信息传输、存储过程中，解码还原数据最终由人来使用。因此解码再现数据
的失真大小、质量评价不仅与数据本身有关，而且与人的生理特性、观察者的心理状态、
专业背景以及接收环境等多种因素有关。例如对于同一幅图像，不同的观察者、不同的时
间、不同的地点可能会得出不同的质量评价结果。因此，对于压缩编码数据中的失真情况，
由人做出主观的评价将更为合理、可靠，并且更具有权威性。
主观保真度准则是根据人们的生理和心理特性，由观察者对编码结果做出主观评价的

一种方法。例如，对编码数据的主观评价可以使用品质尺度和妨碍尺度来描述。品质尺度
是指由未受过训练的观察者描述数据的质量优劣感受，进行主观评价。妨碍尺度是指由训
练有素的专业人员对数据进行主观质量评价，以发现数据差异的程度，评价其影响。
因为多数信息传输和存储处理的结果最终是由人接受的，这种压缩编码质量的主观评

价准则也是压缩编码处理质量评价的主要方法。

８．５．３　预测编码方法

１．基本原理

预测编码是一种直接利用数据间的相关性去相关、去冗余，实现数据压缩的信源编码
技术。此时，编码传输或存储的并不是信源输出的数据本身，而是当前数据的预测值（或称
为估计值）与实际值之间的差值。
设信源输出的数据ｘｉ之间具有某种程度的相关性，利用这些相关性可以根据该时刻

前面的某些数据做出当前数据ｘｉ的预测值或估计值ｘ^ｉ，定义两者之间的误差：

ｅｉ＝ｘｉ－ｘ^ｉ
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并将ｅｉ称为预测误差或差值信号。
由于ｘ^ｉ是利用ｘｉ与相邻数据之间的相关性进行估计（预测）得到的，因此，当前数据

ｘｉ与预测值ｘ^ｉ之间的预测误差所构成的差值信号序列｛ｅｉ｝中，数据之间的相关性将减小，
｛ｅｉ｝中的信息冗余将降低。
另外，由于预测值ｘ^ｉ是利用数据之间的相关性进行估计得到的，因此从统计观点来

讲，多数预测值ｘ^ｉ将与当前数据的实际取值ｘｉ比较接近。于是，虽然差值信号序列｛ｅｉ｝的
数值分布区间扩大了一倍，但是预测误差ｅｉ的取值将只集中在零附近的一个较小范围内，
如图８ １０所示。

图８ １０　差值信号的概率分布

　　理论研究表明，ｅｉ的概率分布可近似为拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）分布，即

ｐ（ｅ）＝ １
槡２σｅ
ｅｘｐ －槡２σｅ

｜ｅ｛ ｝｜ （８．６４）

其中，ｅ为差值信号ｅｉ的取值，σｅ为差值信号的均方值。
由差值信号ｅｉ的概率分布可以知道，由于其分布集中在０附近，因此差值信号的信息

熵较小。若输入信号ｘｉ已数字化，则对差值信号ｅｉ可以不附加新的量化而直接编码，这便
构成了一种信息保持型（无失真）的预测编码方法。但是，通常根据差值信号ｅｉ的分布特
点，利用人的生理特性和心理特性对ｅｉ重新进行量化，以实现更大的数据压缩。由于量化
产生的失真是不可逆的，因此在接收端再现的数据中将产生某种畸变，即产生了失真。将
此失真控制在某一限度内，便构成了限失真的预测编码方法。
显然，这种限失真的编码方法不仅利用了数据间的统计特性，而且，在量化过程中可

根据不同问题和应用要求充分利用人的生理和心理特性，实现更大的数据压缩，进一步提
高系统的有效性。因此，限失真的预测编码方法是数据压缩的主要方法之一。

２．差值脉冲编码调制

差值脉冲编码调制（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＰｕｌｓｅＣｏｄｅＭｏｄｕｌａｔｉｏｎ，ＤＰＣＭ）是一种最典型的限失
真预测编码方法。ＤＰＣＭ系统的原理框图如图８ １１所示。
在接收端解码恢复的再现数据为ｘ′ｉ。于是，经过系统的传输，输入数据与输出数据之

间产生的误差为

ｘｉ－ｘ′ｉ ＝ｘｉ－ （^ｘｉ＋ｅ′ｉ）＝ （ｘｉ－ｘ^ｉ）－ｅ′ｉ ＝ｅｉ－ｅ′ｉ ＝ｑｉ （８．６５）

　　可见，再现数据中产生的失真正是由发送端量化器中的量化误差造成的，与解码器完
全无关。
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图８ １１　ＤＰＣＭ系统的原理框图

　　在ＤＰＣＭ系统框图中，如果去掉量化器，使ｅｉ＝ｅ′ｉ，则ｑｉ＝０，ｘｉ－ｘ′ｉ＝０。这个结果表
明，这类不带量化器的ＤＰＣＭ系统可以完全不失真地恢复原始信号ｘｉ，成为一个信息保持
型的编解码系统。根据差值信号ｅｉ的概率分布，可采用变长统计编码，降低平均编码比特
数。这时传输每一预测误差所需的平均比特数的理论下限为差值信号序列ｅｉ的熵值。

３．线性预测

假定信源输出的随机变量序列…ｘ１ｘ２…ｘｉ…是一个平稳的ｍ 阶马尔可夫过程。由预
测编码基本原理可知，预测是减小数据之间的相关性，去除信源信息冗余，提高编码效率
的技术手段，也是预测编码中基本的处理步骤。因此，如何充分利用数据之间的相关性，

由已经接收到的信源符号序列ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ 计算ｘ^Ｎ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉｘＮ－ｉ，得到信源符号ｘＮ 的准

确的预测值，是预测编码技术的主要研究内容。
依据最佳线性预测理论，可以计算相邻数据ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ－１）的协方差，以均方

误差（ＭＳＥ）极小为准则，求解得到Ｎ－１个最佳预测系数ａｉ，进而得到ｘｉ的最佳线性预测
值ｘ^Ｎ。显然，最佳线性预测能够充分利用数据之间的相关性，得到ｘｉ的最佳线性预测值，
是一种理想的线性预测方案。但是，由于此方法需要的计算量大，因此工程应用中需要结
合具体问题和性能要求限定数据的相关长度，构成实用的线性预测方案。
常用的预测方案有下面几种。

１）前值预测
这种预测是一种最简单的预测方案。假定输入数据序列ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ 是一个一阶的

马尔可夫过程。数据ｘＮ 的预测值可由其最接近的前一个数据ｘＮ－１做出，即
ｘ^Ｎ ＝ａｘＮ－１　（ａ为待预测系数）

　　显然，前值预测仅利用了最邻近的一个数据的相关性，预测误差较大，数据压缩编码
的效果较差。

２）一维线性预测
假定输入数据序列ｘ１ｘ２…ｘＮ－１ｘＮ 是一个ｋ阶的马尔可夫过程，数据ｘＮ 的预测值可由

其前面ｋ个数据做出，即

ｘＮ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉｘＮ－ｉ
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ｘ^Ｎ ＝ａ１ｘＮ－１＋ａ２ｘＮ－２＋…＋ａｋｘＮ－ｋ
其中，阶数ｋ常根据要求和设备能力决定；为避免求解最佳线性预测系数的繁杂运算，常
由实验确定ａｉ，ｉ＝１，２，…，ｋ。
一维预测可用于语音数据序列，也可用于图像数据序列。对于图像数据，一维预测是

利用同一扫描行中前面ｋ个数据进行预测，由于它未利用不同扫描行之间数据的相关性，
因此一维线性预测方案去除图像信源信息冗余的能力不够理想。

３）二维线性预测
对于静止图像和视频信源，为了更充分地利用数据间的相关性，应当考虑相邻行、列

以及相邻帧数据之间的相关性，构成二维或三维的线性预测。
设输入图像为ｘ（ｍ，ｎ），其线性预测值为

ｘ^（ｍ，ｎ）＝ ∑（ｋ，ｌ）∈Ｚａｋ，ｌｘ（ｍ－ｋ，ｎ－ｌ）
相应的预测误差为

ｅ（ｍ，ｎ）＝ｘ（ｍ，ｎ）－ｘ^（ｍ，ｎ）　　　　　　　　　

＝ｘ（ｍ，ｎ）－ ∑（ｋ，ｌ）∈Ｚａｋ，ｌｘ（ｍ－ｋ，ｎ－ｌ）
其中，Ｚ为像素ｘ（ｍ，ｎ）的相关点构成的集合。
从理论上讲，Ｚ应当包括与ｘ（ｍ，ｎ）相关性较大的像素点，如图８ １２所示。但是在图

像、视频编码中往往需要考虑像素出现的顺序及计算的因果性，即应由已接收再现的数据
计算当前数据的预测值。为了满足实时处理的应用要求，应当将图８ １２（ａ）所示的非因果
型相关邻域改变为图８ １２（ｂ）所示的符因果型相关邻域。

图８ １２　非因果型和符因果型相关邻域

在常用的线性预测方法中，预测系数ａｋ，ｌ可以在最小均方误差准则下求出。但为了减
小计算量，多由实验确定得到。

４．量化编码

前面已经指出，差值信号ｅｉ呈拉普拉斯分布，利用此分布的特点，经过量化，编码便

可使总的比特率减小，实现数据压缩。

若输入信号ｘｉ已数字化，则差值信号ｅｉ可能也是离散的。因此，可以通过对差值信号

ｅｉ直接进行无失真的编码（如霍夫曼编码），以实现无失真的数据压缩。
有误差的量化、编码方法如下：

一般的图像、语音等信息传输系统对差值信号ｅｉ重新进行量化后编码，并且往往依据
人的生理特性和心理特性，在量化和编码中引入一定限度的失真，以实现更有效的数据压
缩。常用的量化方法包括均匀量化、非均匀量化等。对于要求较高的ＤＰＣＭ系统，需采用
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最佳量化器对ｅｉ进行量化。
关于量化器的设计在此不作讨论。

８．５．４　正交变换编码方法

在信源编码数据压缩处理中，还有另一类基本方法，即正交变换编码。正交变换编码
通过施加某种正交变换，使得变换域中数据的相关性减小或消除，从而减小信源的信息冗
余，实现数据压缩。

１．正交变换的物理意义

正交变换是信号分析与信息处理中常用的处理工具。此处针对正交变换在信源编码中
的应用，以一个简单的例子对正交变换能够减小数据相关性的物理意义做一个定性分析。
设信源输出的数据为０，１，…，７，信源输出的随机变量序列…ｘ１ｘ２…ｘｉ…中，相邻数

据ｘ１ 和ｘ２ 构成一个联合事件（ｘ１，ｘ２）。联合事件（ｘ１，ｘ２）可以用图８ １３所示坐标系中
的点表示。显然，联合事件（ｘ１，ｘ２）的组合方式共有２３×２３＝６４种。

图８ １３　正交变换示意图

由于ｘ１ 和ｘ２ 是信源输出符号序列中的相邻数据，因此它们之间存在较大的相关性，
即后一数据ｘ２ 与前一数据ｘ１的取值相近或相等的可能性较大。这一特点表明，图８ １３
所示阴影区中的点（联合事件）发生的概率较大。
对信源输出的数据实施正交变换，从几何关系上看相当于坐标系的变换。此处我们考

虑将ｘ１、ｘ２ 坐标系旋转４５°，使其成为ｙ１、ｙ２，坐标系如图８ １３所示。

在ｙ１、ｙ２ 坐标系中，对于发生概率较大的联合事件（阴影区中的点），前一数据ｙ１ 的
取值在０附近的可能性大，而其后相邻数据ｙ２的取值在０～７之间的可能性都比较大。可见，
坐标旋转后，联合事件（ｙ１，ｙ２）中，分量ｙ２的取值对分量ｙ１的取值大小的依赖性变小了。
由此可以看出，通过坐标旋转变换，减小了相邻数据之间的相关性，即将相关性强的

数据（ｘ１，ｘ２）转换成了相关性较弱的数据（ｙ１，ｙ２）。还可看出，虽然坐标旋转变换前后各
数据的方差总和可能不变，即

σ２ｘ１＋σ
２
ｘ２
＝σ２ｙ１＋σ

２
ｙ２
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但是坐标旋转变换前与旋转变换后相比，坐标轴上的方差分布却有很大的差别，即

σ２ｘ１ ≈σ
２
ｘ２

而且

σ２ｙ２ σ
２
ｙ１

　　由于方差是数据随机性的一种表征，而随机性是信息的一个基本属性，因此方差大表
明数据的随机性强，方差大的随机变量载荷的信息量大。因此，经过简单的坐标旋转变换，
在ｙ１、ｙ２ 坐标系中数据的随机性变得不均等，能量分布趋于集中。
数据方差分布的不均匀性是正交变换编码能够实现数据压缩的基本条件之一。

２．正交变换压缩编码的一般原理

设信源输出的具有某种程度相关性的时间域或空间域数据可以表示为列向量：

ｆ＝ ［ｆ（１），ｆ（２），…，ｆ（Ｎ）］
施加正交变换之后，其变换域系数序列为

Ｆ＝ ［Ｆ（１），Ｆ（２），…，Ｆ（Ｎ）］

　　正交变换编码能够实现数据压缩，是因为正交变换具有下面三个特点：
（１）能量保持。经正交变换后，时间域或空间域中的总能量在变换域中得到保持，即若

［ｆ（ｘ）］［Ｆ（ｕ）］　ｘ，ｕ＝０，１，…，Ｎ－１
则由巴塞瓦公式知：

∑
Ｎ－１

ｘ＝０
ｆ２（ｘ）＝∑

Ｎ－１

ｕ＝０
Ｆ２（ｕ）

　　（２）能量重新分布与集中。相对于相关的输入数据序列ｆ（１），ｆ（２），…，ｆ（Ｎ），变换
域中的能量多集中在与直流和低频分量相对应的少数变换系数中。

（３）去相关。在变换域中，变换域系数Ｆ（１），Ｆ（２），…，Ｆ（Ｎ）之间的相关性为零或较小。
因此，正交变换所具有的去相关、能量保持和能量重新分布与集中三个基本特性为数

据压缩创造了有利的条件。在对信源输出的时间域或空间域数据施加正交变换之后，可以
使用较少的变换域系数替代原空间域数据，实现数据压缩。于是，我们可以得到正交变换
编码数据压缩的一般方法。
此方法首先对输入数据序列施加某种形式的正交变换，在变换域中设计某种形式的滤

波器以取出信源信息中的主要部分，而将次要部分舍弃，从而实现数据压缩。
变换域区域编码方法的原理框图如图８ １４所示。

图８ １４　变换域区域编码方法的原理框图

信源的压缩编码中可以使用多种形式的正交变换。其中，Ｋ Ｌ变换具有变换域系数
之间的相关性为０和变换域中的能量分布最集中的最佳性能，因此被称为最佳变换。但是
由于Ｋ Ｌ变换需要的计算量大，难以付诸实用，因此工程中常使用具有快速算法的准最
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佳正交变换，如离散傅立叶变换（ＤＦＴ）、离散余弦变换（ＤＣＴ）、沃尔什 哈德玛变换
（Ｗ ＨＴ）等。

３．方差准则

由于正交变换使得能量在变换域中重新分布与集中，因此依据正交变换编码的基本原
理和处理框图可以知道，实现高效的正交变换数据压缩的关键在于：如何选择样本（变换
域系数）才能取出信源信息中的主要部分，而使舍弃的系数中含有的信息量最少，即丢失
（损失）的信息量最少。在此我们给出一个变换域系数选择中应当遵循的方差准则。
首先分析使用最佳变换（Ｋ Ｌ变换）时的情况。设

［ｆ（ｘ）］Ｎ［Ｆ（ｕ）］Ｎ
为Ｎ 点Ｋ Ｌ变换，经过Ｋ Ｌ变换后，变换域系数的协方差矩阵是对角线矩阵，即

［ＣＦ］＝

λ１
λ２ ０


０ λＮ－１

λ

熿

燀

燄

燅Ｎ
并且满足：

λ１≥λ２≥ … ≥λＮ
　　希望从［Ｆ（ｕ）］Ｎ 中选出一个由Ｍ 个分量组成的子集（Ｍ＜Ｎ），当删去剩下的Ｎ－Ｍ 个
分量，仅用［Ｆ（ｕ）］Ｎ 中所保留的Ｍ 个分量重建数据［ｆ（ｘ）］Ｎ 时，所产生的均方误差最小。
由Ｋ Ｌ变换的能量集中特性可知，应当选出具有最大特征值的Ｍ 个系数并构成保留

子集，即

Ｆ（１），Ｆ（２），…，Ｆ（Ｍ）
而舍弃其他变换域系数

Ｆ（Ｍ＋１），Ｆ（Ｍ＋２），…，Ｆ（Ｎ）
特征值λｉ是［ＣＦ］主对角线上的元素，它们实际上是变换系数Ｆ（ｕ）的方差，即

σ２Ｆ（ｉ）＝λｉ　　ｉ＝１，２，…，Ｎ
　　对于离散傅立叶变换（ＤＦＴ）、离散余弦变换（ＤＣＴ）、离散沃尔什 哈德玛变换等常用
准最佳变换，协方差矩阵［ＣＦ］一般不是严格的对角线矩阵。因此，经准最佳正交变换处理
后，变换域系数之间仍保留一些剩余相关性，但是对于准最佳变换，变换域中的能量仍集
中于方差大的变换域系数中。于是我们可以得出正交变换编码中选择变换域系数应当遵循
的方差准则：保留具有最大方差的Ｍ 个系数，其余（Ｎ－Ｍ）个系数可以舍弃。

４．正交变换编码的基本方法

设Ｎ 点数据组成的列向量［ｆ（ｘ）］、［Ｆ（ｕ）］　（ｘ，ｕ＝０，１，…，Ｎ－１）为一对正交变
换，即对于信源数据列向量：

ｆ＝ ［ｆ（１），ｆ（２），…，ｆ（Ｎ）］
施加正交变换后，变换域系数列向量为

Ｆ＝Ｔ［ｆ（ｘ）］＝ ［Ｆ（１），Ｆ（２），…，Ｆ（Ｎ）］
逆变换为
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ｆ＝Ｔ－１［Ｆ］

　　由上面的讨论知道，正交变换信源编码是在变换域内进行样值选择和量化编码。变换
域内的样值选择和量化编码主要有两种方法。

１）区域采样法
区域采样法为利用变换域中能量集中于低频区域的特点，设计一个二维低通滤波器，

即令变换域抽样函数ψ（ｕ）为

ψ（ｕ）＝
１　　 低通取样域内

０　　｛ 低通取样域外

于是低频分量的变换域系数被保留并编码传输，而其他分量被舍弃。
在接收端，解码得到变换域系数，按照ψ（ｕ）的关系适当排放并令低通取样区域外的系

数为零，重建变换域系数阵列，通过反变换重建空间域数据：

ｆ′（ｘ）＝Ｔ－１［Ｆ（ｕ）］

　　由于在变换域做了区域采样，因此依逆变换关系得到的重建数据为

ｆ′（ｘ）＝∑
ｕ
Ｆ（ｕ）ψ（ｕ）Ｔ

－１（ｘ；ｕ）

　　显然，因为区域采样舍弃了部分变换域系数（丢掉了部分交流信息），所以解码再现数
据将存在一定程度的失真。

可以证明，重建数据ｆ′（ｘ）与输入数据ｆ（ｘ）之间的均方误差为

ε＝ １Ｎ∑ｕ Ｆ
２（ｕ）［１－ψ（ｕ）］

　　显然，信源输出数据和解码再现数据之间的均方误差的大小与正交变换形式在变换域
中的能量集中程度有关。

２）区域编码法
在区域采样的基础上，依变换域系数方差的分布特点，将低通区域分为若干子区域，

对不同区域内的变换域系数用不同的比特数进行量化和编码，这样就构成了区域编码。
区域编码法可进一步节省数码率，实现更有效的数据压缩。

８．５．５　矢量量化编码方法

１．问题的提出

限失真编码中，需要对信源输出符号或去相关处理后的数据进行量化，主要的量化方
式包括标量量化（对单个符号进行量化处理）和矢量量化（对随机变量序列进行量化处理）。
前面讨论信源数据压缩编码中采用的是标量量化方法，即对信源进行去相关处理后，

对其输出的单个符号数据（标量）进行量化和编码。标量量化编码方法处理过程简单，但是
存在下面两方面的问题：

（１）标量量化不能有效利用数据之间的剩余相关性。
标量量化的基本假设是数据相互独立。然而，对于具有一定相关性的信源，经ＤＦＴ、

ＤＣＴ等准最佳正交变换或预测处理后，数据之间仍然存在一定的剩余相关性。由于矢量量
化是对某数据序列进行编码，编码中考虑了数据序列的整体变化关系，因此可以更充分地
利用数据序列中各分量之间的剩余相关性，进一步提高系统的有效性。

７２２第８章　限失真信源编码



另外，香农第一、第三编码定理表明：对扩展信源输出的ｐ个信源符号组成的随机矢
量进行编码，其编码效率优于标量的编码，并且ｐ愈大，编码效率愈高。
可见，信源输出数据的矢量量化编码可以进一步提高数据压缩的有效性。
（２）标量量化的失真控制策略不够合理。

在限失真编码中，失真大小是衡量编码方法优劣的重要指标。标量量化可以使每一随
机变量的量化失真最小。但是，这种失真控制策略不能保证量化结果与数据序列的变化规
律一致，从而使得信源数据序列的总体量化失真较大。

２．矢量量化的基本原理

设信源数据Ｘ取值于一维的实数空间，且Ｘ∈｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＬ｝。

在信源输出的随机变量序列Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ…中，将ｐ个数据划分为一组并构成ｐ 维的随
机矢量：

Ｘｐ ＝Ｘ１Ｘ２…Ｘｐ
其中：

Ｘｉ∈Ｘ　ｉ＝１，２，…，ｐ
于是，可以将信源看做一个输出ｐ维随机矢量Ｘ 的扩展信源Ｘｐ。扩展信源的输出Ｘ有Ｌｐ

种可能的取值组合形式（样矢量），每一个样矢量Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｌｐ）对应于ｐ维实空间中
的一个点。

定义ｐ维随机矢量的失真函数（如样矢量之间的距离）。如果某些点之间的距离较小，
则认为它们的样矢量比较相似（接近），可以将这些样矢量（点）划分为一类，于是，可以将

ｐ维实空间划分为Ｎ 类（ＮＬｐ）子空间。在每一类子空间中总可以找到一个点（矢量），使
得该子空间中的样矢量距该点的距离（失真）均比较小。定义此点为该类样矢量的类中心矢
量（也称典型矢量、代表矢量）。

于是，信源输出的Ｌｐ 种ｐ维样矢量可以由Ｎ 种类中心矢量来表示并组成矢量量化码
本，码矢地址可以用每一典型矢量的序号表示。

在信源输出信息的传输或存储系统中，仅对典型矢量的序号ｉ（码矢地址）进行编码。
在解码端则依据码矢地址查找典型矢量，恢复信源输出的数据。如果典型矢量序号ｉ用等
长码表示，则传输一个样矢量只需ｌｏｇＮ 比特。于是，实现的压缩比为

ｌｏｇ Ｌ
ｐ

ｌｏｇＮ
显然，矢量量化可以实现高效的数据压缩。
注意：将每一样矢量用其类中心矢量表示时，重建信号将产生少量的失真。因此，矢

量量化编码是一种限失真的信源编码。

３．矢量量化的处理步骤

首先依据某种准则（如失真度量、距离、概率分布）和系统的性能要求，将样矢量Ｘｐ 构
成的ｐ维空间进行划分，设计矢量量化码本。
设ｐ维矢量Ｘｐ 可以划分为Ｎ 类，如将ｐ维空间划分为Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮ（ＮＬｐ）等Ｎ

个子空间，Ｎ 个子空间两两互不相交，且子空间之和为ｐ维矢量定义的全空间，则这样的
子空间是ｐ维空间中的一个超多面体。
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按照某种失真准则，通过优化可以在每一子空间Ｓｉ 内确定一个类中心矢量ｙｉ（ｉ＝１，

２，…，Ｎ）。在该子空间中，将每一个样矢量用类中心矢量表示时所产生的平均失真最小。
如果Ｘｐ∈Ｓｉ，则将该样矢量Ｘｐ 用类中心矢量ｙｉ表示，即子空间Ｓｉ中所有样矢量都被量
化为类中心矢量ｙｉ。
矢量量化码本由Ｎ 个子空间中的类中心矢量（ｐ维）构成，即

｛ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ｝

Ｎ 个类中心矢量分别以数字１、２、…、Ｎ 为码矢量地址并编码表示。
在发送端，每一ｐ维样矢量被量化为类中心矢量，以其序号的编码在信道中传输。
在接收端，解码恢复某一数字，在码本中找到相应的类中心矢量，还原ｐ维矢量，重

建信源数据序列。
矢量量化处理的一般步骤如下：
（１）将信源输出的随机变量序列 Ｘ１Ｘ２…Ｘｉ…分组，每一组为一个ｐ 维随机矢量

Ｘｐ＝Ｘ１Ｘ２…Ｘｐ。
（２）确定码本的长度Ｎ，指定一组初始码矢量：

Ｙ０＝ ｛ｙ
（０）
１ ，ｙ

（０）
２ ，…，ｙ

（０）
Ｎ ｝

　　（３）依某种准则迭代处理，优化ｐ维空间的划分和类中心矢量。通过迭代优化码本Ｙｉ，
使Ｙｉ所产生的失真度满足迭代门限要求，得到优化的码本Ｙ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ｝和优化的
子空间划分Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮ。

（４）矢量量化。对于信源输出的每一个样矢量Ｘｐ，通过与码本Ｙ 匹配（依某种失真度
量）来确定该样矢量Ｘｐ 的类别归属。若Ｘｐ∈Ｓｉ，则Ｘｐ 被量化为ｙｉ，即Ｘｐ 被ｙｉ取代表示。

（５）编码。对ｙｉ的序号ｉ作等长或变长编码，进入传输系统。在接收端，收到的码字
经解码恢复序号ｉ，在码本找出相应的码矢量ｙｉ，以ｙｉ作为Ｘｐ 的解码，重建信源数据
序列。

习　题　８

８．１　已知信源［ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
ｕ１ ｕ２ ｕ３
１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３
和失真函数矩阵Ｄ＝

０ １ ３
１ ０ １
熿

燀

燄

燅２ １ ０

，在下面不

同的信道中计算平均失真珚ｄ和互信息Ｉ（ｕ；ｖ）。

（１）［Ｐ（ｖ｜ｕ）］＝
１ ０ ０
０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

；

（２）［Ｐ（ｖ｜ｕ）］＝Ｐ（ｖ）且Ｐ（ｖ１）＝
１
３
，Ｐ（ｖ２）＝

１
６
，Ｐ（ｖ３）＝

１
２
；

（３）［Ｐ（ｖ｜ｕ）］＝Ｐ（ｖ）且Ｐ（ｖ１）＝Ｐ（ｖ３）＝０，Ｐ（ｖ２）＝１。
由计算结果可得到什么结论？

８．２　已知［Ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
ｕ１ ｕ２
１
３

熿

燀

燄

燅
２
３
，接收符号集为Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２｝，失真矩阵为Ｄ＝

１
８ １

１

熿

燀

燄

燅
１
２

，
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计算Ｄｍｉｎ和Ｄｍａｘ，依Ｒ（Ｄ）的性质做出大致的函数曲线。

８．３　已知二元信源Ｘ：
Ｘ［ ］Ｐ ＝

０， １

ｐ， １－［ ］ｐ 以及失真矩阵［ｄｋｊ］＝
０ １［ ］１ ０

，试求Ｄｍｉｎ、

Ｄｍａｘ和Ｒ（Ｄ）。

８．４　若某无记忆信源［Ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
－２ ０ ２
１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３
，Ｖ＝｛－１，１｝，根据实际情况的要

求和信道错误的风险定义失真函数Ｄ＝
１ ４
２ １
熿

燀

燄

燅４ １

，求传输此信源信息时的最小失真限度Ｄｍｉｎ

和最大失真限度Ｄｍａｘ，并求出如何选择信道可达到Ｄｍｉｎ和Ｄｍａｘ。

８．５　已知［Ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
０ １
１
３

熿

燀

燄

燅
２
３
，Ｖ∈｛０，１｝，失真矩阵Ｄ＝

０ ａ
ａ［ ］０ （ａ＞０），计算给

定信源Ｕ 的信息率失真函数Ｒ（Ｄ）并验证信道的存在性。

８．６　一个四进制等概率信源［Ｕ，Ｐ（ｕ）］＝
０ １ ２ ３
１
４

１
４

１
４

熿

燀

燄

燅
１
４
，接收符号集Ｖ＝｛０，１，

２，３｝，其失真矩阵Ｄ＝

０ １ １ １
１ ０ １ １
１ １ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ ０

，计算信源的Ｒ（Ｄ），并画出其曲线（取４～５个点）。

８．７　设已知离散无记忆信源在给定失真量度ｄ（ｋ，ｊ）（ｋ＝１，２，…，Ｋ；ｊ＝１，２，…，Ｊ）
下的信息率失真函数为Ｒ（Ｄ），现定义新的失真量度ｄ′（ｋ，ｊ）＝ｄ（ｋ，ｊ）－ｇｋ。试证：在新

的失真量度下，信息率失真函数Ｒ′（Ｄ）为Ｒ′（Ｄ）＝Ｒ（Ｄ＋Ｇ），其中Ｇ＝∑
ｋ
Ｐ（ａｋ）ｇｋ。

８．８　令某离散无记忆信源Ｕ 的信息率失真函数为Ｒ（Ｄ），而失真函数为｛ｄ（ｕ，ｖ）：ｕ
∈Ｕ，ｖ∈Ｖ｝。研究另一种测度：

｛ｄ′（ｕ，ｖ）＝ｄ（ｕ，ｖ）－ｍｉｎ
ｖ∈Ｖ
ｄ（ｕ，ｖ）：ｕ∈Ｕ，ｖ∈Ｖ｝

它相当于失真矩阵中某一行各元素减去该行中的最小值，这时在失真测度ｄ′（ｕ，ｖ）下的信
息率失真函数为Ｒ′（Ｄ）。证明：

Ｒ′（Ｄ）＝Ｒ（Ｄ＋Ｄｍｉｎ）

其中：Ｄｍｉｎ＝∑
Ｕ
Ｐ（ｕｉ）ｍｉｎｄ（ｕｉ，ｖｊ）。
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附录Ａ　凸函数与颜森（Ｊｅｎｓｅｎ）不等式

Ａ．１　一元函数的凸性

凸性是反映函数变化关系的一种基本性质。在信息理论的讨论中，凸性是描述信息度
量关系的一个很有意义的性质。下面首先由一元函数的几何意义，观察和了解函数的
凸性。
设有一元函数ｆ（ｘ）如图Ａ １所示，由ｆ（ｘ）的几何关系可以看出，此函数是下凸的。

我们需要找出函数凸性的一般的描述方式。

图Ａ １　一元下凸函数

若Ｋ是ｆ（ｘ）定义域中一个连续的子区间，则在Ｋ中任取两点ｘ１和ｘ２（不妨设ｘ１＜ｘ２），
对于任意的０≤ｔ≤１，它们的线性组合ｘ＝ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２∈Ｋ，且满足ｘ１≤ｘ≤ｘ２。为了观
察函数ｆ（ｘ）的凸性，由ｘ１、ｘ２处的函数值ｆ（ｘ１）、ｆ（ｘ２）做ｆ（ｘ）的弦（割线）ｆ１（ｘ）（如图Ａ
１中的直线）。此弦的方程ｆ１（ｘ）可以由两点式写出，即

ｆ１（ｘ）－ｆ（ｘ１）
ｘ－ｘ１

＝ｆ
（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

　　由此得到：

ｆ１（ｘ）＝
ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

（ｘ－ｘ１）＋ｆ（ｘ１）

＝
ｘ２－ｘ
ｘ２－ｘ１

ｆ（ｘ１）＋
ｘ－ｘ１
ｘ２－ｘ１

ｆ（ｘ２）

作变量替换，令ｔ＝
ｘ２－ｘ
ｘ２－ｘ１

，由于ｘ１≤ｘ≤ｘ２，因此０≤ｔ≤１。因
ｘ－ｘ１
ｘ２－ｘ１

＝１－
ｘ２－ｘ
ｘ２－ｘ１

＝１－ｔ，
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即

ｘ＝ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２
于是，弦ｆ１（ｘ）的直线方程为

ｆ１（ｘ）＝ｔｆ（ｘ１）＋（１－ｔ）ｆ（ｘ２）

　　由图Ａ １所示的函数曲线的变化关系可以知道，在ｘ１≤ｘ≤ｘ２ 中，ｆ（ｘ）上任意两点

ｘ１、ｘ２ 处所做的弦都在ｆ（ｘ）的上方，即

ｆ１（ｘ）＝ｔｆ（ｘ１）＋（１－ｔ）ｆ（ｘ２）≥ｔｆ（ｘ）＋（１－ｔ）ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）

故而有ｆ（ｘ）≤ｆ１（ｘ）（ｘ∈Ｋ）。

Ａ．２　一元函数凸性的定义

对于定义域中任意两点ｘ１、ｘ２，如果ｘ１≤ｘ≤ｘ２，曲线ｆ（ｘ）的弦ｆ１（ｘ）都在ｆ（ｘ）的上

方，即满足：

ｆ（ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２）≤ｔｆ（ｘ１）＋（１－ｔ）ｆ（ｘ２）

则称函数ｆ（ｘ）在区间［ｘ１，ｘ２］内是下凸的，仅当不等式成立时为严格下凸。若不等号反
向，则ｆ（ｘ）是上凸或严格上凸的。

Ａ．３　函数凸性的判别

定义在Ｋ 上的一元函数ｆ（ｘ）其凸性可以由其一阶、二阶导数加以判别。
（１）若ｆ（ｘ）的一阶导数ｆ′（ｘ）在Ｋ 上存在且非递减，则ｆ（ｘ）下凸；若ｆ′（ｘ）递增，则

ｆ（ｘ）严格下凸。
反之，ｆ（ｘ）上凸或严格上凸。
（２）若ｆ（ｘ）的二阶导数ｆ″（ｘ）在Ｋ 上存在且满足ｆ″（ｘ）≥０，则ｆ（ｘ）下凸。只有不等

式成立时，ｆ（ｘ）严格下凸。
反之，ｆ″（ｘ）≤０时ｆ（ｘ）上凸或严格上凸。
（３）定理　设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上可导，则下面条件等价：

① 为［ａ，ｂ］上的上凸函数；

② 为［ａ，ｂ］上的增函数；

③ 对［ａ，ｂ］上的任意两点ｘ１、ｘ２，有：

ｆ（ｘ２）≥ｆ（ｘ１）＋ｆ′（ｘ１）（ｘ２－ｘ１）

　　若ｆ（ｘ）为区间［ａ，ｂ］上的下凸函数，则不等号反向。

Ａ．４　Ｊｅｎｓｅｎ不等式

设函数ｆ（ｘ）为区间［ａ，ｂ］上的上凸函数，则对任意ｘｉ∈［ａ，ｂ］，λｉ＞０，∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ ＝１，

ｉ＝１，２，…，ｎ，有Ｊｅｎｓｅｎ不等式：
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ｆ ∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｘ（ ）ｉ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｆ（ｘｉ）

等号当且仅当ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ 时成立。若ｆ（ｘ）为区间［ａ，ｂ］上的下凸函数，则不等号
反向。

证明：假设ｘ０ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｘｉ，则ｘ０∈［ａ，ｂ］。根据上述定理，对于任意ｘｉ∈［ａ，ｂ］，有

ｆ（ｘｉ）≥ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）（ｘｉ－ｘ０）
在不等号两边同乘以λｉ＞０，有

λｉｆ（ｘｉ）≥λｉｆ（ｘ０）＋λｉｆ′（ｘ０）（ｘｉ－ｘ０）
对不等号两边求和，可得：

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｆ（ｘｉ）≥∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｆ（ｘ０）＋∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｆ′（ｘ０）（ｘｉ－ｘ０）　

＝ｆ（ｘ０）∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＋ｆ′（ｘ０）∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｘｉ－ｘ０∑

ｎ

ｉ＝１
λ（ ）ｉ

＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）（ｘ０－ｘ０）

＝ｆ ∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｘ（ ）ｉ

即

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｆ（ｘｉ）≥ｆ ∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｘ（ ）ｉ

证毕。

Ａ．５　凸域和凸函数

上面关于一维欧氏空间中函数凸性的结论可以推广到ｎ维欧氏空间中。

１）凸域
凸域表示欧氏子空间的一种性质，其定义如下：
设有ｎ维欧氏空间的子空间Ｋ，对于Ｋ 中任意两个矢量（点）ｘ１＝（ｘ１１，ｘ２１，…，ｘｎ１），

ｘ２＝（ｘ１２，ｘ２２，…，ｘｎ２），若它们的线性组合矢量：ｘ＝ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２仍在Ｋ 中，则称子空间
Ｋ 是凸状的或凸域。

２）凸函数

ｎ维空间中凸函数的定义可以仿照一维函数凸性的定义推广给出。
对于ｎ维空间中的实函数ｆ（ｘ），如果Ｋ 是ｆ（ｘ）定义域上的一个凸的子集，那么对于

任意的ｘ１，ｘ２∈Ｋ，ｔ∈［０，１］，若满足：

ｆ（ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２）≤ｔｆ（ｘ１）＋（１－ｔ）ｆ（ｘ２）
则称ｆ（ｘ）为下凸函数（杯型）。若只有不等式成立，则称ｆ（ｘ）是严格下凸的。
若不等号反向，则ｆ（ｘ）为上凸函数（帽型）或严格上凸函数。
此处将ｆ（ｘ）的定义域局限在凸域，这是为了保证矢量ｘ＝ｔｘ１＋（１－ｔ）ｘ２仍在域Ｋ 中。

３）凸函数的性质
（１）若ｆ（ｘ）是下凸函数，则－ｆ（ｘ）是上凸的，反之也成立。
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（２）设ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）均为Ｋ 中的下凸函数，若Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 为正实数，

则它们的线性组合ｆ（ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｃｉｆｉ（ｘ）也是下凸函数。

（３）若ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）中至少有一个是严格下凸的，则ｆ（ｘ）严格下凸；反
之，当ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）均为上凸函数时，ｆ（ｘ）是上凸的。

（４）若ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）中至少有一个是严格上凸的，则ｆ（ｘ）严格上凸。

Ａ．６　凸域中的Ｊｅｎｓｅｎ不等式

设Ｋ 是ｎ维欧氏空间的凸域，并设有随机矢量ｘ。若随机矢量ｘ的数学期望Ｅ［ｘ］存
在，ｆ（ｘ）在Ｋ 内是下凸函数，则有：

ｆ（Ｅ［ｘ］）≤Ｅ［ｆ（ｘ）］

　　若ｆ（ｘ）是Ｋ 中的上凸函数，则不等号反向。
例如，对于随机变量Ｘ，设它有ｍ种取值可能，即ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ∈Ｘ，已知ｘｉ发生

的概率为Ｐ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，…，ｍ），且０≤Ｐ（ｘｉ）≤１，∑
ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）＝１。设有随机变量的函数

ｆ（Ｘ），如果ｆ（Ｘ）在凸域Ｋ 内是下凸的，则由Ｊｅｎｓｅｎ不等式有：

ｆ ∑
ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）ｘ（ ）ｉ ≤∑

ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ）ｆ（ｘｉ）
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附录Ｂ　线性代数基础

Ｂ．１　群、域与环

１．群

１）定义
设Ｇ是非空的集合，在Ｇ中定义一种代数运算，符号为“”，若Ｇ中的元素满足下述

公理：
（１）有封闭性。对任意的ａ，ｂ∈Ｇ，恒有ａｂ∈Ｇ。
（２）结合律成立。对任意的ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ，有（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）。
（３）Ｇ中有一恒等元ｅ存在。对任意的ａ∈Ｇ，有ｅ∈Ｇ，使得ａｅ＝ｅａ＝ａ。
（４）对于任意的ａ∈Ｇ，存在有逆元ａ－１∈Ｇ，使得ａａ－１＝ａ－１ａ＝ｅ。

则称Ｇ构成一个群。

２）加群和乘群
一般而言，若群Ｇ中的运算“”是加法，则简称Ｇ为加群；若群Ｇ中的运算“”是乘

法，则简称Ｇ为乘群。

３）有限群和无限群
若群中的元素个数有限，则称为有限群；否则，称为无限群。

４）阿贝尔群
若群Ｇ中，对于任何的ａ，ｂ∈Ｇ，有ａｂ＝ｂａ，则称Ｇ为交换群、可换群或阿贝尔

群（Ａｂｅｌ群）。

２．环

１）定义
若在非空集合Ｒ中定义加和乘两种代数运算，且满足下述公理：
（１）集合Ｒ关于加法构成阿贝尔群。
（２）集合Ｒ中的乘法具有封闭性。对任意的ａ，ｂ∈Ｒ，恒有ａｂ∈Ｒ。
（３）乘法结合律成立，且加法和乘法之间有分配律，即对任意的ａ，ｂ∈Ｒ，有

ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ
（ｂ＋ｃ）ａ＝ｂａ＋｛ ｃａ

（Ｂ．１）

则称Ｒ是一个环。
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２）有单位元环和剩余类环
在环中，对于乘法，无恒等元（单位元），也无逆元。若环中有单位元，则称其为有单位

元环。
整数全体关于模整数ｍ的剩余类构成的环，称为剩余类环，用Ｚｍ 表示。

３．域

若在非空集合Ｆ中定义加和乘两种代数运算，且满足下述公理：
（１）Ｆ关于加法构成阿贝尔群。其加法恒等元记为“０”。
（２）Ｆ中非零元素对乘法构成阿贝尔群。其乘法恒等元（单位元）记为“１”。
（３）加法和乘法间有如下分配律：

ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ
（ｂ＋ｃ）ａ＝ｂａ＋｛ ｃａ

（Ｂ．２）

则称Ｆ是一个域。

Ｂ．２　有 限 域 基 础

１．有限域和无限域

若域中的元素个数有限，则称为有限域；否则，称为无限域。
有限域中元素的个数称为域的阶，ｑ阶有限域亦称伽罗华域（Ｇａｌｏｉｓ域），记为ＧＦ（ｑ）

或Ｆｑ。

２．ｐ阶有限域

设ｐ为素数，则整数全体关于模ｐ的剩余类０，１，２，…，ｐ－１，在模ｐ相加和相乘运
算下构成的域，称为ｐ阶有限域，记为Ｆｐ 或ＧＦ（ｐ）。

３．二进制域

若在域中定义模２加和乘法两种运算的代数，则这种只有０、１两个元素的域称为二进
制域，记为ＧＦ（２）。

Ｂ．３　有限域上的线性代数

１．即约多项式

设ｆ（ｘ）是次数大于零的多项式，若除了常数和常数本身的乘积之外，再不能被域
ＧＦ（ｐ）上的其他多项式除尽，则称ｆ（ｘ）为域ＧＦ（ｐ）上的即约多项式。

２．ｐｎ 阶有限域

若ｎ次（ｎ＞１）首一多项式ｆ（ｘ）在域ＧＦ（ｐ）上即约，则由ｆ（ｘ）为模所组成的多项式剩
余类环是一个有ｐｎ 个元素的有限域，记为ＧＦ（ｐｎ）。

ＧＦ（２）是ＧＦ（２ｍ）域的一个子域，ＧＦ（２ｍ）称为ＧＦ（２）的扩域。

３．本原域元素和本原多项式

若α为ＧＦ（ｑ）中的ｎ级元素，即αｎ＝１，则称α为ｎ次单位原根。若在ＧＦ（ｑ）中某元素
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α的级为ｑ－１，则称α为本原域元素。
系数取自ＧＦ（ｐ）上的以ＧＦ（ｐｎ）中本原域元素为根的最小多项式，称为本原多项式。
有限域ＧＦ（２ｍ）中的２ｍ 个元素由一个ｍ 次的本原多项式ｐ（ｘ）产生。我们引入一个新

符号α，并设ｐ（α）＝０。然后分别计算得到２ｍ－１个非零元素，再加零元素，总共有２ｍ 个域
元素。域元素可用幂表示式、多项式表示式和矢量表示式表示。
例如，计算ｐ（ｘ）＝ｘ４＋ｘ＋１产生的域元素。设ｐ（α）＝０，则ｐ（α）＝α４＋α＋１＝０，

α４＝α＋１。经运算得到１６个域元素的三种表示式如表Ｂ １所示。
表Ｂ １　１６个域元素的三种表示式

幂表示式 多项式表示式 矢量表示式

０ ０ ００００

１ α０ ０００１

α α ００１０

α２ α２ ０１００

α３ α３ １０００

α４ α＋１ ００１１

α５ α２＋α ０１１０

α６ α３＋α２ １１００

α７ α３＋α＋１ １０１１

α８ α２＋１ ０１０１

α９ α３＋α １０１０

α１０ α３＋α２＋１ ０１１１

α１１ α３＋α２＋α １１１０

α１２ α３＋α２＋α＋１ １１１１

α１３ α３＋α２＋１ １１０１

α１４ α３＋１ １００１

４．ｍ序列

１）ｍ序列的定义与构造
根据ＧＦ（２）上的ｎ次本原多项式组成的线性反馈移位寄存器所产生的序列，称为最大

周期线性移位寄存器序列（或最长ｎ级线性移位寄存器序列），简称ｍ序列。
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　　在最长序列线性移位寄存器电路中，每右移一次相当于乘α，因此可以应用这种电路
进行ＧＦ（２ｎ）上域元素之间的相乘和相除运算。
如果生成多项式用下式表示：

ｆ（ｘ）＝ｃｎｘｎ＋…ｃ１ｘ＋ｃ０　ｃｎ ＝ｃ０＝１ （Ｂ．３）

则相对应的线性反馈移位寄存器如图Ｂ １所示。

图Ｂ １　ｎ级线性反馈移位寄存器

２）ｍ序列的性质
（１）ｍ序列的伪随机性质。

① 在每个周期ｐ＝２ｎ－１内，“０”出现２ｎ－１－１次，“１”出现２ｎ－１次，“１”比“０”多出现
一次。

② 在每个周期内，共有２ｎ－１个元素游程，其中０游程和１游程的数目各占一半。对
于ｎ＞２，当１≤ｋ≤ｎ－２时，长度为ｋ的游程占游程总数的１／２ｋ，其中０游程和１游程各
占一半；长度为ｎ－１的游程只有一个，为０游程；长度为ｎ的游程也只有一个，为１
游程。

③ｍ序列｛ａｋ｝与其位移序列｛ａｋ－τ｝的模２和仍是ｍ序列的另一个位移序列｛ａｋ－τ′｝，即
｛ａｋ｝＋｛ａｋ－τ｝＝ ｛ａｋ－τ′｝

　　（２）ｍ序列的相关性质。ｍ序列的自相关函数满足如下关系：

Ｒ（τ）＝
１ （τ＝０）ｍｏｄｐ

－１ｐ
（τ≠０）ｍｏｄ

烅
烄

烆 ｐ
（Ｂ．４）

　　（３）ｍ序列优选对。ｍ序列优选对是指ｍ序列集中，互相关函数最大值的绝对值｜Ｒｍａｘ｜
最接近或达到互相关值下限（最小值）的一对ｍ序列。
如果Ａ是对应于ｎ级本原多项式ｆ（ｘ）所产生的ｍ序列，Ｂ是对应于ｎ级本原多项式

ｇ（ｘ）所产生的ｍ序列，则当它们的互相关函数｜Ｒａｂ（ｋ）｜满足：

｜Ｒａｂ（ｋ）｜＝
２
ｎ＋１
２ ＋１ ｎ为奇数

２
ｎ＋２
２ ＋１ ｎ为偶数且不为４

烅
烄

烆 的倍数
（Ｂ．５）

时，ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）所产生的ｍ序列Ａ 和Ｂ 构成一对优选对。
经过计算机搜索，部分优选对见表Ｂ ２。
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表Ｂ ２　部分优选对码表

级数 基准本原多项式 配对本原多项式

７

２１１

２１７

２３５

３６７

２１７ ２３５ ２７７ ３２５

２０３ ３５７ ３０１ ３２３

２１１ ２３５ ２７７ ３２５

２１３ ２７１ ３５７ ３２３

２１１ ２１７ ２７７ ３２５

３１３ ２２１ ３６１ ３５７

２７７ ２０３ ３１３ ３４５

２２１ ３６１ ２７１ ３７５

９

１０２１ １１３１ １３３３

１１３１ １０２１ １０５５ １２２５ １７２５

１４６１ １７４３ １５４１ １８５３

１０
２４１５ ２０１１ ３５１５ ３１７７

２６４１ ２５１７ ２２１３ ３０４５

１１
４４４５ ４００５ ５２０５ ５３３７ ５２６３

４２１５ ４５７７ ５７４７ ６７６５ ４５６３

９３２附录Ｂ　线性代数基础



部分习题参考答案

第　２　章

２．１　１（该信息量单位）＝２．３３比特；１（该信息量单位）＝１．６１奈特。

２．２　１比特，２比特，３比特，３比特；１．７５比特／符号。

２．３　Ｉ（ｘ＝点）＝０．４１５比特，Ｉ（ｘ＝画）＝２比特；Ｈ（Ｘ）＝０．８１１比特／符号。

２．５　２．３４１比特／符号。

２．６　（１）５．１７比特，２．８５比特，４．１７比特；（２）３．２７４比特／符号。

２．８　Ｉ２（Ｘ３）＝０．１５比特，Ｉ０（Ｘ３）＝２比特，Ｉ１（Ｘ３）＝１．８５比特。

２．９　Ｉ１＝１比特，Ｉ２＝２比特；

Ｉ１总＝４比特，Ｉ２总＝３．２４比特；
珔ＩＸ＝１比特／符号＝Ｈ（Ｘ），珔ＩＹ＝０．８１比特／符号＝Ｈ（Ｙ）。

２．１０　Ｈ（Ｓ′）＝Ｈ（Ｓ）－（１－ε）ｌｏｇ（１－ε）－εｌｏｇε。

２．１２　
Ｈ（Ｙ）＝Ｈ（Ｘ）＋ｌｏｇａ　ａ＞０
Ｈ（Ｙ）＝－Ｈ（Ｘ）－ｌｏｇａ　ａ＜｛ ０

。

２．１３　（１）Ｈ（Ｘ）＝１＋ｌｎλ；
（２）Ｈ（Ｘ）＝１＋ｌｎ（２λ）；

（３）Ｈ（Ｘ）＝ｌｎ（λ２）－ｌｎ（λ）＋１２
。

第　３　章

３．４　（１）Ｈ（Ｘ）＝１．９５２７比特／符号，Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝１．８５１比特／符号，Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝
１．８６９２比特／符号。

（２）Ｉ（ｘ１；ｙ１）＝－０．８４８０比特，Ｉ（ｘ１；ｙ２）＝０．７３７０比特，Ｉ（ｘ２；ｙ１）＝０．１５２０比特，

Ｉ（ｘ２；ｙ２）＝－０．２６３０比特，Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０．１０１７比特／符号。

３．５　（１）Ｉ（ｘ＝０；ｙ＝１）＝－１．３７８５比特；（２）Ｉ（ｘ＝１；Ｙ）＝０．０７２０６比特；
（３）Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０．２０８７比特／符号。

３．６　实际求传输系统的平均互信息量：Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０．０９３比特／符号。

３．７　（１）Ｉ（ｘ１）＝０．７３７比特，Ｉ（ｘ２）＝１．３２２比特；
（２）Ｉ（ｘ１；ｙ１）＝０．０５８９比特，Ｉ（ｘ１；ｙ２）＝－０．２６３０比特，Ｉ（ｘ２；ｙ１）＝－０．０９３１比
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特，Ｉ（ｘ２；ｙ２）＝０．３２１９比特；
（３）Ｈ（Ｘ）＝０．９７１０比特／符号，Ｈ（Ｙ）＝０．７２１９比特／符号；
（４）Ｈ（Ｘ｜Ｙ）＝０．９６３５比特／符号，Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝０．７１４５比特／符号；
（５）Ｉ（Ｘ；Ｙ）＝０．００７５比特／符号。

第　４　章

４．１　Ｃ＝０．０８１７比特／符号；输入为等概率分布。

４．２　准对称信道Ｃ＝０．３９８比特／符号。

４．３　Ｃ＝Ｈ １
２－ε

，１
２－ε

，ε，（ ）ε －Ｈ（珚ｐ－ε，ｐ－ε，２ε，０）。
４．５　（２）Ｃ＝１２ｌｏｇ１＋

ｐ
σ（ ）２ ，当输入是方差为ｐ的高斯分布时达到信道容量。

第　５　章

５．２　（１）Ｇ＝
１ ０ １ １ １［ ］０ １ １ ０ １

；

（２）译码表如下：

伴随式 陪集首

０００ ０００００ ０１１０１ １０１１１ １１０１０
００１ ００００１ ０１１００ １０１１０ １１０１１
０１０ ０００１０ ０１１１１ １０１０１ １１０００
０１１ ０００１１ ０１１１０ １０１００ １１００１
１００ ００１００ ０１００１ １００１１ １１１１０
１０１ ０１０００ ００１０１ １１１１１ １００１０
１１０ １０００１ １１１００ ００１１０ ０１０１１
１１１ １００００ １１１０１ ００１１１ ０１０１０
译码结果 ０００００ ０１１０１ １０１１１ １１０１０

　　（３）ｐｅ＝（１－ε）５＋５ε（１－ε）４＋２ε２（１－ε）３。

第　６　章

６．１　（１）Ｈ（Ｘ２）≈１．６２２６比特／符号序列；
（２）Ｈ（Ｘ３）≈２．４３３８比特／符号序列。

６．２　Ｈ０（Ｘ）＝２比特／符号，Ｈ１（Ｘ）≈１．３１９比特／符号，相对熵η０．６５９５，冗余度

γ＝０．３４０５。

６．３　（１）Ｈ（Ｘ）＝１．５比特／符号；
（２）Ｈ（Ｘ２｜Ｘ１）≈０．９３６３比特／符号，Ｈ（Ｘ１Ｘ２）＝２．４３６３比特／符号。
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６．４　（１）Ｈ１（Ｘ）＝Ｈ（１／４，１／２，１／４）＝１．５比特／符号，此时冗余度γ＝０．０５３６；
（２）Ｈ２（Ｘ）＝１．２１８１比特／符号，此时γ≈０．２３１５。

６．６　（１）是平稳信源；
（２）Ｈ（Ｘ２）＝１．９４２比特／符号序列，Ｈ（Ｘ３｜Ｘ１Ｘ２）＝０．９７１比特／符号，ｌｉｍ

Ｎ→∞
ＨＮ（Ｘ）＝

０．９７１比特／符号；
（３）Ｈ（Ｘ４）＝３．８８４比特／符号序列。

６．７　Ｈ∞＝１．４３８８比特／符号。

６．８　（１）Ｐ（０）＝Ｐ（１）＝Ｐ（２）＝１３
；

（２）Ｈ∞＝－珚ｐｌｏｇ珚ｐ－ｐｌｏｇｐ＋ｐ；
（３）Ｈ（Ｘ）≈１．５８５比特／符号；

（４）当ｐ＝０时，Ｈ∞＝－珚ｐｌｏｇ珚ｐ－ｐｌｏｇｐ２＝０
；

当ｐ＝１，时Ｈ∞＝－珚ｐｌｏｇ珚ｐ－ｐｌｏｇｐ２＝１
比特／符号。

６．９　（１）Ｐ（０）＝Ｐ（１）＝Ｐ（２）＝１／３；
（２）一阶马尔可夫信源的熵Ｈ∞＝Ｈ（ｐ）；
（３）当ｐ＝０或ｐ＝１时，Ｈ∞＝０。

６．１０　（１）Ｈ（Ｘ）＝０．８８１比特／符号；
（２）Ｈ２＝０．５５４比特／符号。

第　７　章

７．１　（１）信息熵Ｈ（Ｘ）＝８比特；
（２）Ｒ＝６．４×１０４比特／秒；
（３）３个数符；
（４）序列长度为２４。

７．２　（１）η１＝０．４６９；
（２）珡Ｎ＝０．６４５，η２＝０．７２７；
（３）珡Ｎ＝０．５３３，η３＝０．８８０。

７．３　（１）码Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｅ是唯一可译码；
（２）码Ａ、Ｃ、Ｅ是即时码；

（３）珡ＮＡ＝３，珡ＮＢ＝２
１
８
，珡ＮＣ＝珡ＮＢ＝２

１
８
，珡ＮＥ＝２；

（５）存在字首码；
（６）不存在满足字首性的编码。

７．４　（１）ηＨＸ＝０．９５９，ηＨＹ＝０．９９３；
（２）ηＦＸ＝０．９５２，ηＦＹ＝０．９９３。

７．５　（１）编码效率η＝０．９０７；
（２）编码效率η＝０．９７９。
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７．６　（１）Ｎ０＝１８８４０；

（２）０．９９×２１４３４２５≤Ｍε≤２
１６２２６．５。

７．７　（１）ｌ＝１８；
（２）ε＞０．１９０９；
（３）按编码考虑ｐｅ≈０．００１７，按契比雪夫不等式考虑ｐ′ｅ≈０．０８。

７．９　（１）Ｈ（ｓ）＝０．４６９比特／符号，剩余度γ＝５３．１％；
（２）平均码长为珚Ｌ＝１码符号／信源符号；

（３）当Ｎ＝２时，平均码长
珚ＬＮ（ ）Ｎ ≈０．６４５码符号／信源符号；

当Ｎ＝３时，平均码长
珚ＬＮ（ ）Ｎ ≈０．５３３码符号／信源符号；

当Ｎ＝４时，平均码长
珚ＬＮ（ ）Ｎ ≈０．４９３码符号／信源符号；

当Ｎ＝∞时，ｌｉｍ
Ｎ→∞

珚ＬＮ
Ｎ ≈０．４６９

码符号／信源符号。

７．１０　（４）ｖ＝（ａ－１）２ｋ＋１，ｕ＝ｎ－ｖ＝（２－ａ）２ｋ，

珚Ｌ＝ｖａ２ｋ
（ｋ＋１）＋ａ２

ｋ－ｖ
ａ２ｋ ｋ＝ｋ＋

２（ａ－１）
ａ

。

第　８　章

８．１　（１）珚ｄ＝０，Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝１．５８５比特／符号；

（２）珚ｄ＝１０９
，Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝０比特／符号；

（３）珚ｄ＝２３
，Ｉ（Ｕ；Ｖ）＝０。

８．２　Ｄｍｉｎ＝
３
８
，Ｄｍａｘ＝

２
３
。

８．３　Ｄｍｉｎ＝０，Ｄｍａｘ＝ｍｉｎ｛ｐ，１－ｐ｝，Ｒ（Ｄ）＝Ｈ（ｐ）－Ｈ（Ｄ），
其中Ｈ（Ｄ）＝－ＤｌｎＤ－（１－Ｄ）ｌｎ（１－Ｄ），０≤Ｄ≤Ｄｍａｘ。

８．４　Ｄｍｉｎ＝１，Ｄｍａｘ＝２。

８．５　Ｒ（Ｄ）＝
０．９１８－Ｈ Ｄ（ ）ａ ０≤Ｄ≤ａ３

０ Ｄ＞ａ
烅

烄

烆 ３

。

８．６　Ｒ（Ｄ）＝
２－Ｄｌｏｇ３－Ｈ（Ｄ） ０≤Ｄ≤３４

０ Ｄ＞
烅

烄

烆
３
４

。
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